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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2352.

(1918, p. 38.)

Soit ABA'B’ une section principale d’'un ellipsoide dont
les axes sont AA', BB', CC'. Par le sommet C, on méne la
paralléle CD a 'un des axes AA’ de cette section; par le
sommet C', la paralléle G'D' a ’autre axe BB'. Si une
droite A se déplace en rencontrant constamment lel-
lipse ABA'B' et les droiles CD et C'D', le volume enfermé
dans la portion de surface quengendre le segment de A
compris entre les droites CD et C'D' est égal au volume de
Uellipsoide. M. p’OcAGNE.

SovruTioN

Par M. PHILBERT DU PLESSsIs.
Les équations de la droite A sont de la forme
xr=XAz+c), y=p(zs—c).

Ecrivant qu'elle rencontre le plan z= o0 en un point de
I'elhpse ABA'B’, ona
A2¢2 p2c?

+
a? b2

L’élimination de X et ¢ entre ces trois équations fait con-
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naitre I'équation de la surface engendrée

ctx? c2y?
+
at(c+32)? b2(c—3)?

:[,

dont toutes les sections par des plans paralléles a Oy sont
des ellipses. Pour la cote z, la surface de cette section est

_ mab(ct— 3?)
=—"

Le volume demandé a donc pour expression

¢ 4 3¢
V—ﬂabf (cQ—zz)dz_-:—;é[cﬂz—-%] = é‘nabc,
—C

= .
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Autres solutions de MM. Bouvaist, FAUCHEUX.

24714,

(1923-24, p. 330.)

On considére des cubiques circulaires T formant un
Sfaisceau ponctuel linéaire. L’enveloppe de leurs asymp-
totes réelles est une hypocycloide a trois rebroussements,
dont le cercle tritangent (K) est égal, sans lui étre iden—
tique, au cercle (K') lieu des foyers singuliers des
courbesT.

St O est le centre du cercle (K'), les directions asymp-
totiques de T issues de O coupent la courbe en six points
a distance finie situés sur une conique (S). Les coniques (S)
Sforment, lorsque T varie, un faisceau ponctuel. Pour que
les cercles (K) et (K') soient confondus, il faut et il sufit
que ce faisceau soit équilatére. A. LABROUSSE.

SorLuTioN
Par le Commandant Pierre SICARD.

La cubique circulaire variable I' peut étre représentée par
une équation de la forme suivante :

T (22+y*)(az+by)+ Az?+ 2Bxy
+ Cy?+2Dzx+2Ey + F=o,
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les coefficients @, b, A, B, C, ... ayant respectivement les

valeurs
(a1 May), (by+1by),

(A|+ )\A’)’ (B‘-(-)\Bg), (C1+)\Cj), ce ey

fonctions du paramétre A (variable).
En posant

9u(2,y) = (ar+yt)(aw+by), gr=Azt+2Bay+Cy?,
p1=2Dz+2Ey + F,

I'asymptote y = cx + d de la cubique T, d’ordonnée a I'ori-
gine d, et de coefficient angulaire ¢, est donnée par I'équation

‘PQ(Iv c)

¢ (1, ")'
Equation de 'asymtopte réelle :

(Ab2— 2abB + Ca?)
- b(ar+ b?) )

Yy =cr—

(1) y.—.—%x

Asymptote imaginaire (i) :

(A+2Bi+Ci?)

(2) A P ¥ P

Asymptote imaginaire (— ) :

(A —2Bi+ Ci?)

(3) =—ir— —(a—bi)ar

Enveloppe de l'asymptote réelle (1). -- L’équation de
cette asymptote peut s’écrire

(4) (A*+ b ax + (at+ b2)by +~ (Abt—2abB + Ca)=o0
et ses coordonnées tangentielles u, ¢, w sont donc données
par le systéme suivant

u 14 w

B) @@= = @+ — AF—2abB T Ca

dont on déduit

w(ut+ o?)
Av2— 2uvB + Cu?

(6) g=%_—.
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L’équation tangentielle de I'enveloppe s’obtient par élimi-
nation de A entre les deux équations (6). Celte équation tan-
gentielle est de la forme

(7)  aud+ Pod h(ur+ o)w +(pu+go)uv = o,

les constantes «, 8, &, p, ¢ étant données par les équations
suivantes :

a=C,b1—C1bg, ﬁ;A,a,—A,a,, h=a,b,—a,b|,
pP= Cia’_‘cia( + Z(B’bg—-ngl),
q = A,bi-—-A,bg—Q(Bia,—« Bgal).

L'équation tangentielle (7) représente une courbe de troi-
siéme classe, bitangente & la droite de Pinfini aux deux
points cycliques. Cette courbe est, comme on sait, une hypo-
cycloide a trois rebroussements.

Cercle (K) tritangent a U’hypocycloide. — Ce cercle (K)
est concentrique du cercle (Q), circonscrit aux trois points de
rebroussement de I'hypocycloide. Le rayon du cercle (K) est
le tiers du rayon du cercle (2). Or I'équation ponctuelle du
cercle (Q) peut s’obtenir facilement. En cherchant les coor-
données (&, y) des points de rebroussements de I'hypocy-
cloide, c’est-a—dire les points (z, y) de la courbe ou les deux
tangentes sont confondues, on tombe directement sur 1'équa-
tion du cercle (Q):

(Q) 222+ y?)—h(g+3a)z
. — h(p+3B)y +q3a—q)-+p(3p—p)=o.

Le rayon RQ du cercle (Q) est égal (comme il est facile

de le vériﬁer)ixéih Vig—oa)y+(p—B).

Le rayon Ry du cercle (K) est donné. par la formule

Ra= 15 V(g —a)+(p— ).

Equation du cercle (K'). (Lieu des foyers singuliers des
courbesT.) — Le foyer z, y de la courbe (I') est le point réel,
intersection des asymptotes imaginaires conjuguées définies
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par les équations (2) et (3). Ses coordonnées x, y sont définies
par le systéme suivant :
(8) 2(by —az)=(A—C),
(9) ay +bx =—B.

Le lieu de ce foyer, lorsque A varie, s’obtient par élimina-
tion de X entre (8) et (9). L’équation de ce lieu est

2(a1by— byay) (22 + y?) ’
4+ [61(Ca— Ayp) + b3 (A1 —Cy) + 2(Bya; — Byay)]x
+ a1 (Ca— Az) + as(A1—Cy) + 2(Byby— Byby) |y
-+ B‘(CZ—AQ)—FBg(Al—-C]) = 0.

C’est I’équation du cercle (K'). Dés lors il est trés facile de
vérifier que le cercle (K') a méwe rayon Rx que le cercle (K).

Equationde laconique(S). — L'équation dela conique (S)
(de Pénoncé) s’écrit immédiatement

&) (22+y?)(ax+by)+ Ax?
+92Bzy + Cy?+ 2Dx+2Ey + F
—[(z—=&p+ Q@ —n)lla(z—8)+b(y —m)|=o,

en désignant par §, n les coordonnées du centre de K'.
Cette conique (S) est équilatére, quel que soit le para-
métre ), si les deux équations suivantes sont satisfaites

A +Ci+4(ayE + bym)=o,

Az—l—‘ C2+ 4((125 -+ bg'f]) = 0.
On en tire

4hE = b1(Ag+Cq) — by (A1 + Gy),
4h’5) = a,(A,—o— C|)——a1(A2+ Cg),

et, tenu compte des valeurs de £ et 7, il reste
B,a,——Bga,=C261 —Cjbg) B,b,-—B,b,:A,a,-—A,ag;

il est bien aisé de vérifier que ce sont les conditions pour que
les centres des cercles (Q) et (K') coincident.

S —



