
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

J. HAAG
Sur la fonction eulérienne
Nouvelles annales de mathématiques 5e série, tome 3
(1924), p. 121-146
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1924_5_3__121_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1924, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1924_5_3__121_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


TE1]
SUR LA FONCTION EULÉRIENNE ;

PAR J. HAAG.

La fonction eulérienne de seconde espèce est une
des transcendantes qui ont suscité le plus de travaux.
Ses élégantes propriétés sont devenues classiques et
nous n'avons nullement la prétention d'en découvrir
de nouvelles. L'article qui va suivre a seulement pour
but de rassembler les plus connues, en les développant
suivant une méthode que nous croyons originale et
particulièrement simple. Cette méthode fait d'ailleurs
appel aux théories les plus diverses de l'Analyse et
paraît devoir constituer, à ce titre, un excellent exercice
pour la plupart des lecteurs de ce journal.

1. Prenons comme définition la formule bien
connue (*)

(i) T(x)= e-*t*-idt O>o).

Nous allons démontrer la formule suivante ( a ) , qui

sera notre formule fondamentale :

m—
C désignant la constante d'Euler.

0) Cf. GOURSAT, Cours d'Analyse mathématique, t. I, p. 206.
(2) Cette formule est également connue. {Cf. N. NIELSEN, Hand-

buch der Theorie der Gammafunktioii, Leipzig, 1906, p. 170).
Toutefois, elle est généralement peu utilisée. En outre, on ne l'éta-
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La dérivée qu'il s'agit de calculer peut être considérée
comme étant la limite, pour y = o, de l'expression

K }
yT{x-+-y) y yY{y)

en introduisant la fonction eulérienne de première
espèce ( * )

(4) H(x, y) = ' f f X ^ / =fo
 tx~l(l ~ t)r'1 dt'

Or, on a

-1 = f (i — tp-ide;
y */oy

d'où

1 — B ( ^ , y ) = / ^

dont la limite, pour ^ = o, est précisément l'inté-
grale (2) de la formule (2 ).

Quant au troisième terme de (3), il peut s'écrire, en
utilisant de nouveau la formule (4),

rpg) rV(y)~i
T(x^-y) y

Le premier facteur tend vers 1. Le second est égal

à 2U LL. H tend donc vers la dérivée r ' ( i ) ,

blit pas directement, mais comme conséquence de la formule (7)
qui va suivre.

(1) Cf. CiouRSAT, loc. cit., p. 3i5.
(2) La fonction sous le signe ƒ est discontinue par rapport à y

pour < = i , / = o, car, pour t = 1, sa valeur est x — \, si y = 0 et
zéro, si y > o. L'intégrale est néanmoins continue, parce que la
fonction est uniformément bornée dans le voisinage des valeurs

considérées. Elle est, en effet, majorée par la fonction >

qui reste finie pour t = 1.



( '23 )

c'est-à-dire vers (*)

Finalement, la formule (a) est démontrée.
Nous allons maintenant en tirer les conséquences.

2. Nous avons d'abord

- t

Si Ton intègre entre o et i, l'intégrale du dernier
terme est inférieure à —, M désignant une limite

supérieure de la fonction > qui est finie pour
toutes les valeurs de l'intervalle d'intégration. Lorsque
p augmente indéfiniment, cette intégrale tend vers
zéro. On a donc

/} r ( .r )
00

=—G+(a?—i) y , — \ — - , ,
n = 0

%

ce qui est une formule bien connue (3).

(') D'une manière générale, on a

(5) Y'{x)—j e-ltx~x \o%tdt.

La différentialion sous le signe ƒ est permise, parce que l'intégrale
(3) est uniformément convergente par rapport à ses deux bornes.
La fonction sous le signe ƒ est, en effet, comprise, pour a <,x < b
et, quel que soit t, entre les fonctions e-lta~l logt et e~ltb-1 log£,
lesquelles font converger l'intégrale.

(2) Cf. HERMITE, Cours autographié de la Faculté des Sciences
de Paris, p. 93. Cette formule peut servir de délinition à la cons-
tante d'Euler.

(3) Cf. HERMfTE, IOC. Cit.



En changeant x en x -j- i et intégrant de o à #,
après avoir remarqué que la série du troisième membre

est majorée par la série de terme général — j on

obtient («)

d'où

(9)

Si Ton fait x=i dans la formule (8), en se
souvenant que F (2) = i, il vient

G = lim ( H h. . .H log/i ) ;
\ 2 n ° '

on retrouve la définition bien connue de la constante
d'Euler. Portant cette valeur dans (9), il vient

= lim *)•••(—:)

_ (1-+- a?) (1 -+- x) . . . (n -f- a:)
~nL« n\nx

En changeant ^ e n i — 1, n en /i + 1 et remarquant

que 7 — tend vers 1, on retrouve la formule de

(M C/. HERMITE, /OC. a7., p. g3.



Gauss (*) :

( i o ) r ( a r ) = l i m

3. Nous allons maintenant établir la formule (2)

^ (o

Cherchons à évaluer la dérivée logarithmique du
premier membre, soit

T'(x) Y'(i-x)

D'après la formule (2), on a

X
1 f-x tx—1

—de.
„ ' - «

Posons
t = e-2-, '2 a? — 1 = a

il vient

/

•+-°° £WZ e-UZ
— dz

= 2 I -: dz = ƒ

1

Pour calculer cette dernière intégrale, nous allons
appliquer la méthode des résidus. Les pôles de la

fonction sous le signe ƒ sont z = ikiz, k étant un

entier non nul. Intégrons le long du rectangle ABCD,
dont les côtés sont définis par

A B : * t = a i ' ; DC : z = bi\ B C . # = R ; A D : a ? = — R .

shuz

0 ) C/. HERMITE, /OC. ctV., p. 91. Voir aussi BOREL, Leçons sur
la théorie de la croissance, p. 91.

(*) £ƒ. GOURSAT, loc. cit., p. 3i5.



Le long de BC et le long de DA, on a

sh«s
s h s

La somme des deux intégrales correspondantes est
donc inférieure, en module, à

— a)

Gomme — i <̂  M <O J cette quantité tend vers zéro
quand R croît indéfiniment. Il en est donc de même
des intégrales le long de BC et de DA. Il s'ensuit que,
si Ton pose

J y . / _ . sh(«-t-t>>

cl» ut r*i\c n i/* / r>\\ ut c in n ir

dt,
+ °° sh ut costtj' — / ch ut s'muy

s\\t cosy-+-i cht siny

on a, en supposant a <Cb,

SR désignant la somme des résidus relatifs aux pôles
compris entre les deux droites z = ai, z = bi.

Prenons d'abord a = o, b ~ - : nous avons
2

Prenons maintenant a = ~? 6 = — : il vient
1 o

— i — :



Or

, sh ut cosi* h i ch ut sin u -
1 2

i ch * *

. 3 W7C

sin

sin —
i

En portant dans (i3), on obtient, par un calcul simple,

d'où («)

( i 4 ) X = TT t a n g — = — K
'i

Intégrons :

Pour avoir la constante A, cherchons la limite de
xT(x)T(i — x) = T(i-+-x)Y(i — x), lorsque x tend
vers zéro. Gette limite est, d'une part, r ( i ) r ( i ) = i ;

d'autre part, — • Donc, A = iz et nous retrouvons bien

la formule ( n ) .

Remarque, — On peut aussi calculer X au moyen

( l ) Cette formule peut être obtenue comme cas particulier d'une
formule plus générale établie par Hermite (loc. cit., p. n5) , par
une méthode qui revient, au fond, à celle que nous venons de suivre.



(
de la formule (7) :

x

n = 0

=y(—> L
*mà\n-\-\— x n-h
n = 0

= _i^_y/__j *_) l t y 2X

x Jmk \n — x n -\- x } x AmA n2 —

En comparant avec (i4)? on retrouve le dévelop-
pement bien connu de TT cot TZX (1).

4. Démontrons encore la formule (2)

= (a^) 2

Si nous appelons X le premier membre, nous avons

ou, en appliquant la formule (2),

Faisons le changement de variables

t = e-2nz
1 1 — inx = y,

(M Cf. GoüRSAT, loc. cit., t. II, p. 174.
(2) C/ . HERMITE, /OC. c/f., p. 97.



il vient
X'

(16) Y = -=r

Dérivons par rapport à y :

sh nz shz /

shz

Cette dérivation est permise, car l'intégrale (17) est
uniformément convergente pour j < a < i (*). En
effet, la fonction sous le signe ƒ est majorée par
n-zenaz zeaz , ,,. , ,
—r 1—r— y dont 1 integrale est convergente.

La formule (17) peut maintenant s'écrire

Y' r + ~n*ze'w* , f + c ° ^ e ^— = ƒ —j öte — ƒ —r-— dz.n Jo sh nz JQ shz

La première intégrale égale la seconde, comme on
s'en rend compte en faisant le changement de variable :
nz = t. Donc,

Y' = o, Y = const.

Pour déterminer cette constante, faisons y = o dans
(16) ; il vient

/ h n z \

- = I l—Oi J_A d z = — l i m l log — I =— logn.
n Jo \shnz shzj z = °\ \ h - I

Nous avons donc

d'où, en intégrant,

(18 ) X = A

(l) Cette inégalité résulte de ce que x doit toujours être supposé
positif.



Pour déterminer la constante A, supposons que x
tende vers zéro. Nous avons, en remarquant que

xT(x) ..

Renversons Tordre des facteurs et multiplions membre
à membre ; il vient, en utilisant la formule (n ) ,

A 2 =
. 7T . 27T . (n — l)7T

sm - sin — • • • sin —
n n n

Le produit du dénominateur se calcule aisément, en
considérant le produit des racines de l'équation qui

donne sin-—i connaissant c o s a = i . On trouve
finalement

En portant dans v 18), on obtient bien la formule (i5).

5. Nous allons maintenant établir la formule
asymptotique donnant T(x) pour les grandes valeurs
de*.

Nous partons toujours de la formule (2), que nous
écrivons, en faisant le changement de variable / = e~"z,

Y'(xl „ r+cu é~z— e~*x .

Développons — suivant les puissances croissantes

de z. On pourrait employer, à cet effet, la formule de
Mac Laurin, sous sa forme élémentaire classique.
Mais, pour avoir une limite supérieure du reste, il est



plus avantageux d'utiliser la méthode bien connue de
l'intégrale de Cauchy. Considérons l'intégrale

2itiJ (i — e-*

prise le long du rectangle ABCD, dont les côtés sont
définis par

B C • * = = « ; A D : z = — a ; D C : £ = i tè; A B : * = — i b \

a et b étant deux nombres positifs, dont le premier est
plus grand que x et le second plus petit que 2ir. La
fonction sous le signe ƒ n'admet que le pôle z = x
dans ce rectangle. Donc

D'autre part, on peut écrire

(,,o) J = ^ * "

dz

P C dz

J (i — e~z)zm( z — x)

Le coefficient de XP peut être calculé en remplaçant
le chemin d'intégration par une circonférence infiniment
petite de centre O. C'est donc le coefficient de XP dans
le développement de I en série entière. Ce dévelop-
pement, valable pour | ^ |<^2TC, s'exprime au moyen
des nombres de Bernoulli (*) ; de sorte qu'en prenant
m z=z 2 n -j- i, nous pouvons écrire (20) sous la forme

(') Cf. HERMITE, loc. cit., p. 98.



en posant

II serait aisé de déduire directement de cette formule
une limite supérieure de |I//|. Mais, il est plus
avantageux d'évaluer cette intégrale par la méthode
des résidus. Si l'on intègre le long d'un autre rectangle
A'B'C'D', correspondant à des valeurs plus grandes
de a et de 6, on obtient une nouvelle intégrale telle
que I,', — ln égale la somme des résidus relatifs aux
pôles compris entre les deux rectangles. Ces pôles sont
ikrù, k représentant l'un quelconque des nombres

entiers non nuls compris entre et — •

D'autre part, le module de la fonction ó sous le

signe I est bornée supérieurement, sur B' C', par

r—;- ——7 • L'intégrale le long de B C a
(i — e~a') a ï n + 1 (a—x) ö b

donc un module inférieur à . n—,an + l/ ,

11 s'ensuit qu'elle tend vers zéro quand a' augmente
indéfiniment. Il en est de même de l'intégrale le long
de D'A'. On peut donc remplacer le rectangle A ' B ^ ' D '
par les deux droites indéfinies A'B' et C/D'.

Prenons maintenant b' tel que — soit un nombre

entier impair. Pour z = ±ibf -+-1, on a

1=

<

Les intégrales le long de A'B' et de C D ' ont donc



( l 3 3 )
des modules inférieurs à

" d l % r + °° du* r
0 ("2

Elles tendent vers zéro quand b' croît indéfiniment.
En définitive, — ln est égal à la somme de la série

formée par les résidus A A- des pôles ikizi. Or, on a

4 =

1 k

Donc,

Lorsque .r croît de o à +00, ln varie toujours dans
le même sens.

Pour x = o, la formule (22) montre que (*)

Pour # =- | -00 , on a 1̂  = o. Donc, si je a une valeur
positive quelconque, on a (2)

fi R

9 désignant un nombre compris entre o et 1.

(l) En comparant avec ce que donne la formule (23), on obtient
la formule bien connue

(2) L'analyse qui précède ne diffère pas essentiellement de celle
d'Hermite y loc. cit., p. io5).



La limite supérieure , ——,* que nous venons
r {in H- 7)\ *

d'obtenir pour |lrtj, est certainement la plus avantageuse
qui soit indépendante de #, puisqu'elle est effectivement
atteinte lorsque x tend vers zéro.

6. Portons maintenant (21) dans (19) ; il vient

(26) L { £ } = _ c

-s:
Pour calculer la première intégrale, prenons sa

dérivée par rapport à x ; cette dérivée est (')

Donc l'intégrale en question e*>t égale à log x,
puisque, d'autre part, elle est nulle pour x = 1.

La deuxième intégrale est indépendante de x.
Désignons-la par A + C .

Nous avons, en faisant le changement de variable
zx = t dans la troisième intégrale,

?'(&) _ A , i,^,, / a - t \ .* ._x i / ._ , \» 1 "• 1..:_. . 1.. * » / - \ i^/.

/> - 1

( 2 7 ) F(î7= = A H" l o g ' r""ârr"

( l ) L'intégrale obtenue est uniformément convergente, car e~%-
est majorée par e~"a, si r̂ < «.



( '35 )

en posant (*)

J

(o
Posons

*b(x) = log r(a?) -h ( - — x J logo? -f- x.

Nous avons, en intégrant (27),

avec (J)

C2 n-h '2){in-

et K = const.
Supposons maintenant que x augmente indéfiniment.

Les termes en - tendent vers zéro, ainsi que rn(x),

d'après (,k>). Quant au premier membre, on sait qu'il

tend vers log y/air. Il s'ensuit que A est nécessairement

nul (*) et que K = log \ATI. On a donc la formule

(*) On a appliqué la formule de la moyenne au facteur 6 de la
formule (2/f), dont le coefficient reste positif dans tout l'intervalle
d'intégration.

(2) On a appliqué la formule de la moyenne au facteur 9 de la
formule (18).

(3^ On en déduit que l'intégrale

est égale à la constante d'Euler. C'est ce qu'il est aisé de vérifier



asymptotique (*)

Si l'on s'arrête à un terme quelconque, l'erreur
commise a le signe du premier terme négligé et lui est
inférieure en valeur absolue. Cette erreur tend \ers
zéro quand x croît indéfiniment. Mais, pour une valeur
donnée de x, la série obtenue en poursuivant indéfini-
ment le développement est divergente, car son terme
général ebt supérieur en valeur absolue à (2)

2 ( 2 / 1 ) ! 2 ( 2 n — 'i ) !

( 2 TC ) ~ " '? n ( 'i n —— 1 ) x~^—^ ( 2 Te )^'^ ic'•'*'— ^

ce qui augmente indéfiniment avec n.

directement. On a

1 = lim
£=0

— lim — Jog(i — *r£) —
£-0

( C °° e'z \

D'autre part, on a ( n° 1)

C——I e~' log t dt ~ lim / — e-'ïogtdt.

Or, en intégrant par parties, la seconde intégrale devient (cf.
HERMITK, p. 9^ ) :

qui a même limite que l'expression ci-dessus.
( ' ) Cf. HERMITE, p. 98 et io5.

(2) Cf. inégalité (42).



7. Nous avons admis tout à F heure que la limite cbe
4> (x) pour x = oo était log y/Jïc. Bien que - cette pro-
priété soit classique, nous allons encore la démontrer,
par une méthode qui nous paraît nouvelle et instructive.

On a

>= T(x)x* = I e~zzx-* x*~X ex dz,

Faisons le changement de variable - = t ; il vient

<p(a?) = \fx f c*(i-o*r-i dt = y[x f g*u-<î+(.r-i>»»« dt,

dont il faut chercher la limite pour x = -f- oo.
Soit a un nombre positif, aussi petit qu'on veut. Je

dis que

- r Z^00 - r fl~"
Jl + a ' J0

tendent vers zéro quand # croît indéfiniment.

Pour cp,, la quantité sous le signe ƒ est inférieure
«y

à <^O-H-iogo. Je dis que l'on peut trouver un nombre
positif k tel que Ton ait, pour t > i + a,

(3'2) ( i — £ ) ( l — *) - f - log* < O.

En effet, la dérivée du premier membre par rapport
à t est

Elle est négative, si nous supposons k < Donc,

le maximum de la fonction est obtenu pour t = i -+- a,
rt. de Mathémat.y 5e série, t. III. (Janvier 1923.) 11



( ' 3 8 )

soit

(33) — (i —*)«H-log(i-4-a).

Or, pour k = o, ceci se réduit à — a 4- log (1
quantité négative. Donc, on peut choisir k assez petit
pour que l'expression (33) soit aussi négative, ce qui
entraînera l'inégalité (32).

Nous avons alors

d'où
f I e-x^t-v dt =

k \JX

Le dernier membre tend vers zéro pour x = -f- 00 J
donc, il en est de même de cpf (a?).

Pour cp2, déterminons k positif et plus petit que a
tel que Ton ait, pour o <̂  / < 1 — a,

(3 j

La dérivée de celte expression par rapport à t est

1 — À 1 — /v a — k
— I -f- =— > - H = > O.

t 1 — a 1 — a

Donc, le maximum est obtenu pour t = 1 —• <?, soit

(35; a -h (i — £)log(i — a).

Or, pour A — o, celle dernière quantité se réduit à
a-f-log (1 — et), ce qui est négatif. On peut donc
choisir k assez ^polit pour que (35) ait aussi ce signe et
cela entraîne (34).

Nous a\ons alors
_ rl~"

?•><>) < Vx I e'kx-i)Xo*tdt

— a ) k x/ - Cl ~m ( 1



Le dernier membre tend vers zéro pour x = -f- oo ; il
en est donc de même de <p2 (#)•

Finalement, nous sommes ramenés à chercher la
limite de

_ p 1 + rt

le nombre positif a pouvant être supposé aussi petit
qu'on veut.

Si — « < ^ < a , on a

t— — ( l + a ) < l<>g(H- t)< t— T { \ — a ) ,

a étant un nombre constant, qui tend vers zéro en
même temps que a.

On en déduit, en supposant x > i,

Pour trouver la limite de la première intégrale, faisons
le changement de variable

t2

{x — i ) ( i H - a ) — = u.

L'intégrale devient

i/- -c

Quand r̂ croît indéfiniment, sa limite est



( > 4 o )
On verrait de même que la deuxième intégrale a pour

limite v

S!.~a

La limite de ®$(x) est comprise entre ces deux limites.
Comme on peut supposer a arbitrairement petit, elle

est égale à y/ïnr.

Finalement, cp(#) a pour limite \ 211; donc, <ï> (x) a

pour limite log y/six.

8. Nous venons de retrouver les propriétés les plus
connues de la fonction F. En voici d'autres, qui le sont
moins.

Changeons x en x -f-1 dans (2) :

On a, quel que soit x, .

La série du second membre est uniformément conver-

gente dans Tintervalle (e, 1), si petit que soite. Eu effet,

la fonction — — - est finie et continue pour toutes les

valeurs de cet intervalle; son module admet donc une

borne supérieure M et la série (36; est majorée par la

série convergente de* terme général M ——> D'autre

part, si — 1 < x <C o, elle est à termes positifs. En outre,

l'intégrale / dt est finie, ainsi que chacune des

intégrales / —̂  —^—j-dt. On en conclut qu'on peut

intégrer terme à terme ( ' ).

C1) Cf. J. HAAG, Sur l'intégration des séries (Bulletin des
Sciences mathématiques, avril 1924).



( Mi )
Si x est positif, la série est alternée. Mais, la série

des valeurs absolues s'obtient en changeant x en — x.

Elle a pour somme --, dont l'intégrale est finie

si x < i. Nous avons donc encore le droit d'intégrer
terme à terme dans cette hypothèse.

En définitive, si l'on.pose

on a

Cette formule, valable pour —i < # < i, ne l'est
certainement pas pour x ^ i . En effet, on a, d'après i

(39)

Donc, le terme général de la série (38) est supérieur,
en valeur absolue, à xn et ne saurait tendre vers zéro
pour x^i.

On peut aussi remarquer que, d'après (7), le premier
membre de (38) admet le pôle x = — 1 comme pôle le
plus rapproché de l'origine. Donc son développement
en série entière a un rayon de convergence égal à 1.

En comparant (38) avec la formule de Mac-Laurin,
on voit que la dérivée rcième de log T(x) est égale, pour
x = i„, à(—i)«S„(n — i)!.

On peut obtenir aussi cette dérivée au moyen de la



formule (7 ) , qui donne ( • ) , pour nçL 2,

d»\ogT(x)_
( 4 O ) rf^ ( I} ( n i;*

On en conclut que

La Tformule (37) nous donne la somme de cette série
sous forme d'intégrale définie. En la rapprochant de la
formule (a5), on obtient

az.

Comme l'intégrale du second membre est supérieure
r ( 2 / i ) = (2/i — 1 ) !, on en déduit l'inégalité

L'intégrale (3^) peut se transformer de diverses
manières. C'est ainsi qu'une intégration par parties
conduit à

n\ Jo sh*z nl(in-l — i)JQ ch2z

On a encore

shz

Dans le cas où n est pair, on peut intégrer entre — 00

(') On a le droit de dériver indéfiniment la formule (.7), car la
série (4o) est majorée, pour x > a > o, par la série convergente de

terme général yt —•
0 (A-H-a)»
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et -h oo et appliquer la méthode des résidus, comme
nous l'avons fart au n° 3. On aboutit ainsi à des formules
de récurrence entre les nombres de Bernoulli. Mais,
nous ne reproduisons pas ces calculs, qui n'ont d'intérêt
que comme exercices.

9. Prenons les termes de degré impair du dévelop-
pement (38). Ils s'écrivent

n (in)\

en appliquant une formule connue, qui peut d'ailleurs
être obtenue en remplaçant x par ïinx dans la for-
mule (21).

On a donc

(43)

En intégrant et se rappelant que T (1) == 1, il vient

En changeant x en —x et ajoutant les deux dévelop-
pements, il vient

d'où

On retrouve la formule (11).
Si nous supposons o < x < 1, nous avons le droit de

changer x en x — 1 dans (43). En retranchant membre
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à membre et se souvenant que Y (x-{-i) =xY (#), on
obtient l'identité

Autrement dit, si x et y sont deux nombres positifs de

somme i , o n a

Posons
_ i — z

il vient

(40

en appelant A^ la série forméejpar la somme de^ inverses
des puissances jykmes des nombres pairs consécutifs.

Cette formule est valable pour — I < S < I . A Tinté-
rieur de'cet intervalle, le premier membre peut être
développé en série entière. Il en est donc de même du
second. En égalant de part et d'autre les coefficients
de Z2P~1, nous obtenons l'identité (*)

(45)

(*) On peut la démontrer directement de la manière suivante.
Considérons la série double de terme général

( k = i , ?, 3 , . . . ; n = / > , / > - + - i , p •+- 2 , . . . ) .

Si on la somme d'abord par rapport à k, puis par rapport à n, on



La formule (44) est évidemment valable pour toutes
les valeurs imaginaires de z dont le module est plus
petit que i. Posons, par exemple, :; = itang<p. Nous
obtenons l'identité

sin2rt<p

qui est valable pour — -• < 'f <C T

obtient évidemment la série (45). Tout revient donc à prouver que

cette série double est convergente et a pour somme --

Sommons par rapport à n; nous obtenons

) I e )
Or, wk est le coefficient de x*r~l dans le développement de la

fonction

où l'on a posé, pour simplifier l'écriture, y = —? et où l'on suppose
2 A"

la variable x positive et inférieure à i—y . Cette fonction, décom-
posée en éléments simples, devient

T \

-+-E,

la partie entière E étant de degré ip — i et ne fournissant, par
conséquent, aucun terme en X7P~1. On a, dès lors,

l r1

2 [(2k — i)2P (aAr-f-i)V

11 est maintenant évident que

!>=;•
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10. Pour terminer, nous donnerons une dernière

application de la formule (2). Si œ — n-^-i, n étant
un entier positif, elle devient

-r<= — C-4- ƒ ( i - W - f - / » - + - . . . -+- tn~*)dt

3

D'autre part, la formule (5) donne, en changeant x
en AI + 1 ,

r'(/i-+-i) =

On a donc la formule

= V"^ 2 "̂  3 ~h-"4" n/ Jo ^ n\

On en conclut que la différence

/ e~l—rlogtdt — log/*

tend vers zéro quand n croît indéfiniment.


