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[E1]
SUR LA "FONCTION EULERIENNE;

Par J. HAAG. .

La fonction eulérienne de seconde cspéce est une
des transcendantes qui ont suscité le plus de travaux.
Ses ¢légantes propriétés sont devenues classiques et
nous n’avons nullement la prétention d’en découvrir
de nouvelles. L’article qui va suivre a seulement pour
but de rassembler les plus connues, en les développant
suivant une méthode que nous croyons originale et
particuliérement simple. Cette méthode fait d’ailleurs
appel aux théories les plus diverses de I’Analyse et
parait devoir constituer, i ce titre, un excellent exercice
pour la plupart des lecteurs de ce journal.

1. Prenons comme définition la formule bien
connue (')

(1) I'(z) :f+me~‘t1*'flt (z>o0).

Nous allons démontrer la formule suivante (*), qui
sera notre formule fondamentale :

I'(z) T — g
) T(2) ——Cﬁ[ =

C désignant la constante d’Euler.

(") Cf. GoursAT, Cours d’Analyse mathématique, t. 1, p. 206.
(%) Cette formule est également connue. (Cf. N. NiELsEN, Hand-
buch der Theorie der Gammafunktion, Leipzig, 1906, p. 170).
Toutefois. elle est généralement peu utilisée. En outre, on ne I'éta-
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La dérivée qu’il s’agit de calculer peut étre considérée
comme étant la limite, pour y = o, de I'expression
(3) r(-’l‘-{—}’)'—' r("") — _l _ B(‘T7 .}')-

yI(z+y) y oyt
i [}

=-—B B(z, ——= |
en introduisant la fonction eulérienne de premiére
espéce (')

. 1 1
(4) ”(%J’)=M ——f tx—1 (1 — £)r-1dt.
[

L(z—+y)
Or, on a
1
I
- = —tp-tde;
_ 7 fo ( )
d’ou )
1 Uy pat
‘;—B(x: .}'):‘/(; (T—T)'th

dont la limite, pour y =o, est précisément l'inté-
grale (*) de la formule (2).
Quant au troisiéme terme de (3), il peut s’écrire, en
atilisant de nouveau la formule (4), .
P(z) »L(y)—1
Fa+y) v

Le premier facteur tend vers 1. Le second est égal
LI — T e,
A Lo+ =T Ty tend donc vers la dérivée I (1),

%

blit pas directement, mais comme conséquence de la formule (7)
qui va suivre. .

(1) Cf. Goursar, loc. cit., p. 315.

(%) La fonction sous le signe f est discontinue par rapport a y
pour £ =1, ¥ = o, car, pour { =1, sa valeur est z —1, si y = o et
zéro, si y > o. L’intégrale est néanmoins continue, parce que la
fonction est uniformément bornée dans le voisinage des valeurs

Caa . . 1 — ¢!
considérées. Elle est, en effet, majorée par la fonction -'—;—-—t——ly
qui reste finie pour ¢ =1.
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c’est-a-dire vers ()
+ oo
f e-tlogtdt =—C (1),
0

Finalement, la formule (2) est démontrée.
Nous allons maintenant en tirer les conséquences.

2. Nous avons d’abord

p—1
R 1 — 1 P (1 — 1)
¢ = he—qn+ae=1)y 4 -~ 7,
(6 1—1¢ 2( ) 1—¢

n=>0
Si Pon intégre entre o et 1, l'intégrale du dernier

o, .M L. ..
terme est inférieure i >’ M désignant une limite

. . — 1= . .
supérieure de la fonction ——, qui est finie pour
toutes les valeurs de I'intervalle d’intégration. Lorsque
p augmente indéfiniment, cette intégrale tend vers
zéro. On a donc

r c I
(7) ,(x)=—(1+2< - ! )

l'( ) n+ n—+ux

n=o0

1
:——C—k—(z‘—-—l)Z(—-’l—m*_‘;—i—)’

n=0

)
ce qui est une formule bien connue (3).

(') D’une maniére genérale, on a
(9) I'(x) -_f et¢tx—tlogt dt.
0

La différentiation sous le signe f est permise, parce que I'intégrale
(3) est uniformément convergente par rapport a ses deux bornes.
La fonction sous le signe f est, en effet, comprise, pour a < z < b
et, quel que soit ¢, entre les fonctions e—*z4~! logt et e*¢b—! log¢,
lesquelles font converger l'intégrale.

(?) Cf. HerMITE, Cours autographié de la Faculté des Sciences
de Paris, p. g3. Cette formule peat servir de définition a la cons-
tante d’Euler.

(%) Cf. HeERMrTE, loc. cit.
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En changeant 2 en x +1 et intégrant de o a z,
aprés avoir remarqué que la série du troisiéme membre

est fna]oree par la série de terme général TEn on
obtient (')

1 % x x
0 gt =Car Y fls (17 ) = 7]

n=1
d’ou

(9) l‘(x+1) ll< > %

n=1

Si lon fait # =1 dans la formule (8), en se
souvenant que I (2) =1, 1l vient

C:i [;‘; —log<1+ ;‘)] :2 [7[1 —log(n—|—1)‘+logn]

/

n=1 n=1
ou
. I I
C=lim <1+ - 4. —-—logn>;
2 n

n=o

on retrouve la définition bien connue de la constante
d’Euler. Portant cette valeur dans (), il vient

. ‘ (1+x)(1+§)---<1+%>

= lim

I'(z+1) n=w . nx
(|—|—x)(z+x) .. (n +x).
_n:w n! nx

" En changeant z en x — 1, n en n + 1 et remarquant
nx

que ——— tend vers 1, on retrouve la formule de
(n+1)x

(') Cf. HermiTE, loc. cit., p. 93.
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Gauss () :

n!nx
w(Z +1)(Z+2)...(x+n)

(10) I'(x) _lnm

3. Nous allons maintenant établir la formule (2)

1"

(11) I‘(x)[‘([—.v)-—smﬂx

(o< <L)

Cherchons a évaluer la dérivée logarithmique du
premier membre, soit

I'ir)y T'(a—wx)

X= I'(z) T Ta=—=z)

D’aprés la formule (2), on a

1
t—x — fx—1
X =f dt.
o 1—t

t = e23, 22 —1=Uu;

—+ o
euz — e—uz
2f —d3z
o es—e
sh uz “ sh uz
dz = “shs
o 3

Pour calculer cette derniére intégrale, nous allons
appliquer la méthode des résidus. Les poles de la

Posons

il vient

X

)

fonction sous le signe /sont 3z —1km, k étant un

entier non nul. Intégrons le long du rectangle ABCD,
dont les c6tés sont définis par

AB:z'=ai; DC:z=0bi; BC.z=R; AD:x=—R.

(') Cf. HErMITE, loc. cit., p. 91. Voir aussi Bomrer, Lecons sur
la théorie de la croissance, p. 91.
(*) Cf. Goursar, loc. cit., p. 315.
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Le long de BC et le long de DA, on a

shusz ettR L g—ult

shz

eR _ R

La somme des deux intégrales correspondantes est
donc inférieure, en module, a

euR 4 g—uR
2(b—a) B

Comme — 1<« <1, cette quantité tend vers zéro
quand R croit indéfiniment. Il en est donc de méme
des intégrales le long de BC et de DA. 1l s’ensuit que,
si I’on pose

T shu(t+iy)
f(}’)"t/_‘_ shiiriy) &

. /‘+°° shutcosuy — ichutsinuy
J s shtcosy + ichtsiny

on a, en supposant « < b,
Sfla)y—f(b)=12=iER,

SR désignant la somme des résidus relatifs aux poles

compris entre les deux droites = = ai, 5 = bi.

™
Prenons d’abord a = o, 6 = 5 5 mous avons

(12) X:/(;) .

. ™~ T . .
Prenons maintenant a = > b= =3 1l vient

(13) f(g)-f(-?):aﬂi%%t:znsinnu.
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T . I
+,shutcosu; ~+ichutsinu =

T\ 92
f<§> —f_,' icht at
.o LT chut
_—smu;‘/_‘,, ohi dt,

3= . 3uw [T chut T 2
f(~2—> = —sin — f_w Y2 dt=—f(;> __S‘n —

En portant dans (13), on obtient, par un calcul simple,

uT

k.
f(;) = mtang—~;
dou (1)
(14) X :ntang%—ﬂ =—xcotmz.

Intégrons :
l((l‘)l(l——.’l‘): m'

Pour avoir la constante A, cherchons la limite de
zl'(2)T (1—2x) =T (1+2)T (1—z), lorsque z tend
vers zéro. Gette limite est, d’une part, (1) T (1) =1;

A .
d’autre part, —=. Donc, A — = et nous retrouvons bien
part, - ) 1

la formule (11).

Remarque. — On peut aussi calculer X au moyen

(') Cette formule peut étre obtenue comme cas particulier d'une
formule plus générale établie par Hermite (loc. cit., p. 115), par
une méthode qui revient, au fond, a celle que nous venons de suivre.
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de la formule (7): :

. 1
X= Z<n+x—~x_n+x)

n=0 w

@
I N I 4 1 2
= — — 4 —_ = — — 4 —-—2--
x }a n—uwx n—+x x n:—gx

n=1 - n=1

En comparant avec (14), on retrouve le dévelop-
pement bien connu de = cot Tz (*).

4. Démontrons encore la formule (?)

I‘(x)I‘<x+l—i> [‘<x-|— %)P(m—(— "n—l>

I'(nz)

n—1 1

— ~—x

= (2%) 2 n?
Si nous appelons X le premier membre, nous avons

I" 1) I n—1i
X' () (’”*71) (‘”* n ) M(na),
X-:F —+ e R o nr(
*) l‘<x+i) I‘(x-i—n‘l) nx}
n n

.

ou, en appliquant la formule (2),

1 2 n—1
X’ __f‘nt"x—l —tx—1<|+t"+ "+ " >dt

X 1— ¢

X
—1 -1
,f < nene l >dz.
11—t 1

—¢n

Faisons le changement de variables

t = e213, I1—2nZ =y,

1) Cf. GoumsaT, loc. cit., t. II, p. 174.
*) Cf. HERMITE, loc. cit., p. 97.
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il vient
6 Y_X'_ +e rnenyz  ey: d
(16) _Y_n_[ <shnz _T)z—> %
Dérivons par rapport a j :
A , +® s n2zenyz z erz
o Y=nf0 (B 2 s

Cette dérivation est permise, car l'intégrale (17) est
uniformément convergente pour y <<a<1 (*). En
effet, la fonction sous le signe est majorée par

ﬂ2 zellaz zeﬂz
shnz shz
La formule (17) peut maintenant s’écrire

n‘ze"J"d /‘+°°zerd
— = z — 3.
shnz . shz

0

» dont 'intégrale est convergente.

La premiére intégrale égale la seconde, comme on
s’en rend compte en faisant le changement de variable :

ns = t. Done,
Y =o, Y = const.

Pour déterminer cette constante, faisons y = o dans
(16) ; 1l vient

nz
th —

Y +e n 1 : 2
= S =—1h 1 =— .
n ,/‘; (sh nz sh z> dz ,h:m 8 F4 logn

Nous avons donc

d’ou, en intégrant,

(18) X =An—"*,

(') Cette inégalité résulte de ce que x doit toujours étre supposé
positif,
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Pour déterminer la constante A, supposons que z
tende vers zéro. Nous avons, en remarquant que

. P=z) zl(z) . T(z+1)
! 1‘(nx)_nhmnxl‘(nx)_n"m[‘(nw+l)_ ’

A=n1‘<i> r(f)...r(”—l>.
n n n
Renversons Pordre des facteurs et multiplions membre

a membre ; il vient, en utilisant la formule (11),

2n—1
A2 = n*m

(n-——l)‘n.

. T . 2T .
sSin — sin * e+« SIN
n n
Le produit du dénominateur se calcule aisément, en
considérant le produit des racines de I'équation qui

donne sin :)%. connaissant cosa=—1. On trouve

finalement
n—1 1

A=(am) ? n%

En portant dans (18), on obtient bien la formule (15).

3. Nous allons maintenant établir la formule
asymptotiqgue donnant I'(x) pour les grandes valeurs
de x.

Nous partons toujours de la formule (2), que nous
écrivons, en faisant le changement de variable ¢ = ¢z,

' (z) _ T g i e—3x
(19) m +f rp— —das.

Developpons smvant les puissances croissantes

de 3. On pourralt employer, a cet effet, la formule de
Mac Laurin, sous sa forme élémentaire classique.
Mais, pour avoir une limite supérieure du reste, il est
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plus avantageux d’utiliser la méthode bien connue de
Pintégrale de Cauchy. Considérons I'intégrale

f zdz
27 (l-e—‘)(z—.z)

prise le long du rectangle ABCD, dont les cotés sont
définis par

-

BC-z=a; AD:z=—a; DC:z2=1ib; AB:z=—1ib;

a et b étant deux nombres positifs, dont le premier est
plus grand que z et le second plus petit que 2. La
fonction sous le signe n’admet que le pole : =x
dans ce rectangle. Donc

x
I— e %

D’autre part, on peut écrire

xP dz
(20) ]_2 2ni_[(x—e—5)zl'

p=0

ml’l-f—l
zwzf(l—e %)z ’"(z———.z‘)

Le coefficient de 2P peut étre calculé en remplagant
le chemin d’intégration par une circonférence infiniment
petite de centre O. C’est donc le coefficient de xP dans
le développement de I en série entiére. Ce dévelop-
pement, valable pour {z|< 2%, s’exprime au moyen
des nombres de Bernoulli (*) ; de sorte qu’en prenant
m = 2n + 1, nous pouvons écrire (20) sous la forme

x
1—e L

x . - z?P
(Ql) :I—;—-;—i—z(———l)’ 1Bp(—;ﬁ)—!+Rn;

p=1

(1) Cf. HERMITE, loc. cit., p. 98.
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en posant ;

xin+2 dz
(22) R,= - — gan+2], .
) Re= 30 (1—e—2) 32+ (3 —x) "

Il serait aisé de déduire directement de cette formule
une limite supérieure de |I,|. Mais, il est plus
avantageux d’évaluer cette intégrale par la méthode
des résidus. Si Uon intégre le long d’un autre rectangle
A'B'C’'D’, correspondant a des valeurs plus grandes
dc a et de b, on obtient une nouvelle intégrale telle
que I, —1, égale la somme des résidus relatifs aux
poles compris entre les deux rectangles. Ces poles sont
2kmi, k représcntant 'un quelconque des nombres

. . o’
entiers non nllls COn]prlS entre — )—_ et —-

LTC

D’autre part, le module de la fonction ¢ sous le

[
- . P IWali
signe est bornée supérieurement, sur B' €', par

(
(r— e-a’)a"ln+l ((l'——

- L’intégrale le long de B'C’ a
z)
5 26’
A ey a™  (a—a)

Il s’ensuit qu’elle tend vers zéro quand a’ augmente

donc¢ un module inférieur

indéfiniment. Il en est de méme de l'intégrale lc long
de D'A’. On peut donc remplacer le rectangle A’B'C/D’
par les deux droites indéfinies A'B" et C'D'.

: ) b .
Prenons maintenant &' tel que — soit un nombre
entier impair. Pour 2 = ==/’ 4-¢, on a

I

1
(1+e-t)(2+b'2)" "3 /B 1 (t — )
- 1

b=

n

1
b(t2 b2y  *

Les intégrales le long de A’B" et de (YD’ ont donc
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des modules inférieurs a

2 +e dt 2 e du
YA P = aer T

n+ -

, 4 3 0 o n
(2 0'2) (u?—+1)

(IS

Elles tendent vers zéro quand b' croit indéfiniment.
En définitive, — I, est égal a la somme de la série
formée par les résidus A, des poles 2 kwi. Or, on a

I
= (2hmiynet(2kni— x)’

—2
(2km)2n(4k2m2+ 2?)

A

Ay —i—A,/L———(——l)"

2 pE— J— S ! .
(23) Tn=al I)HE(an)?”(/‘lﬂﬂ?—l—x’)
k=1

Lorsque z croit de o & 4 oo, I, varie toujours dans
le méme sens.
Pour z = o, la formule (22) montre que (')

LIS
(2n +2)! -

I,= (— (Dl

Pour £ =+ 0, on a I, = 0. Donc, si.z a une valeur
positive quelconque, on a (?)

OB+

(24) = e,

§ désignant un nombre compris entre o et 1.

(1) En comparant avec ce que donne la formule (23), on obtient
la formule bien connue
’

2?’!——1 ‘nin

48

- 1
(25) S2.= D, jam = Gyt B
1

k=

(?) Lanalyse qui précéde ne différe pas essentiellement de celle
d’Hermite (loc. cit., p. 105).
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Boit
(on+2)1"
d’obtenir pour |1,|, est certainementla plus avantageuse
qui soit indépenddnte de z, puisqu’elle est effectivement
atteinte lorsque x tend vers zéro.

La limite supérieure que nous venons

6. Portons maintenant (21) dans (19) ; il vient

+
1 32y 1 1
—-[ o=z ;—u—Z (—1)P= lB"(zp}! + = R,(z) | da.

p=1 -

Pour calculer la premiére intégrale, prenons sa
dérivée par rapport a z ; cette dérivée est (')

-+ - I
/‘ e—3Ldz = —
x

0

Donc lintégrale en question est égale a log x.
8 q 8 8
puisque, d’autre part, elle est nulle pour z =1.
La deuxiéme intégrale est indépendante de «.
Désignons-la par A +C.
Nous avons, en faisant le changement de variable
2z = ¢ dans la troisiéme intégrale,

U'(@) _ [*‘” ~ R L L Y’
I'(x) =A+logr— et Y Z<_l)[ l(')[))l 2P +[R'I x) .

[y
o - p -1

rl( o — — — —1 P B
(27) r(a)_.A—'—ln o 2( P (@),

p=1

i

(1) L'intégrale obtenue cst uniformément convergente, car e—**
est majorée par e~ "7, s1 x < a.
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‘+a=e t“n(é) B
_ _ _\r/ - n+1
(28) p,l(x)—‘( 7 dt‘(_l)"em

en posant (')

(0 <0 <L),
Posons

D(xr)=logT(x)+ (i -——x) logz + .

Nous avons, en intégrant (27),

s

Bp
(29) #(x) = Az + D) (— =t TP op— it @+ K,
p=1 .
avec (*)
ao e ' _ Bayy
o) rula) = wL/_;_,, on() do = (——l)no(‘2n+2)(2n-l—1)x2u+l

et K= const. )
Supposons maintenant que x augmente indéfiniment.
1 3 ..
Les termes en — tendent vers zéro, ainsi que ra(x),
x
d’aprés (o). Quant au premier membre, on sait qu’il
tend vers log \/2x. Il s’ensuit que A est nécessairement

nul (*) et que K=1logy/2r. On a donc la formule

(') On a apphqué la formule de la moyenne au facteur 6 de la
formule (24), dont l¢ coefficient reste positif dans tout I'intervalle
d’intégration.

(%) On a appliqué la formule de la moyenne au facteur 6 de la
formule (28).

(4 On en déduit que I'intégrale

4o .
I:f e—( 1) ds
0 Z \1—e* /

est égale a la constante d’Euler. C'est ce qu'il est aisé de vérifier
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asymptotique (*)

(31) logT(z)= (a:—-i) logz — 2z +log y/2m

ST B,
Y e (),

p=1

Si l'on s’arréte a un termc quelconque, l'erreur
commise a le signe du premier terme négligé et lui est
inférieure en valeur absolue. Cette erreur tend vers
zéro quand z croit indéfiniment. Mais, pour une valeur
donnée de x, la série obtenue en poursuivant indéfini-
ment le développement est divergente, car son terme
général est supérieur en valeur absolue a (2)

2(2n)! __2(2n—2)!
(2m)2an(2n —1)z2n—1 - (2m)n 2t !

ce qui augmente indéfiniment avec n.

directement. On a

1_,hm[ ~—f -‘:d;J
=0 t—e /. z

Dautre part, on a (n° 1)

+ o ®
=— [ e~tlogtdt = llm — etlogtdt.

Or, en intégrant par parties, la seconde intégrale devient (cf.
HERMITE, p. 94) :

€

qui a méme limite que Pexpression ci-dessus.
(') Cf. HERMITE, p. g8 et 105.
(?) Cf. inégalité (42).
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7. Nous avons admis tout a I’heure que la limite de

® (x) pour z = oo était log y/2m. Bien que-cette pro-
priété soit classique, nous allons encore la démontrer,
par une méthode quinous parait nouvelle et instructive.

On a

1 “+,o 1
1. 1.
¢(x) = ePD =T (2)2? el-_—f e2zx- 172 ex dg,
o

o(z)= ﬁfoﬂem(gy'dz.

Faisons le changement de variable Z =t; il vient

0

+ o + oo
‘P(”) — ‘/J; [ ex(1—=0) px—1 gt — \/.Z‘ f er(1—2)+(x=1) logt dt,
Jy .

dont il faut chercher la limite pour x = + .
Soit @ un nombre positif, aussi petit qu’on veut. Je
dis que i

<+ w 1—a
w(@) =Va | o a@)=va [
+a 0

tendent vers zéro quand z croit indéfiniment.

Pour ¢,, la quantité sous le signe f est inférieure
a ext1—t+lost) Je dis que I'on peut trouver un nombre
positif k£ tel que on ait, pour t21+4-a,

(32) (1—k)(1—t)+logt<o.

En effet, la dérivée du premier membre par rapport

atest
I

a-—+1

.

k—1+%§k—l+

, . . a
Elle est négative, si nous gupposons k <C Py Donc,

le maximum de la fonction est obtenu pour t = 1+ a,
Ann. de Mathémal., 5° série, t. III. (Janvier 1925.) 11
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soit
(33) —(1—k)a + log(1+ a).
Or, pour k= o, ceci se réduit a — a + log (1+a),
quantité négative. Donc, on peut choisir & assez petit
pour que l'expression (33) soit aussi négative, ce qui
entraincra 'inégalité (32).

Nous avons alors

1—t+logt << hk(1—1¢);
d’ou

__ e—akx,

-+
o (2) < \/; e-x/cfe—wdt =

t+a A Vo

Le dernier membre tend vers zéro pour z = + w;
donc, il en est de méme de 2, (z).

Pour 9,, déterminons A positif et plus petit que a
tel que I'on ait, pour o <t <1— a,

(31) 1—t+(1—k)logt <o.
La dérivée de cette expression par rapport a ¢ est

1—A 1 — Kk a— Ak
— = -

I—a I-— «

Donc, le maximum est obtenu pour ¢t =1 — a, soit
(35) a-+ (1—k)log(t—a).
Or, pour A =0, cetle derniére quantit¢ se réduit a
a+log (1—a), ce qui est négatif. On peut donc
choisir A assez petit pour que (35) ait aussi ce signe et
cela entraine (34).

Nous avons alors

1—a
9g(x)<\/wf e'kx—logt gy
0

_ I—. —_ kx
. ‘/xf thx-1 d¢=<‘___‘_‘l_.
o kyz
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Le dernier membre tend vers zéro pour = + o il
en est donc de méme de ¢, ().

Finalement, nous sommes ramenés a chercher la

limite de
_ ptta
oa(z) =z [ ex(t O+(x—1logt gy
Jia .

“+a
= ,/xf e—xt+x=1)logi+1t) ¢,
—_—a

le nombre positif @ pouvant étre supposé aussi petit
qu’on veut.

Si—a<t<<a,ona
t2 12
t—-7(l+a)<log(x+t)<t——Tl-(l—a),

o étant un nombre constant, qui tend vers zéro en
méme temps que a.
On en déduit, en supposant z > 1,

+a
Vo e-“/ e St tdt < o3(x)
—a

~ . 1
< ‘/; ea / e‘(l_”“_a) 2 dt.

v —a

Pour trouver la limite de la premiére intégrale, faisons
le changement de variable

2.
(;v—r)(l-f—a);-_—u,

L’intégrale devient

a*
(r—1)(1+a) -

-1
\/(x—|)(l+1) ‘ajo‘ e“u ?du.

Quand z croit indéfiniment, sa limite est

2 1 2mea
‘/ e—al __)_—_—-l/__.___.
I+ a 2 P
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On verralt de méme que la deuxiéme intégrale a pour
v lax e“

limite
/1T —2

Lalimite de 9,(z) est comprise entre ces deux limites.
Comme on peut supposer a arbitrairement petit, elle

est égale a /2.
Finalement, © (2) a pour limite \//Tz_w; donc, ® (x) a

pour limite log \«/;.

8. Nous venons de retrouver les propriétés les plus
connues de la fonction I'. En voici d’autres, qui le sont
moins.

Changeons z en z + 1 dans (2) :

dlogI‘(z—q—l)
T dr

On a, quel que soit z, ,

1—t* x" (logt)"
(36; - = — i g
1—t n! 1—t
n=1\

La série du second membre est uniformément conver-
gente dans l’intervalle (e, 1), si petit que soit ¢. En effet,
{3 14 )IL

la fonction 128" est finie et continue pour toutes les

valeurs de cet mtervalle‘ son module admet donc une
borne supérieure M et la série (36) est majoree par la

série convergente de terme général M . D'autre

part,si —1 < x < o, elle est a termes posmfs En outre,

Al
lmtégrale/ ll

- " dt est finie, ainsi que chacune des
0 -

. , no(} tn
intégrales f i, (—Fg—)—dl On en conclut qu’on peut
0 ' -

intégrer terme & terme (').

(') Cf. J. Haae, Sur Uintégration des séries (Bulletin des
Sciences mathématiques, avril 1924).
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Si z est positif, la série est alternée. Mais, la série
des valeurs absolues s’obtient en changeant z en — .

- gz
Elle a pour somme

1—t
st  <<1. Nous avons donc encore le droit d’intégrer
terme a terme dans cette hypothése.

En définitive, si I'on, pose

» dont l'intégrale est finie

1
. _ 1 (—loge)n—t
(37) S"——(n—l)l A 1—¢ dt
I + zn—i d
=(rz—l)!,[ et 1%
on a
(38) dlo—gil(;w =_C+2 (—1)r 1S, zn.

n=|

Cette formule, valable pour —i< x <1, ne lest
certainement pas pour  21. En effet, on a, d’aprés (37),

I'(n+1)
—_— = |.
n!

(39) S/z+1>

Donc, le terme général de la série (38) est supérieur,
en valeur absolue, & z” et ne saurait tendre vers zéro

pour z Z1.
On peut aussi remarquer que, d’apreés (7), le premier
membre de (38) admet le péle 2 = —1 comme pole le

plus rapproché de l'origine. Donc son développement
en série entiére a un rayon de convergence égal a 1.
En comparant (38) avec la formule de Mac-Laurin,
on voit que la dérivée n*™ de log T'(z) est égale, pour
z=1,a(—1)"S,(n—1)l
On peut obtenir aussi cette dérivée au moyen de la
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formule (7), qui donne ('), pour n 2 2,
dnlog T .
PR LT -
k=0
On en conclut que

I I
(4v) Sn=l+-’;’;+§;+...—t—k—"+
La formule (37) nous donne la somme de cette série
sous forme d’intégrale définie. En la rapprochant de la

formule (25), on obtient

-+ 2n—1
Bn:_é'n_ [ i dz.

(2m)2 J e —1

Comme l'intégrale du second membre est supérigure
aT(2n)=(2n—1)!, on en déduit I'inégalité

2(2n)!

(42) B”>W.

L’'intégrale (37) peut se transformer de diverses
maniéres. C'est ainsi qu’une intégration par parties
conduit a

S, — on—1 +* znds _ 92n—2 *® andz
" ol shtz = nl(an-t—1) )| ch?z

On a encore

s on— z” ‘dz
" (n—n'(z"—l)f

Dans le cas ou n est pair, on peut intégrer entre — oo

(') On a le droit de dériver indéfiniment la formule (7), car la
série (40) est majorée, pour z > a > o, par la série convergente de

I
terme général ———.
8 (k+a)n
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et + o et appliquer la méthode des résidus, comme
nous l'avons fait au n® 3. On aboutit ainsi & des formules
de récurrence entre les nombres de Bernoulli. Mais,
nous ne reproduisons pas ces calculs, qui n’ont d’intérét
que comme exercices.

9. Prenons les termes de degré impair du dévelop-
pement (38). Ils s’écrivent

2 Spp -t = —Z ((ZT;);, 1= % (i- —x cotnx),

n=1

en appliquant une formule connue, qui peut d’ailleurs
étre obtenue en remplagant x par 2iwx dans la for-
mule (21).

On a donc

dlogT . "
43) %‘?—_’—ﬂ =—C+ ; (é - cot-rr.z') —2 Syn1 227

n=1

En intégrant et se rappelant que I' (1) =1, il vient

l Szn+1
log T’ )= -1 —————C.Z‘ E zrn+l,
o8 (x+ ) 2 smnz 2n +1
n=1

En changeant  en — 2 et ajoutant les deux dévelop-
pements, il vient

log[T(1+2)T(1—x)] = logsm’w

d’ou

I(@)I—=)= sinnz
On retrouve la formule (11).

Si nous supposons o0 << z < 1, nous avons le droit de
changer x en z —1 dans (43). En retranchant membre
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a membre et se souvenant que I' (z +1) =z T (z), on

obtient l'identité

1
;;_2(1—1:)

E S2u+l [([ —_— J))’”— _zvzu]

n=1

Autrement dit, si z et y sont deux nombres positifs de
somme 1, on a

(_ - —> 2‘ S-"n+l(,}’2u‘_ l'"’)

n=1

Posons
1— 2 1+ 2
x = 2 ! Y= > 5
il vient
(41) l_z.l——2A2n+1[(l+z)’"—(l—-3)”']

n=1

enappclant A, la série forméepar la somme des inverses
des puissances p'™* des nombres pairs consécutifs.

Cette formule est valable pour — 1 <<z <<r1. Alinté-
rieur de’cet intervalle, lc premier membre peut étre
développé en série entiére. Il en est donc de méme du
second. En égalant de part et d’autre les coefficients
de 327!, nous obtenons I'identité (')

N 1 N
(45) 5 =2 Cif Asn.

n=p

(') On peut la démontrer directement de la maniére suivante.
Considérons la série double de terme général

1 \3nr+l
w, = G- —
nk 2n 2k

(k=1.23, ...sn=p, p+1, p+2, ...).

Si on la somme d'abord par rapport a &, puis par rapport & n, on
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La formule (44) est évidemment valable pour toutes
les valeurs imaginaires de z dont le module est plus
petit que 1. Posons, par exemple, 5 =1 tang ¢. Nous
obtenons I'identité

2 sin2ng
sm2 =
P = ’n+1(COS®)’" .

n=1

qui est valable pour — ;' <t <z i

obtient évidemment la série (45). Tout revient donc & prouver que
I
cette série doublg est convergente et a pour somme --

Sommons par rapport a n; nous obtenons

1 \? "°‘ _ " \:uA:p—H— Wy i
"*:<Tk> Yo (7) = Gk
n=p

Or, w, est le coefficient de z?~! dans le développement de la
fonction

e o (@Hy)r
L(a:—&—y) = x_——(x+y)’_’

. . - 1 .
ou I'on a posé, pour simplifier ’écriture, y = 7 ct ou I'on suppose
la variable x positive et inférieure a 1—y. Cette fonction, décom-

posée en éléments simples, devient

1< 1 1 >
— -+ +E’
2\1—y — 2 1+y -+

la partlie entiére E étant de degré 2p—2 et ne fournissant, par
conséquent, aucun terme en z*-1. On a, dés lors,

. 1 1 I
T=a [(l —yr (r+y)‘f']

1 I 1
= E(gk)"’[(zk—x)’r - (2k+1)"’];

I I I
=3 [(21:—1)"? - (zk+x)w]'

11 est maintenant évident que

s
=

I

N o=

n
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10. Pour terminer, nous donnerons une derniére
application de la formule (2). Si z =n -1, n étant
un entier positif, elle devient

IMin-1 !
—(—F_}JJ=—C+f (14t 2.+ 2n1) dt
’ 0
- 1 T 1
=-—C+<x+‘+—+...+ —)-
2 3 n

D’autre part, la formule (5) donne, en changeant x
en n—1,
I'(n +1) =f e~t¢nlogt dt.
0

On a donc la formule
C—_~<‘+1+l++_l_>——f cAl—tﬁ'lOgtdf.
2 3 n o n!

On en conclut que la différence

ot L logtde — |
f; e ;L-—!ogt t—logn

tend vers zéro quand n croit indéfiniment.



