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[M!1h]
SUR LES POINTS DOUBLES DES LIEUX GEOMETRIQUES
ET SUR LA CONSTRUCTION PAR REGIONS;

Par M. HADAMARD.

1. Soient
Q) flx, y,u)=o0,
(ll) f1(z;.}”u)=07

les équations des deux courbes planes G, C, dépendant
d’un méme paramétre variable u. Le lieu L décrit par
les points communs a ces deux courbes, lorsque u
varie, s'obtient en éliminant u entre les deux équations
précédentes.

Nous supposerons d’ailleurs ces équations algé-
briques et entiéres.

Peut-on trouver, en opérant directement sur les
équations (1), (1'), les points doubles de la ligne L?

C’est ce que donne aisément une méthode connue,
si je ne me trompe, depuis Hermite et qui repose sur
laméthode d’élimination par les fonctions symétriques.
Soient, wu,, uy, ..., up les racines de I'équation (1),
supposée de degré p en u : le résultat de 1’élimination
de u entre nos deux équations, c’est-a-dire 1'équation

du lieu cherché, est
L(x, y)=0
avec

(2) L(x'}/)Efl(x’.ya uﬁ)fl(x> Y ui)"-fl(x7 N uP)'

Un point (2, y,) de L — pour lequel, par consé-
quent, les équations (1), (1') admettront une racine
commune u, — sera double s’il satisfait, en outre, aux
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deux relations
oL Il

== =0 = 0
dr

’ dy ' P}

Or (;_.I;’ par exemple, peut se calculer d’aprés I'ex-
pression (2) de L, si du moins le théoréme des fonc-
tions implicites s’applique a la différentiation de la
fonction u,(z, y), ce que nous supposerons tout
d’abord. On aurait, en thése générale, p termes,
puisque « est un produit de p facteurs; mais ici un
seul terme est différent de zéro. celui qu'on obtient
en faisant porter la différentiation sur le premier fac-
teur. Donc, on doit avoir

9, af, d
(Z)LQ' -+ 55:' di;)fl(‘r) Y, ui)fl(‘z'a Y u,;)..,fl((l"}’, ull)=0

et, de méme,

of  ofy duy v
(L + 22 99) fiia, 3, ). folay 7, w) =o.

On voit que ceci peut se produire de deux ma-
niéres :

1° Ou bien
(3) f’('z‘a.ya ul)f'(”"y)’y u3)"'fi<‘7"7 Y, ul))—_'—o’

c’est-a-dire que les équations (1), (1) ont au moins
DEUX racines communes.
2° Ou bien on a, a la fois,

df1 dfl dul _ df.l Qf1 ()U| _
9z o, 9z O oy T ow oy

dur 9 yelles
dx~ oy ]
qu’on les tire de I'équation (1), on voit que la condi-
tion pour qu’il en soit ainsi est donnée par la double

Si lon tient compte des valeurs de
P
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proportion (') (dans laquelle nous avons supprimé a la
lettre « I'indice 1 devenu inutile)

AN (AN (o). (of\ _ (1) . (o).
w (F):(32)=(5):(5) = (5): (%)
laquelle doit étre vérifiée en méme temps que (1)
et (1').

Le cas ou le théoréme des fonctions implicites serait
inapplicable a 'équation (1) ne change rien aux con-

~

clusions précédentes. Clest, comme on sait, celui

. Jdf s T .\ , .
ol G- =0, ¢ est-a-dire ou (z étant remplacé par z,

et y par y,) u, est racine double de (1). Si, pour
I'équation (1), u, est racine simple, on pourra recom-
mencer les raisonnements précédents en intervertissant
A Y .
les roles des polynomes f, f,. Dans le cas contraire; les
équations données ont deux racines communes égales
entre elles, ce qui est un cas particulier de notre hypo-
thése 1° [ équation (3) avec wy=u,].

2. Ce qui précéde apparait d’ailleurs immédiatement
au point de vue géométrique, en considérant u comme
une troisiéme coordonnée cartésienne. (1) et (1)
représentent alors deux surfaces et L est la projection
de leur intersection sur le plan des zy. Cette projection
peut effectivement, comme on le sait, avoir deux sortes
de points doubles : points doubles « apparents » (ou
« par projection ») et points doubles véritables dans
Pespace. La premiére catégorie correspond a la rela-

(') En coordonnées homogemes, on aurait un quatriéme rap-

port %ﬁ : g{ égal a4 la valeur commune des trois premiers; les

équations (4) sinsi modifices permettront, comme il est connu, de
traiter le cas des points a Pinfini.
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tion (3), la seconde aux relations.(4) [ puisqu’alors les
deux surfaces (1), (1') sont langentes entre elles|.

3. Je prendrai comme exemple d’un calcul de cette
espéce le probléme suivant, proposé autrefois en
Mathématiques spéciales :

Lieu des points communs a deux coniques C, G,
qui varient en restant constamment semblables
entre elles, chacune d’elles ayant, d’autre part, ses

.

foyers fizes. .
Si la conique C était rapportée a ses axes, les demi-
longueurs de ceux-ci étant ¢y/u et ¢y/u —1, son équa-

tion serait

Xz Y2
(%) -+

Cette méme équation représentera la conique rap-
q

portée a deux axes rectangulaires donnés d’une maniére

quelconque, si 'on pose

(6) X==xcosbh—ysinb-—p, Y=u=zsin0+ ycosb —gq,

ou 8, p, g sont trois constantes données. De méme
I'équation de la seconde conique pourra s’écrire
, X -y )
(%) W Tao s
[« étant le méme que dans I'équation (5), de maniére
a exprimer la similitude des deux courbes], avec
(6 ) Xy =z cosb; — y sinb, — py,
) { Yy= xsinb; + ycosb,—qg,.
L’¢limination de u entre (5) et (5') pourrait s’effec-
tuer en rendant entier. Mais on peut aussi résoudre par
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1 . ‘s
et exprimer que la différence des

L0
l‘apport a Ev

—1
inverses des quantités ainsi obtenues est 1. Il vient

ainsi

(7) (X2Y]— XY [c2(XF+ Vi) —cf(X2+Y?)]
=(c*Y]— cl1Y2)(c2X}— ¢} X?)

Le lieu est donc une courbe L du sixiéme degré. On

Fig. 1.
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voit immédiatement qu’elle se préte au mode de cons-
truction « par régions », lequel conduit, ici, a tracer les
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courbes
G=XY,—X,Y=o0
(8) H = XY, + YX, = o,
P =c3(X{+Y}) —cl(X2+Y?) =0,

b

Di-:CXi—CiX:O, D£=CY1—01Y=0;

(9 Di=cX,+¢; X =o, D,=¢Y, +¢,Y =o.

Les deux premiéres sont un cercle G et une hyper-
bole équilatére H, toutes deux passant par les centres O,
O, des deux coniques génératrices, parle point de ren-
contre A des axes focaux et le point de rencontre B des
axes non focaux. Le cercle a son centre au milieu de AB;
I'hyperbole a son centre au milieu de OO, et ses asymp-
totes paralleles aux bissectrices des angles OAO,,
OBO,. I'=o0 est un cercle par rapport auquel O, O,
sont inverses 'un de 'autre. Enfin D, D,, D, D, sont
quatre droites dont la disposition, ainsi que celle des
trois coniques précédentes, est représentée figure 1.

La courbe L, qui a pour asymptotes (réelles) celles
de 'hyperbole H, a, d’apres la forme méme de I'équa-
tion (7), les points doubles A (commun a G, H, D,,
D)), B (commun a4 G, H, D,, D)) etles quatre autres P
(commun a G, T, Dy, D,), Q (commun a G, I, D/,
D,), P’ (commun a H, T, D, D)), Q' (commun a H,
r, D), D,).

Soit, en tout, Awit points doubles, car il faut encore
compter comme tels les points circulaires a U'infini.

4. Les points doubles ainsi trouvés sont-ils les
seuls?

C’est ce que la méthode précédente va nous per-
mettre de décider. Nous allons voir qu’il en est bien ainsi
dans le cas général, c’est-a-dire pour un choix arbi-
traire des données. Au contraire, des points doubles
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supplémentaires apparaitront dans des cas spéciaux,
caractérisés par une relation entre les données. Mais il
est entendu que je laisserai de c6té tous les cas encore
plus particuliers, c’est-a-dire ceux dont la réalisation
exigerait deux relations ou plus entre les données. ’
Les branches infinies de la courbe étant connues par
les remarques qui précédent, nous nous bornons aux
points a distance finie. Nous avons a chercher :

1* Les points doubles qui, au point de vue du raison-
nement précédent, apparaissent par projection. Il faut,
pour cela, que les deux polynomes (1), (1'), ¢’est-a-dire
les deux polynomes en « oblenus en multipliant par
u(u —1) les quantités (5 ), (5'), soient identiques a un
facteur constant A prés, puisqu’ils sont du second
degré. Les quantités (3), (5') elles-mémes doivent done
ne différer une de I'autre que par ce méme facteur £,
ce qui exige

Or, ceci donne précisément (a distance finie) les
points doubles déja obtenus.

2° Les points doubles qui se présentent comme
« véritables ».

Nous les trouverons en écrivant les relations (4). En
tenant compte des expressions (6), (6'), Pégalité des
deux premiers rapports donne

(X, cos@, " Y, sin9|> (— X sinf, - Y,cosﬂ,)

u u—i u @ —1I

(10) X cos® Y sinf T 77X sinb Y co-H =k
L) T )
u w— 1/ u w—i

et le dernier rapport,

[% -
u? (u—1)2
F—m o 7 4

Xz Y2 .
ur - (e —1)2

(11)
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Or les relations (10) donnent

, X? Y; XEJ‘ Y2
(r ﬁﬂ?:;r[u—z (7?7]"
D’ou (')

kt—k=o.

k=o (ou k=) ne donnerait rien [les équa-
tions (10) exigeraient X, =Y, =0, ce qui est incom-
patible (2) avec (5)]. On doit donc prendre

< k=1,

moyennant quoi la relation (11") est vérifiée d’elle-

méme.

Pour £ =1, les relations (4) expriment que I'équa-
tion
(12) X%_')U—i—Y?_Y’::c‘}—c2

u u—1I

représente une surface ayant un point conique au point
double cherché et que, end particulier, la conique
obtenue en laissant « constant se compose de deux
droites se coupant en ce point.

(1) La relation (11') aurait lieu en méme temps que (11) si les
deux membres en étaient simultanéoent nuls, c’est-a~dire si 1'on
avait, a la fois, !

P S A
u—1 u u—1i u

(les signes & prendre dans ces deux égalilés étant indépendants
I'un de Pautre). Mais, s’il en était ainsi, (5) donnerait pour la
valeur commune des deux membres de la premiére égalité précédente,
la valeur ==c, et (5) pour les deux membres de la seconde, la
valeur eommune = ¢,. Un tel point double (imaginaire, d’ailleurs
comme le serait toute la figure dans ce cas) rentrerait encore dans
- la catégorie déja étudiée puisqu’il appartiendrait a la fois a deux
des droites (9).

(*) Cette incompatibilité disparaitrait pour u =0 ou u—1=o.
Mais alors on aurait aussi X = o0 ou Y = o, de sorte qu'on retom-
berait sur 'un des points A, B.
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Cette 'conique est toujours une hyperbole équilatére
ayant, comme H, ses asymptotes également inclinées
sur BO et BO,. Il y a avantage, pour cette partie du
calcul, a prendre pour axes les bissectrices des angles
formés par BO, BO,, de maniére que

X =zcosb — ysinb, X, =z cosh + ) sinb,
Y= (xr—a)sind +(y—B)coso,
Y, =(y—B)cosd—(xr—2)sinb,

a et 3 désignant les coordonnées du point A par rapport
aux axes ainsi choisis. Dans ces conditions, I'équation
de la conique (12) s’écrit, pour w« = u,,

(12) _wlema) (=) et

u u—1 sin26
et son centre (une fois trouvée la valeur u, qu’il faut
donner & «) est le point

(13) Xo= aliy, Yo= Bu,.

Le point double cherché w est donc sur la droite AB
et la divise dans le rapport «,, soit

wB = u,AB.

On vérifie & nouveau sans difficulté que ce choix du
du point w annule également la dérivée par rapport
au. .

Il nous reste a écrire que les coordonnées de
vérifient, non pas seulement I'équation (12), mais les
deux équations (5), (5'). Comme les valeurs de X, Y,
Xy, Y, en w s’obtiennent (au signe prés) en multipliant
par u ou «—1 les longueurs OA, OB, O,A, OB, il

vient ainsi

—f —— —_— —
(14) ug.AB —OB =c?, u,.AB — OB = cl.
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La condition pour que le point double existe est

donc

—_—  ——2
OB —0yB =c}—c2,

condition suffisante en méme temps que nécessaire,
car si elle est remplie, les deux équations®(14) sont
compatibles en u,, aprés quoi le point (13) satisfait a
toutes les conditions imposées au point w. En tenant
compte de (14), on constate aisément que ce point cst

le pied de la hauteur du triangle AP'B (ou AQ’'B).

5. Le mode de construction par régions, si simple
et si intuitif, est, comme on sait, une méthode incom-
pléte. 1l fournit sur la courbe proposée un certain
nombre de renseignements, mais non tous ceux dont
on a besoin pour la connaissance, méme qualitative
(celle dont il s’agit en ce moment), de sa forme. Par
exemple, il peut y avoir des régions ou la méthode
permet le passage de la courbe, sans prouver qu’elle
doit y passer (Exemple : la région numérotée 4 sur la
figure 1).

Peut-on obvier a cel inconvénient?

Pour cela, il importe d’en pénétrer la raison, et cette
raison est facile a indiquer.

Pour construire la courbe

(13) O(x,y)=¥(x, y).
la méthode des régions consiste :

1° A discuter le signe de chacun des deux membres,
de maniére a éliminer toutes les régions du plan ou ce
signe n’est pas le méme;

2° A déterminer les points communs aux deux lignes
®(z, y)=o0, ¥(z,y)=o0, points qui appartiennent
nécessairement a la courbe étudiée.
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Or les éléments ainsi notés ne sont pas particuliers
a la seule courbe (15) : ils lui sont évidemment com-
muns avec toutes les courbes

(16) Pz, y)=N¥(z, y),

A désigna‘nt une constante positive quelconque (ou
méme une quantité variable, pourvu qu’elle soit tou-
jours positive pour z et y réels). La méthode ne sau-
rait donc décéler d’autres propriétés que celles qui sont
communes & toutes les courbes (16).

Par contre, nous pourrons compléter les indications
ainsi acquises si nous arrivons a étudier la maniére
dont se forme cette courbe (16) lorsque X varie de o
a -+ oc. -

Pour A\=0 on a ®(z,y)=o0, et pour A=oo,
¥ (z, y) = o0, lignes dont, par hypothése, la forme est
bien connue.

D’autre part, si 'on a construit un arc de la courbe

j(xi.y)=)‘° -

(o étant une constante) sur lequel n’existe aucun point

. . , e, 4 N
singulier, de sorte que ¥y admet des dérivées partielles
continues et que J,, ¥, ne s’y annulent jamais simulta-
nément, on~pourra affirmer que la courbe

,’f(ar,y) = Ao+ €,

¢ étant un nombre positif ou négatif trés petit, pré-
sente un arc trés voisin du premier et de forme tout
analogue : c’est une conséquence immédiate du théo-
réme des fonctions implicites.

Un changement d’aspect de la courbe 7(z, y) =1,
lorsque X varie, ne peut donc avoir lieu que :

1° Au voisinage des points ou ¥ cesse d’avoir des
dérivées continues. Si nous nous borndns au cas ou la
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fonction ¥ est rationnelle (ou se comporte comme une
fonction rationnelle), ces points sont ceux ou ¥ se pré-
sente sous la forme %' soit, pour ¥ = %, les points
communs a ®=o0, ¥'=o0;
2° Au voisinage des p:)ints ou F,=F=o.

Le premier cas se discute par les méthodes classiques
d’étude d’une courbe autour d'un de ses points. Dans
le probléme particulier considéré dans ce qui précede,
les points communs auxlignes ®(z, y) = o, ¥(z, y) =o
sont tous doubles pour chacune d’elles; ce sont, pour
la courbe (16), des points doubles permanents, c’est-
a-dire points doubles quel que soit i. En un tel
point (%o, ¥o), 1l y aura deux tangentes, définies en
égalant a zéro un polynome du second degré du type

a(x — )" +20(x—20) (¥ —y0)+c(y—yo)?

—AMa'(r—wry)2+20(x—xy) (7 — yo)+c' (¥ —)0)]

(a, b, ¢, @', ¥, ¢’ étant des coefficients numériques);
et, dans la région du plan qui avoisine ce point, un
changement de forme de la courbe pourra avoirlieu au
cours de la variation de X, par suite du changement de
signe du discriminant de ce polynome, le point (x, ¥,)
passant alors du role de point double réel a celui de
point isolé par I'intermédiaire d'un rebroussement.  *°
Dans le second cas, le point considéré est point
double accidentel, ¢’est-a-dire point double pour une
valeur déterminée %o de X et pour celle-la seulement.
Pour A = A, ¢, la courbe aura sensiblement, au voi-
sinage de ce point, la méme forme que la conique

a(z — xR+ 2b(2 —x0) (¥ —yu) +c(y —yo)i=c¢,

a, b, ¢ étant encore des constantes convenablement
choisies; autrement dit, si b2— ac <C o, elle passera
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(e changeant de signe) du réel (irés petite ovale autour
du point considéré) a 'imaginaire. Si, au contraire, le
point double correspondant a L =72, est a branches
réelles (et distinctes), la courbe aura, prés de ce point,
sensiblement la forme de deux petits arcs d’hyperbole
dont chacun, lorsque ¢ changera de signe, se coupera
en deux, chaque moitié¢ allant se raccorder avec la
moitié correspondante de I'arc opposé.

Si donc on sait étudier ces points doubles — comme,
d’autre part, les mémes considérations permettent de
dessiner la forme de la courbe pour A trés petit ou
trés grand —, on possédera, pour cela méme, tous les
renseignements nécessaires.

6. Appliquons a la courbe (7). Nous devons multi-
plier le second membre de son équation par A; mais, &
cause de l'homogénéité que présentent ses deux
membres par rapport 4 ¢ et ¢,, nous voyons que cela
revient a changer ¢, ¢, en ¢/, ¢,k Nous obtien-
drons donc la famille de courbes correspondant a (16)
enimaginant que, dans1’énoncé de notre probléme, nous
commencions par ne nous donner (outre les positions
des quatre axes) que le rapport -cél des distances
focales, et faisant varier ensuite ces derniéres, simulta-
nément et proportionnellement I'une a l'autre, de o
a .

La connaissance du rapport c—c‘ suffit d’ailleurs a cons-
truire toutes les lignes séparatrices (8), (9) (fig. 1).
On ombrera, a la maniére ordinaire, de deux en deux
les régions déterminées par ces lignes. La disposition
etant celle qui est représentée figure 1, si, en outre, le
point de rencontre A des axes focauz est bien celui
qui estdésigné ainsi surla figure, les régions négatives,
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T 5
c’est-a-dire celles ou les deux membres de (7) auront
des signes contraires et ou, par conséquent, la courbe |
ne pourra pas passer, seront celles que nous avous
ombrées, les régions permises a la courbe autour de A
étant celles qui contiennent les directions Y=o, Y, =o,
tandis que l'inverse a lieu autour du point B ou se
coupent les axes non focaux. Le point double B est d'ail-
leurs a tangentes réelles pour toute valeur positive de X
tandis que A, quiest atangentes réelles pouth=o0, 0, est

— —
pointisolé entre les deux valeurs ) = QC%‘— et A= O‘C‘j
1

ces derniéres correspondant a des points de rebrousse-
ment. C’est ce qu’on reconnait immédiatement sur
I'équation (7), en se plagant successivement au voisinage
du point (Y =Y,=0) et du point (X=X,=0), et
c’est ce qu'on peut d'ailleurs voir géométriquement
d’aprés 'énoncé du probléme (').

Quant aux points P, P/, Q, Q', ils sont toujours a
tangentes réelles (2) pour toute valeur réelle de a.
Enfin, il en cst de méme (*) du point w.

]

(') Le point B correspond au cas ou les coniques variables ¢, c,
se réduisent & deux hyperboles infiniment aplaties suivant leurs
axes non transverses (u =1). Le point A correspond & «= o, c’est-
a-dire au passage d’ellipses infiniment aplaties chacune suivant son
segment focal & des hyperboles infinimeat aplaties suivant les pro-
longements de leurs segments focaux. De telles courbes ont leurs
points d’intersection réels si A est intérieur aux deux segments
focaux ou extérieur & tous deux; fmaginaires, s'il est intérieur a
I'un et extérieur & l'autre.

(2) Il en est ainsi, quelle que soit la disposition de figure. En
tenant compte de ce que G, H. T sont, & des facteurs con-
stants prés, identiquement égaux 3 D,D}, — D' D, D}, Dy— D, D,
D, D} + D, D5 on voit que, en P, par exemple, le faisceau des tan-
gentes est, quel que soit )., de la forme D} —D3+ mD,D,=o.

(3) Les tangentes en w a l& courbe lieu du point (z, y, ©) dans
I’espace s'obtiennent en coupant par le plan tangent a la surface (5)
ou a la surface (5') le coéne tangent A (12’). Or, en posant, dans

Ann. de Mathémat., 5° série, t. . (Juillet 1923.) 28
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Dans ces conditions, au cours de la variation de %,
il ne se produira de changement de forme (toujours au
sens qualitatif du mot) que dans les régions numé-
rotées 1, 2, 3, 4 sur la figure 1. Elles correspondent
aux valeurs successives

—_—2 —_—2 — —_—2

b O01A — 04 0,A . _0A
M= = )\gz ) Az =

ci—c? c? ct

du paramétre .. La figure 2 montre les dispositions suc-
cessives de la courbe dans la région 1. pour X<},

Fig. a.

S

(trait ponctué), k= A, (trait plein), X, <k <7, (trait
mixte). La boucle de sommet A diminue ensuite jus-
qu’a ce qu'on ait A =72, (rebroussemment dans la

région 2). Le point A reste point isolé jusqu’a k= N3
et les changements de forme qui se produisent a partir

cette derniere, = u,+ U, z = au,+ ', y = Bu,+ ', on voit
que ce cone tangent se décompose en deux plans ' = au', y' =fu'.
Dans le plan de- zy, les tangentes sont symétriques des droites (12)
par rapport a AB.
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de ce moment intéressent les régions 3 et 4. Les formes
présentées par la courbe, dans ces régions, pour i < ')\3'
el 2 > ), sont représentées figures 3, 3 bis.

Fig. 3, 3 bis.

Bien entendu, si les roles des points A et B — autre-
ment dit ceux des axes focaux et non focaux — étaient
intervertis, la figure gardant par ailleurs la disposition
représentée figure 1, le point w n’interviendrait pas, la
valeur correspondante de % étant négative, et les seuls
changements de forme seraient dus aux changements
de nature du point double B (devenu A).



