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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIGWSS
(CONCOURS SPECIAL BB 1920.)

Probléme d’Analyse.

1° Déterminer la surface S la plus générale dont
les normales sont toutes tangentes a un cylindre de
révolution C de rayon R. On calculera les coordon-
nées x, y, 5 dun point M de S en fonction des
angles 8 et ¢ qui définissent la direction de la nor-
male MN @ S en M, de sorte que les cosinus direc-
teurs de cette normale soient

sinf cos g, sin@ sing, cosf.

(On supposera les trois azes de coordonnées rec-
tangulaires et Uon prendra pour Oz Uaze du cy-
lindre C.)

2° Déterminer géométriquement les lignes de
courbure des surfaces S.

3° A quelles relations doivent satisfaire 8 et o le
long d'une de ces lignes de courbure.

4° Les normales a la surface S sont tangentes,
non seulement au cylindre C, mais aussi a une
deuziéme nappe C' de la dévetoppée de S. Déter-
miner analytiquement la surface C.

5° Montrer que les sections de S et de C par un
plan quelconque paralléle & xOy sont des courbes
simples.

6° Calculer les rayons de courbure principauz
de S en un point M de S.
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7° On suppose developpé le cylindre C sur Uun de
ses plans tangents, et U'on y prend comme axes la
génératrice de contact et le développement de la
base du cylindre, les nouvelles coordonnées étant
appelées z et s. On appelle 1 et J les développements
des intersections 1, et Jo du cylindre C avec les sur-
Sfaces C et S, et Uon demande de déterminer ana-
lytiquement 1 et J.

8° On demande la développée de J.

9° On demande de déterminer S de maniére que
la courbe 1 soit un cercle.

SorurioN par M. ROBERT,

Professeur a I'Ecole primaire supérieure de Poitiers.

1° Nous pouvons envisager cette premiére partie soit
" au point de vue ponctuel, soit au point de vue tangen-
tiel. Examinons-les sucessivement.
La normale au point z, y, 5 a pour équations :
X—2  Y—y Z-—5
sinf cosg ~ sinbsing  cosH *

Ecrjvons que cette normale est perpendiculaire aux
deux directions
dx dy 03z dxz dy 0z
b T MR el =l P
et qu’elle est tangente au cylindre C.
Nous obtenons le systéme linéaire suivant qui définit
les surfaces S :

oz . oy . . - 03
Wsmﬂcos&p-}—desmﬁsm?—*— d—ecnse_o,
(S) oz . . . .. Jz .
(’—?51n0005p+-¢;?s1n051ncp + IPcose =o,
Zsing — ¥ cos9 ' . =eR
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Pour intégrer ce systéme, remarquons qu’il suffit

d’en ajouter une solution particuligre a la solution
générale du systéme sans second membre :

)4 baad
* schos(p—t—dO smOsmw—-{—dBcosb_o
dy 0z
—; schosgo + P2 sinfsing + %cosﬁ =o,
zsing — ycosg =o.

La forme de cette derniére équation nous invite a

pOSCI‘ .
z =pcosg,  y=psing,

¢ étant une nouvelle fonction inconnue de 0 et ®.
La signification géométrique du systéme (S') est
8 g q y
d’ailleurs immédiate : ce systéme (S') fournit les sur-
faces dont les normales rencontrent Oz, c¢’est-a-dire
les surfaces de révolution d’axe O z. Donc son intégrale
générale est de la forme

z =pcose, y=psing, z=F(p)

en appelant ¢ une fonction de 0 seul.

Pour avoir I'intégrale générale du systéme (S), il
suffit maintenant d’en connaitre une intégrale particu-
liére, par exemple une intégrale telle que 'on ait

dx d
— =o0, d‘—{:o, cosf = o.

Nous aurons alors & déterminer deux fonctions x et

y de o seul a I'aide des conditions :

2% cos +£‘Zsin =0
de ¥ dp =%

- xsing —ycosp =cR.
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On satisfait & ces équations en prenant :

z = ceR(sing — gcosg),
y=—cR(cosp+ psinop).

Cette surface particuliére est un cylindre dont les
génératrices sont paralléles 4 Oz; la base en est une
développante du cercle de centre O et de rayon R.
Nous aurons donc comme solution de notre pro-

bléme :

x =pcoso +cR(sing —otosgp),

y =psing —eR(cosp + osing),

z="F(p).

D’apreés la maniére méme dont nous avons formé les
équations de cette surface, nous pouvons en donner la
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géométrique de deux vecteurs :

—>
ON:pcosg, psing, F(p),
()T’:aR(simp-q:cos?), —eR(cosp + psing), o.

Considérons la demi-droite Op du plans zy telle

que
(Oz, Op)=r%.

La section de la surface S' par le plan 205 estla

courbe
z=F(p).

Le point P décrit une développante de cercle dans
le plan des zy. Menons par le point P les axes Pg,
et Pz, respectivement paralléles aux axes Pp et Pz et de
méme sens. Soit = le profil du plan z,Pp,. profil ayant
pour équation 5, =F (p,). Ce profil engendre donc la
surface S. D’ailleurs le plan des z,p, reste constam-
ment normal a la développante de cercle précédente;
donc il roule sans glisser sur le cylindre C, et par suite
la surface S est une surface moulure.

Examinons maintenant le méme probléme au point
de vue tangentiel. La surface S peut étre considérée
comme l'enveloppe du plan

z sinfcos¢ + ysinb sino + zcosd + f(8, ¢) =o.

Le point M de contact de ce plan avec la surface S
est défini par I'équation précédente, et par les deux
suivantes :

x cosfcosp + y cosdsino — zsinf 4~ %: o,
— z sinfsing + y sinf cosg +z—f.-=o.

Ces deux derniéres équations sont précisément celles
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de la normale en M a la surface S. Ecrivons que cette
normale est tangente au cylindre de révolution C, ce
qui est trés aisé en tenant compte de la derniére équa-
tion qui représente la projection de la normale sur
le plan des zy.

Nous obtenons

af .
=z TR
dg = Rsinf (e ==1);

on satisfait a cette derniére équation en prenanl

f=cR[osinb+ G(0)],

G (B) désignant une fonction quelconque de 6.

Résolvant les trois équations précédentes et tenant
compte de la valeur de f, nous obtenons les coor-
données z, y, z d’'un point M de S. Si I'on ne considére
pas comme distinctes deux surfaces S symétriques par
rapport a l'origine, nous pourrons faire ¢ =+ 1. Clest
ce que nous supposerons dans la suite. Nous avons
alors pour les équations de la surface S :

x R:sin:p—coscp[cp—l—G(O)sinO+G’(0)c050]',,
(1) {y=—R)coso-+sino[p+G(0)sind+G'(6)cosh)] |,
R} G'(0)sin—G(0)cosh|.

Nous obtenons donc les mémes formules que précé-
demment; il suffit de poser

p=—R[G(0)sin0 + G'(0)cos0],
F(p)= R[G'(8)sin0—G(0)cos0]. °

Les équzitious de la normale a S s’écrivent

cosb(zcosp + ysing) — zsind + R[ecosb 4+ G'(6)] = o,
— rsino -+ ycos¢ + R’ =o.

(2)

2° On peut retrouver par la géométrie le mode de
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génération de la surface S qui vient d'étre indiqué,
Soit S une sarfate dont chaque nbrmale est tangente
au cylindre C. En chaque point Q du cylindre passe
une certaine normale. & S, contenue dans le. plan
tangent en ce point au cylindre G. Nous considérons
une congruence de droites formée par une famille de
tamgentes au cylindre, et maus désirons qu’il existe
une famille de surfaces normales aux droites de la
congruence. ,

Si ces surfaces existent, elles admettent des lignes
de courbure, définies par la condition que les normales
a S le long d’une quelcanque de ces lignes forment
une surface développable. Cherchons a associer les
droites d’une congruence de tangentes au cylindre de
maniére i obtenir des surfaces développables. Nous
obtenons un tel résultat en prenant toutes les tangentes
issues des divers points d’'une méme génératrioe; ces
tangentes sont alors situées dans un plan tangent au
cylindre.

Nous aurons la deuxiéme famille de déveleppables
de la congruence en considérant les courbes (A) du
cylindre qui, en chacun de leurs points, sont tangentes
a la droite QT correspondante.

Les plans focaux de la congruence quicorrespondent
a la droite QT sont le plan tangent au cylindre et le
plan osculateur a celle des courbes précédentes qui
passe au point Q. Ces plans sont les plans tangents aux
deux développables de la congruence qui passent par la
génératrice QT. Mais, d’autre part, ces plans doivent
contenir les tangentes principales a la surface S cher-
chée. Danc ces plans doivent étre rectangulaires. Les
courbes (1) sont donc telles que le plan osculateur en
chacun.de leurs points est normal au cylindre; ce sent
des hélices, formant sur le cylindre une famille &4 un

Ann. de. Mathémat., 5° série, t. 1. (Mai r9a3.) 23
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paramétre (*). Or chaque.ligne de courbure de S est
I'intersection de S avec une développable de la con-

gruence; par suite :

a. Leslignes de courbure du deuxiéme systéme seront
situées dans les plans tangents au cylindre C.

b. Les lignes de courbure du premier systéme sont
les trajectoires orthogonales des tangentes aux hé-
lices (X). Donc ces lignes de courbure sont des déve-
loppantes de cercle contenues dans des plans paral-
léles au plan O y. Ces lignes de courbure constituent
une famille de trajectoires orthogonales des plans tan-
gents au cylindre C. Considérons deux de ces trajec-
toires qui coupent un plan tangent au cylindre en M
et en M'. La distance MM’ demeure constante, quel que
soit le plan tangent au cylindre C, car le vecteur MM’
demeure constamment normal a son déplacement. 11
s’ensuit que Pensemble des trajectoires orthogonales
découpe sur un plan tangent au cylindre une figure de
forme invariable. On retrouve ainsi la génération de la
surface moulure (?).

(*) Ce résultat se généralise immédiatemment : si 'on cherche
les surfaces S dont les normales sont tangentes 4 une surface
donnée S,, on obtiendra une premiére famille de développables de
cette congruence de normales en considérant toutes les dévelop-
pables qui admettent pour arétes de rebroussement o' géodé-
siques de la surface S,.

(?) Plus généralement, si 'on cherche les surfaces S dont les
normales sont tangentes 4 une développable donnée X, les raisonne-
ments précédents subsistent; on fera rouler sans glisser un plan P
sur Ja développable £; un profil T quelconque tracé dans ce
plan engendrera la surface S la plus générale répondant a la
question (surface de Monge). Les deux systémes de lignes de
courbure de S seront encore les sections de S pour les plans tan-
gents a X, et les trajectoires orthogonales des précédentes. La
deuxiéme nappe de la surface focale de cette congruence sera
engendrée par la développée I' du profil T : ce sera encore une
surface de Monge.
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" 3° 1l résulte de ce qui précéde que, le long des lignes
de courbure situées dans les plans tangents au cy-
lindre G, ona 9 = const, et pour les autres § = const.
Cherchons a retrouver analytiquement ces résultats a
Paide des formules d’Olinde Rodrigues. Appelons
A, p, v les cosinus directeurs de la normale & une
surface, et soit d une différentielle qui correspond a
un déplacement suivant une ligne de courbure. Un
point de la normale au point x, y, 5 aura des coor-
données de la forme

z+ AU, ¥+ pu, s+vu.

Nous aurons & exprimer que cette normale posséde
une enveloppe, c’est-a-dire que I'on a, pour une valeur
convenable de u,

d(z+du) d(y-+pu) dz+vu)
A - * - v

ou

dr+ud\ dy+udpy ds+udv

AT © v
_ Mdz 4+ ud)) + p(dy + udp) +v(dz + udy)
- A2 p24v2 ¢

Remarquant que le numérateur du dernier rapport
est nul, on a

dz + ud: = o, dy + udp = o, dz + udyv = o.

Ce sont les formules d'Olinde Rodrigues. On expri-
mera que le point z, y, z décrit une ligne de courbure
en écrivant que ces équations admettent une racine
commune en 4.

Développant les calculs, les formules précédentes
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deviennent :
sing ! R{9 4+ G(0)sin8 + G'(8)cos6]— usinb | dyp
—cosg cosd | R{G(8) + G"(8)] —u!db =o,
cosg ) Rfo + G(0)sin0 + G'(6)cos0]— usind ! do
+singcosd ) R{G(0) + G*(8)] —u | db = o,
SR{G(0)+G"(8)] —u|db =o.

On satisfait a ces trois équations en prenant, soit

3 @=
Rle + G(0)sin® + G'(8)cos8] — usinb =o,
soit
de = o,
#) AT

| R[G(8)+ G"(8)] —u=o.

On retrouve bien les lignes de courbure § = const.
et 9 = const. ('). On trouve en outre les deux valeurs
de u qui donnent les deux points de contact de la nor-
male avec les deux nappes de la surface focale.

4° La solution de la quatriéme partie du probléme

(') L’équation du plan tangent a la surface est

T cosQ + ) sing + zcoth + R[@ + G.(O)] t=o
sin 6
0%E
09 0o
on peat doac affirmer que les courbes coordonnées sont planes et
forment un systéme conjugué. Si I'on pose en outre

Les coefficients £ de ce plan tangent vérifient 'équation

=0;

E,=cos g, .= sin ¢, .= cotf,

on vérifie aisément que
&’
e Va+E+G=o;

donc les courbes coordonnées forment un systéme orthogopal;
comme il est conjugué, il est formé des lignes de courbure.

Voir DarBOUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. I,
(Chap. VII).
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est fournie par les équations (3) et (4). Un point d’une
nappe de la surface focale a pour coordonnées

x + usinbcoso, y -+ usinbsing, -+ wucosh,

ou z, ¥, z ontles valeurs paramétriques précédemment
calculées en fonction de § et de 3, et oi « a 'nne des
valeurs précédentes.

Si Pon prend pour « la valeur définie par la
deuxiéme des équations (3), ontrouve aisément pourles
coordonnées d’un point de la nappe de la développée :

() Rsing, —Recoso, Si—ge—[G’(O)a—c‘pcme].

Onretrouve bienle cylindre G, etles lignes § = const.
sont bien des hélices tracées sur ce cylindre.

Si 'on prend pour u la valeur définie par la
deuxiéme des équations (4), on trouve pour les
coordonnées d’un point'de la denxiéme nappe C':

Rsino — Reosg[o + G'(6)cos8 — G"(6)sin0].
(') ¢ —Rcosp—Rsing[o+G'(0)cosh —G"(8)sind ],
R[G'(8)sin® + G"(0)cosh).

La surface C' est donc encore une surface moulure,
engendrée par la développée du profil =. Ce résultat
était d’ailleurs évident géométriquement.

5° Les sections de S et de C' par des plans homzontanx
sont les courbes § const. de ces deux surfaces. Ce sont
des développantes de cercle, d’aprés ce qui précede.

6° On appelle « rayons de courbure principaux en
un point d’une surface » les rayons de courbure des
sections normales qui contiennent les directions prin-
cipales. L’'une de ces sections est ici donnée par un
plan ¢.= const.; le rayon de courbure correspondant
est R[G(8) + G”(8)], et le centre de courbure corres-

Ann. de Mathémat., 5° sévie, t. 1. (Mai 1923 ) 23.
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pondant est le point de contact avec (. L'autre centre
de courbure s'obtient aisément en remarquant que les
lignes de courbure § = const. sont planes et appliquant
le théoréme de Meusnier. Le centre de courbure d’une
de ces lignes de courbure est la projection orthogonale
du deuxieme centre de courbure principal, qui est alors
situé sur le cylindre C.

On aurait également pu remarquer que les centres
de courbure principaux en un point d'une surface
comncident avec les points de contact de la normale a
cette surface avec les deux nappes de la développée.
Les deux rayons de courbure principaux sont donc
donnes par les valeurs de u fournies par les équations
(3)et(4).

=0 Soit M (z, ¥, 3) un point de 'intersection J, de §
avec (. Les coordonnees z, y, 3 de ce pointsatisfont
aux équations (1), ainsi qu’a I'équation 22+ y* = R=,
ce qui donne, le long de la courbe J,,

(3) o+ G(0)smb + G'(0)cosb =o.

La courbe 1, d’intersection de C' et C ~era définie
de méme par la relation

(6) o= G"(8)sind — G'(0)sin0,

obtenue en écrivant qu'un point de €' est sur le
cylindre C.

Designons par P, le plan tangent au cyhindre C le
long de la génératrice passant par A'(O.-- R, O).
Prenons deux axes dans ce plan I, : 'un \'s pavalléle
A Or.etlautre A’z paralléele a Os. Soit Gla génératrice
du cylindre C correspondant a la valeur @. Désignons
par M, un point de J, situé sur G, et soit m, sa pro-
jection sur le plan des z). Si nous développons le
cyhindre surle plan P,. le point M, a pour coordonnées
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dans ce plan
¢ =arcA'my= Re
el z.
D’ou pour les équations de J, en tenant compte de

(5),
5 ¢ =— R[G(8)sin8 + G'(0) cosb],

z= R[G'(0)sin— G (8)cosh).

On reconnait la les équations du profil = qui engendre
la surface moulure. Le résultat est d’ailleurs évident
géométriquement ; en effet, nous savons que la sur-
face S estengendrée par un profil = d’un plan P qui roule
sans glisser surle cylindre C, alors J, n’est autre que
la courbe dessinée par le profil = sur ce cylindre.
Inversement, si 'on déroule le cylindre sur un de ses
plans tangents, tous les points de J, viendront coin-
cider avec w. Donc les courbes J et = sont identiques.

L’équation (6). qui nous définit la courbe 1, d'inter-
section de G’ et de S, fournirait de méme I’équation de
la courbe 1 dans le plan P, :

5 =R}G"(V)sin® — G(8)cosb],

I
o 2= R[G"(8)cosb+ G'(6)sin6].

D’aprés ce qui précéde, la courbe I n’est autre que
le profil ©’ qui engendre la surface moulure C'. Donc 1
est la développée de J.

8° Cette partie du probléme est résolue ci-dessus.
Analytiquement on peut opérer comme suil : Eliminons
successivement G'(6) et G(8) entre les équations
donnant le profil J; nous obtenons :

(A) gsinfl + zcos +~ RG(6) = o,
(A) gcos® — zsin®@ + RG'(0) =o.

Le point (3, z) est donc a lintersection des deux



( 316)

droites X et A”; la courbe J est donc enveloppe de la
droite A.

On trouve de méme que le profil 1 est le liea du
point de rencontre des deux droites :

(A") geost — zsin8 +~ RG'(0) = o,
(a") — osinf — zcosd +~ RG"(H) = o,

ce qui prouve bien que I est la développée de J.

9° Si 'on veut que I soit un cercle, il suffit d’écrire
que le rayon de courbuge de I est égal a une constante
RC,. Comme I est 'enveloppe de A', on a donc

R[G'(8) + G"(6)] =RC,,
équation différentielle domt 'imtégrale générale est de
la forme
G(8)=C;8 +C,+ Cicos0 + C;sin0,
les C étant des constantes. Il est donc facile de déter-

miner la surface S répondant a Ia question. Le profil =
est alors une développante de cercle.



