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SUR LES SYSTEMES DE QUADRIQUES AYANT MEMES PRO-
JECTIONS DE LEURS LIGNES DE COURBURE SUR UN PLAN
PRINCIPAL COMMUN ;

Par M. p’OCAGNE.

1. Soit

(avec A = a?, B==02, C = == ¢?, et, suivant I'habi-
tude, @ > b > c dans le cas de Dellipsoide) 1’équation
d’une quadrique rapportée a ses axes.

En vertu du théoréme de Dupin, ses lignes de cour-
bure sont données par ses intersections avec les qua-
driques homofocales

xr? 2 22
gy Sl T S Gy S

d’oti 'on déduit immédiatement I’équation des projec-
tions de ces lignes de courbure sur I'un ou Pautre des
plans de projection, Oxy par exemple,

r(A—C) 2 (B—C)
A(A+)) B(B+1)

Le moyen le plus simple de trouver 'enveloppe de ces
lignes est de former leur équation en coordonnées
pliickériennes

wA(A+2)  e?BB+X)
A—-C |~ B—C 7

Elle définit un faisceau tangentiel comprenant

Ann. de Mathémat., 5* série, t. 1. (Mai 1923.) 21



(278)
(pour h=— C) la section méme de la quadrique, et
¢pour ) =) la conique dégénérée formée par le sys-
téme de deux points
A, B

2
“IX—cT"B=¢C

c’est-a-dire par les points a 'infini des droites

Y _ 4 /BA— C)
r A(C=B)’

qui ne sont autres que les traces, sur le plan principal
considéré, des plans cycliques diamétraux perpendicu-
laires a ce plan. Autrement dit : les projections des
lignes de courbure de la quadrigue sur un de ses
plans principaux sont données par les coniques
inscrites dans le losange forme par les tangentes &
la section principale contenue dans ce plan, menées *
par les ombilics situés sur cette section (').

2. Chacune des coniques inscrites dans ce losange
peut étre prise pour section principale d’une quadrique
ayant pour ombilics les poims de contact de cette
conique avec les cotés du losange. Pour chacune de ces
quadriques les projections des lignes de courbure sur
le plan principal considéré seront donc les mémes.
Etudions le systéme de quadriques ainsi obtenu.

Voyons d’abord comment les longueurs des'axes de
chacunc d’elles sont géométriquement déterminées, et,
pour que la, construction en soit réelle, plagons-nous
dans le cas d'un ellipsoide dont on projette les lignes

(') Nous avons donné une démonstration géométrique de ce
théoréme dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
(17 sem. 1921, p. 1640).
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de courbure sur la section dite moyenne, contenue
dans O35 (demi-axes @ et ¢), pour laquelle les ombi-
lics sont réels.

Soit ST l'un des c6tés du losange formé par les
tangentes menées par les ombilics. Donnons-nous sur
cette droite 'ombilic P d’une des quadriques du sys-
téme.

Le point P’ correspondant du cercle principal décrit
sur le grand axe pour diamétre étlant tel que la tan-
gente en ce point a ce cercle coupe Oz en S, se trouve
sur le cercle décrit sur OS pour diamétre; il est donc
a la rencontre de ce dernier cercle et de la perpendicu-
laire menée par P a OS. 1l suffit dés lors de rabattre
OP’ en OA sur OS pour avoir le demi-grand axe a
cherché.

'M')
Il B
: P’

C ’

X
p N /]3
1 I V

0 H. M. B A s I

De méme, si la perpendiculaire menée par P a OT
rencontre en P’ le cercle décrit sur OT pour diamétre,
le rabattement de OP” en OC sur OT fait connaitre le
demi-petit axe ¢ de la section de la quadrique d’om-
bilic P par le plan Oxz.
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Reste a trouver le demi-axe b dirigé suivant Oy. Le
plan cyclique diamétral intérieur a 'angle 20z ayant
pour trace la médiane OM du triangle OST, toute la
question se réduit a déterminer le point B situé sur OM
de lellipse dont les demi-axes sont OA et OC, pro-
bléme bien facile & résoudre. En effet, si la perpendicu-
laire 8 Oz menée par M rencontre en M’ Ia droite SP’,
OM’ est le diamétre du cercle principal correspondant
au diamétre OM de Vellipse; si donc ce diamétre OM’
rencontre ce cercle principal en B', la perpendiculaire
abaissée de B’ sur Oz donne sur OM le point B cherché.

On a ainsi les trois demi-axes OA =a, OB=10,
OC =c de l'ellipsoide d’ombilic P ().

Pour nous rendre compte de la fagon dont varie le
demi-axe OB avec la position de 'ombilic P sur la tan-
gente ST, nous ferons la remarque que voici :

On a .
“ OB _ OB’ _ OF

OM ~ OM' ~— OM

Or. la similitude des triangles rectangles OP'P,

et OM'M, donne

OP' _ PP’
oM ~ oM,
Donc
OB _ PoP'
OM ~ OM,

Le demi-axe OB varie donc, a un facteur constant
prés, comme 'ordonnée Py P’ du cercle décrit sur OS
pour diamétre.

. Liorsque le point P vient en H, pied de la perpendi-
culaire abaissée de O sur ST, les points P’ et P" se con-

(') La construction ici donnée fournit la solution de la question
posée par nous sous le n° 2369 (1918, p. 399).
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fondent aussi avec ce point; en ce cas @ =c et, par
suite, nécessairement @ = b = c. Il est, au reste, facile

de vérifier qu’on a bien, en ce cas, OB = OH. En effet,
la derniére égalité écrite donnc alors

-

“OR _ H,H
oM ~ OM,

Mais, d’apreés la similitude des triangles rectangles
OHH, et OMM,, on a

OH H,H
oM ~ OM,

I en résulte bien que, dans ce cas,
OB = OH.
3. Etudions maintenant I'enveloppe des quadriques

du systéme. Posant OS = 4, OT = &, ST =, prenons

TP
comme paramétre variable le rapport 5= =p. Nous

avons immédiatement

5 h k
OPy= oh y PyS = ——, OP, =

—

I+ o I+ I+ p

puis
ph
OA?= 0P,.0S = e

opr— OM:. PP OM.OP,.P,S

oM; oMm;
i oh h pl2
TR T 1+p  (1+p)
k2

0C?2=0P;.0T = —
1+ ¢

L’équation de l'ellipsoide correspondant est donc

() G+ B +Gtery ~earo R =0
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ou

: _}” 2t 2yt Loyt
P’< +k>+P(F+ e /c’ l)—r—h +5F =0

dont 'enveloppe est donnée par

x? 2y? z2 2 y? yr o ozt\
(75*7?*5—') ~"(hz ﬁ)(ﬁ*p)*“

ou
x?  z2\? zt 2y
(2) (7'—;—/-;—;> —Q(Tl; l’ F) + 1 = 0.

Cette surface du quatriéme ordre présente des parti-
cularités intéressantes, et tout d’abord celle d’admettre
une double génération par un systéme de deux
coniques. En effet, ’équation précédente peut s’écrire
ad libitum

, z2? z? ¥
() (F-%—)=(m+T%)=
ou

) x2? 22 2 2 2
(2") (E—F—x>—4<%+%>=o.

Si l'on fait soit y = px dans (2'), soit y = vz dans
(2"), le premier membre se décompose en un produit
de deux facteurs du second degré, et, par suite, on peut
dire que la section de Uenveloppe par tout plan pas-
sant soit par O3z, soit par Ox, se compose de deux
coniques.

En particalier, si l'on fait =0 dans (2"), on

obtient
z2 2 ¥
(zs —1) 4% =o

x? 2y x? 27\ _
(F—=%) G-+ ¥) =0

systéme des deux paraboles d’axe Oy, ayant pour som-

ou



( 283)

. . l
mets, sur cet axe, les points y» = = 52 que nous appel-

*lerons U et U', passant en outre par S el son symé-
trique S' par rapport a O, et dont, par suite, si Vet V'
sont sur Oy les points y ===/, les tangentes en S et
S’ sont respectivement VS et VS’ pour I'une, V'S
et V'S’ pour Pautre.

De méme, faisant £ — o dans (2'), on voit que la
section de I'enveloppe par le plan O j's se compose des
deux paraboles de sommets U et U’, et passant par T
et T ou les tangentes sont VT et VT pour I'une, V'T
et V'T' pour I'autre.

La surface offre donc en S ¢t S’ d’une part, T et T’
de Vautre des points doubles ou les tangentes sont
situées sur des cones du second degré admettant évi-
demment pour plans principaux ccux qui, passant par
leurs sommets, sont communs a toutes les quadriques
du systétme. On en déduit immédiatement que les
cones des tangentes en S et S’ sont coupés par le
plan Oyz suivant lellipse dont les axes sont TT'
et VV', et les cones des tangentes en T et T' parle
plan Ozy suivant Pellipsc dont les axes sont SS' et VV'.

%. Nous ferons encore la remarque que voici : chaque
quadrique du systéme, d’équation (1), touche I'enve-
loppe de ce systéme suivant la courbe définie, en plus
de cette-équation, par sa dérivée relativement a p,
c’est-a-dire par

h2+9(l+a) I —+—((+79)—=(

Or, I'élimination de -+ d’une part, de 7 e del autre,
eatre cette derniére equauon et (1) donne

G L
TE T Uxer
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et
y: s 1
'17+7c—’—(|+9)"

ellipses homothétiques, par rapport au centre O, res-
pectivement de celle de sommets S, S', V, V', d’une
part, T, T/, V, V', de l'autre, que nous venons de
trouver comme définissant les cones des tangentes aux
points doubles T et T’, d’une part, S et S’, de I'autre.

D’ailleurs, on voit que les demi-axes de 'une sont
égaux a OP, suivant Oz, TP suivant Oy, et ceux de
lautre, 2 OP, suivant Oz et PS suivant Oy.

Quant a la projection de la courbe de contact de la
quadrique et de’son enveloppe, sur le plan Ozz, elle
est donnée par

3 2 1

O

k2 h? 1

J

+

hyperbole ayant pour asymptotes les traces, sur ce
plan, des plans diamétraux cycliques, et qui se réduit
A ce systéme de deux droites pour p =1, c’est-a-dire
pour le cas ou 'ombilic P se confond avec le milien M

de ST.



