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[L'1e]
SUR UN THEOREME CLASSIQUE DE DANDELIN ;

Par M. V. THEBAULT,
Professeur 2 Ernée (Mayenne).

La figure relative au théoréme de Dandelin sur les
sections planes du cdne de révolution, que contiennent
tous les Traités de Géométrie, nous semble particuliére-
ment suggestive. La méthode employée par Hermary
pour déterminer les contacts des sphéres tangentes aux
quatre plans des faces d’un tétraédre ('), appliquée a
cette figure, nous a conduit aux résultats suivants dont
certains sont peut-étre inédits.

1. Considérons un céne de révolution de sommet D
coupé par un plan (P) qui, pour fixer les idées, ren-
contre toutes les génératrices. La section’ obtenue est
une conique (I'), (ellipse ou hyperbole), dont les
sommets S, S’ sont situés sur deux génératrices con-
tenues dans un plan avec I'axe du céne et la perpendi-
culaire DH au plan (P). Les foyers F, ¥’ de cette

(1) Bulletin de la Societée matheématique de France, 1879,
p- 138. Cette méthode nous a conduit déja & de curieux résultats
qui complétent ou généralisent ceux de nosdevanciers MM. Neuberg,
Konigs (Annales de la Société scientifique de Rruxelles, 1921,
p. 233-2)1; 1922, p. 128-134; Mathesis, 1922, p. 16-18).
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conique sont les contacts, sur le plan (P), de deux
sphéres de centres I, I; inscrites au cone. De plus,
SS'=TT’, T, T’ étant les contacts d’'une génératrice
avec les sphéres 1, I;. Enfin les plans (1), (IIy), déter-
minés par les cercles de contact du céne D avec les
sphéres I, 14, rencontrent le plan (P) suivant deux
droites A, A’, directrices de la conique (T).

Ces résultats sont classiques. Si d, r, ry désignent la
distance Il et les rayons des spheéres, on a

§S"1 = _ﬁ’ =d?— (rq— r),
et
P = dr— (rq-+r)r.

Le petit axe BB’ de 'ellipse, ou 'axe non transverse de
Phyperbole, est donc tel que

W BB =355 —FF =4rra ().

2. Soit une génératrice quelconque DM du cone
limitée a la conique (I') en M, qui touche en T, T' les
sphéres I, 1. Le plan ( p), tangent au cone suivant DM,
a pour trace sur le plan (P) une tangente ¢ a (T') en M.

Une sphére étant inscrite dans un diédre, si I'on
ferme le diédre dans le sens convenable, de maniére a
écraser la sphére, les points de contact de la sphére
avec les faces du diédre viennent en coincidence. En
rabattant le plan (p) autour de ¢, sur le plan (P), de
maniére a écraser la sphére 1, la génératrice DTM
tourne autour de M et le contact T de DM avec la
spheére vient coincider avec le foyer F. Cette généra-
trice prend donc une position

D; MF et D,F = DT = const.,

(') Cette relation a été obtenue autrement par M. J. Neuberg
(Mémoire sur le tétraédre, p. 23).



( 202 )

lorsque M varie sur la conique (T'). Le rabattement D,
de D décrit par suite une circonférence fixe (Z), de
centre F, de rayon DT.

Pareillement, si I'on rabat le plan (p) autour de ¢,
sur le plan (P) de fagon a écraser la sphére 14, on
obtient une circonférence (%'), de centre F', de
rayon DT’, lieu du rabattement D, de D sur le
plan (P).

Remarques. — Lorsque le point M varie sur la
conique (T'), la somme ou la différence des rayons
des circonférences (), (2') est égale a

DT' = DT = TT' =S8/,
sutvant que (T') est une hyperbole ou une ellipse.

Si (T') est une parabole, (') dégénére en une droite
a l'infini perpendiculaire a I'axe de la courbe; (2) a
pour centre le foyer de cette parabole.

Dans les rabattements du sommet D, I'angle (DM, ¢)
se rabat en vraie grandeur suivant deux angles égaux

(t, MF) = (¢, MF') = (¢, DM).

Ainsi apparait cette propriété fondamentale des
coniques :

La tangente en un point quelconque bissecte
Uangle des rayons vecteurs en ce point.

Enfin si 3 désigne le pied de la perpendiculaire D3
sur ¢, D8 = 8D, =2¢D,. Le triangle D,DD, est rec-
tangle en D ; H est un point de 5§/, et

HD,.HID,= DH_ = const.,

lorsque M décrit (I'). Les deux circonférences (%), (2')
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se correspondent dans une inversion de centre H et de
module DH ().

Les propriétés précédentes s’appliquent a un
tétraédre ABCD. Les angles triédres de ce solide sont
en effet circonscrits chacun a un céne de méme sommet
que ces angles, lequel est coupé par la face opposée sui-
vant une conique (I'). On retrouve ainsi cette propriété
due a Hermary et a M. Neuberg :

Si¢ l'on rabat en Dy, D,, D, et D, D}, D, le som-
met D d’un tétraédre ABCD autour des arétes BC,
CA, AB sur le plan (P) de la face ABC, de fagon a
écraser les sphéres inscrite 1 et exinscrite 14, les
centres des cerclesD,D,D;, D', D, D), coincident avec
les foyers F, F' de (T), c’est-a-dire avec les contacts
des sphéres 1, 1; sur le plan (P).

3. La conique (T') étant donnée, il existe une infinité
de cones de révolution qui contiennent cette conique.
Le lieu du sommet D de ces cones est une focale (I")
de (T). S1 r, rqy désignent encore les rayons des
sphéres 1, I inscrites au cone variable D qui touchent
le plan (P) de (T'), le produit rry reste constant et égal
au carré de la moitié du petit axe BB’ de (T'), d’aprés la
relation (1).

Cette remarque suffit a déterminer I'enveloppe de
I'axe DIl du cone variable [enveloppe qui n’est autre
que (T")], et a montrer que la sphére de diameétre 11,
passe en S, S'; sommets de (I'). On en conclut aussi
que les projections orthogonales de S, S’ sur Iy
décrivent une circonférence concentrique a (T).

A chaque position du céne D correspondent deux

(') Nous avons déja signalé cette inversion, ainsi que M. Neuberg.
Le module donné ici est peut-étre nouveau.
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circonférences (X), (2'), de centres fixes F, F’, dont la
somme ou la différence des rayons reste constante et
égale au grand axe SS' de (T).

Lorsque D est en F, (2) se réduita son centre F, (T')
apourrayonSS’etse confond avecle cercle directeur de
centre F'. SiDesten F', (£) estl’autre cercle directeur.
(), (Z') sont alors les cercles directeurs de la
conique (T') avec leur propriété fondamentale d’étre
les lieuxr géométriques des symétriques des foyers
F, ¥’ par rapport a une tangente variable.

Ces cercles (Z), (¥') sont peut-étre nouveaux; ils
constituent en tout cas une extension de la notion de
cercles directeurs des coniques.

4. Pour terminer cette Note, voici une démonstra-
tion trés simple, de théorémes sur le tétraédre, qui appa-
rait nettement sur la figure relative au théoréme de
Dandelin. Désignons par I, I, 1, 1., Is, I, I, I3 les
centres des sphéres inscrite, exinscrites dans les triedres
tronqués et des combles d’un tétraédre ABCD. En joi-
gnant deux par deux ces huit centres on détermine
28 droites.

Soient w le milieu du segment Il par exemple et a,
B, 7, 8 les projections orthogonales de ce point sur les
plans des faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraédre.
8 coincide avec le centre de la conique (T'), section plane
du cone D inscrit au triédre de méme sommet, par le
plan de la face ABC. a, 3, vy, qui appartiennent aux
génératrices de contact du cone D avec les plans des
faces du triédre de sommet D, sont situés dans un plan
équidistant des plans (II), ([Iz) déterminés par les con-
tacts des spheres I, I; sur le cone. Or, (I), (Il;) ren-
contrent le plan ABC suivant les directrices de la
conique (T'), droites également distantes de 8. Le



( 205 )

plan a3y contient donc aussi le point 3. De plus, “ce
plan a8y, paralléle aux plans (M), (I4), est perpendi-
culaire & la droite DII,;. D’ou ces théorémes obtenus
par le calcul ou moins directement par leurs auteurs :

Les points milieux des a8 droites qui joignent
deux par deux les centres des huit sphéres inscrites
dans un tétraédre quelconque sont sur une méme
surface du troisiéme ordre qui contient les arétes du
tétraédre (BeLteami, V. 4., 1863, p. 336).

Les pieds des perpendiculaires abaissées de 'un
de ces points milieux sur les plans des faces du
tétraédre sont dans un méme plan (Sarriavx, N. 4.,
1867, p. 367).

Les plans qui contiennent les projections du mi-
lieu de la droite de deux centresestd’ailleurs per-
pendiculaire a cette droite (Fontent, N. A., 1909,

p- 57).



