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SIK DEUX FAMILLES DE COURBES ORTHOGONALES;

PAR M. G. FONTENE.

1. Si l'on écrit, pour une fonction F(s) d'une
variable complexe,

on sait que les courbes

P(X7 y) = const., Q(#> y) = const.

forment deux familles de courbes orthogonales ; et le
résultat obtenu en posant

F(z) — (x -+-y i)m = p'w(cos/?îu) -4- i sinmw)

est bien connu.
On connaît moins un autre exemple donné par

Lamé en 1834 {Journal de l'Ecole Polytechnique,

23e cahier, p. 244; Journal de Liouville, ire série,
t. I, p. 82); Lamé ne dit pas expressément qu'il ait
obtenu le résultat dont il s'agit par l'application du
procédé précédent à une fonction particulière F (s),
mais il n'est pas douteux qu'il en soit ainsi, car il
signale ce procédé pour la formation de familles de
courbes orthogonales et cite l'exemple indiqué ci-
dessus.

La séparation de la partie réelle et de la partie ima-
ginaire se fait simplement, comme on vient de le rap-
peler, pour la fonction 3™, en introduisant le module
et l'argument. Si Ton se rappelle que la recherche de
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la fonction primitive de ~, à partir de la fonction pri-

mitive de zm pour une valeur quelconque de m autre

que — i, donne lieu à la formule

ou
z'" — i = Log2 (pour m = o),

on est conduit à prévoir que la même séparation se
fera aisément pour Logz et l'on pourrait l'effectuer en
partant de l'égalité précédente; on a directement

Log z — Log p ( cos tu -H i sin to ) = Log ( p e/(â) )
ou

Log z = (Logp ) + (JW \

Considérons alors la fonction

en désignant par p , , p2 , . . . , et iot, to2, . . . /c

modules et les arguments des différences z — z

z — z2i . . . , on a

F( z) ^

Si M, M,, M2, . . . sont les points qui ont pour
affixes s, Zi, z-2, . . . , on voit que les courbes repré-
sentées par les équations

7 a LogiVl Mt = const.,

'#, MMtj =?s const.

forment deux familles de courbes orthogonales.
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Lamé écrit :

! = const.,

a arc tan«r • ^~ = const.

On arrive ainsi au résultat- suivant :

THÉORÈME. — Etant donnés dans un plan des
points fixes A, B, . . . , on considère, d'une part, les
courbes dont les points vérifient la relation

(1) MA x MB x . . . = consl. ,

les exposants, que Von peut supposer entiers, étant
positifs ou négatifs, et, d'autre part, les courbes
dont les points vérifient la relation

(2) a x (x'x, MA) + p x (x'x, MB) -+-... = const.,

xx étant un axe quelconque; on a ainsi deux
familles de courbes orthogonales.

Dans la relation (2) , la constante est donnée
à kiz près.

2. Dans l'Ouvrage qui a pour titre Sur une classe
remarquable de courbes..., 1873, Darboux a donné
au théorème de Lamé de beaux développements, qu'il
a reproduits dans son dernier Ouvrage : Principes de
Géométrie analytique.

Eu égard aux résultats donnés par Darboux, on doit

regarder comme cas normal celui où l'on a 7 a = # o ,

les a étant égaux à 1 ou à — 1 ; on peut alors écrire

M A x M B x . . .
= const.,MA' x MB' x . . .

(4) \fo\', MA/-4-VMB', MB/-4-...= const.;
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les segments A'A, B'B, . . . sont des cordes des
courbes (4).

Si certains points A', B', . . . s'éloignent indéfini-
ment, la constante de la relation (3) tendant vers zéro,
on doit supprimer les facteurs correspondants dans
cette relation et remplacer dans la relation (4) les
angles correspondants par (#'#, MA), . . . .

3. Le cas le plus simple est celui des deux familles
de cercles orthogonaux données par les relations

MA
(5) - — = const.,

<6) ( MA', MAJ = con^t.;

si le point A' s'éloigne indéfiniment, on a des cercles
concentriques et leurs diamètres.

Si AA'BB' est un parallélogramme, les deux familles
de courbes orthogonales

{;) MA x MB = h.MA'x MB',

(8) \MA', MA) -t- \MB', MB/ = const.

sont des ellipses de Cassini. Si les points A' et W
s'éloignent indéfiniment, k tendant vers zéro, on
obtient des ellipses de Cassini et des hyperboles équi-
latères :

(9) MA X MB = const.,

(îb) VAB, MA) -+- (AB, I>JB) = const.

4. Cas particulier. — Soient A, B, C, . . . les som-
mets d'un polygone régulier de m côtés, O son centre,
Ox \\n axe polaire dirigé suivant OA, a le rayon du
cercle circonscrit. Cherchons les équations en coor-



données polaires des courbes définies par les relations

( H ) MA x MB x . . . = const.,

(12) \Ox, A M ) - H ( O ^ , BM)n-... = cp, à /cic près.

Soient Zo, zi} . . . , zm_h les affixes des sommets du
polygone, et z l'affixe du point M; si Z est la mesure
complexe du vecteur qui a pour origine l'un des som-
mets et pour extrémité le point M, on a

Z=z — zp,
d'où

{Z — z )m = (— i)"'fl'«
ou

Z"1 —. . . -+ - (— i)m(z'" — a»1) = o.

Le produit des Z est donc zm— am, ou

) — am) -+- ipm sinmw;

de là deux conséquences :
D'une part, le carré du produit des distances du

point M aux sommets du polygone est

P2 — ( pui c o s m co —
ou

( 13 ) P2 = p*m — 2 arnpm cos m to -4- a2m ;

c'est le théorème de Cotes.
D'autre part, si Ton appelle <p la somme des

angles \Ox, AM/, . . . , on a

pf/l sin mw i
( . 4 ) f " g y = ;

cette formule peut prendre rang à côté de celle de
Cotes.

Il résulte des deux formules précédentes que les
équations des courbes de Lamé sont, dans le cas
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actuel :

( i > » pim — 'iam p'n cosmw -+- aîtn = c o n s l . ,

( i () ) p m s i n ( cp — ni w ) = a'n s i n çp,

s rtant un paramètre, donné à kiz près ; on peut
écrire

p'" cos/n CM — a m

I : = const. = cote.
p"' sin m M

Pour m = 2, on retrouve les ellipses de Cassini qui
ont pour foyers les points A et B et les hyperboles
équilatères qui ont leur centre au milieu de AB et qui
passent en A et B; ces dernières courbes forment un
faisceau de coniques.

3. Les courbes de la première famille sont connues
depuis longtemps ; Serret, qui les a étudiées à divers
points de vue. a déterminé directement leurs trajec-
toires orthogonales (Journal de Liouville, t. VIII,
j). {()8). On a pour les premières courbes

i fio — a"1 sin 77* v

p do) p"1 — a»1 cos m w '

on a donc, pour les courbes orthogonales,

i dp __ pnl—amcos7?iw

p d(o a'n sin/?ieo

ou {Recueil d'exercices de Tisserand)

do cos m tu 0'"+*
•7- + 0 - : r= L- ,

flw ' sin771 to a^s i r imw

ce qui est une équation de Bernoulli; on l'écrit
I 771 COS 771Ô 771

dv p/n sin/nO ~ «"* sin 7716
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Cette équation est linéaire, et son intégrale générale

est, en désignant la constante arbitraire par — coty,

/ I m C d(o \

ou bien

ci"1 . Mnfc — m M )
— = Mnmw co tm w — cotcp ) • ;
pltl T / sincp '

c'est l'équation (16).
Michaël Roberts a déduit cett<^ équation de la défini-

tion par la relation

.r, Ai\l) •(Oar, BM)H-.. . = cp ;

Je calcul de l'auteur (Journal de Liouville, t. X,
p. 251) repose sur la formule

Â-sinj? A . Â2 .
arc tang -. = — s n i ^ ' -J s in >.,r 4 - . . . .

i — A* cosâ? i >

Cette formule, où l'on suppose | / | ^ i , | a r c | ^ - >

est une des deux formules que l'on obtient en partant
du développement

qui donne la détermination deLog(i -*- 3), dont l'argu-
ment est compris entre — ir et 7t, et en faisant

on a ainsi

kog[(i — k cos 2* ) -+- /sin^'J

— — - f co^.r — is'mx) H < cos^.r — i^inix ) -H. . . ,
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et, par suite,

k
cosx H cos2.r - + - . . . = — Log1 J i — '>-£ cosa; -f- k2,

1 2 ° V '

k . k* . k sinx
- sina? H s i n 2 ^ -+-. . . = arc tang: i — /i cos a:

Tare étant compris entre — — et + -» attendu que son

cosinus est positif. Ces formules sont dues à Euler ou
à D. Bernoulli; la démonstration indiquée par Poisson
{Journal de VEcole Polytechnique, igecahier,p. 4IO)7

ne diffère que par la forme de la précédente.

6. Vérification géométrique du théorème de
Lamé. — Michaël Roberts vérifie comme il suit le
théorème de Lamé. Si MU et MV sont les tangentes
en M aux courbes définies par les deux équations

I | p * = coMSt., / aco! — const.,

on a

comme on a, selon la courbe envisagée,

\ a —— = o ou 7 a — * = o,
^ Pi ** pi

on obtient

2 cosM,MU v 1 sinMiMVa o ou 7 a = o;

les deux courbes sont donc orthogonales.


