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[R8e]
EXPOSÉ ÉLÉHEXTAIRE II l \ K THEOIHE RIGOI'llEl'SK

IIIS LUISONS FINIES UNILATERALES ;

P A R \ i . E T . D E L A S S U S (*).

{Suite.)

L T U n h DU S O L I D E R E P O S A N T S I K ^ P L \ N F I X E PAR T R O I S P O I N T S .

12. LYtude d'une liaison unilaterale triple conduit,
< minne nous Tav ons vu, a la considération d'une figure
de l'espace ne présentant pas la même commodité
qu'une figure plane, comme celle obtenue pour une
liaison unilaterale double.

On peut néanmoins, pour certaines liaisons unila-
térales tiiples, représenter la discussion au mo^eii
(Tune figure plane. C'est ce qui arrive pour un solide
leposant sur un plan fixe par un nombre quelconque
de points ou par une face plane pol>$»onale à côtés rec-
hignes et même à côtés curvilignes. "Nous nous borne-
lons ici au cas le plus simple, celui de trois points- de
( ontael.

Pour arriver au résultat cherché, nous introduirons
la'réaction totale, qui est ici une force unique A nor-
male au plan H, et nous considérerons son pied to
comme appartenant à la face libre ou positive H"1" si N"
est positive, et à la face négative H " si A est négative.
En définitive, nous considérons ]\ comme une flèche
matérielle tenue normalement au contact du pian H

( l) Voir même Tome, p. i.

Ann. de Uathémat., \* sérive, t. \ \ . (Mars 1920 )
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réalisé matériellement par une plaque métallique. Dans
ces conditions, le point to peut parcourir l'étendue
complète des deux faces de II.

\ o u s allons faire l'étude directe des régions de pos-
sibilité des di\ers mouvements, régions où doit se
Irouver o), cl, connue conséquence de la théorie géné-
rale, nous saurons que ces régions rempliront complè-
tement et sans empiéter les unes sur les antres la tota-
lité de l'espace qui cs( ici l'ensemble des deux laces
delf.

13. La région MAJAJAJ est caractérisée (théorie géné-
rale) par la condition que les trois réactions partielles
soient positives, donc que la réaction totale N soit posi-
tive et a l'intérieur du triangle de sustentation \ , , A2,
\ 3 . Le point w doit donc être sur H+ et intérieur à ce
triangle, de sorte que la région M\ t \ s \ 8 est le triangle
de sustentation trace sur la face H+ , face sur laquelle
repose le solide.

14. Cherchons maintenant la région M/. Si nous
prenons des axes mobiles X, V, ^ attachés au solide,
G C étant perpendiculaire au plan A, V2 A, et du côté po-
sitif, si nous désignons p a r x 1 ? j l 7 X^y2* X3 , j '3 , */, ries
deux, premières coordonnées des points \ , , A2, A3, to,
nous aurons pour équations du mouvement M^AjA, à
l'instant initial,

dt\i

<// \2 dr/

(c' = / / = q' = O)
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et pour M/,

Af , d /i óF\
Ma = . . . , -r- (

^/ \ 2 <ty? /
Mb =.. ., -7-(

dt\ i ôq J
M c" = o H- . . ., —

dt

^ condition^ de possibilité a rinstant initial

-jt (
c —pyi — qa-i) = c -+ py\—q ^ J > o,

i'vprimanl que les trois points V,, A2, V3 se soulèvent
du ( o té libre.

En faisant la soustraction des équations correspon-
dantes et désignant par a", b", c'\ p\ q\ /•', non plus
( es (piantités elles-mêmes, mais leurs \ariations quand
on pa^se de M\ i \ v, ^ M/- on aura

== — N v, j = \ //, ~ — = o,
'2 t̂ /y '2 0(J 1 01'

<l. en \ertu de ce que cv, p\ q' sont nuls dans le pre-
mier mouvement, les trois inégalités de possibilité
gardent la même forme.

Si Ton appelle <I>(\, Y, Z) la forme quadratique
adjointe de F ( \ , V, 7A et si Ton pose

e(w, i>) = * ( — c , //, o),

on en déduira

' TV * ^ / X TV ' ^
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de sorte que si Ton considère la forme polaire

7 2 OU *2

de Y ellipse imaginaire

i öH i i w i
y u — a 1- f> -
u "2 ÖV M 2 (>r 2

les trois conditions de possibilité prendront la forme
simple

M>r V,, (o) <o , IVÜ(A2, w) < o, Mi(A3, w) < o.

Si ]\ <" o, elles indiquent que (o est sur 1I~ (Jans la
lésion commune au\ côtes positifs des polaires de V,,
Vj, V,, région, commune existant forcément et cont»1-
nant le point ()(o,o) qui donne le si<»ne plus dans la
polaire d'un point quelconque. Si 3N ^>o, elles indiquent
que (o est sur 11+ dans la région commune aux côtrs
négatifs des trois polaires, région qui peut, suivant les
cas, exister ou ne pas exister.

Si nous con\enons de représenter en traits pleins,
< onnne chosCb Mies, ce qui est sur ]1+ et en traits
ponctues, comme choses cachées, ce qui est sur H~,
nous aurons les trois figures suhantes (fig. \) qui

Fig. i.

\

montrent que le pôle A't d'un côté A2A3 doit être con-
sidéré comme appartenant à H~ s'il est du côté O
de AJAJ polaire de A< ; c'est-à-dire si O et A< sont



d'un même côté de A2AV Si nous convenons d'appeler
cùh' intérieur d'un côté du triangle de sustentation
celui qui contient ce triangle*, nous constatons que la
figure, dans ses trois cas, est construite de la façon sui-
\aille :

Chaque coté du triangle de sustentation pour
lequel O est du côté intérieur donne un pôle sur H~.
Chaque côté pour lequel O est du côté extérieur donne
an pôle sur II *". Pour obtenir M/ on adopte la règle
simante de jonction :

Deux points sur II"1" se joindront intérieurement par
un trait plein.

Deux points sur Il~ se joindront intérieurement par
un trait ponctue.

L n point de 114" et un point de H~ se joindront exté-
lieurement, la demi-droite partant du point de II+

étant en trait plein et celle partant du point de H~ en
liait ponctué.

11 est d'ailleurs bon de remarquer que cette règle de
jonction est précisément celle de la perspective d'un
triangle traversé par le plan issu de l'œil et parallèle au
]>l«ui du Tableau. Les trois figures sont celles de la
perspective du triangle A'jA2A'3 en supposant i , 'A
<>u î sommets situés en arrière de ce plan.

15. Etudions la région M\ a \3 . On aura une réac-
tion .Xj appliquée en un point o)< de A2A3, donc les
équations à l'instant initial

Mc"=Ni-*-...,
d àF

d_

dt \ 2

dt\i dr)^
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avec les conditions de possibilité

^! > o, ini entre \ 2
 e l A3.

En relrancliant les équations de M \t \, \g comme pré-
cédemment et introduisant le point P d'égal moment
de \̂ et \ , et de coordonnées

\ M — \ i M i Ne — N i P i
N-\, ' \-N, '

on obtiendra finalement les égalités

o(\\ V2j = o, û(P, \3) = o,

montrant (jue P est le pôle Aj de A2, A3, ce qui donne
la construction de to4 et iS^, puis les conditions

( N _ \l)Q( \ j , \ { ) < o ,

^ i > o , coi e n t i e A 2 e t A 3 .

Comme iï{ V't, A,) est positif ou négatif suivant
que Vj est sui H" ou sur I l+ , donc a un signe connu,
il reste deux inégalités relatives à \ et la condition rela-
tive à (Oj ; une discussion très facile conduit alors,
pourto, à la région obtenue en joignant \2> ^3? ^\ parla
règle de perspective énoncée déjà pour M/.

16. Eludions de même la région M^ . On aura une
réaction ^st appliquée» en A,, donc les équations ini-
t i a l e

i(
4/

s

' I

1

?U -
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a\ec les conditions

c"-+- p'y-i— </'#2> o. c' + p'yt—q>3 > o,

En opérant toujours de la même façon, introduisant
le point P d'égal moment de \ et N,, on obtiendra
l'équation

12(P, At) = o,

montrant que P est rintersection de coA, avec A!,,
V3 polaire de A4, ce qui donne la construction de ?s,,
puis les conditions

(N-NOütP , A2)<o, (N-NOüfP, A3)<o, N , - o ,

d'où résulte
1>(P, A 2 ) O ( P , A , ) > o .

Cette dernière montre facilement que P doit M'
trous er, non en un point quelconque de la droite A',,
V.j, mais en un point de la ligne de jonction de A', et
Y, au sens adopté précédemment. Vlors, Û(P, A2)

et Q(P, Ajj ont des signes connue, et il roste des
inégalités en IN montrant aisément que <o doit être
Htué dans la région obtenue en joignant A!,, A':l, V,
toujours par la règle de perspective.

17. En définitive, les régions d'échappement
simple s'obtiennent par jonction des côtés de M \ i \n \^
aux sommets correspondants de AI/ et les régions
d échappement double en joignant les sommets
de MA,AS\, OIUX côtés correspondants de M/.

On obtiendra de cette façon huit régions remplissant
entièrement les deux faces de H sans superposition,
et constituant un double diagramme'plan qui, d'après
sa construction même, ne dépend ni de la position, ni
du mouvement du solide. On doit plutôt le considérer
comme une figure invariable attachée au solide et
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tracée Mir les deux faees du plan \ , \ 2 Aj de ce
solide.

Le solide étant lancé sur la liaison et prenant le
mouvement M \ \ Y, ce mouvement se continuera tant
(jue le point <o qui va se déplacer dans le diagramme
ne soi lira pas de la région M\ \ A8-

II peut en sortir de deux façons :
Le point (»>, sans sortir, au point de vue géométrique,

du triangle M Vl \. \,, p?i»^ à un certain moment, passer
sur II et alors il sort de la région M^A^S.,

 (^e ^ + pour
mirer dans une région de II~ qu'on ne peut préciser
a priori cl qui est variable suivant les cas. C'est
l'échappement par changement de signe de la réaction
totale.

Le point (o peut, tout en restant sur H + , sortir
de M \ \ \ j en traversant son contour en un point d'un
cote ou en un sommet; quand la sortie s'effectue par
un cote, on entre forcement dans la région d'échap-
pement du sommet oppose; niais quand elle s'effectue
par un sommet, on tomhe dans une région pouvant
\tirier suivant les cas.

Li:S LIAISOISS IMLATÉR\LES bT LES PEÏUISSIONS.

1S. Si le sv steme, au lieu d être soumis à des forces,
est soumis à des percussions données provoquant des
percussions de réaction ou même n'est soumis à aucune
percussion donnée, mais uniquement à des percussions
de réaction par suite d'un choc supposé essentielle-
ment inelastique, on pourra refaire exactement les
mêmes théories que précédemment, sauf les modifi-
cations suiv anles :

Vu lieu de raisonner sur les q", on raisonne sur
les //'.



Les /?, au lieu d'être le* variations des q" quand on
passe du mouvement sur la liaison totale au* mouve-
ment réduit, seront les augmentations des \ariations
des q1 quand on passe de la percussion sur la liaison
totale à la percussion sur la liaison réduite.

On retrouvera ainsi les mêmes équations au\^> que
dans la théorie relative au\ forces ainsi que les mêmes
conditions de possibilité, de sorte que : Les dia-
grammes de toute nature trouvés pour le mouve-
ment sous Vaction des forces s'appliquent sans
aucune modification au système matériel soumis
à des percussions ; ils fournissent les échappements
par percussion au îvnnen de la percussion totale de
réaction de la liaison totale considérée comme liaison
forcée.

ETim<: DU rRKIMEl) SIMÉrRIQIE.

19. La base de sustentation V,, A2, AfJ est ici un
triangle équilateral dont O est le centre, et la conique B
est le cercle imaginaire

1 étant le moment d'inertie du trépied par rapport à
son axe G z.

Les trois points A'j, V,, A', seront tous trois sur H~y

puisque le point O est du coté intérieur de chacun des
cotés de \ , , A2< A3, et formeront un triangle équila-
teral concentrique et homotliétique de la base de sus-
tentation; si nous désignons par ib et b le rayon et
F apothème de M\A 8 A,? le ravon et l'apothème de M/

seront lrrr et —rrr > de sorte que le triangle M/ sera

plus petit que MAtA,V, Sl yT < 2 ^ 2 e t P^us £ rana>
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Je cas contraire. On aura ainsi les diagrammes sui-
\ an l s (fig. >).

Ces diagrammes permettent de faire l'étude com-

. l:

"Aa

plete des eclicjppements du trépied, soit sous l'action
de forces, soit sous l'action de percussions.

Proposons-nous de faire l'application au cas du
trépied soumis a une* percussion donnée P que nous
supposerons d'abord ne pas être parallèle à H et que,
par consequent, nous pourrons toujours supposer
être appliquée au point Q où sa ligne d'action perce le
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plan HG mené par G parallèlement à H. Les coor-
données de ce point seront a, (3, o, et l'on aura les
équations de percussion sur la liaison totale

lr = Y a — X 43,
donnant

N = — Z, u = x, P = p,

de sorte que to est la projection horizontale de Q, et
doit être considéré comme appartenant à H+ si P es!
descendante, et à H~ si P est ascendante.

Plus particulièrement, supposons que Q soit dans le
plan de s\melrie A , O G J ; alors o> est sur la droite
indéfinie ÜV,, et si nous désignons par 7 son abscisse
sur l'a*e OA,, on \oit immédiatement que si P est
descendante (diagramme H+) , le point to sera dans les
régions M\o\3 , M^\ t\a\ i ou M\ i suivant la position de a
dans la suite

— se, —fr , 26 , -*- oc,

et que si P est ascendante (diagramme H~~), il sera
dans les régions M\ ( , AI/ ou M \ ys suivant la position
de a dans la suite

r 1
1MÔ7 M b7

11 peut arri\er que a coïncide a\ec une des valeurs
de séparation, c'est-à-dire que o> soit sur une ou plu-
sieurs frontières.

P étant descendante, si a = — b, le point o> est sur
la frontière de MAtAsA, e t M \ 2 \ a ; donc les trois contacts
persistent, mais avec cette particularité que la réaction
de percussion en A, est nulle; si OL= 26, le point to
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est en A,, appartenant aux quatre régions M ^ À ^ Î
MA,ASI M\tA,i MA,

 e t >l } a persistance des trois con-
tacts, mais a\ee cette particularité que les réactions de
percussion m V2 et A,{ sont nulles.

Pétant ascendante, si a = — , le point to est sur

la frontière de MA, et M^; donc il A a cessation des
deux contacts V2, A,, et persistance du contact A,,
mais avec cette particularité que la réaction de per-
( ussion en V, est nulle; si a = TTT» le point <o est
en V r appartenant aux quatre régions MA S \ , , M\ »
"M \t et M/; donc il \ a cessation du contact A, et per-
sistance des deux autres contacts avec cette particula-
rité que les percussions de réaction en ces deux points
sont nulles.

Supposons maintenant la percussion P parallèle au
plan H; Iv point 0 MLM a l'infini, et de même M, et,
pour \oir ce qui a r m e , il suffira de considérer P
comme limite d'une percussion, descendante par
exemple, cl faisant a\ce H un angle 1res petit.

Par exemple, supposons P de direction et sens A, O
( fig. 3). Prenons sur P un point quelconque B et

F.g. 3

Mi He

imaginons une percussion descendante P# très soisine
de P. Elle donnera un point co, situé extrêmement loin
sur A t O , et qui sera du côté de O si B est au-dessus
de HG, et du côté A, si B est au-dessous de HG. On
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donc à la limite un point co situé sur H+, à l'infini

dans la direction et le sens \ , O, donc dans la ré-

gion MA,A, si P e s t au-dessus de HG, et un point co

situé sur H + à l'infini dans la direction et le sens OA,,

donc dans la région MAj si P est au-dessous de H(;.

Supposons de même une percussion P de direction

et sens A2 A3 ; nous aurons un point to sur H+ à l'infini

htir A2, A3, du côté de A3 si P est au-dessus de HG et

du côté de A2 si P est au-dessous. L'examen des dia-

grammes montre que ces points à l'infini de H+ sont

dans des régions différente* survant que Ton est dans

le cas — <^ 'ib- ou dans le cas — >> 2^2 , de sorte que

l'on a les résultats suivants :

i» J r : < ib2 région M \,A,,
P au-dessus ! M b ' 3'

, de HG ) I 7 9 , . . .
Tx , \ 77 > 2 t > 2 r é g i o n M \ . ;

P de direction ' I M ^ b "
et sens V2A3. j [ l

'au-de
de H(l

o , 1 TT < 'lb* légion
P au-dessous ) M

\ ^ > ib"- régian M A J

( l) La question de liaison unilatérale que nous venons de traiter
comme application forme la partie la plus importante du problème
de Mécanique donné a l'Agrégation en 1913 et dont M. de Sparre
vient de publier ici même une solution complèle (N. A., juillet 19^9).

Les cas que nous avons examinés embrassent tous les cas parti-
culiers qui étaient indiqués à l'énoncé, et tous nos résultats coïn-
cident avec ceux donnés par M. de Sparre. Laissant de côté une
erreur de calcul qui, dans le cas examiné par lui à la page 263, le
conduit a trois réactions égales, alors qw'il y en a uwe qui est
nulle,- nous ferons remarquer que la méthode de M. de Sparre,
autant qu'on peut la reconstituer d'après les indications assez
vagues qu'il donne et la façon dont il l'applique, fait partie de
«elles d >nt il a été parlé au début de notre exposé, ê  que, pour
des cas particuliers autrement et convenablement choisis, elle
donnerait des résultat» autres que ceux de notre théorie rigou-
reuse, donc inexacts.


