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[R8e]
EXPOSE ELEMENTAIRE D'UNE THEORIE RIGOUREUSE
DES LIAISOXS FINIES UNILATERALES ;
Par M. Er. DELASSUS (1).

(Suite.)

LTUDE DU SOLIDE REPOSANT SUR UN PLAN FIXE PAR TROIS POINTS.

12. 1'etude d'une haison unilaterale triple conduit,
comme nous avons vu, a la considération d’une figure
de Tespace ne présentant pas la méme commodite
quiune figure plane. comme celle obtenue pour une
liarson unilaterale double.

On peut neanmoins, pour certaines liaisons unila-
terales triples. representer la discussion au moyen
dune figure plane. C’est ce qui arrive pour un solide
teposant sur un plan fixe par un nombre quelconque
de points ou par une face plane polygonale a cotés ree-
tilignes et meéme a eotés curvilignes. Nous nous borne-
rons ici au cas le plus simple, celui de trois points de
contact.

Pour arriver au résultat cherehé, nous introduirons
la'réaction totale, qui estici une foree unique N nor-
male au plan H, ¢t nous considererons son pied ©
comme appartenant a la face Libre ou positive H* si N
est positive, et a la face negative H- sEN est négative.
En définitive, nous considérons N comme une fléche
matérielle tenue normalement au contact du plan H

(') Voir méme Tome, p. 1.

Ann. de Mathémat., j° série, t. \X. (Mars 1920 )
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réalisé matériellement par une plaque métallique. Dans
ces conditions, le point w peut parcourir Pétendue
compléte des deuy faces de H.

Nous allons faire I'étude divecte des régions de pos-
sibilité des divers mouvements, régions on doit se
trouver o, el, comme ("(ulw"quen(‘v de la théorie gén(-—
rale, nous saurons que ces régions rempliront comple-
tement et sans empieter les unes sur les autres la tota-
lite de Uespace qui est ici Fensemble des deux faces

de H.

13. La région My 4y, est caractérisée (théorie géneé-
rale) par la condition que les trois réactions partielles
soient positives, done que la réaction totale N soit posi-
tive et a Lintéricur du triangle de sustentation A, A,,
\3. Le point w doit done étre sur H¥ et intérieur a ce
triangle, de sorte que la région My y, est le triangle
de sustentation trace sur la face H*, face sur laquelle

repose le solide.

14. Cherchons maintenant la région M,. St nous
prenons des axes mobiles x, 3+, 5 attachés au solide,
(i 2 etant perpendiculaire au plan A, \, A, et du coté po-
sitify si nous désignons par xy, )y, gy ¥a. Ly, )3, U, ¢ les
deax premieéres coordonnées des points A, Ay, A, 0,
nous aurons pour équations du mouvement My 5 4, a
I'instant initial,

d /1 oF
Ma"=... (= — ceo= 1 .
a y dt(‘z dp)—f- Ne +...,
d (1 oF
MO =... — = — vee=—N ..
s dt(at'q)+ Nu—+...,
d (1 oF
Mc"=N+... — (- — cee=...
¢ e ({t('z dr>+

s,
I
I
Q‘
I
NS
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ot ])nlll‘ M(..

M = d /1 oF o

=..., E<20—1)>+-..-—0 ey
{ /1 oF

MY =... (1 Cea=0 L

Mo ’ dt(z 0q>+- © 2
d /1 oF

M = Ceey —_— = —= )=, =...

e=or dt(z ur> !

avee les conditions de possibilité a 'instant initial

d. v .
7 Pri—gr) =+ pyi— g >0
= pyr—q x>0,

’
c—pys—qx>o0,

cxprimant que les trois points A, A,. Ay se soulévent
du coté libre.
En faisant la soustraction des équations correspon-
| I
dantes et désignant par a’, 4", ', p', ¢'. r'. non plus
ces quantités elles-mémes, mais leurs variations quand
on passe de My y \, a M, on aura

=

<

F 1 I
oF L
2 Jq 2 or

=N

I |

cloenvertu de ce que ¢’y p's ¢ sont nuls dans le pre-
mier mouvement, les trois inégalités de possibilité
gardent la méme forme.

Si Fon appelle (X, Y, Z) la forme quadratique

mljninl(’ de F(\', Y, 7) et siton pose

8(u, v)=®(—¢, u, o),
on en déduira

, 1 0P (]
P=N;R(——V.u,0)—-—N;5;’
ld_d> 1 08

q=‘;dY(—(’,u,0)= N;E,
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de sorte que si on considere la forme polaire

oM, OBJ_Vlde_Ll__uldﬁ'—’_plr)Gq_l
(.))._..7‘- ou  ca2ov . M L dr 2dy M

de Vellipse tmaginaire

X, Y
les trois conditions de possibilité prendront la forme
simple

NG\, w) <o, NQ(A,, w) <o, NQ(A;, w) <o.

Si N < o, elles indiquent que © est sur 1~ dans la
tegion commune aus cotes positifs des polaives de \,.
AT U region commune existant forcément et conle-
nant le point O(o,0) qui donne le signe plus dans la
polaire dun point quelconque. SiN > o0, elles indiquent
que @ est sar ¥ dans la région commune aux cotes
negatifs des trois polaires, région qui peut, suivant les
cas, exister ou ne pas exister,

Si nous convenons de representer en traits pleins,
comme choses vues, ce qui est sur H¥ et en traits
ponctues, comme choses cachées, ce qui est sur H-,
nous aurons les trois figures suivantes (fig. 1) qui

. *0 :
/ ' A
Af, N A3 A,

AN

N7

montrent que le pole A, d’un coté A, A, doit étre con-
sidéré comme appartenant a H~ s'il est du coté O
de A, A polaire de A; c'est-a~dire si O et A, sont
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d'un méme coté de A, A, Sinous convenons d’appeler
cote intéricur d'un coté du triangle de sustentation
celui qui contient ce trianglé, nous constatons que la
figure, dans ses trois cas, est construite de la fagon sui-
vante :

Chaque coté du triangle de sustentation pour
lequel O est du coté intérieur donne un pole sur H=.
Chaque coté pour lequel O est du coté extérieur donne
an pole sur H*. Pour obtenir M, on adopte la régle
suivante de jonction :

Deux points sur H¥ se joindront interieurement par
un trait plein.

Deux points sur II= ¢ joindront intérieurement par
un trait ponctue.

Ln point de H* et un point de H™ se joindront exté-
ricurement, la demi-droite partant du point de H*
ctant en trait plein et celle partant du pomnt de H™ en
trait ponctué.

Il est dailleurs bon de remarquer que cette regle de
jonction est precisément celle de la perspective d’un
triangle traversé par le plan issu de I'eeil et paralléle au
plan du Tableau. Les trois figures sont celles de la
perspective du triangle A’ A) A
ou 1 sommets situés en arriére de ce plan.

en supposant 3, 2

15. Etudions la région My y,. On aura une réac-
tion N, appliquée en un point o, de \,\;, donc les
¢quations a instant initial

MC":Nl—v—...,
d 1 oF " ’ ’
ZTZ(\; (g)—f—...: V,Vl-ﬂ—..., C+pPpYye—q Ty=0,
1 oF ! . ' '
<;;§ ——...=—N|u|+..., cC +pys—qar3=o,

)
(l£>+...:..., ’

2 Or
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avee les conditions de possibilité
"+pyi—q'xi>o,

\y > o, wy entre \y et Aj.

En retranchant les équations de My y y, comme pré-
cedemment et introduicant le point P d’égal moment
de N et Ny et de coordonnees

Now—Nju; Ne—Nyo
N—\,  ~\N—N,

’

on obtiendra finalement les cgalités
QP Ay =0, QP \,)=o,

montrant que P est le pole A de Ay, Ay, ce qui donne
la construction de oy et Ny, puis les conditions

(N="\pe\, \n)<o,

N> o, wy entie Ay et \j.

Comme Q(\|, A,) est positif ou négauf suivant
que \ est sur H- ou sur I, done a un signe connu,
il reste deux inégalites relatives a \ et la condition rela-
tive A wy; une discussion tres facile conduit alors.
pour w, dlaregion obtenue enjoignant \,, Ay, A parla
régle de perspective enoncee déja pour My.

16. Erudions de méme la région My . On aura une
veaction N, appliquee en Ay, donc les équations ini-
Liales

M = \y+...,

d /1 0F

d((;();) .= \1}’1-—..., ) ' )

d ,ﬂ:> N I p'yi—gq =0,
dtk‘z og) T T e

oF
—~ +
our

Ala

Py
N |-
Il
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avec les conditions
" ' ’ - " ’ ' N,
"+ pyi—q x>0, +py;—qg x>0, Ny oo

En opérant toujours de la méme facon, introduisant
le point P d'égal moment de \ et Ny, on obtiendra
I"équation

Q(P, Ay =o,
montrant que P est U'intersection de o\, avec A},
\; polaire de A, ce qui donne la construction de Ny,
puis les conditions

(N=NDQ(P, Ay) <o, (N—=N)QP, A5)<<o, Ny>o,

d’on résulte
Q(P, A Q(P, Ay) >~ o,

Cetie derniére montre facilement que P doit se
tromver, non cn un point quelconque de la droite A,
\}, mais en un point de la ligne de jonction de A, et
\
ot Q(P. \y) ont des signes connus, et il reste des

au sens adopté précédemment. \lors, Q(P, \,)

in¢galités en N montrant aisément (ue o doit étre
situé dans la région obtenue en joignant A, A}, \,

toujours par la régle de perspective.

17. En définitive, les régions d’échappement
simple s'obticnnent par jonction des cotés de My
aux sommets correspondants de My et les régions
d’échappement double en joignant les sommets
de My A\, auzx cités correspondants de M.

On obtiendra de cette facon huit régions remplissant
entierement les deux faces de H sans superposition,
et constituant un double diagramme” plan qui, d’apreés
sa construction méme, ne dépend ni de la position, ni
du mouvement du solide. On doit plutot le considérer
comme une figure invariable attachée au solide et
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tracée <ur les deux faces du plan A, A, A, de ce
solide.

Le sohide étant lancé sur la liaison et prenant le
mouwvement My 4y, cc mouvement se continuera tant
que le point o qui va se déplacer dans le dmoramnm
ne sortiva pas de la végion My y 4.

Il peat en sortir de dell\ facons :

Le point o, sans sortir, au point de vae géométrique,
do wriangle My y,\,, peut, a un certain moment, passer
sur I etalors il sort de la région My 4y, de HY pour
entrer dans une cégion de H= qu’on ne peut préciser
a priori et qui est variable suivant les cas. Clest
Fechappement par changement de signe de la réaction
totale.

Le point o peut, tout en restant sur HF, sortiv
de M\ \, en traversant son contour en un point d'un
cote on en un sommet: quand la sortie s'eflectue par
un cote. on entre forcement dans la région d'échap-
pement du sommet oppose; mais quand elle s’effectuc
par un sommet. on tombe dans une région pouvant

varier sunvant les cas.

LES LIATSONS UNILATERALES KT LES PER(USSIONS,

I8, Sile systeme, au liew d'étre sowmis a des forces,
sl snumis Q d('a p(-r(‘u.«ions (lunuécg Rr()\ oquant d(‘b
percussions de réaction ou méme n'est soumis a aucune
pereassion donnée, mais uniquement a des percussions
de réaction par suite d'un’choe supposé essentielle-
ment ielastique, on pourra refaire exactement les
mémes théories que précédemment, sauf les modifi-
ations suhvantes @

\u lieu de raisonner sur les ¢", on raisonne sur

les ¢'.
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Les p. au lieu d’étre les variations des ¢” quand on
passe du mouvement sur la liaison totale au mouve-
ment réduit, seront les augmentations des variations
des ¢’ quand on passe de la percussion sur la liaison
totale a la percussion sur la liaison réduite.

On retrouvera ainsi les mémes équations aux p que
dans la théorie relative aux forces ainsi que les mémes
conditions de possibilité, de sorte que : Les dia-
Lrammes de toute nature trouvés pour le mouve-
ment sous laction des forces sappliquent sans
aucune modification au systéme matériel soumis
a des percussions; ils fournissent les échappements
par percussion au moven de la percussion totale de

réaction de la liaison totale constdérce comme liaison
forcée.

ETULDE DU FREPIED SYMETRIQUE.

19. La base de sustentation A, A,, A; esl icl un
triangle équilateral dont O est le centre, et la conique ©
est le cercle imaginaire

PR
M !
I étant le moment d'inertic du trépied par rapport i
son axe Gz, )

Les trots points A’ V. A’ seront tous trois sur H™,
puisque le point O est du coté intéricur de chacun des
cotés de Ay, Ay, Ay, et formeront un triangle équila-
téral concentrique et homothétique de la base de sus-
tentation: si nous désignons par 25 et b le rayon ¢t
Iapothéme de My y 1, le rayon et I'apothéme de M,

seront A de sorte que le triangle M, sera

P, !
e oM

. |
plus petit que My 4y, si 7 < 2b? et plus grand dans



(90)
le cas contraire. On aura ainsi les diagrammes sui-

vants ( fig. o).

Ces diagrammes permettent de faire I'étude com-

lig. 2.

)

b Tt

e TIT T veytende,,,
ceuey

_
o x>
RPN

Sz
z
‘? )

..
...
'-...‘..
]
g

A

plete des echappements du trepied, soit sous Paction
de forces, soit sous Paction de percussions.
Proposons-nous de faire I'application au cas du
trepied soumis a une percussion donnée P que nous
supposerons d’abord ne pas étre paralléle a H et que,
par consequent, NOUs pourrons toujours supposer
étve appliguée au point Q oun sa ligne d’action perce le
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plan H; mené par G parallélement a H. Les coor-

données de ce point seront o, 8, o, et 'on aura les
equations de percussion sur la haison totale

Mc' =X + N,

Ip= ZB+"\v, i
—Z3—Nu, CTFPTITO

[q:
Ir= Yaz—X§,
donnant
N=-—17, =z, v =,

de sorte que w est la projection horizontale de Q, et
doit étre considéré comme appartenant a H+ si P est
descendante, et a H™ si P est ascendante.

Plus particuliérement, supposons que Q soit dans le
plan de symetrie A,OGz; alors w est sur la droite
indefinie O Ay, et si nous désignons par o son abscisse
sur I'axe OA,, on voit immédiatement que si P est
descendante (diagramme HY), le point o sera dans les
régions My y . My y , ou My suivant la position de 2

dans la suite
—x, —b, 26, —=x

et que si P est ascendante (diagramme H™), il sera
dans les régions My . M; ou My y suivant la position
de o dans la suite

I I
O TOMeT MDY

e

Il peut arriver que o concide avec une des valeurs
de sé¢paration, c’est-a-dire que o soit sur une ou plu-
sieurs frontiéres.

P étant descendante, si & = — b, le point » est sur
la frontiére de My y 3, et My, y,; donc les trois contacts
persistent, mais avec cette particularité que la réaction
de percussion en A, est nulle; si 2 =25, le point ©
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est en Ay, appm‘tenafxt aux quatre régions M A A,
My A, My 4y, My, etily a persistance des trois con-
tacts, mais avec cette particularite que les réactions de
percassion en \, et Ay sont nulles.

o

2Méb
la frontiere de My et M; donc il 3 a cessation des
deux contacts \p, A,, et persistance du contact A,,
mais avec cette particularite que la reaction de per-

P ctant ascendante. i 2 = — » le point w est sur

cussion en \, est nulle; si 2= » le point o est

Wb
en A, appartenant aux quatre régions My y, My,

My et My done il 3 a cessation du contact A, et per-
sistance des deux autres contacts avec cette particula-
rite que les percussions de reaction en ces deux points
sont nulles.

Supposons maintenant la percassion P parallele au
plan H; Ie point Q scra a Uinfini, et de méme w, et,
pour voir ce qui arrive, 1l suffira de considerer P
comme  limite  d'une  percussion, descendante par
exemple, et faisant avee H un angle tres petit.

Par exemple, supposons P de direction et sens A, O
(fig. 3). Prenons sur P un point quelconque B et

Fig. 3

imaginons une percussion descendante P, trés yoisine
de P. Elle donnera un point w, situé extrémement loin
sur A O, et qui sera du coté de O si B est au-dessus
de Hg, et du coté A, si B est au-dessous de H;. On
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aura donc a la limite un point w situé sur H, a Uinfini
dans la direction et le sens A, O, donc dans la ré-
gion My y, si P est au-dessus de H, et un point ©
situé sur H* a I'infini dans la direction et le sens OA,,
donc dans la région My si P est au-dessous de Hy,.

Supposons de méme une percussion P de direction
et sens Ay A;; nous aurons un point © sur H & I'infini
sur A, A;, du coté de A; si P est au-dessus de Hg, et
du coté de A, si P est au-déssous. L'examen des dia-
grammes montre que ces points a 'infini de H* sont

dans des régions différentes suivant que 'on est dans

I 1
le cas M << 202 ou dans le cas M 202, de sorte que

Fon a les résultats suivants :

< 2 péor
P au-dessus ‘ 262 région M\ A,

de Hg.. ... ? ..
‘ 2 .
P de direction | > 20 région My;

et sens \gAj.

| = 2= ==

< 2b? région My A,

-
—

de H(,., “e

=

P au-dessous ‘y
I

> 202 régian M A, (1).

-
—

(') La question de fiaison unilatérale que nous venons de traiter
comme application forme la partie la plus importante du probleme
de Mécanique donné a I’Agrégation em 1913 ¢t dont M. de Sparre
vient de publier ici méme une solution compléte (N. 4., juillet 19:g).

Les cas que nous avons examinés embrassent tous les cas parti-
culiers qui étaient indiqués & ’énoncé, el tous nos résultlats coin-
cident avec ceux donnés par M. de Sparre. Laissant de coté une
erreur de calcul qui, dans le cas examiné par lui a la page 263, le
conduit a trois réactions égales, alors qu’il y en a une qui est
nulle, nous ferons remarquer que la méthode de M. de Sparre,
autant qu’on peut la recenstituer d’'aprés les indications assez
vagues qu’il donne et la facon dont il Papplique, fait paruie de
celles doat il a été parlé au début de notre exposé, et que, pour
des cas parliculiers autrement et convenablement choisis, elle
donnerait des résultats autres que ceux de notre Lhéoric rigou-
reuse, donc inexacts.



