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SUR LES GONTACTS DES SPHERES TANGENTES
A QUATRE PLANS;

Par M. V. THEBAULT.

1. Désignons par a, b, ¢ les plans bissecteurs des
diedres suivant BC, CA, AB; par o, B3, v ceux des
diedres suivant DA, DB, DC, dans un tétra¢dre ABCD.
Affectons d'un accent les plans bissecteurs des die¢dres
extérieurs.

Il existe en général huit sphéres tangentes aux plans
des quatre faces du tétra¢dre. Ces sphéres forment
deux systémes suivant que le nombre des plans bissec-
teurs intérieurs passant par le centre est pair ou im-
pair. On a, par exemple,

(n (a, @) (b, B) (c, ),
(1) (a, ) (&, B) (<5 ¥),
([”) (a" 1,) (b7 ‘3 ) (0’7 Y’)»

(") (a',a’) (&, 8) (ey v)
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et

(h) (a'ya) (0, rel) (c, Yl)v
(12) . (a1 7',) (b”p) (C? Y,)i
(ld) (a1 “,) (b, rn/) (cla N )1
(L) (a'ya) (6,8) (c, 7).

2. Ces deux systémes sont nettement distincts :

i° La droite qui joint deux centres d'un méme sys-
téeme rencontre deux arétes opposées du tétraédre;
ainsi la droite (II') est (a, «);

2° La droite qui joint deux centres de systémes dif-
férents passe par un sommet du tétraédre; ainsi la
droite (11,) est (o, B, v).

Les spheres du premier systéme sont respectivement
la sphére intérieure au tétraédre et les sphéres situces
dans les combles. Celles du second systéme sont les

spheres situées dans les triedres tronqués.

3. Si, par une droite, on méne les deux plans tan-

gents @ une sphére et si 'on joint aux points de contact

A et u, deux points quelconques A et B de la droite, les
angles A%B et AuB sont égaux.
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Si A est le contact d’une sphére tangente aux plans
des quatre faces d’un tétraédre sur la face ABC, par
exemple, et si a,, b,, ¢, sont les angles compris entre
les droites joignant A aux sommets A, B, G, on pourra
désigner les angles analogues des trois autres faces res-
pectivement par

(@, baycy), (@, by, ca), (@, by, cy)
et

am = a1+ by+cy = a1+by+c¢y= ay+ by + ¢y = as+ by +cy,

d’ou

by= by, Cy= Cy, a; = as.

Une sphére touchant les plans des quatre faces
d’un tétraédre, si U'on joint le point de contact
d’une face aux sommets de celte face, les trois
angles compris entre les droites ainsi menées sont
les mémes dans les quatre faces.

4. Le plan de chaque face d’un tétraédre ABCD
contient gn général huit contacts susceptibles d’une
¢légante détermination.

Rabattons sur le plan ABC, par exemple, les faces
DBC, DCA, DAB, de mani¢re que les triangles obtenus
D,BC, D,CA, D,AB soient extérieurs a ABC. Les
contacts de la sphére (I) inscrite intérieurement au
tétracdre sur les faces DBC, DCA, DAB se rabattent
respectivement suivant les symétriques A4, As, A, par
rapport 8 BC, CA, AB, du contact Aq de la face ABC.
Donc A4 est Vinverse triangulaire du centre du cercle
circonscrit au triangle ha hshe par rapport a ABC.
Mais, a cause de U'égalité des triangles AXyDyet AX.Dy,
par exemple, Agh.Dy D, est un trapéze isoscéle, et
hahshe et D, D,D; sont homothétiques, le centre
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d’homothétie étant le centre O de leurs cercles cir-
conscrits.

Le contact Az, d’une sphére (1) inscrite intérieu-
rement au tétraédre, sur la face ABC, est donc ['in-
verse triangulaire, par rapport a cette face, du
centre du cercle circonscrit au triangle DD, D,.

Sil’on rabat une face sur le plan ABC vers I'exté-
ricur ¢t les deux autres vers l'intérieur, I'inverse du
centre du cercle circonscrit au triangle DD, D,
obtenu, par rapport 4 ABC, est le contact de I'une des
spheres (1), (1), (17) des combles. On a ainsi trois
autres contacts.

Rabattant les trois faces vers lintérieur, sur le
plan ABC, on détermine le contact de la sphere (1)
inscrite dans le triédre tronqué de sommet D.

Enfin, les contacts des sphéres (I,), (13), (15) pro-
viennent du rabattement sur ABC de deux faces adja-
centes vers L'extérieur, une vers U'intérieur.

5. Dans un tétraédre équifacial, deux faces rabat-
tues sur un méme plan, de part et d’autre de leur aréte
commune, forment un parallélogramme. Les propriétés
sulvantes apparaissent alors :

Dans un tétraédre fquifacial :

1° La sphére inscrite (1) touche chacune des faces
au centre de son cercle circonscrit ; (1) est donc con-
centrique « la sphére circonscriteet son rayon égale
le quart de la hauteur du tétraédre;

2° Les sphéres exinscrites touchent la face corres-
pondante en son orthocentre; ces sphéres sont
égales, leur rayon est la moitié de la hauteur du
tétraédre et leurs centres sont les points de la sphére
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circonscrite diamétralement opposés aux sommets;
3° Il n’existe pas, dans les combles constitués par

les plans qui forment le tétraédre, de sphéres tan-
gentes a ces plans.

Le centre du cercle circonscrit au triangle D, D, D,
correspondant, situé¢ en effet sur le cercle circonscrit

a ABC, a pour inverse, par rapport a cette face, un
point a Uinfini.



