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EQUATION ANGULAIRE D'UN CONOIDE DROIT. APPLICATION
AU CYLINDROIDE ENVISAGE DANS SES RAPPORTS AVEG
LA DISTRIBUTION DES COURBURES AUTOUR D'UN POINT
IVUNE SURFACE ;

Pan M. M. »’”OCAGNE.

1. Sil'on prend le plan Oz) comme plan directeur
d’un conoide droit et sil’on suppose la directrice recti-
ligne de ce conoide confondue avec O z, on peut définir
complétement cette surface par la relation entre le z
de chaque génératrice et ’angle » que fait cette généra-
trice avec Oz,

F(z,¢)=o0. 1 e

Telle est ce que nous appelons 'équation angulaire .
du conoide considéré (').

(') Si I'on prend daps cette équation z el ¢ comme des coor-
données polaires rapportées au péle O et a I'axe Oz, on obtient
une courbe qui peut étre regardée comme représentative de la dis-
tribution des génératrices le long de la directrice rectiligne. On
voit que la sous-normale polaire en chaque point de cette courbe
fait connaitre le paramétre de distribution de la génératrice corres-
pondante du conoide et, puisque la directrice rectiligne se confond
ici avec la ligne de striction, par suite, que les points centraux de
toutes les génératrices se projettent en O sur Ozy, il en résulte
que l'extrémité de la sous-normale polaire se confond en projec-
tion avec le point représentatif de la distribution des plans tangents
pour chaque génératrice. (Cours de Géometrie pure et appliquée
de l'Ecole Polytechnique,t. I, p. 229.)
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On remarquera que, pour chaque génératrice, la
dz
dg :
métre de distribution le long de cette génératrice.

valeur de -~ représente, par définition méme, le para-

Voici quelques exemples :

1° Surface de vis a filet carré. — Si 'on prend
pour Oz la génératrice de la surface située dans Ozy,
Iéquation est

z=ho.

2° Paraboloi.le équilatére. — Si l'on place 'ori-
gine O au sommet et que l'on prenne pour Oz la
génératrice passant par ce point, on a

z = htange.

3° Cylindroide. — Avec la définition de ce conoide
telle qu’elle est donnée dans notre Cours de Géométrie
pure et appliquée de ’Ecole Polytechnique (t. 1,
p. 235), il suffit de prendre comme directrice la section
du cylindre de révolution tangenta Oy s le long de O 5
par un plan mené par Oy et coupant ce cylindre sur
la hauteur A, pour obtenir immédiatement I'équation

3 = h cos?e.

4° Conoide droit a noyau sphérique. — Si, se
rapportant & la définition donnée dans notre Cours
(t. I, p. 233), on prend pour Ozy le plan diamétral
horizontal de la sphére en faisant passer Oz par le
centre de cette sphére de rayon r, et si I'on appelle a
Pabscisse de ce centre, on a

32 = r?— a’inlg,

qui, dans le cas ou la directrice rectiligne O s est tan-
gente a la sphére (¢ = r), se réduit a

3 = rcoso,



(93)

5° Partie conoidale de la voate d’arétes en tour
ronde. — Sil’on se reporte a la définition de ce conoide
donnée dans le méme Cours (t. II, p. 117), que l'on
appelle a la montée de la voite (rayon du cercle méri-
dien de sa paftle'tonque') et v, angle que fait avec
'axe de la projection horizontale du conoide la géné-
ratrice de ce conoide située dans le plan des naissances
(angle AwF de la figure 193, al'endroit cité) on trouve,
sans difficulté, I’équation

2. Reprenons I'équation angulaire ci-dessus du cylin-
droide (3°). Si l'on transporte l'origine en un point
quelconque de Oz, sur lequel A, et A, sont les points
extrémes de ce conoide, et si Pon pose OA, =3,
OA, = 3., les angles étant toujours comptés a partir
de la méme direction Oz, on voit, puisque 'on a

h = z,— 3,,
que I'équation devient

3 — 2= (81— 33)C05%0
ou
Z = 31€082¢ + Zysinlg,

Cette ¢quation, obtenue d'une facon plus détournce
par M. Chapelon (V. 4., 1906, p. 182), fait voir immé-
diatement, comme I'aremarqué cet auteur, que I'inverse
du lien des centres de courbure relatifs a un point d’une
surface, par rapport a ce point est un cylindroide. Ces
centres de courbure sont, en effet, d’aprés le théoréme de
Meusnier, distribués, dans chaque plan normal, faisant

T .
avec O.r l'angle <g—+—;, sur le cercle ayant pour dia-

metre le rayon de courbure r donné par la formule
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d’Euler
1 cos? sin?z
R i e
Par une inversion de’ puissance K, ces cercles
donnent, dans chacun de ces plans normaux, une

droite faisant avec Oz 'angle o+ -';5 et dontla distance z
a O est donnée par
K
L T= ——e
r
On a, par suite, si les valeurs de z dans les plans
principaux sonl 3, et 3.,

3 = ;0829 + 3Z,sin%o,

qui n’est autre, d'aprés ce qu'on vient de voir, que
I'équation angulaire d’'un conoide. Mais il y a plus :
st Pon prend (en grandeur et signe) K=r,r,, il
vient z, == 1y, 3=y, et, par suite,

3 =rycos?9 4+ rysintq,

Cette formule, rapprochée de celle qui fait connaitre
le rayon de courbure du contour apparent de la surface
projetée orthogonalement (wvoir notre Cours, L. 1,
p- 190), montre que 5 est le rayon de courbure, a
Porigine, du contour apparent de la surface projetée
sur celui de ses plans normaux en O qui fait, avec Oz,

™ . . . ., . .
I'angle © + =. La droite inclinée a I'angle © sur Oz,
1 2 .

a cette distance 3 de O, n’est donc autre que Paxe de
courbure de ce contour apparent. Elle est a angle droit
sur la droite inverse du cercle de Meusnier, ci-dessus
trouvée. D’ou ce théoréme :

St la puissance d’inversion est prise égale au
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produit des rayons de courbure en O, le cylin-
droide inverse, par rapport a O, de la surface licu
des centres de courbure relatifs a O, est identique
a celui que U'on obtient en faisant tourner de go°
autour de la normale en O le lieu des azxes de cour-
bure, relatifs a ce méme point, des contours appa-
rents de la surface donnée projetée sur tous ses
plans normauz en O.



