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SUR CEI!'I‘MNI}].S RELATIONS QUI EXI§TEN'I‘ ENTRE

L'EPICYCLOIDE ET L'HYPOCYCLOIDE A TROIS
REBROUSSEMENTS ;

Par M. Lk CapiTaiNe J.-A. MOREN,
A Halifax (Canada).

Une épicycloide E; et une hypocycloide Hj. toutes
deux a trois rebroussements, seront dites correspon-
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dantes, si elles ont mémes points de rebroussement.

Une tangente a H, sera dite tangente originale,
relativement a cette courbe, et corde de contact, rela-
tivement a E;. On désignera par T son point de contact,
par Pet P, ses deux autres points de rencontre avec H;,
par R et R, ses deux points de rencontre (réels)
avec E;. Les points P et P, sont les milieux respectifs
~de TR et de TR,. ,

Les relations des deux courbes avec la tangente con-
sidérée |donnent lieu a diverses propriétés dont les
énoncés présentent entre eux une certaine analogie.
Nous signalerons les suivantes, en supprimant les
démonstrations, pour plus de briéveté :

HypocvcLoipe (1).

I. a. La longueur du seg-
ment PP, est constante et
égale a celle d'un axe de sy-
métrie de la courbe,

b. Le milieu de ce segment
a pour lieu le cercle inscrit
a H,.

II. a. Les cordes focales des
paraboles osculatrices en P
et I’y coincident avec la tan-
gente originale. Les foyers

EpicycLOIDE.

I. a. La longueur du seg-
ment RR; est constante et
égale a celle d'un axe de sy-
métrie de la courbe.

b. Le milieu de ce segment
a le méme lieu que ci-contre.

\

II. @. Les cordesfocalesdes
paraboles osculatrices de R
et R, coincident avec la corde
de contact. LesfoyersQ,,Q.de

(') Plusieurs des propriétés énoncées de'I’H, se trouvent dans les
Nouvelles Annales : 1870, p. 202, 256 (Painvin), p. 254 (Laguerre),
p. 472 (Callandreau); 1875, p. 21 (Cahen); 1913, p. 49 et 113
(J. Lemaire). Quelques-unes de celles qui figurent dans ce dernier
article avaient été obtenues indépendamment par I’Auteur, avant
qu'il edt connaissance du travail de M. Lemaire.
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respectifs de ces
sont R et R, (1).

paraboles

b. Les axes de ces deux pa-
raboles sont paralléles. La
somme des racines carrées de
leurs paramétres est

stante.

con-

I a. Les tangentes aux
points P et P, sont rectan—
gulaires.

b. Lasomme des carrés des
distances du centre de H; a
ces deux tangentes est con-
stante.

c. Ces tangentes se ren-
contrent sur le cercle inscrit
a H,.

d. Lesbissectricesdel’angle
formé par ces deux tangentes
forment un couple de tan-
gentes rectangulaires a une
hypocycloide égale et inver-
sement homothétique a Hj.

ces paraboles sont lespointsde
cette corde de contact déter—
minés par les relations

RQ _ RiQ,

"2

PQ ~ PQ 3

Ces foyers ont pour lieu une
courbe qui, comme E;, est
d’ordre 8 et de classe 5.

b. Méme énoncé que ci-
contre.

III. a. Les tangentes aux
points R et R, sont rectan-
gulaires. *

b. Méme énoncé que ci-
contre.

c. Ces tangentes se ren-
contrent sur le cercle circon-
scrit a Ej;.

d. Du point de rencontre
de ces tangentes,on peut en-
core en mener trois autres
a E;. Deux d’entre elles sont
rectangulaires et sont les bis-
sectrices de 'angle formé par
la premiére paire de tan-
gentes.

(') Cette propriélé est due a Laguerre (/oc. cit.), 4 qui il semble
avoir échappé que le lieu du point R est I'E; correspondant & H,.
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e. La troisiéme tangente
que l'on peut mener & Hj, par
le point de rencontre des deux
tangentes considérées, est
perpendiculaire a la tangente
originale.

f. Cette troisiéme tangente
est paralléle a la troisiéme
normale que 'on peut mener
a Hyparle point de rencontre
des normales aux points de
contact des tangentes rectan-
gulaires.

& Si les trois tangentes
font les angles respectifs 0y,
0,, 05 avec un axe de symétrie
de Hy, on a la relation

tg0; + tg 0, + 1ghy
== th, lg02 lg()g.

IV. a. Les normales en P
et Py <ont rectangulaires, et
le lieu de leur point de ren-
contre est le cercle des re-
broussements de Hj.

e. La corde de contact de
la seconde paire de tangentes
rectangulaires est perpendi-
culaire a la corde de contact
originale et se confond ‘avec
la troisiéme tangente a Hj.

Jf. La cinquiéme tangente
est paralléle a la cinquiéme
normale, que I'on peut mener
a E; par le point d'intersec-
tion commun des normales
aux points de contact des
deux paires de tangentes rec-
tangulajres.

&. Silescinqtangentes font
les angles respectifs 6, ...,
05 avec un axe de symétrie
de E3, on a la relation

%(lg01+ 1g 6,
—+ tghs+ tg 0, + tg0;)
=tgltgh,tglstgl,tg0;.

IV. a. Les normales en R
et R, sont rectangulaires, et
le lieu de leur point de ren-
contre est le cercle des re-
broussements de E;.

Ce cercle est le méme dans les deux cas. Les nor-
males aux points P, R se coupent sur lu1 et de méme
les normales aux points P, R,. La droite qui joint les
deux points d’intersection est le diamétre du cercle
paralléele a la tangente originale. Les tangentes au
cercle en ces deux mémes points sont les bissectrices
des angles formés respectivement par les tangentes
en P, R et par les tangentes en Py, R,.
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b. La parabole qui a pour
foyer le point d'intersection
des normales en P et Py, et
qui touche les tangentes en
ces points, enveloppe Hj.

c. Cette parabole a pour
tangente au sommet la tan-
gente originale et pour axe la
troisiéme normale issue du
point d’intersection des nor-
males en P et Py,

V. a. Ladroite joignant les
points d’intersection respec-
tifs des tangentes et des nor-
males en P et P; passe parle
centre de H; et est paralléle
aux axes des paraboles oscu-
latrices aux points considérés

b. Le cercle de diamétre
PP, enveloppe le cercle tri-
tangent et le cercle des re-
broussemcnts, sa corde de
contart étant la droite dési-
gnée ci-dessus.

c. Cette corde de contact
et PP, se coupent respective-
ment en leurs milieux.

b. La parabole qui a pour
foyer le point d’intersection
des normales en R et Ry, et
qui touche les tangentes en
ces points, enveloppe Hj.

c. Cette parabole a pour
tangente au sommet la corde
de contact, et pour axe la
troisiéme normale désignée
ci-contre.

d. Ce point d’intersection
est aussi le foyer d’une para-
bole .qui touche la seconde
paire de tangentes rectangu-—
laires. Cette nouvelle para-
bole enveloppe Hj, son som-
met décrivant cette courbe, et
sa tangente au sommet étant
la troisiéme tangente a Hj.

V. a. Méme énoncé que ci-
contre, en remplacant P et P
par R et R;.

b. Idem.

c. Idem.
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VI. a. La somme des carrés
des rayons de courbure en P
et Py est constante.

b. Le produit des distances
a un diamétre quelconque du
cercle du point P et du centre
de courbure en ce point est
égal au produit analogue re-
latif au point Py.

c. Lasomme des carrés des
distancesaucentre des centres

de courbure en P et Py est’

constante et égale a 1o fois le
carré du rayon du cercle des
rebroussements.

d. L'enveloppe de I'axe ra-
dical des cercles de courbure
en ces points est une hypo-
cycloide a trois rebrousse-
ments.

VII. a. Le segment d’une
tangente a H;, comprise entre
le point de contact et le cercle
inscrit, est égal a la corde
interceptée sur cette tangente
par le cercle.

b. Lasomme des puissances
des points de contact de deux
tangentes rectangulaires, par
rapport au cercle tritangent,
est constante.

¢. Lasomme des puissances
des pieds de deux normales
rectangulaires, par rapport au
cercle des rebroussements, est
constante.

VI. a. 1dem.

b. Idem.

c. La somme des carrés des
distances au centredes centres
de courbure en R et R, est
constante et égale a 3£ fois le
carré du rayon du cercle des

rebroussements.

d. Méme énoncé que ci-
contre.

VII. a. Le point dc eontact
d’'une tangente a E; divise,

1
dans le rapport 7 la corde
interceptée sur cette tangente

par le cercle circonscrit.

b. Méme énoncé que ci-
contre.

c. [dem.



