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ETUDE DES SURFACES
DE TRANSLATION DE SOPHUS LIE
(Suute)

Paw M. Brerirvsn GAVMBIER,

Profisseur a la Faculte des Sciences de Rennes.

6. Sila quartique Q admet un point de rebrousse-
ment ordinaire ¢t an point double comptant pour deux,
c’est-i-dire point de contact de deux Dbranches de
courbe, on peut ramener son équation a la forme

(53) rI(y+ o)+ ohrty +yr=o,

Vorigine ¢lant le point double comptant pour deux
et Oz la tangente en ce point; le point de rebrousse-
ment a ¢t¢ renvoyé a linfini sur Oy, la tangente de
rebroussement étant la droite de l'infini. Oh a immé-
“diatement les expressions rationnelles de z et ) en
posant

Ty =(R—1—1)z;
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on trouve aisément

» 241 — A2 ¥ (241 —n2)2
= —) = ——
(54)8 t -+ A L+ A

R =

. ‘

Les intégrales X, Y, Z ne sont algébriques que
si A2=1, auquel cas l'origine, au lieu d’étre un point
double ou deux branches de courbe ont un contact
simple, est un point [de rebroussement de seconde
espéce. Nous conservons donc ce cas en prenant
A =-1; la quartique Q représentée par les équations
paramétriques :

& ¢
t—+1 {41

X =

est facile a construire; on voit aisément qu'elle peut
étre coupée par une droite en quatre points récls. Les
intégrales deviennent, puisque nous pouvons multiplier
chacune par un facteur arbitraire,

2

-
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EJEN

et 8 -+
33

L’équation aux ¢ des points d'intersection avec la
droite nz — ) + w=no0 est

v — w4+ wit + w =o.

On en déduit - .
2[ =0 L I ! =1 2u
T - ’ 2 w

En écrivant I'équation sous la forme

u—‘_w w
l+7 ’—2+Z§—0,

on en déduit



et par suite

7

SR XS

Je définirai donc la surface S par les ¢quations

puis

) .
X = = +—+l,
12

2
ty ity
55 = - 4+ =
(55) Y > 2)
o8 48 +4 >
T3 T T3 T 3
Or, on vérifie aisément les relations
. N (2 41
xd = )z+3.r+-—<—-—),
I
4v
X —1= —
ity

d’ou P'on déduit Véquation de la surface S
(56) 3y =3[xr4-ry+ys—i].

Cette surface S est du quatriéme degré et a centre;
elle est le lieu des milieux des cordes de la quarthue
gauche unicursale (')

loe

4 16
(57) .1‘:—:—0—], y=t, z——3—»+

I
N

(') Toute quartique gauche unicursale, ayant un point station-
naire & I’infini, tangente en ce point au plan de I'infini, sans lui étre
osculatrice, admet pour liecu du milieu de ses cordes la surface la
plus générale déduite de la surface (56) dans la transformation

- homographique employée ici, car cette quartique se ramene elle-
méme a la forme (57).
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Cette quartique et sa symétrique par rapport a I'origine
Jouissent, par rapport a S, de diverses propriéiés déja
signalées comme asymptotiques et séparatrices de cer-
taines régions.

Ici, en remplacant z, y, 5 par iz, iy, iz, nous
déduisons de S une surface S, doublement de transla-
tion aussi

(58) 23y +3(F24+ 0y +y3+1)=0

réelle aussi, car pour z = 2, nous avons une section
hyperbolique dans la surface. Sur S,, les quatre quar-
tiques de translation sont imaginaires toutes.

Pour terminer la discussion relative au cas ou il
n’existe que des points doubles, il n’y a plus qu'a envi-
sager le cas ou il y a un point double unique ou se
croisent deux branches de courbe osculatrices. Si 'on
suppose ce point & l'origine, et la tangente coincidant
avec Oz, la quartique Q aura une équation

(59) (Ax2+ y)?
+Bry(Ax2+y)+Cary?+Dxy3+~Ey++Fys=o.
¢
En posant )
y:x’(—-A-ﬁ—z‘t},

on remp]ace cette équation par

(60) 22+ Bt(— A+ xt)
+C(—A+2t)2+F(—A+axt)p3+2[...] =o0;

pour z = o, les deux valeurs de ¢ fournies par I'équa-
tion

(61) t?— ABt+ CA2—FA3=o0

.

doivent étre supposées racines simples; a chacune cor-
respond un développement régulier de ¢ suivant les
puissances croissantes de x, correspondant a I'une ou
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l'autre branche de la quartique passant par Porigine.
La [fonction y est donc d’ordre infinitésimal égal a 2,
2 étant Uinfiniment petit principal. L’expression
JoF

-d—— = ‘)(AT’-‘}"}’)

+ Bz (Azt+))+Bay+ 2Cr2y +~3Dzy?+ [Ey3+3Fy2

est d’ordre 3, le coefficient de z3 éltant 2ty — AB;
to étunt racine de (061), 2to—- AB n’est pas nul. Dans

JdF l‘

9 oy
d’ordre 1 ¢t l'intégrale a une singularit¢ logarith-
mique.

-
. . v (
l’mtcgrﬂlc/ I'élément = cst infiniment grand
L3

. Il ne reste donc qu’a examiner le cas du point
tllplf‘ Nous le supposons a lOI‘l“lIlC I'équation de la
courbe est done

(62) Kz p) = fitaeor )+ [i(0, y) = o,

ou f, et [, sont des polynomes homogénes de degré 4
et 3. Je pose vy - tx, dou

,/ .’I‘:—'/.‘(l’”
(63) Ji(
' Fidr +Fy(tdx + rdt)y=o:
la derniére ¢quation peut s'écrire
(Pl +yFl)de 2K dl = o.
Mais, en vertu de F(x, ) = o, on pcut écrire
2Pyl = —Fo=— fy(x, y) =— a3 f5(1, 1).

On aura donc

:ia_ca dt . —-—fg(l.t)dt'
Fyo T afi(,0 0 fi(ne)
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Les intégrales X, Y, Z sont donc

? dt tdt (1, t)

.fﬂmu’ ATRDA "fhuw
La premiére montre que, si le polynome /;(1, t) n’est
pas un cube parfait, chaque facteur simple de f,(1,¢)
donne un logarithme; donce f;3(1;¢) n’a qu’une racine
triple si 'on veut avoir une surface algébrique, autre-
ment dit les trois tangentes au point triple sont confon-
dues; la réciproque est immédiate, car on peut sup-
poser que la tangente unique est Oy, alors

Sa(x. y)= a3, Sali,t) ==

on a trois polynomes a intégrer. Le résultat est méme
d'une élégance remarquable : nous obtenons, sans
calcul aucun, la surface (1)

\ xTr = L+,

((,4)<.}, l?f+{gl

( z = A1)+ 1])
B8y C(17£3) 4 D (12 4 13) - B (8 25).

Il est inatile de donner aucune explication complé-
mentaire; mais, si nous voulons meitre en évidence le
second mode de génération de la surface, 1l suffit de
trouver le centre de symétrie, etalors nous reviendrons
a la quartique QQ dont ’équation a été prise, d’aprés ce
qui précéde, sous la forme .

(65) SA.y‘—a—iliy“.T+SC)/lJ'l+'zD_yx3+E.z:‘—-.—.r3=o.

Le raisonnement de ce paragraphe suppose A £ o,

(!) Cel exemple donne cette fois fa suiface dieu des milieux des
cordés d'une quintique gauche unicursale, admettant un unique
point A l'infini, point triple & tangentes confondues, ou le plan oscu-
lateur est le plan de Pinofini.

.
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sinon la quartique se décompose, mais la surface reste
surface de translation avec deux modes de génération,
en perdant son centre de symétrie toutefois; ceci sera
vérifié ultérieurement. Sous la forme (64), la seule
hypothése faite est que I'axe des z soit la génératrice
triple du cone directeur des tangentes des courbes
génératrices. Donnons Iéquation de la surface sous
cette forme; c’est un calcul simple de fonctions symé-
triques que j’omets, ¢, et ¢, étant racines de I’équation

T2—aT + .zi:___}’ =o0;

on trouve ainsi

(66) 3z = Q(Sz‘y’—z")
a

124022y — ot Jry — 23
Y + o2y

+B + Dy + Ex.

2 2
Toute surface de ce type dérive nécessaircment de cette
surface (66) par un simple déplacement.

Déterminons maintenant la substitution homogra-
phique que 'on doit faire sur Q de fagon a avoir le
type le plus réduit. Cherchons les points d’inflexion
de Q : soit

Ur +vy —w=o0

Péquation de la tangente d’inflexion, le ¢ d’un point
d’inflexion satisfait aux équations

u+ot+w(-H5A+ B3 +3Ce2+2Dt+ E)=o,
(67) v +w (2088 +12B24+6C¢t +2D) = o,
wi(6oAt2+24Bt +~6C) = o.

Il y a deux points d’inflexion : il y a donc trois cas
a distinguer, suivant qu’ils sont imaginaires conjugués,
réels et distincts, ou confondus. Dans le premier cas,
nous supposerons que les droites les réunissant au
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point triple soient projetées suivant les directions iso-
tropes et ces points eux-mémes reportés a U'infini, donc

10A22+ 4Bt + C=(2+1) < 10A,

d’ou

B = o, C =10A.
Puis £, (1, t) est nul pour t =—i ou t =— ¢, donc

D =o, E = 25A.
Je peux supposer A =1 en multipliant les cotes de
tous les points de la surface par une méme constante ;
je peux aussi retrancher Ez de 3, ce qui revient tou-

jours a une transformation homographique. Je conserve
done comme type réduit

3=t +t3)+10(83 +t3),
qui me conduit a I'équation

453 =5xy’— x5+ 2032y — 23)
=5x[(y—6)2—36] —2023 — 5.

Si donc je remplace y par y — 6, j’aurai le résultat
définiuf

r =1 + 1,
(68) Cy=ti+13—86,
[ 3=t} +—t3)+10(¢3+13);
(69) 43=—180x + Sx)2— 2023 — 25,

et la surface S ainsi obtenue ayant un centre, nous en
déduisons immédiatement le second mode de généra-
tion. La surface S est lieu des milieux des cordes d’'une
certaine courbe unicursale du cinquiéme ordre.

Je change S en iz, Ly, i3; j'obtiens une surface S,

(70) 43 =—180x —S5xy’+ 202 — x°

a réseaux imaginaires, mais réelle.
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En changeant dans (68) t,, ., 2, s enit,,its, ix,i3
et ¥ en — y, nous avons précisément le cas des deux
points d’inflexion réels et distincts, d'ou la surface S, :

=1+ s,
(71) \y=f¥+t%+6,
! =t -+t — 100t} +123);
(72) 1z =—1802 + 5 ryl+ 2023 — 28,

et dans S, l‘cnlp]d(l'ill'lt L. Yy 3 pur (%, Ly, 3, nous
avons encore une surface Sy réclle. muis a réseaux de

translation tmaginaires

(773 3= —18ox -bdrri—our’— xs

Sur S ¢t S, nous avons comme précédemment deux
courbes enveloppes des géncératrices, asymptotiques
particuliéres, et s¢paratrices de diverses régions ou le
nombre des génératrices réelles qui s’y croisent est o,
20w 4.

Enfin, si les deux points d'inflexion de Q sont con-
fondus en un scul, nous suppuserons ce point a I'imfinm

sur O @ B C =L z=v, litangente d'inllevion ctant
Lo droite de T'infini, d'ou D = o d'oi les équations

xr =1 1.
s y=1i;+ 1
’ T =1Uy+ 1],

[3="5xry —uas,

Comme dans ce qut précede, nous adjoindrons a cette
surface ¥ la surface X, '

(7%) is—bSxyi+ar=o

engendrée par des réseaux imaginaires; ici il n’y a que
deun sarfaces au lieu de quatre, car le changement de
z et s cen i et 03 lasse la surface invariante. Ce fait
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est lié & cette propriété que, contrairement aux exem-
ples précédents, sur les quatre courbes de translation
qui passent par un point réel de =, il y en a toujours
dceux au moins qui sont imaginaires. Car les ¢quations
des deux systémes de génération sont pour ¥

r=1 + —_-—tg—'tg,
(76) y=ti+==t—10,
S=14 1 =—1}—1].

I(Je plan y == o est plan de symétrie pour X; si y est
positif, ¢, et ¢, sont sirement imaginaires; si y est
négauif, ¢, et t, le sont sirement. Si nous prenons la
moitié de ¥ ou y est positif, il faudra encore que I'on
ait 3° > Z; pour que ¢, et {, soient réels; la sépavatrice
est sur la surface la courhe r=2ty y=12¢2 5 =215,
qui comme précédemment est enveloppe des courbes ¢,
ou ¢, et en méme temps asymptotique; la surface X est
le lieu des milicux de cette courbe du cinquiéme ordre
ou de la courbe symétrique par rapport a Porigine.
Tous les réseaux tracés sur £, sont 1maginaires.

8. Nous allons étudier le cas de la quartique Q
décomposée en une droite et une cubique. Ecrivons
Péquation de QQ sous la forme .
(uxr +vy —w)flz,y)=o0, .

ou f est du troisiéme degré en z et y; le long de la
droite, nous avons a faire trois intégrations

f rdx rdx
f(r ), S T@yy ) flay)

portant sur une fraction rationnelle de z dont les péles
correspondent aux racines des deux équations

f(z,y)=o, UZ + vy + w =o.
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Donc ces intégrales ne peuvent étre algébriques que si
les trois points d’intersection de la droite et de la
cubique sont confondus; la droite doit étre ou tangente
d’intlexion ou tangente de rebroussement; ce dernier
cas exige que la cubique soit unicursale et admette un
point double, nous verrons que la réciproque est vraie;
dans le premier cas, la cubique peut étre de genre 1
ou o et, si la droite est tangente d’inflexion, comme les
fractions a intégrer n'ont chacune qu’un pole triple, la
somme des résidus étant nulle, le résidu unique est nul,
donc les courbes planes dont la translation engendre la
surface sont algébriques; mais, pour que les courbes
associées soient elles-mémes’ algébriques, c’est-a-dire
pour que la surface elle-méme le soit, il est nécessaire
(et dailleurs suffisant) que la cubique soit unicursale
avee rebroussement. En effet, le long de la cubique
nous avons a effectuer les intégrations

2= (" ., x= __ﬂ_w
(11.1‘—-—‘)]/~LW);.—;, 1u.’r+v_y+w)d‘—};
Yy — ydr

0/'
(ur—{—(‘y—f—w)(-);

o
Or, si la culsque est de genre 1, I'expression
uX +v¢Y +~wi

se réduil a / ::TT qui est l'intégrale unique de pre-
. dy

micre espéce de la courbe, fonction essentiellement

transcendante, donc la courbe X, Y, Z est transcen-

dante. Si la cubique est de genre zéro. et si le point

double n’est pas de rebroussement, chacune des deux

valeurs distinctes du paramétre ¢ donnant le point,
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double donne un péle simple dans les fractions & inté-
grer, donc la courbe est transcendante; il ne reste donc
que le cas du rebroussement, qui réussit, en associant
a la cubique soit sa tangente de rebroussement, soit son
unique tangente d’inflexion.

Soit d’abord la tangente de rebroussement; je peux,
par transformation réelle, réduire Q a la forme

(77) z(z?—y%) =o.
Je prendrai sur la cubique z = Tla y= 2'3; les inté-
grales X, Y, Z se réduisent a f d, f tdt, f £ dt.
N . . dr / dy
Sur la droite, je remplace -F Par —F S Les
ay ox
s e R d dy
intégrales X, Y, Z se réduisent a o, /——{, —)3- .
: . .y v .y v
Je pourrai donc écrire, en remplacant sur la tangente
J par —,
' =1 + Iy =—13,
(78) 5}’:!2—{—!‘:—-!%—{—2&,
T

L’équation de la surface résulte de calculs déja faits :
(79) 22 =Y+ 22y — @t

Les deux courbes ¢3, £, qui passent par un point réel
sont toujours réelles, mais les courbes ¢,, ¢, ne le sont
que si 2 > x?; la séparatrice sur la surface est la
courbe x =2¢, y =2t?, z=2¢' qui jouit de pro-
priétés déja signalées. Ic1 ‘la surface (') a perdu la
propriété d’admettre un centre; elle a un plan de symé-
trie, le plan yOz.*

(') Cet exemple donne cette fois la surface lieu des milieux des
cordes de la quartique gauche unicursale admettant 4 l'infini un
point stationnaire ot le plan osculateur est le plan de l'infini.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XX. ( Décembre 1920.) 35
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Voyons enfin le cas de la cubique unicursale a
rebroussement jointe a sa tangente inflexionnelle. Je

prends
Flz, yysyly —r3).

On trouve aisément

=ty Aty =ty L,
(80) y =t} +t; =— 3+ t37,
1 i
3T =+ =

[
S ty

. . x2—
puisque ¢, et ¢, sont racines de T* — 2T —(,’Z = o0,

on a évidemment
27

S =

r*—y

ou
(81) slz—y)— 22 =o.
Cette surface est lieu des milieux des cordes de la

. . 2
cubique x =12ty =212, 5= ,» langente au plan de

Iinfini.

9. Le dernier cas a examiner est celui ou Q se
décompose en deux coniques; le cas ou toutes les
coniques du faisceau se réduisent a deux droites a été .
élucid¢ : on a le paraboloide elliptique ou hyperbo-
lique. Ce cas écarté, on sait qu’on peut se borner au
cas de deux coniques proprement dites; on a affaire
a des intégrales curvilignes effectuées le long de 'une
ou l'autre, donc finalement a des intégrales de frac-
tions rationnelles dont les poles correspondent aux
points d’intersectfon; si les deux caoniques ne sont pas
soit bitangentes, soit surosculatrices, il y a au moins
un point simple dans l'intersection, donc les surfaces
sont transcendantes. Le cas du double contact a été
étudié complétement et a donné des surfaces transcen-
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dantes. Il ne reste donc que le cas de la surosculation.

Je traite ce cas en prenant pour coniques A et B
deux paraboles égales ayant méme axe :

A=x2—apy, B=axt—opy —a.

On constate sans peine que les intégrales sont fdx,

fzdx,fy'(lx sur l'une d’elles, et — fdx,
— [x dx, ——f_ya’x sur 'autre. J'écris les équations

paramétriques
‘ &L =1l +ly =13+,
(82) 'y:t‘{+t§=t§+lf~2a,
3= l~,‘+l}—_~t§+t}—'{a(t3+t4),

donnant la surface algébrique du troisiéme ordre

(83) )3 +x3—3xr)y =0

déja rencontrée plus haut, tout au moins provisoire-
ment. Cette surface est réglée, lieu des milieux des
cordes de la cubique x = 2t, y = 22, 3= 23 oscu-
latrice au plan de linfini. Sur toute surface réglée du
troisiéme ordre, il y a deux droites exceptionnelles,
rencontrées par toutes les génératrices courantes. Ici
nous sommes dans le cas ou ces deux droites sont con-
fondues; c’est la droite a I'infini du plan y Os. Cette
forme (83) constitue une forme canonique intéressante
pour les surfaces réglées du troisiéme ordre dont les
deux directrices rectilignes exceptionnelles sont con-
fondues; c’est la surface connue sous le nom de
surface de Cayley.

Le calcul précédent nous donne, sans calculs, les
asymptotiques non rectilignes : ce sont les cubiques
gauches représentées par les équations

(84) x=2t, y=2(—a), z=2(3—3at)



( 468 )

cubiques dont le lieu des milieux des cordes est la sur-
face étudiée. s _

Remarquons que, pour toutes les surfaces 'qui
admettent une infinité de modes de génération comme
surfaces de translation, cette méme remarque donne
une famille de lignes asymptotiques, sans aucune inté-
gration.

Pour la surface réglée du troisiéme degré que nous
venons d’étudier, la théorie des complexes et con-
gruences linéaires donne, elle aussi, une voie détournée
pour arriver aux asymptotiques. Enfin, nous déduisons
des équations (82 ) des équations propres a définir une
surface qui n’a que deux modes de translation,
a savoir :

T =1 — =1, — 1y,
(85) ) 7=t —tiva =1} —t] —a,
z =1t} —t}+ -3—92([1+13)=t% — 5 — 31;(1‘;4—&).

.

Un calcul facile conduit a I'équation
(86) xt+3y*—4xz—3at=o.
On doit supposer a diftérent de zéro, car pour a =o
on voit immédiatement que les deux modes de généra-
tionin’en font qu'un. On peut supposer a positif,
puisque I'équation (86) ne contient que «?; alors, en
remplacant x par z \/e—z, ) par ay et s par as Va, le
paramétre a disparait ou plutét est remplacé par
P'unité. Nous avons ainsi une surface du quatriéme
ordre & centre, sur laquelle les quatre courbes ¢,, ¢,,
t3, £, qui passent par un point sont toujours réelles.

En changeant z, y, z en iz, {y, {z nous obtenons
une nouvelle surface réelle 4 réseaux tous imaginaires
(87) zt—3y2+ frz—3 =o.

Enfin,le changement de a en ia nous conduit a deux
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nouvelles surfaces, a réseaux tous imaginaires, mais
toujours réelles:

zb+3y2—4x3+3 =0
(88) \ N s
) r*—3y2+4xz+3 =o,
Ce cas correspond a une quartique Q décomposée en
deux paraboles surosculatrices, imaginaires conju-
guées : '
z}—aopy —bi=o0 et x—oapy+bi=o.

Nous avons ainsi épuisé tous les cas de surfaces
algébriques, dans I’espace ordinaire, et indiqué tous
les types canoniques auxquels elles peuvent étre
réduites par une transformation réelle. Je récapitule

ces (ypes: .

(D) (x4 y?) — (x + 3)=o0,
(1) a2y 4+ x+3 =o0,
() ryz+ X+ y+3 =o,
(IV) ryz— (r+ y—+3z)=o0,
(V) 23y —3(x*+ 2y +y3)+ 3 =0,
(VI 23y +3(x2+2x2y +y3)+3=o0,
(VII) js+180xr — 52y + 2023+ 5= o0,
(V1) iz +180x + Hhuyr—soxd3+ 25=0,
(IX) 45 +180x — Sxy?— 202’ +2x5=0,
(X) 43 +180x +~Sry?+ 2023+ 28=0,
(XI) 43 —Szy?+xi=o0,
(X1 4z + 5y + x5 =o,
(Xfll) 25— y*—arly +x*t=o,
(X1V)- z(xrt—y)—axr =o,
(XV) 25+2% —3ry =o,
(XVI) r*+3y?— frz—3 =o0,
(XVIT) Th—3y?4+ fxz—3 = o,
(Xviry . T+ 3y — fjrs+3 =o0,
(XIX) v —3yr+frs+3=o,
(XX) C ez =4y

(XXT) 23 = 22— y2,
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Dans ces 21 types, la substitution

=a1‘,+1)y1+c zi+d,

(89) a'r,+ by +c5+d,

. Kﬁoﬁx
Il

=ad'r+b"y;+ "z +d"

ou les lettres a, b, ..., d’ sont des constantes réelles
arbitraires, donne les surfaces les plus générales.

SiTon admet des substitutions & coefficients imagi-
naires, le nombre des types canoniques s’abaisse, on
obtient sculement g types, par exemple :

'

i Ty +r—+y+35=0,
r3y —3(xr:*+xy+yz)+3=o0,
4z 4+180x — S5x) 4+ v0x3+ xdS=o0,
4z —5x)2+ax>=o0,
(9o / 23 —)y2- 222y +~ax*t=o0
z2(xr*—y)— 20 =o,
28 +28—3ry =o,
at+=3y2—jrz—3=o0

! 25 =xr+ y2.

11 est intéressant de remarquer que les sept premiers
types du Tableau (o) sont les surfaces canoniques
auxquelles on peut réduire la surface lieu du milieu
des cordes de la cubique gauche géncrale, ou de la
quurtiq'ue ou de la quintique unicursales précisées plus
haut.

10. Les surfaces transcendantes qui admettent plu-
sieurs générations comme surfaces de translation pos-
sedent des propriétés importantes.

Je vais traiter un cas particulier, celui qui donne des
surfaces minima. Une telle surface posséde déja un
mode de génération, par des courbes minima associées,
dont le cone directeur des tangentes est le cone iso-
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trope; donc si la surface admet un second mode de
génération, on sera dans le cas ou non seulement la
'quartique Q se décompose en deux coniques, mais
encore ou la surface admet une infinité de générations.
Si P'on se reporte aux explications da paragraphe 1,
chacun de ces modes est fourni par des courbes dont le
cone directeur des tangentes est du second degré; tous
ces cones engendrent un faisceau ponctuel dont 'un
des cones de base est le cone isotrope. Tous ces cones
ont donc les mémes axes de symétrie et, en les prenant
pour axes de coordonnées, puis coupant par le
plan 5 =1, nous avons des coniques sous forme réduite
et le calcul est presque immédiat.

Quelques explications sont nécessaires pour la dis-
cussion de réalité : sans particulariser les axes, suppo-
sons que l'un des cones directeurs ait pour équation

(91 A2+ A'y!+A"22+92Byz +2Bzz+ 2B zy =o.

Au paragraphe 2, j’ai expliqué qu’on peut définir la
surface au moyen de deux cones quelconques du fais-
ceau. Il s’agit de montrer que, si la surface est réelle,
on peut se borner a un cone réel (tout au moins d’équa-
tion a coefficients réels) et au cone isotrope. En effet,
si la surface est réelle et si le cone (g1) n’est pas d’équa-
tion réelle, l’équatfon imaginaire conjuguée
(92) Ayxr— N[ )2+ A1z2+2Byys+2Bizzx +2B\zy =0
représente un cone qui, associé au céne isotrope, doit
conduire a la surface conjuguée, donc a la surfa. pri-

mitive, qui est supposée réelle. Donc le faisceau (g1)
et (92) contient le cone isotrope : on aura donc

(93 §A’=“+v» AY=2A'4p, AT=2A"+,
9%) 1 B,=1B, B, = \B, B, = )B":
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je peux supposer les axes pris de sorte que B, B', B"ne
soient pas nuls; autrement dit, j’évite provisoirement
de choisir fles axes de symétrie du céne (g1); alors,
d’aprés (93), ) est une imaginaire de module égal a 1,

_® ®
soit e'?. Je puis donc écrire B,e * — Be? et, en mul-
54

tipliant le premier membre de (g1) par e?, je puis sup-
poser k=1, c’est-a-dire B, B', B" réels. Les relations

1\1—A =A'1—A/=A"1—A”=‘J.

montrent que A, A’, A” ont méme partie imaginaire,
soit {a; si donc je retranche ia(z*—+ ) *+ z*) du pre-
mier membre de (g1), je remplace le cone par un‘autre
du faisceau et ce nouveau cone a 'une équation ‘a coef-
ficients réels.

A partir de ce moment, j’ai le droit de prendre pour
axes de coordonnées les axes de symétrie du cone con-
s1idéré; si nous supposons d’abord ce cone non de révo-
lution, les trois axes sont uniques, réels et I'équa-
tion (gr) se réduit a

Axt+ A'yr4+A"z2=0

avec A A'£A"; je supposerai le nom des axes
choisis de sorte que le coefficient moyen, quand on
range A, A’, A" par ordre de grandeur soit A”. Alors
le cone particulier

(94) ‘ (A—\)z24+- (A'—A")y2=0

se décompose en deux plans réels dont j’écris I'équa-
tion sous la forme )2 — m2z2= o0, ou m est réel. Je
prends donc pour équation de la quartique Q

(95) " (y2— mx?) (22 + y2+1) = o.
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Sur l'une ou l'autre droite y» ==+ mxz, on a

{1 OF .
5 ‘d_—y =y(x+ y2+1).

Sur la droite y = mx, on aura

X __/‘_...________._d"' NOTI A
‘T am(zt i)’ ’—f'z(x2+y!+l)’
7 — dz .
‘—fzmx(x’+y2+|)

Sur la droite y = — mz, on aura

X f v __f dx
= zm(z’—e—_y’—H) T ) @+ i)

7 __/‘ —dx
2= ) ama(ztayiaa)

Je multiplierai, pour plus d’¢légance, X, Y,, ..., Z,
par 2m.
Pour X,, Y,, Z,, J’écrirai .z = 5, cosa, y = pysina,
m = tanga :
X, _fdpl = cosa = cosa X arc tangp,,
pi+1
(95) ¢ Yy =sinx x arc tangpy,

dp, p1
Zy = =1L .
’ ' [Pi(P%""") Vei—+1

J’aurail évidemment

Xa=— cosa > arc tangp,,
(96) Ys= sinaxarctangp,,
Zy=—L—=22_.
? Vel +1
. _ . _ 1
Si je pose p,=tango,, on a slny, = T » donc

j’ai les formules paramétriques, pour définir la surface
minima la plus générale de ce type, sauf homothétie
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par rapport a 'origine puis déplacement :

= sin a (1 + P2 ),

( 7 =128
sing,

s’ X = cosa{o;—¢,),
Y
(97) ¢

«

En multii)liant dans les formules (97) X, Y, Z par £,
on a une surface répondant aussi a la question; la sur-
face ne peut étre réelle que si /i est réelle : car d'aprés
le paragraphe 1, la trace sur le plan 5 =1 du plan
mené de lorigine parallélement au plan tangent au
point (94, 92) coupe la droite ) = ma au point

£ = cosxlangoy, Y i=sinatangg,;

or s1 le point (o1, @2) de la surface est réel, le plan
tangent est réel, done o, est réel; de méme v, ; donc si
la surface est réelle, k est réel.

Les formules (97) donnent la génération particuliére
par courbes planes réelles; si ’on met en évidence, par
des calculs simples que jomets, les autres systémes de
courbes de translation, la surface sera définie comme
lieu des milieux des cordes d’une série de courbes
gauches a un paramétre, qui sont précisément une des
deux familles d’asymptotiques. L’élimination de o,
et @, est facile et donne, en remplagant é, g, Z

2
XY z .. .
puar o m g I'¢quation

tang ( X
. Z S\ hcosa
(98) th{(+) = ——_——""7.
tang Y —
©\ /i sina

Dans cette équation on peut, si 'on veut, rem-

placer

Y ar = Y et 'on a la forme équiva
hsina p 2 hsina 1
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lente

( lz—tan <—x—>l ( Al

997 thy = 8\lcosa) 2" \Ahsinz>

indiquée page 363, tome I, 2¢ édition de la T'héorie des
Surfaces de M. Darboux.

La surface (98) contient un paramétre de forme o et
un paramétre de grandeur I; dans le cas ot o = -‘g-, il
sera plus simple de garder les formules (g7) et de

remarquer que ¢, = —— et v, — ——= sont les

2 2
coordonnées rectangulaires nouvelles quand on prend
pour nouveaux axes dans le plan horizontal les bissec-

trices des anciens, de sorte qu’avec ces nouveaux axes

on pourra écrire 'équation de cette surface particulicre
sous la forme elégante, signalée par Scherk,
sina

(100) er = s
siny

de sorte que I'on peut, si 'on revient a l'état d’esprit
initial de cette étude, en négligeant une transformation
hoemographique telle que (89), adopter cette forme (100)
comme type canonique des surfaces de Lie correspon-
dant a deux coniques admettant quatre 'points d’inter-
section distincts, mais tous imaginaires.

Dans le cas ou, ne cherchant plus en particulier les
surfaces minima, on désire avoir des coniques a points
d’intersection tous réels et distincts, il n’y a qu’a
revenir aux deux coniques ‘

r:+)yi+1=o0, y:—mi2r?=o0
et a remplacer z et y par /.x et i) La surface (100) est
remplacée alors par la surface

shz

(101) el = sh—y’
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équation qui peut s’écrire, |

er+)+3 4 ex+3i=) — 2 — I,

de sorte que V'on arrive, en tenant compte de tous les
cas de réalité possible, aux trois types canoniques de
forme si élégante

‘ et er+ei=1,

(102) ex 4 ey —e? =1,

exr — ey — e?t=1,

dont le premier est signalé par M. Darboux (loc. cit.);
Sophus Lie indique divérses propriétés de ces surfaces
et de celles obtenues simultanément

Aer+z 4 Bez+x 4 Cex+y+ Ler+ Mey+ Nez= o.

en conservant celles qui n’ont que deux modes de
génération.

Quand la quartique Q se décompose en deux co-
niques bitangentes, on obtient comme surface minima
Ihélicorde minimum déterminé directement comme
exemple au n° 4.

11. Jindique enfin un type simple de surface algé-
brique dans l'espace a n—1 dimensions (n > 2)
admettant un double mode de génération comme sur-
face de translation.

Je considére I’équation algébrique

(103) (2n 4+ 1)A 821
+2nAgn—1 4  + (n+1)Aptr
H A=t Rgtr=2 4 .+ A, = O,

ou A,, A,, ..., A, sont n -1 constantes fixes et

Aty Aay ooy Ay des variables indépendantes en nombre n.
Les racines t,, ty, ..., ts, de l'équation (103) sont
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fonctions des A; je désigne par S, Izan somme des pro-
duits p a p des ¢ et 2 la somme E t?; nous remar-

querons que S,, S,, . .P., S, sont indépendantes des A,

par suite aussi X,, I, ..., Z,, d’aprés les formules bien

connues de la théorie des fonctions symétriques.
Considérons maintenant l’expression

(10%) U= A032”+]+A122n+.-.+ AnZ,4y.

On verrait assez aisément qu’elle s’exprime unique-
ment au moyen de A,, A,, ..., A, quand on lui
applique les formules rappelées a I'instant. Mais, sans
calculer exactement cette expression U, vérifions

ue dU = 0. On a manifestement
q
18]
dU = 9 dt;,
1
oU 2n 2 n—1 yn
o = (2n—+1)Aet}"+ 2nA, e +...+(n—+—1)A,ltl
i
=— (M Mt 2+ hg);
ou

—dU =MEt'Vdt+ M2 dl+. .+ A Edt;.
Or la constance de %, X,, ..., 3, permet d’écrire
>dt, = o, St dt;=o, ey Zl;‘_‘dtizo;

donc on a bien dU = o et U est une constante. Si donc
on pose

xry =t +lya+...+ ly,
zy =ti+ti+... 13, '
.............. ey

(105) z, =t}+ti+...+ 1},

n n n
W
z'n-H:AoE L2+l Ay Z B+ A, z ety
1 1 1

la surface ainsi obtenue dans I’espace a2 n—+-1 dimen-
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sions est doublement de translation, quelles que soient
les constantes A,, A,, ..., A, (le calcul, il est vrai, ne
le démontre que si Ay 7 0). Si l'on suppose A,5£ o, le
calcul déja fait montre que, si 'on désigne X, par 2B;
et U par 2B,,,, le point (B,, By, ..., By, B,yy) est
centre de symétrie de la surface, qui admet donc un
second mode de génération.

Si A, = o, la surface cesse d’avoir un centre, mais
elle reste du type de Lie. On remarquera méme que
st A, est nul en méme temps que A, la surface devient
réglée; en effet, d’aprés la théorie des fonctions syme-
triques appliquée aux n variables ¢, ¢,, ..., t;, ex-
pression z,,, sexprime rationncllement en x,
Zey, ..., Iy, et st chacune de ces expressions =z,
L1y o ..y Zy a pour poids son indice, .4, contiendra,
st Ay=\, =0, des termes de poids au plus égal
don—1, done ne peut contenir que des termes du
premier degré en z, ; en ¢galant x,, x,, ..., Z,_, & des
constantes arbitraires, on aura les génératrices recti-
lignes de la surface. Si I'on suppose méme

Lhw=A1=A=...=A, 1=o,

la surface réglée particuliere devient tout a fait ’homo-
g

logue de la surface de Cayley; elle admet cette fois non

plus seulement deux modes de génération, mais une

mfinité & n — 1 paramétres. Clest ainsi qu’en se bor-

nant a n =3, la surface définie par les expressions

parametriques

Ty =t 1, +13,

ry=t}+13+1t%—a,

32
(IOG) 1‘3':[?4—!:2‘—}—[3———4—([]4—'24—[3)— £3|

, . C oo i a2
.’l‘g:li—l—l:-{-[}— a (t%—i—l%—l—t%)——%([.—!—[g-ﬁ—l;)-{— ;
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décrit une surface, indépendante des valeurs numé-

riques de a et 3, représentée par I'équation

9
. _ - s
(107) x,;_,xlz;,—xgx,—e—z——i-ﬁ-

[FOIPSN

Cette surface sera donc aussi le lieu du centre de gra-
vité de trois points arbitraires pris sur la courbe uni-
cursale
. 2
=30, ay=30—a, ay=30—2r_3,
a

(108)

2

’1'.
r,=3tr—3al2— 43¢+ 5

Le raisonnement du début associe a cette surface (1075)
une famille de surfaces a deux paramétres a et 3
_ n’ayant cette fois que deux modes de génération.

Nous avons obtenu ainsi des types algébriques inté-
ressants; un Lype non moins intéressant est constitué

par le paraboloide

Zpi1 =X} + X3 +...+ T}



