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AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CGONCOURS DE 1920).

Mathématiques élémentaires.

I. — CONCOURS SPECIAL.

Un cercle variable T, tangent a une droite A donnée,
en un point A donné, rencontre une autre droite A’
donnée, en deux points variables B et C. Soit T le
triangle ABC.

On déterminera :

1° La situation (enveloppes, etc.) des hissectrices
de T;

2° Le lieu du centre du cercle des neuf po n ~de T}

3° L’enveloppe de la droite qui joint le ¢ nt-e de T
au centre du cercle des neuf points; .

4° Lenveloppe des hauteurs de T

5° Le triangle T, en supposant donné

6" Le triangle T, en supposant donné
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7° Deux points d’ou P'on voit CC' sous des angles
constants, C' désignant le milieu de AB.

Il — CONCOURS NORMAL,

I. Etant donnés deux segments rectilignes AB et
A'B, portés par deux droites qui se coupent en O, on
prend sur la premiére droite un point variable M et sur
MA’ MA
wE
lieu du centre du cercle circonscrit au triangle OMM'.

la seconde un point M’ tel que —

I1. Ltant donnés deux segments rectilignes AB et
A'B', portés par deux droites A et A’, on prend sur A
MV nn MiA MA
MB MB M B M;B

Trouver le lieu du centre de la sphére passant par
les quatre pointsM, M, M, M, quand M, et M varient,
M et M’ restant fixes.

Trouver 'enveloppe de ce lien quand M et M’ varient.

Trouver le licu du centre de la sphére tangente a A

en M, et a A" en M', quand M et M’ varient.

deux points M/, M, tels que —

HI. Etant données trois droites A, A’, A”, on fixe
trois points, A sur A, A’ sur A’ et A” sur A”. On fait
passer par ces trois points une sphére variable qui ren-
contre les trois droites en de nouveaux points M, M/,
M. Etudier le déplacement du plan MM'M”, en suppo-
sant que deux au moins des droites données sont dans
un méme plan.

Trouver le lieu.du centre du cercle circonscrit au
triangle MM'M” dans tous les cas ou le plan de ce
triangle reste paralléle a un plan fixe.

IV. Etant données lrois droites A, A/, A", on fixe
trois.points, A sur A, A’ sur A’ et A" sur A”. On méne
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par ces trois points une sphére variable 2. Trouver le
lieu géométrique des points communs & trois des plans
perpendiculaires a A, A’ ou A", aux points ou ces droites
sont rencontrées respectivement par 2.

V. Etant dox}nées deux sphéres S et S, et trois tan-
gentes communes 4 ces sphéres, on suppose que les
six points de contact sont sur une sphére. Que peat-on
dire des positions relatives des trois droites, ou des

sphéres qui leur sont tangentes?

Mathématiques spéciales.

I. — CoNCOURS SPECIAL.

I. On considére les deux droites A, A’ qui, rapportées
a trois axes rectangulaires, ont pour équations :
z—d=o, | x+d=o,
A A
2 — ztangh = o, ¥ -~ stangl =o.
Former I'équation de la surface (P) lieu des points M
de Tespace équidistants de A et A'. Montrer que le
plan tangent a (P) au point M est perpendiculaire en
son milieu I au segment NN’ qui joint les projec-
tions N, N’ du point M sur A et &',
Quelles lignes doit décrire M sur (P): 1° pour que l'un
des points N, N’ reste fixe; 2° pour que NN’ = const.;
3° pour que la droite NN’ reste paralléle a un plan fixe?

II. Exprimer, en fonction des coordonnées (aBy) du
point M, celles du milieu I de NN'. Que décrivent le
point 1 et la droite NN’ lorsque M décrit une droite
tracée sur (P)? Montrer que si A; A’ sont les pieds de A
et A'sur Oz on a AN == A’N' = const. lorsque M décrit
une droite tracée sur (P).
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IlI. Un paraboloide équilatére (P) d’équation
¥% -+ ax = o peut, d’une infinité de maniéres, étre cqn-
sidéré comme lieu des points M équidistants de deux
droites A, A'. Sur quelle surface doivent se trouver A
et A'?

Montrer que A et A" sont conjuguées par rapport a (P).

La longueur (imaginaire) interceptée par (P) sur A
est conslanle.

Le point M restant fixe sur (P) et le couple (AA")
variant, trouver le lieu du milieu I de NN/, le lieu de
la droite NN’ et le licu des points N, N'.

Le licu de NN’ est un plan II. Quelle est son enve-
loppe quand M varic sur (P)?

Le licu des points N, N’ est une ellipse (E). Montrer
que, lorsque M varie, la distance focale de (E) reste
constante.

1V. Le lieu des points M de I'espace dont les dis-
tances a deux droites fixes A, A" non complanes sont
dans un rapport constant k(4 £ 1) est un hyperboloide
a une nappe admettant la perpendiculaire commune a
A et A’ pour axe de symétric transverse.

Inverscment, étant donné un hyperboloide 4 une
2

= —1=o0(a>0),

il n’est susceptible du mode de définition précédent
1 1

que sil'on a-l% = 172_'_0—‘2"

Si cette relation est vérifiée, il existe une infinité de
couples tels que (A, A"). Ces deux droites rencontrent Oz
orthogonalement.

Sur quelle surface (S) doivent se trouver A et A'?
Montrer que (S) est sa propre polaire réciproque par
rapport & (H).

La longueur (imaginaire) interceptée par (H) sur A
est constante.

5 . . La? r?
nappe (H) d’équation : = +55 —
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Le lieu de la projection N du point M sur A lorsque
A varie, M restant fixe, est 'intersection d’un cylindre
circulaire droit et-d’un cylindre parabolique.

On suppose A fixe et 'on considére les sphéres tan-
gentes a A et dont le centre M décrit (H). Montrer que
I’enveloppe de ces sphéres est une surface unicursale
dont on évaluera le degré.

II. — CONCOURS NORMAL.

I. Dans un plan orienté on considére deux segments
de droite AB, A'B'. Le lieu des points M du plan tels
que P'on ait

angle AMB + angle A MB' = o
esten général une cubique passant par ABA'B’. Pour que
ce lieu devienne une conique (celle-ci est alors une
hyperbole équilatére), il faut et il suffit que les segments
AA’, BB’ aient le méme milieu.

Réciproquement, si AA’, BB’ sont deux couples de
points diamétralement opposés sur une hyperbole équi-

N ~
latére, on a AMB + A//I\EB’: o lorsque M décrit la
courbe.

Il. Etant donnés quatre points ABA'B’ dans un
plan, le lieu des points M de ce plan tels que

(1) MA.ME = MA'.MB’

est en général une cubique. Pcur que ce lieu devienne
une conique (celle-ci est alors une hyperbole équila-
tére), il faut et il suffit que les segments AB, A'B’ aient
le méme mileu. '
Réciproquement, étant donnée une hyperbole équila-
téere (H) ayant pour équation 22 —y* —a*=o, il
existe une infinité de couples AB, A'B’ tels que M décri-
vant (H) on ait la relation (1). Le point A étant choisi
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arbitrairement, il lui correspond des points réels BA'B' .
déterminés sans ambiguité par I'intersection de I'hy-
perbole (H') passant par A ayant peur asymptotes Oz
Oy, et del’ovale de Cassini (I') passant par A ayant pour
foyers z = = a, y = 0. Ou doit se trouver A pour que
A', B’ viennent se confondre avec A et B? Déduire de ce
cas et de la relation (1) appliquée a la limite que A
et B étant deux points de (H) diamétralement opposés,
on peut leur associer une direction A telle que, en dési-
gnant par «, 3 les angles de MA, MB avec A, on ait

MA _ MB

cosa  cosp

lorst‘lde M décrit (H). Vérifier ensuite directement
cette propriéte.

HI. L’kyperbole (H') et la cassinienne (I') se cou-
pent en 4 points réels AB, A’B’ et 4 points imaginaires
ABy, A,B, deux a deux symétriques par rapport au
centre O de (H). Montrer que les quatre droites AB,
A'B, etc. passant parO sont deux a deux rectangulaires. .
Exprimeér explicitement en fonction des coordonnées
(2B) du point A celles de B, A/, B'.

Quel est le lieu des points A’B’ lorsque A décrit une
droite A issue de O? Quels sont les arcs utiles de ce
lieu ? Quel est le lieu de A!/B’ lorsque A décrit un
cercle de centre O? :

IV. Soient AB, A'B’ deux segments ayant () pour
milieu. On désigne par Iy, I'; deux cercles centrés en
A et B, orthogonaux au cercle

r2+y?—K=o0;

par 'y, I’y deux cercles centrés en A’ et B/, orthogonaux

au cercle
. zt4+y —K =o (K’ = K).
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Déterminer les points ABA'B’ de sorte que M décri-
vant (H), on ait la relation &, 3 = ©,®y, en désignant
parm,, o, etc. les puissances du point M par rapport
aux cercles T',, Ty, etc.

Les lieuxde A, B, A’, B’ sont deux hyperboles conju-
guées et AB, A’'B' en sont des diamétres conjugués.

Etant donnée une quadrique (Q), peut-on trouver
deux couples de points AB, A'B' tels que M décrivant
. (Q) on ait MA-MB = MA'-MB'. Montrer que (Q) doit
étre un hyperboloide a deux nappes dont une hyper-
bole principale est équilatére. Cette condition étant
remplie et en outre une certaine inégalité étant vérifiée,
il existe uneinfinité de couples AB A’B’ de points réels.
Leur lieu est une ellipse (E) et ABA'B' forment un
faisceau harmonique avec les diagonales du rectangle
construit sur les axes de (E). .

On considére une biquadratique sphérique, supposée
réelle, ayant pour équations : az?* + by*—+cz* —1=o0,
z?* + y? + 32— R? = o. Existe-t-il des points AA'BB’
tels que M décrivant cette courbe on ait : ;

MA. MB = MA’, MB' ?

Trouver tous les couples tels que les segments
AB, A'B’ aient pour milieux le centre O dela sphére.

Nora. — Il sera commode d’employer les coordon-
nées polaires pour la recherche des lieux dés IVe et
V¢ parties. i ’

Calcul différentiel et intégral.
(CONCOURS SPECIAL.)

1° Déterminer la surface S la plus générale dont les
normales sont toutes tangentes a un cylindre de révo-
lution C de rayon 7.
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On calculera les coordonnées \x, ¥, 5 d’un point M
de S en fonction des angles 6, ¢ qui définissent’la direc-
tion de la normale MN a S en M, de sorte que les
cosinus directeurs de cette normale soient :

sin 6 cos o, sin 0 sin ¢, cos 0.

(On supposera les trois axes de coordonnées rectan-
gulaires et 'on prendra pour O z I’axe du cylindre C.)

2° Déterminer géométriquement les lignes de cour-
bure des surfaces S.

3° A quelle relation doivent satisfaire f et o le long
d’une de ces lignes de courbure?

4" Les normales a la surface S sont tangentes non
seulement au cylindre C, mais aussi 4 une seconde
nappe C' de la développée de S. Déterminer analyti-
quement la surface C/.

5° Montrer que les sections de S et de C' par un plan
quelconque paralléle a.x Oy sont des courbes simples.

6° Calculer les rayons de courbure principaux de S
en un point M de S.

7" On suppose développé le cylindre C sur un des
plans tangents et Pon y prend comme axes la généra-
trice de contact et le développement de la base du cy-
lindre, les nouvelles coordonnées étant appelées s et .
On appelle alors I et Jles développements des intersec-
tions 1, et J, du cylindre C avec les surfaces C et S et
I'on demande de déterminer analytiquement I et J.

8 On demande de déterminer la développée de J.

9° On demande de déterminer S de sorte que la
courbe I soit un cercle. -

.

(CONCOURS NORMAL.)

Prewviire partieE. — Etant donné un systéme de trois
axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, Oz :



( 443 )
1° On considére la famille de courbes I du plan des
xy dont I'équation générale est

Cosz + cos ¥y = X,

ol A est un paramétre réel arbitraire. On demande
d’étudier la forme de ces courbes et leur position rela-
tive quand X varie.

2° On considére la surface S dont I'équation est

' COSZ + COSYy +COS 3 =1,
avec—nSrim —wlySw, —nzSwetl’'ondemande
d’en indiquer la forme.

3 Déterminer les lignes de plus grande pente de la
surface S quand on considére x Oy comme le plan
horizontal.

4° Déterminer complétement chacune des lignes
asymptotiques réelles de la surface S.

5° Déterminer les ombilics de la surface S.

6° Former I’équation différentielle des projections
sur z Oy des lignes de courbure de S.

7° Donner quelques indications sur la configuration
du systéme de lignes de courbure de S et signaler
les plus simples d’entre elles.

Diuxieve parTie. — Soient f(z, 1) une fonction
développable en série de Taylor au point (z,. ¥,), Af
Paccroissement qu’elle prend quand z, ) augmentent
respectivement de Az, Ay a partir des valeurs z,, y,
et df sa différentielle

L]

) VAT Ay
au point zgy ).

1° En supposant que f et f, ne sont pas nuls, le

rapport —~ est en général déterminé. Montrer que sous

df
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des conditions trés générales il tend vers 'unité quand
Az et Ay tendent simultanément vers zéro.

&
daf

finie différente de l'unité quand Az et Ay tendent
simultanément vers zéro d’'une fagon spéciale?

2° Peut-il arriver cependant que ~ ait une limite

3° Cette circonstance n’a-t-elle lieu que pour des
fonctions f (z, y) trés particuliéres?

(On suppose, bien entendu, dans 1°, 2°, 3°, que Az,
Ay convergent vers zéro de sorte que le dénominateur

&f

du rapport — ar

tende vers zéro par valeurs non nulles.)

Mécanique rationnelle.

1. — CONCOURS SPECIAL.

- 1
Une barre homogéne pesante de longueur 2a est
mobile librement et sans frottement autour d’une de
ses extrémités O supposée fixe.

o Etudier le mouvement de la barre correspondant
a des conditions initiales quelconques. On désignera
par § I'angle qu’elle fait avec la verticale descendante
et par ¥ Pangle que fait le plan vertical qui la contient
avec un plan vertical fixe.
Examiner le cas ou I'un des deux angles ¥ et 6 res-
terait constant.

2° On considére. une circonférence matérielle fixe
située dans un plan horizontal et ayant son centre sur
la verticale du point O, au-dessous de ce point. A un
moment donné, la barre s’appuyant sur cette circon-
férence, on lui imprime une rotation de vitesse
angulaire w autour de la verticale du point O. A quelle
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condition doit satisfaire w pour que la barre se détache
de la circonférence ?

Si cette condition n’est pas réalisée, déterminer le
mouvement de la barre en supposant qu’il y ait frot-
tement au contact de la barre et de la circonférence,
le coefficient de frottement étant f. Exprimer expli-
citement ’angle ¢ en fonction du temps. On désignera
par z l'angle constant que fait la barre avec la ver-
ticale.

3° On considére maintenant, au lieu de la circon-
férence précédente, une hélice circulaire matérielle
fixe ayant pour axe la verticale du point'O, pour rayon
la demi-longueur @ de la barre et un pas donné awh.
A un moment donné, la barre s’appuie sur cette hélice
dans une position horizontale et elle est abandonnée a
elle-méme sans vitesse. Déterminer le mouvement de
la barre, en supposant qu’il n’y ait pas de frottement.
Calculer la réaction exercée par ’hélice. A quelle con-
dition doit satisfaire le pas de I’hélice pour que la barre
se détache de I'hélice avant que son extrémité opposée
a O soit venue en contact avec ’hélice ? Montrer que,
si cette condition est réalisée, I’angle & dont a tourné
le plan vertical de la barre au moment ou elle se
détache de I’hélice est supérieur a une limite fixe qu’on
déterminera.

4° On suppose de nouveau, comme dans la premiére
partie, que le mouvement de la barre est absolument
libre autour du point O. Un insecte de dimensions
négligeables et de méme masse que la barre est placé
sur la barre qui est supposée suffisamment rugueuse
pour que cet insecte puisse prendre le long de la barre
un mouvement arbitraire.

La barre étant placée dans une position donnée est

\
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abandonnée a elle-méme sans vitesses. Si 'insecte
garde sur la barre une position fixe M,, définie par
son abscisse u, comptée a partir du point O, la barre
oscille comme un pendule simple. On suppose que la
longueur / de ce pendule simple est supérieure a 2u,.
Montrer que, les conditions initiales relatives a la barre
restant les mémes, U'insecte peut, et d’une infinité de
maniéres, en partant du point M,, prendre le long de
la barre un mouvement tel que le mouvement qui en
résulte pour la barre ne soit pas changé, c’est-a-dire
que la barre oscille comme un pendule simple de lon-
gueur {. Déterminer explicitement ces mouvements de
I'insecte pour ! = 4 u,.

II. — CONCOURS NORMAL.

On considére le systéeme matériel formé d’un corps
solide pesant (S) assujetti par des liaisons sans frotte-
ment a la condition qu’une droite A invariablement
liée 2 (S) reste dans un plan horizontal fixe (P), cette
droite pouvant du reste se déplacer librement dans ce

plan et le corps (S) pouvant tourner librement autour
de A.

1° Former les équations différentielles du mouve-
ment du systéme et montrer qu’elles peuvent s’intégrer
par des quadratures. Indiquer, sans faire les calculs,
qu lle méthode on pourrait employer pour trouver les
réactions du plan fixe (P).

On pourra prend re un triedre trirectangle invariable-
ment lié au corps (S). ce triédre ayant pour origine le
centre de gravité G du corps, 'axe Gy étant paralléle a
A el l'axe Gz perpendiculaite au plan formé par le
point G et la droite A. On désignera par ¢ la distance

IS
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de G a la droite A, par § 'angle de Gz avec la verticale
ascendante, par b 'angle de A avec une direction hori-
zontale fixe. Enfin on désignera par €, n,Cles coordon-
nées de G par rapport a des axes fixes convenablement
choisis. (

2" Déterminer, parmi tous lesmouvements possibles
du systéme ceux qui se réduisent a une rotation autour
d’un axe vertical fixe. Cesmouvements sont-ils compati-
bles avec une position initiale arbitraire du systéme ?
Examiner en particulier le cas ou cette position initiale
serait une position d’équilibre.

3 On supposera dans tout ce qui va Suivre que le
plan perpendiculaire a A mené parle centre de gravit¢ G
est un plan de section circulaire pour Iellipsoide
d'inertie relatif au point G. Etudier et discuter les
mouvements du systéme .

4 Est-l possible que le systéme admette un pendule
simple synchrone, c’est-a-dire que les fonctions du
temps qui donnent 'angle b dans les différents mouve-
ments du systéme soient les mémes que celles qui don-
nent I'angle d’écart avec la verticale d'un certain pen-
dule simple ? Enoncer, autant que possible sous upe
forme géométrique, les conditions d’existence d’'un
pendule simple synchrone et trouver la longueur de ce
pendule.

lee corps (S) étant donné, montrer qu’il est toujours
possible, et de plusieurs maniéres, de choisir la posi-
tion de la droite A par rapport a ce corps, de sorte
que le systéme ainsi déterminé admette un pendule
simple synchrone. Effectuer les calculs pour une
plaque rectangulaire homogéne de dimensions 2a
et 2/(a>0).
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5¢ On suppose que le systéme admette un pendule
simple synchrone etl’on applique au corps (S), sup-
posé au repos dans une position d’équilibre, une per-
cussion dont la ligne d’action rencontre la verticale du
point G. Montrer que l'angle aigu ciue font entre elles
les deux positions de la droite A & deux instants quel-
conques du mouvement produit ne peut dépasser.1 ra-
dian. Cette limite peut-elle étre atteinte et pour quelle
forme du corps (S)?

La propriété énoncée s’étend-elle au cas otr le sys-
téme n’admet pas de pendule simple synchrone ?

6° Le systéme, admettant un pendule simple syn-
chrone, est supposé en mouvement. A un moment
donné on lui applique une certaine percussion horizon-
tale. A quelle condition doit satisfaire la ligne d’action
de cette percussion pour que les deux mouvements du
systéme, I'un antérieur, 'autre postérieur a la percus-
sion, correspondent au méme mouvement du pendule
simple synchrone ?

N. B. — On prendra l'équation de lellipsoide
d’inertie relatif au point G sous la forme

Az?+ By?+Cz? — 2Dyzs — 2 Ezx — 2Fxy =1.



