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[P'8a]

DEMONSTRATION GEOMETRIQUE DU THEOREME DE LIOUVILLE
SUR LE GROUPE ISOGONAL DE TRANSFORMATIONS DAAS
I’ESPACE (*);

PAr M. Lk LieuteNanT ANpRé LEVEQUE,
Eléve & I'Ecole Polvtechnique.

Tutorime. — Dans Uespace, le seul groupe de
transformations ponctuelles qui conserve les angles
est celut des similitudes ct des inversions.

Considérons en effet deux espaces E, et E, qui se
correspondent point par point, et par suite ligne par
ligne, surface par surface Supposons que l'angle de
deux lignes concourantes quelconques de E, soit égal
A Pangle des deux lignes concourantes homologues
de E,.

Considérons dans E, le systéme triple orthogonal
formé par un systeme de trois directions (P, Py et Py)
de plans rectangulaives. 1l lui correspond dans E; un
systéme teiple ovthogonal 5., S,, 8,). Dans E;, ala
direction P, correspondent une infinité de directions
P, et Py; done, dans E,, a la famille S, de surfaces
correspondent une infinité de familles S, et S;. Comme
les surfaces S, et 5, coupent une surface S, quel-

(') Deux démonstrations basées sur le théoreme de Dupin, ont
déja été donnees en 188¢ pnr M. E Gour-at (Annales de U'Ecole
Normale; Memoires sur [e< substitutions orthogonales et les divi-
sions reguliéres de ! espace) et en 1goo par M. G. Darboux
(Archiv der Mathematik und Physik, 3¢ serie, 11 Sur les trans-
formations conformes de l'espace a trois dimensions).

A. B,
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conque suivant ses lignes de courbure, il en résulie
que cette derniére admet une infinité de systémes de
lignes de courbure; tous ses points sont donc des
ombilics. Les surfaces S, (et par suite S, et S3) sont
donc nécessairement des plans ou des sphéres.

Premier cas. — Si toutes les surfaces S, S;, S, sont
des plans, et cela quel que soit le systéme Py, P,, P,
considéré, alors les deux espaces E, et E, se corres-
pondent plan par plan, et par suite droite par droite.
Cette correspondance homographique, conservant les
angles, est une similitude (directe ou inverse).

Deuxiéme cas. — Si les surfaces S, S,, S; sont en
général des spléres, examinons comment ces sphéres
seront distribuées dans 'espace E,.

Une surface (S, ) quelconque est coupée par les deux
familles S, et S; suivant deux familles C; et C| de
cercles orthogonaux, engendrées par l'intersection de
(Sy) avec tous les plans passant par chacune des droites
A, et A’ conjuguées par rapport a (S,). Par exemple,
les cercles C, sont tous les cercles de (S,) passant par
les deux points A, et B, (A, et B, ¢tant réels ou ima-
ginaires conjugués) d’intersection de (S;) avec A,. lls
correspondent dans E, a une série de pavalléles du
plan P, dans E,. Donc ils ne doivent avoir aucun point
commun i moins gu’ils ne se rencontrent sous des
angles tous nuls; cette condition devant étre réalisée
pour C/ aussi bien que pour C, entraine, pour A, et A,
la nécessité d’étre deux tangentes rectangulaires en un
méme point.O de (S,) (*). Alors, tous les cercles C,

(') On peut montrer autrement la nécessité pour tous les cercles
C, et C} de passer par un méme point O : en effet, puisqu’a une
droite quelconque D de P, correspond un cercle C de (S,), le
cercle C doit couper tous les cercles C, sous le méme angle (de
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et C, passent par O; il en est de méme de toutes les
sphéres S; et Sy, et par suite des sphéres S,.

11 résulte de tout ceci qu’'a un plan quelconque de
E, correspond une sphére de E, qui passe par un
point fixze O (cette sphére pouvant exceptionnellement
étre un plan). En effet, nous venons de le démontrer
pour trois directions de plans rectangulaires. La
démonstration précédente s’étend facilement au cas
d’un plan quelconque de E,, au moyen de la remarque
suivante : & un plan qui passe par 'intersection de deux
autres dans E, correspond dans E, une sphére qui
passe par 'intersection de deux autres. Alors, un plan P
perpendiculaire a P,, passant par lintersection de
deux plans P, et P3, correspond a une sphére qui passe
par O; de méme, un plan II, passant par I'intersection
de P et d’un plan P, quelconque, correspond a une
sphére qui passe en O : or le plan II est arbitraire.

La démonstration s’achéve dés lors sans aucune dif-
ficulté : dans I'espace E,, faisons une inversion quel-
conque de pole O : nous obtenons un nouvel espace,
E,, qui correspond point par point a I'espace E,, avec
conservation des angles ; mais, les sphéres passant par
O étant transformées en plans, il en résulte qu’a un
plan quelconque de E, correspond un plan de E,. La
correspondance entre E, et E| est la méme que dansle
premier cas; c'est donc une similitude, qui peut étre

en particulier une égalité directe ou inverse.
C. Q. F. D.

méme pour lous les cercles C)), généralement différent d'un droit;
or il existe toujours”un cercle C, ou un cercle C| tangent au cercle
C, 4 moins que ce cercle C ne passe 4 la fois par les deux couples
de poinls communs aux cercles C, et aux cercles C); ceci n’est
possible que si ces points communs sont tous les quatre con-
fondus en un point O; alors tout cercle de (S,) passant par O est
un cercle C, et réciproquement,



