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[N'4a]
UN THEOREME GENERAL SUR LES COMPLEXES ;
Par M. C.. SERVAIS,

Professeur a I'Université de Gand.

1. Les cones d’un complexe d’ardre n, relatifs
aux sommets Ay, Ay, Ay, ..., A, d'un polygone
gauche, déterminent sur les diagonales A, A,
LAy, ey o A Ay qud lewr sont opposées
respectivement les ponctuelles

(Bl)v (Bi)a (BJ)v ey (BP)
telles que Uon a Uégalité
(a) (B1)p,2.(Ba)1,s-(B3)aw. .. o(Bplp—y,0 = (—1)P",

la notation (Bi)i_, s+r indiguant le produit des
Ar 1 Bg
AieiBe .
la ponctuelle (By) relativement aux origines Ay_,,

Ay de la diagonale Ay_y Ay, opposée au sommet
s (M.

Ce théoréme est vrai pour un triangle Ay A, Aj,
car dans le plan de ce triangle les droites du complexe
issues de Ay, A,, A; sont tangentes a la courbe du
complexe. Celle-ci étant de classe n, on a, d’aprés le
corrélatif du théoréme de Carnot :

(B1)s,2, (Ba)y,s, (B3)2= (—1)"

rapports de section de tous les points By de

(') On suppose que les cotés A, A,, A, A, ..., A, A, du polygone
ne sont pas des rayons du complexe considéré.
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Il suffit donc d'établir que le théoréme supposé vrai
pour un polygone de p — 1 sommets Ay, Ay, .., Ay
Pest nécessairement pour un polygone de p sommets.

Les cones (A,), (A,_1), (A;) du complexe déter

minent sur les cotés \p_ Ay, AyA,, A A, | du
triangle A, \, A, respectivement les ponctuelles
(Bp), (B;,_g ), (\B/l> etlon a

(Bp)p-1a (B i p (B ppmy = (— 1)%.
Le cone (Ay) du complexe détermine sur les cotés
ApAs, AvA,l,, Ao A, du triangle A, AL A, les
ponctuelles (By), (B)), (B}) : elles sont situées sur
la section du cone (\y) par le plan A, A A, et,
d’apres le théoreme de Carnot, on a

(Bi)p,a.(BDa,pos (B)p-y p=1.

l.e cone (A, _,) du complexe détermine sur les cotés
r-1) I
A Np, ApAy, AV, L, du ftriangle A, wALA les

d

ponctuelles (B,_,), (B;,_,) (B,’,_,) et on a de méme
(B/'—l)}’—‘.’./)'(Blp——l)]l.l'(B;’) 1), p-2=1.

Les cones (Ay), (Ay), (\3), ..o (Ap_y) du complexe

déterminent sur les diagonmales A,_yA,, A A,

AsAd oo Aplay du polygone Ay AL AL LA, es

ponctuelles

(BY), (By), (By), .. (Bh-1)
et I'on a par hypothese
(B p=1.2-(Ba)y 5.( l},,)_»»:,. e (B peea= (=)o tin,
Les quatre ¢galités précédentes conduisent a
(Bi)p,e, (Ba)is, (Bi)sys ooy (Bplpoga= (—0)re;

le théoréme est donc démontré.

2. Dans le cas d’un complexe linéaire, la démonstra-
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tion uniquement’basée sur les théorémes de Ceva et de
Ménélaiis est purement géométrique. Du théoréme (n° 1)
on déduit la propriété suivante :

Si un polygone A AyAy...A, est inscrit dans
" une courbe gauche dont les tangentes appartiennent
a un complexe linéaire (en particulier une cubique
gauche), les plans osculateurs auxr sommets Ay, \,,
A3, ..., A, rencontrent respectivement les diago-
nales opposées Ap Ay, Vi Ay, oy, oo, Ay 1Ay en
des points By, B, By, ..., B, tels que

A,B, AB, A,B, A,_iB,
2B, A8, A,B, A B,

= (—1)r.

Si P'on considére le complexe linéaire spécial dont
les rayons rencontrent une droite fixe [, on a la pro-
priété :

Les sommets \,, Ay, Ay, ..., \,, d’un polygone
gauche sont projetés d’un axe [, respectivement sur
les diagonales opposées A, \s, AyAy, ALA,, ..
A, Ay en des points By, By, By, ..., B, tels que

A,By AyB, A,B, Ay B
A B, A B, ALB; T TAB,

3. Les droites tangentes a unc surface T ou rencon-
trant une courbe A, formant un complexe, on peut
appliquer le théoréme (n° 1) a des cones circonscrits &
la surface X ou perspectifs a la courbe (4).

4. Le complexe linéaire étant déterminé par cing
rayons, les cas de I'’hexagone, du pentagone et du
quadrilatére doivent retenirparticuliérementl’attention.
On peut alors énoncer les propositions réciproques :

a. Etant donné un hexagone gauche A A,.. A,
dont les six cotés n’appartiennent pas & un complexe
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linéaire, on marque sur les diagonales AgA,,
AAy, AA,, L., ASA respectivement les pomts
By, By, ...y Be. Scl'on a Uégalité
AsBy AyB; A:B; AuB, AB; A;B,

A2B; A;B, A,B; A;B, A¢B; A, B,

les six rayons A,B,, A\;B,, \;B;, A;B,, A;B,,
AeBs font partie d’un méme compleze linéaire (*).

En effet, les cing droites A B,, 1,B,, ..., A\;B; ne
peuvent appartenir & une méme congruence bilinéaire,
sinon le complexe linéaire passant par cette congruence
et déterminé par le rayon A, A, aurait pour rayons les
cotés Ay Ay, AgA,, ..., Ag\, de I'hexagone, ce qui
est contraire a I'hypothése. Les cinq rayons A, B,
\.B., ..., A;B; déterminent donc un complexe
linéaire; la droite A¢B; est un rayon de ce complexe
d’aprés le théoreme (n° 1).

b. Itant donné un pentagone gauche dont les cing
cités Ay \y, Ay \y, ..., \,\, Rappartiennent pas
a une congruence bilinéaire, on marque sur les
diagonales A;A,, Ay Ay, Au A, Ay A, A\, respec-
tivement les points B, B,, By, B,, B,. S¢ Uon a
légalité

AsB, AyB, A,By A,B, A,B,
\,B; A;B, A.Bs A B, A(B;

les cing droites A\B,, A,B,, A;B;, \,B;, A;B;
sont des rayons d'une méme congruence bili-
néaire (*?),

(') Ce théoreme importaat, susceptible de nombreuses applica -
tions. est da a M. J. Neuberg, qui I'a obtenu par voie analytique.
(Voir Annales de la Societe scientifique de Bruxelles, 1912, p. 194~
202, Supplément a la livraison juillet, aout, Mat}wau 1912.)

(*) J. NEuBkRa, lec. cit.
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En effet, les quatre droites A, B,, A,B,, A;B;, A, B,
ne peuvent appartenir a un méme systéme réglé, sinon
la congruence bilinéaire passant par ce systéme et
déterminée par le rayon A, A, aurait pour rayons les
cotés A, Ay, AjA,, ALA;, A;A, du pentagone; ce
qui est contraire a ’hypothése. Les rayons A,B,,
\»B,, A;B;, AB; déterminent donc une congruence
bilinéaire et tout complexe linéaire passant par cette
congruence a pour rayon la droite A;B; d’aprés le
théoréme (n° 1).

c. St lon prend respectivement sur les diagonales
Ay, AVAy dun quadrilatére gauche Ay A A A,
les couples de points (By, By), (B,, B,) tels que

A.By A/By ALBy ALB,
.B; A,B, A.B, A,B, "

les droites A\ By, A,B,, AyB,, A.B,, appartienncnt

a un méme systéme reéglé.

En eflet, cette égalité peut se mettre sous la forme

(AsAzB‘B;)(AlA,;Bng> =1
ou

(AgAgBl B’) = (B;Bg A]Ad),
par suite les droites A;By, A,B,, Ay;By, A,B, sont
des rayons d’'un méme systéme réglé.

3. Etant donnés une quadrique X et un polygone
gauche Ay \,...A,, les plans polaires des sommets
Ay, As, Ay, ..., Ay rencontrent respectivement les
diagonalesopposées Ay Ayy Ay Ay, Ao Ay, o AL A
en des points By, By, By, ..., B, tels que l'on a
Uégalite

ApBi AyBy AsB; A, B,
AsB; AgBy A.B; T AB,

En eftet, Ie théoréme est vrai pour un triangle Ay A, A, ;
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car, relativement a la conique d’intersection de la qua-
drique I par le plan A, A, A3, les polaires des sommets
de ce triangle rencontrent les cotés opposés en trois
points By, B,, B; en ligne droite; on a donc

A3 B| A| Bg Ag B;;

A3D1 A1 D2 A2P3
. ,\g B] A3 Bg Al B;;

On démontre comme au n° 1 que le théoréme supposé

vrai pour un polygone de (p — 1) sommets I'est néces—

sairement pour un polygone de p sommets.

6. Etant donné un polygone gauche A A,...A,,
le nombre p de sommets pouvant prendre chacune
des valeurs 3, 4,5, ..., 9, 10; on marque respecti-
vement sur les diagonales Ay Ay, AyAy, AAy, ...,
A, Ay les points By, By, By, ..., B,. Si lon a
Uégalité

ApBi AiBs AsBy  ApBy
N.B; A, B, A B, AL B, ’

toute quadrique qui divise harmoniquement p —y
des segments ABy, A,B,, ..., A,B, divise aussc
harmoniquemnent le segment restant.

‘n effet, il n’existe pas de quadrique divisant harmo-
niquement les dix cotés d’un décagone général : dans
ce cas, les neuf couples de points conjugués (A, B,)
(A By), ..., (Ay,By) définissent une seule quadrique X;
sinon on pourrait leur adjoindre le couple de points
conjugués (A, A,) pour déterminer une quadrique;
mais alors on aurait aussi les couples de points conju-
gués (s, Ay, (Ay, Ay), ..o, (Ao, Ay), ce qui est
contraire & I'hypothése. La quadrique  est donc déter—
minée ct clle est conjuguée au couple de points
(Avay Byo) d’aprés le théoréme (n° 5).

Si p est inférieur a 10, 1l existe une infinité de qua-
driques conjuguées a (p —1) des couples de points
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(Ay, By), (As, By), ..., (3p, By, chacune d’elles est

conjuguée au couple restant d’aprés le théoréme (n° 3).
Le théoréme est donc demontre.

Cette généralisation d’un théoreme de Hesse, relatif
au quadrilatére polaire, est toute différente de I'élégante
extension de ce théoreme donnée par P. Serret et rela-
ti\e'au tetraédre coupé par une transversale (').

7. Etant donné un pentagone gauche AjA, ... A,
sur lesdiagonales AsAyy Ay Ny, ..o, Ay Ay, on marque
respectivement tes po'nts By, B,, ..., B,. Si l'ona
Uégalite

AsBy \iBy  ALB,
A.B AB ' AR,

=1,

les sphéres decrites sur les segments AyB,, A;B, ...,
A;B;, comme diameires ont méme centre radical.

En eflet, soient o lc centre radical des quatre spheéres
(AyBy), (A,ByY, (ABs). (A;B)); P, la puissance
de ce point relativement a ces spheres; la sphére de
centre w et dont le carre du ravon est égal a P, divise
harmoniquement les diametres A{By, A,B., A,By,
A,B;. D’apres le théoreme (n® 6) elle divise harmo-
niquement le diamétre .\, B, de la sphere (A,B;); par
suite P, est la puissance du point w relativement a la
sphére (A;B;).

Dans le cas du quadrilatére gauche AjAsA A,
les sphéres (A,B,), (A,B,), (A3By), (A;B,) ont

méme axe radical.

8. Des théoréemes (n* 1 et o) on déduit :

Les plans polaires des sommets Ay, Ay, ..., A,
d’un hexagone général (n° &) relativement a une
quadrique X rencontrent les diagonales opposées

(') P. SERRET, Geometrie de direction, p. 263.
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A;A,, AVA,, ..., A;A, en des points B,, B,, ..., B,
lels que les six rayons A,B,, A;B,, ..., A¢B;
appartiennent a un méme complere linéaire.

Les plans polaires des sommets d’un quadrilatére
gauche A, A, A;A, rencontrent les diagonales
opposées A, A;, A, A; en des points By, By, B;, B,
tels que les quatre rayons A By, A,B,, A;B;, AB,
appartiennent @ un méme systeme réglé.

9. Dans le cas o le polygone A, A, ... A, (n°6) est
inscrit dans la quadrique Z, le conjugué harmonique B/
du point B, par rapport au couple A,A; est conjugué
a B relativement a la quadrique X. La droite A, B est
dans le plan polaire du point B,; ce plan passe par la
conjuguée de la droite A,B,. La droite A, B est donc
la droitc menée par le sommet A, s’appuyant sur la
diagonale opposée A, A, el sur sa conjuguée. En remar-
quant que les rapports de section A,B,:A,B,,
A, B 1 A, B| sopt ¢gaux el de signes contraires, on a
le théoréme :

St par chaque sommet d’un polygone gauche
AyA,...A, inscrit dans une quadrique E, on méne
la droute s’appuyant sur la diagonale opposce et
sur sa conjuguée relativement a X, les p droutes
ainst obtenues rencontrent respectivement les dia-
gonales correspondantes ApA,, AjA,, AxA,, ...,
Ap_ 1A, en des points B\, B,, ..., B, tels que

ApBYy AyB, A4B;  A,B,

AP, A, AP, T AE, (D

10. Des théorémes (n* 4 et 9) on déduit :

Si par sommet d’un hexagone genéral (n° 4) ou
d’un pentagone géneral (n° 4)ou d’un quadrilatére
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gauche inscrit dans une quadrique T on méne (ta
droite s’appuyant sur la diagonale opposée et sur sa
conjuguée relativement o la quadrique T, les six
droites ainsi obtenues dans le cas de Phexagone
appartiennent & un méme complexe linéaire; les
cing droites dans le cas du pentagone font partie
d’une méme congruence bilinéaire; les quatre
droites dans le cas du quadrilatére gauche sont des
rayons d’'un méme systéme réglé.

11. Dans un polygone d’'un nombre impair de som-
mets A;A;... Ay, chaque sommet A, est opposé
a un co6té du polygone. Ce coté joint les sommets con-
séeutifs Azip, Azipeq, l'indice d’'un sommet étant
diminué de 2p 41 s'il est supérieur 4 2p + 1. Dans le
polygone dont les sommets successifs sont : Ay.y, Ay,
Apiy Aoprr, Apy Aypy, Apy, .., Ay, la diagonale
opposée a un sommet quelconque A, est précisément
le coté AzipAzipss opposé au sommet A, dans le
polygone A A, ... A,.

Il résulte de la que dans les propriétés qui font
Pobjet de la présente Note, si le nombre de sommets
du polygone est impair, on peut substituer aux diago-
nales les cOtés opposés aux mémes sommets. Ainsi le
théoréeme (n° 1) devient :

Les cénes d’'un complexe d’ordre n, relatifs aux
sommets Ay, A,, ..., Aypyy dlun polygone d’un
nombre impair de sommets, déterminent sur les
cOtés opposés a ces sommelts respectivement les ponc-

tuelles
(By), (By), (Bs). ..., (Bapy1)

telles que l'on a Uégalite

(Bi)v2 + - B)riz.p2ee - (Bapg) 41 =(—1)¢



