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[B12¢c]
DEUX NOTES DE GEOMETRIE VECTORIELLE (');

Par M. R. GARNIER.

1. La formule d’Euler-Savary (*). — Soit £ une

(') Les méthodes de la géométrie vectoriele sont encorc peu
familiéres a la plupart des étudiants francais. C’est pour contribuer
a les répandre que nous les avons appliquées ici & deux exemples
qui nécessitent souvent, soit de pénibles calculs, soit encorc des cons-
tructions géométriques assez cachées ou peu rigoureuses. Comme
notations, nous- avons adopté celles dec 'excellent Traité de Burali-
Forti et Marcolongo (Eléments de Calcul vectoriel; trad. par
S. Lattés; Paris, Hermann, 1910).

(?) Au sujet de cclte formule, on nous permettra de rappeler la:
belle démonstration de M. G. Keenigs (Bull. Sc. math., »° série,
t. XXXI, 1907); par sa simplicité et sa”précision, eclle devrait étre
classique.
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sphére de centre O et de rayon 1; pour établir la for-
mule d’Euler-Savary sur Z, nous appliquerons les for-
mules fondamentales de la composition des mouvements
a un point mobile M qui coinciderait constamment avec
le point de contact de la courbe (mobile) C avec son
enveloppe (fixe) C,.

1. Soit t un vecteur unitaire, porté dans un sens
arbitraire (mais variantavec continuité) par la tangente
commune a C et a G, ; désignons par:

vi=ot et Ji lavitesse et 'accélération (abso-
lues) de M sur C,;
v=yvt et J lavitesse et Iaccélération (rela-

tives) de M sur C:
Q la rotation instantance, de module o.
Posons encore

=0+ 9 ’
w
M=0+r,
d’ou
rxt=o,
et faisons enfin
(1) n=rAt.

Ces notations introduites, la formule de la compo-
sition des mouvements pour le premier ordre s’écrira

(2) nt=(QAT)+rot;

I'arc de grand cercle IM est donc orthogonal a C et a
C, en M, et 'on peut poser, en conséquence,

(3) f):m(rcosl-i—nsin)\);

) désignera la distance sphérique IM, comptée a partir

de M dans la direction n. Multipliée (><) par t, la rela-
tion (2) donne alors

(4) vy =wsinA + o,
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Appelons enfin p un vecteur unitaire dirigé suivant
la normale principale a C, dans un sens arbitraire ;
on pourra écrire T

P =--Tsinp + N cosg,

sinp désignant le rayon de courbure de CG('); et, si I'on
affecte d’accents les dérivées par rapport au temps, la
premiére formule de Frenet donnera

5 t =—v¢r+vcotgn.
)

2. Ecrivons maintenant la relation de composition
pour le second ordre, soit:

J1=@ AD)+(Q@XT)0—wr+2(Q,/ v)+]j,

et multiplions intérieurement les deux membres de la
relation par n; nous aurons successivement, d’aprésles
propriétés de Paccélération, les équations (1), (3), (5)
et la relationn Ar=t:
ji1xXn=yv3cotgy, jxn=v92cotg,
(@ \r)yn=uw((r'cosh+n'sinA) \r]n

=—wpcosh +~wsinA(r mn)n’

=—wycosh —wsinAt>xn'

=—wvcosh -+ wysinkcotp,

QXr.0Xn=uw?sinkcosh,
rxn=o,

(Q, . Vv)n=w¢[(rcosh +mnsink) A tjn = wecosk;
d’ou
v? cotgy = Wy COSA + we sinA coly 4= w2 sinh cosh + v2 cot g
1 V1 v h
= (v colp + wcosh)(v + wsink),

¢’est-a-dire, d’aprés (4),
(6) #1€OLgy— ¥ COLE = w COSA.

3. En particulier, faisons M =1, d'ou A =0; v,

—A

(') De sorte que O + r + p sinp désignera le centre de courbure
de C.



( 344 )
et v seront égaux tous deux a
o’
W= <—> ’
w
tandis que sing, et sing devront étre remplacés respec-
tivement par sings et sinp,, rayons de courbure res-

pectifs de la base et de la roulante. La formule (6)
donnera alors

(7) W(CO[Pf-COt 9//:):(»;
on aura ensuite, en posant

w <t =wcosg,

et en utilisant (1), (3) et (5):

1 w'
8 0sg= —(Q xXt)— —(Qxt
(8) W COS< w( xt)— — )
= (r'cosh+mn'sinh) <t
. , sin(¢ — A
=vcosk—s:n)\nxt=v#-
sing

Ceci fait, il suffira de rapprocher (4), (7)et(8) pour
en déduire
colgy —cotg = %’(cos)\—sinl cotgy)

w sin(z;— A
-— _g_._)((:o[‘of__col‘gm)

¢ singy
sin(g — A)sin(g;—A) cotgr—cotgy
- sing sing, cos©

c'esl-a-dire
cosg [cot(p—A)—cot(p—A)] = cotgr— cotgy,.
Cest la formule d’Euler-Savary pour la sphére.
Il importe d’observer que cette formule est indé-

pendante des conventions de sens adoptées aw début :
effectivement, un changement de sens effectué sur t

remplace X par — %, @ par = — g, py €L o par ® —p, et

—
(Y

—.¢; un résultat analogue s’applique a w; enfin, un

changement de sens sur p (oup,) remplace o par n—p
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(ou p, par=+-p,). Aucune de ces modifications ne change
la formule ; la méthode vectorielle, et c’est lia son grand
avantage, affranchit donc le résultat de toute erreur
de signe.

1. Les surfaces apsidales. — Soient O le pole de la
transformation, M = O +r un point d’une surface S,
n un vecteur unitaire porté par la normale MN a S
en M. Au point M, la transformation associe un point

M, = O —+r, tel que

(1) rxri=o,
(2) (r Ary)n=o,
(3) ry=r.

Nous allons déterminer le vecteur unitaire n, porté
par la normale M, N, a la surface S,, lieu du point M.
Tout d’abord, I'¢quation (2) donne

ry= AT + pn;
posons

(1) rxn=rcosV;
en vertu de (1), nous aurons
Ar—+ pcosV=o,
puis, en vertu de (3),
p2sin?V = r2,
On pourra donc écrire, par exemple,

r

\ =—cotV, }J.:sinvy

et 'on aura
(5) rcosV +r;sinV = /n.

Multiplions (><) cette équation par n et tenons compte
de (4); 1l viendra

(4ih ryxn=rsinV.
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Geci posé, I'équation (3 ), différentiée, devient
cosVdr+sinVdry+(—rsinV-+ricosV)dV=rdn-+ndr,

et, aprés multiplication intérieure par n,’on en déduit

. ¥ I
sinVn x drl =dr = ;l'tdl'i = -,-‘rl > drg,
¢'est-a-dire
(nsinV—- r_r.) X dry =o.

Cette équation devant étre vérifiée quel que soitdr,

on en lire
. . r

(6) n,=p(n51n\—7f>;
les normales MN et M, \, sont donc coplanaires; elles
sont en outre rectangulaires, car, d'apreés (6) et (4),

on a
nxmn; =o.

Enfin, en exprimant que n, = 1, on trouve
) q
srcos?V =1:
ou pourra done écrire
. e ry
1 1 =
(7) nsinV + n;cosV -
L.e caractére involutif dela transformation résulte des

formules (5) et (7) qui peuvent encore s’écrire, si l'on
préfere :

rysinV=-—rcosV + rn,
3 rmysinV=—~r ~+racosV,
rsin( ~V)=—r;cos(— V) -+ rny,
% rasin(=V)=—rx, . #+rojceos(—V),

ainsi que des formules (1), (2), (3) et de la suivante :

r>xn=rcosV=r;xn;

Ces mémes formules permettent encore de démontrer
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aisément la permutabilité des transformations apsidale

et par polaires réciproques relativement a une sphére
de centre O. o



