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[0'6k]
SURFACES DE TRANSLATION
APPLICABLES I'UNE SUR I’AUTRE,

(Suite);

Par M. BerTrRaNdD GAMBIER,

Professeur a la Faculté des Sciences de Renncs.

Je vais maintenant donner quelques cxemples de
surfaces, obtenus par le procédé exposé jusqu’ici.
Daprésladéfinition des fonctions f,, f4, f3 (formule 23).
on a

(30) { fidfi+  fodfi frdfs=o0;
o [ 2fy dfv+ nfy dfs+ n2fy dfs = o;
d’ou

fl (]fl _ f_'dfz _ f’ldfi

a
(31 _ = = .
m*— np* nt— |2 (22— m?

Supposons donc que nous délinissions la fonction o
par la relation
W d,
(392) dy = f1 e/, P(f1),

m2— n?

ot P est un polynome arbitraire d’une vaviable; puisque
Ji=ASi+B=Cfi+D,
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ou A, B, G, D sont des constantes, on pourra écrire la
relation (32) sous la forme

(33) dx = f’df‘ P

m2—

= fdf Q(Jw = fz R(f3),

ou Q et R sont deux nouveaux polynomes faciles a cal-
culer: dans ces conditions, la courbe (. donnée par les

inlégralesfj', da, ff_. da, [f, do sera manifestement

une courbe algébrique, la premiére intégrale est obtenue
en intégrantun polynome en f;, la seconde un polynome
en f, et de méme la troisiéme un polynome en f;. En

6 5 inté o db q
opérant de méme pour les intégrales f.g, dap, /92 dp,

f 93 df. jobtiendrai une infinité de surfaces algé-

briques de genre égal a Punité ().
Prenons par exemple P =3, alors Q ¢t R sont égaux

Y \ . . Yt Bt

a 3 et la courbe C est le lieu du point # , L2
m? —n? pr—{[2

/’(t)

Y g - Le calcul analogue fait en remplacant /| par o,
. i 1 I
Sa par @as Js par o, et {, m, n par Vi montr? que

I'on peut prendre comme courbe T le lieu du point

(1) Toutes ces surfaces sont intéressantes a éludier: elles admettent
des symétries évidentes. Sur la courbe C les coordonnées x.y.5 sont
respectivement des polyromes impairs en f,, f,, f; qu'on peut sup-
poser privés de terme copstant, commencant par un terme de
degré 3. Les racines de f, ou f, ou f, donnent trois séries de ligne
de rebroussement dont deux seulement sont réelles: on obtient de
meéme parmi les courbes ¢, = const. trois séries de ligne de rebrous-
sement.
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hoi (1)) ho3 () hod (1))
r(mr—nz)’ m’(n-’-—l?)’ n2({2— m?)
stante arbitraire.
D’autre part, comme la courbe (4) est le licu du point
Uf\, mfs, nfy on peut poser

» ou i est une con-

o1(2)=1{fict), oy(t)y=mfy(t) et o(t) =nfit).

de sorte que j’écrirai définitivement pour la surface S
et la surface S, :

tm2— nptyxr= filct)—hl fity),

(34) (n2— Iy = fict)+lmfity).

(L—m2s= fit)y-—hn fict);

(m2— n2)X=  ficty+h  fioeg.

(33) tn— YY=mflct)—h fict).

t 2—m2)L=nfict)y—Nh flity);

3 f2(ty )2 b of2ie) ]

(36) ds2=§d[—’ .LL(.___]% +/,:>d[l S
2 2

m— n? m?— n?
-—oh[ LA(t) fitt)
—mfot) frltyy—nfiot) fiot))

3 fict BENEIE
Xd[’_vl—]dl‘)"“l'l_»J'
2 m?— n* > et —- n?

On remarquera que pour /i =1 lasurface S et la sur-

)

——

face S, comcident : on a alors une auto-application de
la surface particuliére ainsi obtenue : la courbe ¢ = ¢,
ol ¢ est une constante num(‘riquo. est remplﬂcé(* préci-
sément parla courbe ¢, = ¢, courhe différente de forme,
de sorte que I'on a unc transformation bien distincte
d’une superposition par égalité. Pour o= —1, Set S,
sont symétriques, de sorte que S est encore auto-appli-
cable. Si 'on suppose 4? £ 1, on a deux surfaces non
superposables.

La circonstance quivient de se présenter est géncérale :
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je rappelle les formules

z = ff,mg'u)dwlf/,(z,)g',(mdt,,

~
|

l/f,(t)j(l)dt+ ff,(:.;j,u,)d:l,

= F2(t)de2+ F21(0)) dr}

+2[LN1(0) frlty) 4+ m f2(2) fo(8) = n f35(8) f3(0) )
v. < F(t)Fi(1y) dedty,

b
[

formules qui mettent bien en évidence que si
F,(t)==3(1) les deux surfaces'S et S, coincident, que
si §,(¢) =— F(¢) les deux surfaces S et S, sont symé-
triques, mais que de toutes fagons la surface S obtenue
estauto-applicable, le point (¢ = ¢, ¢, = () étant dans
Pauto-application échangé avec le point (£=1¢}, ¢, =1¢%),
d’ailleurs le ds? dans 'un ou Pautre de ces deux cas est
effectivement symétrique en £ et ¢,.

Bien que les formules (1), sous la forme (I) ou la
forme (37), soient commodes dans un certain nombre
de cas, clles ont I'inconvénient de contenir six quadra-
tures. Si on laisse toute sa géncralité au probléme, les
six quadratures peuvent disparaitre complétement.

On sait en effet obtenir par des différentiations et
éliminations la courbe la plus générale dont le cone
divecteur des tangentes est un cone donné, car
si f(x,y,51= o0 est I'équation de ce cone transporté de
fagon que le sommet soit a I'origine, 'enveloppe du

plan
Nfe+ Yi+2fi+olx,y, 5)=0,

ot z est une fonction homogéne de méme degré que f7,
est une développable dont l'aréte de rebroussement
donne la solution générale.

Or, ici le cone directeur (g) est du second degré :
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présentée sous cette forme, la recherche de C ne fait
plus intervenir que les notions de tangente ou plan
osculateur, qui se conservent dans une transformation
homographique quelconque. Puisque I'équation du
cone (g) a été mise sous la forme

» ()G

il suffit de remarquer que la transformation homogra-
phique

(39)

r
= —=»
VL

Y
- =

M T UA

vy
~
I

transforme la courbe C en courbe minima, de fagon
que je n’aurai qu'a écrire que le point &, 7, { a pour
coordonnées les expressions classiques dans la théorie
des surfaces minima, obtenues dailleurs précisément
par la méthode indiquée ici. Jai done pour G :

r= VR[S 0 o — s
= ‘/' /(1~-u "(w)du,
:VM[ ) — g )+ fw)|
- “i"'f(l u)f"(u)du,

= YN S (0= fi(w)]
\ v\ '[ w f7(w)du.

\

<
!I

I

La courbe I' s’obtient en remplacant dans (40) w par u,,

J () par fy(u,) et multipliant 2, », 5 pav {, m, n res-

. . L+ A
pectivement. Rappelons d’ailleurs que /= l——j_—)

VL

M+ N A

m — ‘/—i—, n = ‘/_'t__.
VM VN



1)

(S)

(S Y= V—(M+2) —?——f”(u y— e f(u =+ f (u)

ds? =

(320 )

Je pourrai donc écrire :

s — L Fi:'z-"'—zf"(u)+uf’1u)—f(u)h
— ':l—uf " ! _— ]
—yVL+n 5 J1(uy) 4wy fi(u) —fi(u) |,
- 1+ u? * ' .

y= YW )< f ) ()
+;/—<x4+)\)L%ﬁ(un—u:fi(ua)+fx("1> )

z= N [ v f(uw)— [f'(u) |
—L—\/m [ wy fll(ul)— f;("l) J;
[\:: VL2 ~l_"2‘/'”(u)+—uf’(u)———f(u)

+vhL

0 ) f () —~fx<u1);

[1+ w?

+y =N L ) = fi () - £ |,
7= VN [ w [ (e)— [ (u) ]
+ /N [« Si(w)— [i(w) Is
- — AN —ol— ¢
(L—M) (1 + )—x—!‘(“\ 2L—a2M)u () du
L—M 4 IN—aolL —- 2
4! )(l—+—u,)+4(.N 21 )M)u'f’,"’l(ul)du}

B VIV L n(i—ut (1 —ud)— =My (M) (11 (140 2+ 1/ NN

2

X f"(wy ) (uy) dudu,.

Dans ces formules, L, M, N, % sont des nombres
donnés; on a pris pour \/E une détermination arbitraire,
pour /L + % une détermination arbitraire et dans toutes
les formules on conserve ces déterminations; de méme

pour vV - Moy — (M%), \/N et /N 4.
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Les précautions a prendre sont les suivantes : je ne
m’occupe que du cas ou S et S, sont réelles toutes deux.
Si les réseaux C, T, C, et T, sont réels, deux des
nombres L, M, N sont de méme signe, 'autre de signe
contraire. Supposons L et N positifs, M négatif; on sait
que L+4%, M+ i, N+4X sont de méme signe que
L, M, N respectivement; dans ces conditions, les for-
mules (I') résolvent complétement la question, on prend
pour f et f, deux fonctions réelles des variables réelles
« et w, respectivement. Si I'on avait obtenu L et M
positifs, N négatif, il suffirait évidemment de remplacer
la lettre y par la lettre z, la lettre M par la lettre N et
inversement.

Si S et S, sont réelles mais découpées par des lignes
de translation imaginaires, on prend pour u une variable
complexe, pour u, la variable conjuguée; f et f, sont
alors des fonctions conjuguées; nous avons vu que ’on
pouvait alors supposer L, M, N imaginaires avec la
méme partie imaginaire, cela permet d’écrire

At — ki = ki
‘/i::a-l—;y \/M:b—r——b—; \/N=C+?’
— ki — ki
;/L—;—R:a————a—; \/L\’l+)\=b~—g’

ki

\/N+)\=C—?,

ou a, b, ¢, k sont quatre constantes arbitraires réelles,
et alors tout est parfaitement connu.

A utre de curiosité, en remarquera que, pour
L=M=N=1 et A=o, les formules (I') donnent
précisément une surface minima.

Il est presque superflu d’ajouter que f” et f7 ne
doivent pas éire identiquement nulles; -ajouter a f ou f,
un polynome du second degré revient a imprimer a 5
et S, une certaine translation.
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Si‘fi(u)=f(u), S et S, coincident, mais S est
auto-applicable par échange des courbes wu et u,.
Si fi(u)=—f(u), S et S, sont symétriques; S est
encore auto-applicable.

La nouvelle forme (1') va nous permettre d’obtenir
sans effort des surfaces unicursales. Je donne quelques
exemples numériques simples : il suffira par exemple .
de prendre

S(uw)=u3, Si(uy) == hu}.
Il est trés simple d’obtenir des valeurs entiéres pour
tous les nombres /L, L%, y—M, /— (M + ).
VN. yN 42 Prenons en particulier

L = 222, M =— 49, N = 36. L=i5

,
d’oul résulte

L+ ) =237, M4 h=—4, N - ) =81.
y 1 - 1 f ) >, :
JVaural pour les surfaces S et S, :

5 r =2203u—ud)+ 23h(3u;— ui),
(1) y = 7(3u+ud)+ 2h(3u;+ u}).
' z = 6(3u2) -— gh(3u});
( X=233u—ud)+a2h(3u;—u}),
(42) Y= 2@Bu+ud)+ 7h3u,+ u}),
Z = ¢g(3u?) -+ 6h 3ui;
(13) dst= ¢ [533(1-+u*)—720u2]du?
492533 (1 + u}) —y26u}] duj
+ 720 (r+ w2ut) — 123 (u+ u}) + 55uu, ]
X hdy du,.

Sije prends f(u)= w3, fi(u)=u' avec les mémes
valeurs de L, M, N, %, j'aurai deux surfaces S et S,
admettant toutes deux comme ligne de rebroussement
la courbe #,= o qui est une cubique gauche. J’écris les
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¢quations de ces nouvelles surfaces :

=922(3u — ud) + 23 (6u;—3u}),

x
y= 7(3u—+ud)+ 2(6u}—3u}),

(46) |
3 = 06(3u?) -+ o(8ui);
X=123(3u—ud)+22(6u} — 3u}),
(43) Y= 2(3u—+ud)=- 7(6u}+3u}),

!

(46) ds2= 0 [33(1+ ut)—g26u]dur
41 jud 33301+ uj) — 726ui] du?
+288u [130(1 + uru})
— 123 (w2 ul) + Sfuw, | du du,.

Z= 9g(3u2) + 6(8u});

Jaurai des exemples de surfaces a réseaux de trans-
lation imaginaires en prenant par exemple

VL = §+¢ VL h=1{—1, VM = 2 2,

VM 4+ A = » — 2l VN =1+ 4/, VN A =1—§i;

en prenant
S(u)=u? et Si(uy) = u},
j"ai une surface S auto-applicable; en prenant

Slu)— (1-+-1)ud et Siluy)=(1— i),

jai un couple S, S,. J'écris d'abord pour la surface
auto-apphicable :

= (§+1) QBu—ud)+(§— {)(3u;—u}),
(47) y=(—2+20)Bu+ud)— (2+2¢)(3u;+ u}),
'z: (1+47) 3u? + (1 —4i) 3ul;

(48) ds’= 135(1+ u*—Gu?)du?
+135(1+ ut — 6u}) du}
+ 18[25(1+utuly—9g(ur-+ul)+68uu]dudu,
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el pour le couple :

‘ = 3450 (3u—u3)+(3—50)3uy— u}),
(49) ' ¥y = — 4 (3u+ ud) — 4 (S uy— ui),
' 3 = (—3 4 5i) 3u? — (3 5i) Sul;

s)\: 5+ 30)Bu-—ud)+(5—30)(Buy—u}).
(H0) ' Y = 4t (3u—+ wd)—  4¢  (Bug+ui),
Z=( »—31) 3u? —+ (5 +37) 3ul;

(51) dst= a2jy0i(1— ut—6u?)du?

—a270i(1+u—6Gul)du?
“+ 36[2500 +uui)—9(u2+u})+68uu jdudu,.

Pour étre tout a fait complet dans la discussion, il
faut examiner ce qui arrive si la quadrique Q a centre
unique a une disposition particuliére relative a la
sphére il n’y a que deux cas a considérer : Q est de
révolution, ou bien () est bitangente a la sphére. Dans
le premier cas, il suffit dans les formules de supposer
L =N oul=n:lescourbes(a)et(b)sont des cercles
paralléles de la sphére; (A) coincide avec (b) comme
nous le savons, et la correspondance ponctuelle entre
A et a s’obtient par les méridiens passant par l'axe
commun de (a) et (A). C, €, T, T, sont des hélices
quelconques tracées sur des cylindres ayant méme
direction de génératrices.

Si la quadrique () est bitangente a la sphére aux
extrémités de 1'axe des s par exemple, la conique (a)
ou (B) est un grand cercle dont le plan contient Oz et
la conique (A) ou (b) est un autre cercle de méme
définition; A et @ sont les points situés a la méme cote;
il résulte de Ia que C est une courbe plane située dans
le plan de (a) et que C, est la position prise par C si
Pon rabat le plan de (@) autour de O 5 pour I'appliquer
sur (A); on peut dire si Fon veut que G et C; sont
symétriques 'une de Vautre par rapport a celui des
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deux bissecteurs de Pangle (A) (@) qui partage toutes
les courbes Aa en leur milieu; I' et I', admettent lc
méme plan de symétrie, ce sont d’ailleurs des courbes
planes aussi; delasorte S et S, sont elles-mémes symé-
triques 'une de Pautre et nous avons convenu d’écarter
cette disposition de figure.

Si Q est a la fois de révolution et bitangente a la
sphére aux extrémités de son axe de révolution, on
n'obtient encore qu’un cas de symétrie, comme on le
vérifie aisément,

6. Nous avons épuisé complétement le cas ou la qua-
drique Q est a centre unique. Je me reporte au para-
graphe 4 et je suppose Im £ o, n = o, de sorte que Q
est un cylindre du second degré admettant Oz pour
axe : la courbe (a) est encore une conique sphérique
quelconque.

Toutes les relations établies au paragraphe 4 de-
viennent ici :

\i=lal, \y = maj, \, = o;

‘5 S by=1IB,, -b,=mB)}, b, =o;
) e lag+—m2a2=1, B2 4 m2BR =1,
AP ap+ap=1, BRrBReBR=1,

la courbe (B) coincide toujours avec la conique (a);
les courbes (A) et () coincident toutes deux avec I'un
des grands cercles obtenus en coupant la sphére par les
plans de symétrie de (a).

Si les nombres [ et m sont réels, on voit aisément
que la conique n’est réelle que si /* et m? ne sont pas
tous deux inférieurs & 'unité; considérons la conique
(@) comme une ellipse sphérique et soient alors F et '
les deux foyers associés de cette ellipse; silon a I2<1,
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m?* > 1, le grand cercle (A) est celui qui réunit F et I/
et nous verrons plus bas qu’on doit pour la réalité des
points qui se correspondent dans I'application réduire
(A) a Parc inférieur a une demi-circonférence qui
réunit FaF’;sil'onal2 > 1, m2 > 1 le grand cercle (A)
est celui des trois grands cercles de symétrie qui ne
rencontre pas (a); de la sorte, on doit bien considérer
de toutes facons la disposition actuelle comme cas limite
de celle du paragraphe précédent.

Les formules (1) s’appliquent sans aucune modifica-
tion, sapf hien entendu a tenir compte de la relation
numérique 72 = o. Dailleurs, ici nous pourrons prendre

o cosl) , sinf) cos?l) 0 T cos*0 sin20
= -—) a, = ) = —
' l : @ m?2

de sorte que 'on a

I
L.

%L-fsiu() F(0)dd + [sinOl F1(0,) by,

‘/\/ (‘oﬂﬂ %mUT( 0) db:

[(’0\0 5(0)1104—% cos0, jl(ol)doh

L%

fa...o Fooyan+ L [sinﬂl #,(6,) doby,
’Z:/\ ——C‘)Qio'-—lm;:ﬁ_'sfl(()l)deﬁ

m

\ z=1 fcoso:é(o,d()+ cost, F,(0,) oy,

w
<
Il

—————
3}
|

(i /

——
J A
Il

n

Z
e
I

ds?= F2(0) d02—+ F1(0,) db?

rcosf) cosl, sinf sin®

4‘2&’ 7 —‘r'. )7-1, ‘)j(ﬂ)j'(el)dﬂdﬁl.

On voit que les courbes C et I', sont deux quel-
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conques des courbes qui admettent (@) pouy indica-
trice sphérique des courbures. Les courbes ' et G, sont
des courbes planes quelconques ; sur ces courbes § ou §,
est Pangle de la tangente avec Oz et 5(0) ou ¥, (0) est
le rayon de courbure.

Ce second type de solutions dépend de deux cons-
tantes arbitraires et de deux fonctions arbitraires
d’'une variable. La connaissance effective de {, m,
F(8), ,(9,) donne un seul couple de deux surfaces
associées S et S,. Mais comme plus haut la donnée de
la conique (a) et du grand cercle principal ne donne
que /2, m* et non /, m, de sorte qu’il est possible d’ob-
tenir du méme coup quatre couples de deux surfaces
associées; mais a une surface S correspond une surface
S, et une seule.

Pour avoir immdédiatement un exemple simple je
n’ai qu'a répéter le calcul fait au sujet du type (1), for-
mules (30) a (35). Je me contente de faire une homo-
thétie de fagon a avoir des formules plus élégantes et

. 1 1 . .o L.
de remplacer  par ~» mpar ;. Jobtiens ainsi, ¢ dési-

gnant une autre constante arbitraire,

/

/ = a cos30 + ¢ cos30,

z
¥ = b sin30 4 ¢ sin30,

(53) . s
5 = m((——a’cos-’ﬁ — b2sin20 )2,

X = ¢o0s30 + ac cos?0,,

., Y = sin30 + bc sin30y,
Gi) .
7 = m(l—a’ cos20,— b2sin20,)?;

.
2
(55) dst= gsin‘!aﬁ d02+14°— sin220, d02

+ (—; sin20sin28,(acosBcos;—+bsinBsin0)cdddo,.
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Le catcul reveent a avoir pris

5(0) =—23cosfsinl) et j,(ﬂi rn=—3ccosl, sinf,,
L'intégration a ¢¢ faite en supposant b 74_ a;stb=a,

conservant les mémes valeurs pour § et F,, J'aurai des
surfaces unicursales :

Z = acos30 + ¢ cos30,.
¥ = a sin®) + ¢ sin3f;,

(56) '
' 3 :'_—o) V1— o2 cos20;
~' X = c0s30 + ac cos3b,.
. Y = sin30 <+ ac sin30;,
(57) '

a
v ) T
' 7 = _;‘C\/x—azcosi()‘;

(38) ds?=gcos20sin20 di2—+ gc2 cos20, sin20, d0}

—+ 18 cos0sinl cos0, sinf; cos(0 — 0,)ac di db;.

Bien entendu, st ¢ = =#=1 dans 'un ou 'autre de ces
deux exemples, je n'obtiens qu'une surface auto-appli-
cable par échange des courbes 6§ et 6. Cela correspond
ala propri¢té générale remarquée pour le type (1) et qui
subsiste ici : pour le choix de F,(0,) égale i F(,) ou
a — J(0,). le ds? est symétrique en f et §,, la surface S,
estégaleaS ousymétrique de S, et S estauto-applicable,
par déformation, ¢’est-a-dire que deux régions homo-
' logues de S _dans I'application ne sont ni égales ni
symétriques. D'ailleurs cela saute aux yeux puisqu’une
courbe § = const. est plane et s’applique sur une courbe
gauche.

L'exemple numérique se préte fort bien a signaler
unc propriété générale présentée par les surfaces du



(335)
type (II) dans le cas o {2 <7 1 et m2 > 1 ; jepose emcore

{=21, m =L; le radical
«a b

V1— a?cost — b sintl

peut s'écrirve
—7% . a?—1
TPt 2. T
Va:—b \/sm (] P gy x 1

on a supposé a* >1 >b2; soit \V Pangle aigu tel que
7 _ T — bt
sinV:\/a—lﬁ:z';, cos\’:\/(—:_,—:—b(—);;
pour que le point de la surface S soit réel, il faut que
Vo< m—Vouque V- —0<=z—V: les valeurs
h =V et b=—\ donnent précisément les extrémités
de T'arc I’ auquel on doit réduire le grand cercle
principal de la conique (@), de sorte que ce grand cercle
doit bien étre considéré comme une ellipse infiniment
aplatie. Sur la surface S, sila fonction () est définie
pour des valeurs de § cortant des intervalles fixés, il est
clair qu'il y aura des portions de S; qui n’ont pas
’homologues sur S, en se bornant bien entendu aux
points réels: Ces portions de S, sont limitées par les
courbes § =V, oufl=x—V,oul=—V, oub=V—=x:
les courbes correspondantes sur S sont des courbes
planes situées dans un plan horizontal et1'on voit immé-
diatement qu’un tel plan est plan de symétrie pour la
surface S qui vient toucher ce plan tout le long de la
courbe plane en question, qui est donc aréte de rebrous-
sement pour la surface S. De méme si F,(8,) est définie
pour des valeurs de 6, sortant des intervalles (V, = —V)
et (V—=, —V), il existe des portions de S qui n’ont
pas d’homologues réelles sur S, et S, présente des arétes
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de rebroussement avec plan de symétrie. Les exemples
(53) et (54) d’une part, (36) et (37) de l'autre sont
faciles a étudier a ce point de vue. Je n’y insiste pas.
Dans le cas ou {* et m? sont tous deux supérieurs a
'unité, cette circonstance ne se produit pas. J’ai déve-
loppé les considérations de cette espéce dans un
Mémoire que je publie au Bulletin des Sciences mathé-
matiques.

Pour achever il suffit d’opérer comme pourle type (1)
de facon a obtenir les équations explicites de S et S, sans
(uadratures. Prenons d’abordle casou 12 <71 et m? > 1
I'équation du cone ¢ est évidemment

24 Y24 3= DRx24+ mry?,
de sorte que je peux prendre
N =1, A=—1
etappliquer les formules (1) qui subsistent sans modi-

fication. On a

L= (M=

N+ L=o.
[

—_——
m?*—

Je pourrai donc poser

m = - ) ! = sino,
sind i

0l o et 4 sont dés constantes. On prendra

— 1 . R
Vi = ) V1L -+ = tango, v—M = tangd,

cose

V—(M %)=

cosy
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et alors j’écris

| I 1 — u?
r= €050 (u)——f(u)
+tang0[ (u,)—i—-ulf'(u,)——f,(tq) ,
()
y = tangy 1w S(uw)y—uw frflu)+f(u )
1 [1+
cosU "l (ul)—l‘lf’(ux)-'flkul) s
3= w f(u)—  f'(u);
[ X = tangﬂ"” friu >+uf(u)—f(u)
J S I—:L'- Y unJ—u,f,(u,)—f,(u,) ,
(ary \ cosp | |
(Sy) — hl_>l~— u? . , )
Y ool Sl uf(u)+f(u)J
+tangt‘g[ j”(ul)—— ulfl(u,)—f—fl(u,ﬂ ,
Z= up ()= fi(w);
"2 *
ds? = [L:mg’cg(l—u’)'~'+(l—4—u.m;,;hlg)(l+u?)!Jf—(uéM
"y 2
+[lang’t;(1—u2)'<’+('l+tanv’tl/)(l—i—u‘l)‘l]'————————f‘ (u/,)(lu,
4
Tsing _  sind .
+[cosr(l u)(1— u?) LL'SM( “+ u?)(1+ u,)J
\ % AL u)f’,”(‘:l,)du (lu,'
Dans le cas ot 2> 1, m* >1, je prendrai )
1 1
L 12— R
N:—l, )\——Fl,
Lad= ey Mah=—"_ Nid—o,
{r—1 m:—i

et je poserai

m R
s siny

et profitant d’'une remarque faite a propos des for-
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mules (40), j'écrirai

r = tangcp[l—uzf”(u)+u Sf(er—f(u )]
1V [r—ui ., '
aoz [ i s ) = futw |,
(8) "y = angd[ w f(uw)— [fllu) ]
M coSl{J[ o ) —  fi(w) I+
= L )y —u f () f (1)
I 1 1—u?
X = cosql S(uw)+u f'(u)y—f(u J
i —r—langcf[[_uif,'(u,)%—u,f"(u,)—f,(u{)],
(51)‘ _ 1 , ,
Y = ml v flu)— Jf'(w) ]
—tangd | wy Si(u)—  fi(wr) I
1= l—r-)l[if{(“l"‘"ul.f;(ul)'”‘,fl(ul);
_ (1—u?) . ,
ds* = [ i coste + oy |f () du?
"_[,?))1 ,t‘ //)
*[W*‘mw]f« (r) dui

sine(1—ut)1—ui) stnduu,
e ‘ )
> cost cos?y

]j “(w) fi(wy) dudu,.

Il est facile de voir pourquoi en apparence les for-
mules (1) cachent ce fait (ue certaines portions de S
ou de S, cessent d’avoir un homologue sur 'autre sur-
face. 1l peut arriver que certaines valeurs imaginaires
de w, ou f; donnent une valeur reelle aux expressions

1 — uI

T(uy) + wy frew) — fi(uy)

el

1+ ut < -
— fi(w) [ () + fi(w),

mais rendent u, f (1,) — f, (¢,) imaginaire; il suffit

dappliquer cette remarque aux cxemples t53), (34)

f
.
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ou (56), (57) pour saisir le mécanisme. Ceci tient
somme toute au méme fait qu'une courbe gauche dans
Pespace supposée réelle peut avoir une projection sur
le plan 20y composée d’une portion provenant des
points réels de la courbe et une autre portion également
réelle provenant de points imaginaires.

Le seul cas particulier qui puisse se présenter est le
cas {2=m?, avec {2 > 1 pour la réalité; les formules ne
cessent de s’appliquer, mais (@) est un paralléle de la
sphére, et (A) le grand cercle ayant méme axe. Les
courhes C et T, sont alors des hélices.

On aura des exemples numériques intéressants en

prenant
Suy=1u3,  fi(u,) = hu}

Sfe)y=u3,  fi(u)=uj.

Je retiens ce dernier dans le cas {271, m2 >

ou bien

j'eeris en prenant les formules (IT') :

bu — ud . p
xr = W “+tango(buj—3u}),
(H9) 6ul -+ 3ut
= tangd (3w -+ ud) - —L——1
Yy rq’( ) COSQJ ’
z = Ju?;
Gul—3ut
X =tango(3u — ud) + A _"21,
cos ¢
3
(60) ., Ju—+uw \ . .
Y = Toosy + tangb(6ui+ 3ul),
Z =8ui;

(61) ds?= [(1—u?)®tang?9)~+ (1+tang?d)(1+ u?)?}gdu?
+[(1—u})tang?o)d- (1-+tang?y)(1+uf)2]14uidu}
2y (1 e u2) 200
~olo—ena—un
LG+ u?)(1+ui)sing
cos?d

] u; du du,,

-
“

et il saute clairement aux yeux que pour u, imaginaire
pure et « réel le point de la premiére surface est encore
réel, mais que le point correspondant de la seconde est
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imaginaire, et cela confirme nos prévisions. Sur la sur-
face S le point (u, «,) et (u, — u,), ou u et u, sont
réels tous deux, est un seul et méme point qui, dans
Papplication de S, sur S, est recouvert deux fois; le
point (u,iu}), ot « et «, sont réels, n’a pas d’homologue
réel sur S,. La courbe séparatrice sur S des régions
clfectivement recouvertes est la courbe ;= o qui est
une cubique gauche nc présentant aucune singularité
relative 4 S; mais sur la surface S, cette courbe u,— o
est une cubique plane du plan zOy et est aréte de
rebroussement de S, : le plan 2Oy est d'ailleurs plan
de symétrie de la surface S,. Les formules ( 5¢g) consti-
tuent ¢videmment une représentation paramélrique
impropre dc la surface S.

7. Nous avons épuisé complétement le cas o Im £ o
et n=o. Je suppose maintenant m = n =o et /£ o.
Les formules (14) du paragraphe 4 devicnnent
Al = la}, Ay=o, Ay =o0;
; by =18, b} = o, b, = o;
il résulte manifestement de la que 'on peut prendre
A =1, b'=1 et en remplagant pour plus de commo-

(62)

o, . . 1 . . .
dit¢ dans Pécriture { par 7’ j'ai, en recopiant les for-
mules (1),

! x

(S)Sy
=

J(O)dO +f,r,(0 ) do,.

——Ia-/cos() F(0)do,
-

H

hlfsin() F(0)do;

(1) g x:f,y(O)dw-hfg’,(ol)deb
(S1)¢ Y :‘/l—lzifcos(),jl(()l)dﬂh

)

K =J1—I1![sin0151(0,)d01;
ds?=F2(0) dor+ F2(0,)db2+~ 2h F(0)F,(0,)d0dv,.
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- L’interprétation géométrique est évidente : S et S,
sont deux cylindres quelconques : déroulons-les tous
deux sur un méme plan de facon que dans le dévelop-
pement les génératrices des deux cylindres fassent entre
elles un angle V tel que cos V=~ : nous avons ainsi
“défini, en faisant correspondre les points des cylindres
qui recouvrent un méme point du plan, une application
ou les génératrices de I'un correspondent a une famille
d’hélices de I'autre. Sur la sphére la conique (a) ou (B)
est un petit cercle, et 'autre conique (A) ou (&) est
réduite & un point unique, a savoir le pole du petit
cercle.

Ict on a en réalité une déformation continue; mais
cet exemple est somme toute presque aussi banal que
I'application des deux cylindres, génératrice sur géné-

ratrice. Je n'y insiste pas davantage.
: (A suivre.)



