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[0'6k]
SURFACES DE TRANSLATION
APPLICABLES L'UNE SUR L’'AUTRE ;

Par M. BertraND G AMBIER,

I"1ofesseur a la Faculté des Sciences de Rennes.

1. Une famille de surfaces minima associées offre un
bel exemple de surfaces applicables les unes sur les
autres. Dans une telle famille. soit une surface S: elle
est engendrée par la translation de 'une ou l'autre de
deux courbes minima C ou T'; soient S, une autre surface
de cette famille, C, et I', les courbes de méme définition
sur S,. Daus I'application de S sur S, le réseau des
diverses positions de C recouvre le réseau des diverses
positions de C,: il en est de méme pour les réseaux T
etT,.

Je généraliserai cet exemple : je vais chercher s'il
existe un couple de deux surfaces de translation S
et Sy, applicables Uune sur lautre, telles que les
deux 1éseaur de translation tracés sur S corres-
pondent, courbe par courbe, respectivement aux
deux reseaux de translation traces sur S,.

Une surface minima quelconque donne une solution
avec non ~eulement un couple, mais toute une famille
de surface~ a déformation continue. Nous ne nous occu-
perons plus de ce cas.

Une solution banale est constituée par une surface de
translation quelconque S et une surface S, égale a S ou
bien égale & une symétrique de S.

,
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Une autre solution banale est offerte par deux
cylindres quelconques : Soit S le premier, je prends
une génératrice déterminée comme courbe C et une
courbe quelconque tracée sur S comme courbe T; je
choisis sur le second cylindre S, une génératrice quel-
congue, ce serala courbe C,. Jenroule SsurS, de fagon
que Crecouvre Gy ; la courbe T recouvre alors sur S,
une certaine courbe qui sera la courbe T,.

En ¢cartant de telles solutions, je trouverai quatre
groupes distincts de solutions. Le premier ou second
groupe donne un couple unique de deux surfaces simul-
tanées S et S;; chacun de ces couples dépend de trois
ou deux constantes arbitraires et de deux fonctions d’'une
variable. Les troisiéme et quatriéme groupes donnent
au contraire une déformation continue.

L’¢énoncé géométrique est remarquable de simplicité :
Les courbes simultanées Cet I admettent pour indi-
catrice sphérique des courbures deux coniques sphé-
riques homofocales quelconques (ou dégénérescences
de telles conigues). Un tel couple de courbes Cet T
determineS et alors la surface S, peut étre orientée,
de sorte que G, ait méme indicatrice des courbures
que T, et que Ty ait méme indicatrice que C.

Je montrerai méme que I'on peut écrire explicitement
les équations de S et S, dégagées de tout signe d’inté-
gration. On peut en particulier obtenir une infinité de
surfaces algébriques ou méme unicursales.

2. Les courbes G, T, G, et T, n’étant pas minima,
prenons pour paramétres indépendants les arcs 2 de G
ouC,etBdeloul,. Yeécris:

(S) x=a+ by, Y = as+ by, z = az+ b,
(S;) X=A1+B1, Y‘—‘—A,-ﬁ- Bz, Z=A3+B3-
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En appelant a}, 0/

. b
sy -+ les quantités da, db,

dz 'd_ﬁ’ ey les
conditions nécessaires et suffisantes sont ¢videmment :
(ap+ad+agf=1, AP—AP+AP=1,
? b+ b2+ b2=1, B+ BR+BE=1;

(2)  a) b+ a) b+ al b, = A} B, + A} By -+ A, BY,.

(0

Les points A (A, A}, A))) et a(a), d,, ;) décnivent
deux courbes sphériques simultanées (A ) et (a) sur les-
(uelles on a établi une certaine correspondance ponc-
tuelle. Je considére de méme la correspondance ponc-
tuelle existant entre les courbes de méme définition (B)
et (b). 1l est nécessaire et suffisant que I'arc de grand
cercle réunissant,un point quelconque a de (@) @ un
point quelconque & de (b) soit toujours ¢gal a I'arc de
grand cercle réunissant les points homologues A et B.

Il est bien clair qu’étant donnée une solution de ce
probléme de géométrie sphérique on pourra déplacer
d’un bloc sur la spheére le systéeme (a), (0) d’une part
ou le systéeme (A), (B) del'autre. Je pourrai aussi rem-
placer le systéme (a), (b) par l'ensemble des deux
courbes symétriques par rapport au centre de la sphére.
Cela revient a un déplacement de S ou S, ou a une
transformation de S par symétrie, ce qui ne change pas
la solution, mais permet de trouver les positions cano-
niques relatives de S et S,.

Le résultat s'obtient aisément par une méthode clas-
sique appliquée a P'équation (2) prise d’abord toute
seule. Dans cette équation je donne a 5 des valeurs
numériques; jobtiens autant de relations linéaires et
homogeénes a coefficients numériques entre o), @, @,
A, A, A} ; Pensemble de toutes ces relations se réduit
nécessairement, si le probléme est possible, a moins de
six distinctes : sojt & le nombre de celles qui sont
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linéairement indépendantes, elles permettent d’ex-
primer a|, a,, ay, A, A, A, en fonctions linéaires et
homogenes a coefficients numériques de 6 — i quan-
tilés ¢, Us, ... fonctions de a. Et alors si dans (2) on
remplace ', @), ..., A} par ces expressions, on obtient
une relation qui doit étre vérifiée pour tous les systémes
de valcurs attribuées a wuy, w., .... En égalant aux
deux membres les coefficients de wy, w,, ..., on obtient
6 — I relations linéaires et homogénes a coefficients
numdériques entre 4, b, b, B}, B,, B}; 'ensemble
des /i relations entre les a’ et A’ d’une part, ct des
6 — o relations entre les 4 et B' de Pautre est néces-
saire ¢t suflisant pour que (2) soit vérifiée; ¢'est a partir
de ce moment sculement que Pon tiendra compte des
¢quations (1). On a

h_5 et 6—h<b;

donc il veste 1A <5 et comme les paramétres o et
jouentle méme role, puisque changer 2 en 6 — /i revient
a ¢changer « et 3. je n’aurai qu’a étudier A =5, h =14,

/L: 3.

3. Si h =3, les rapports mutuels des a' et A’ sont
constants; en vertu de (1) ces six quantités sont cons-
tantes. La courbe (@) ainsi que la courbe (A) se réduit
dun point: les courbes () et (B) sont arbitraires, la
correspondance ponctuelle entre (6) et (B) s'obtient
en coupanlt ces deux courbes respectivement par des
circonférences tracées de a et A avec le méme rayon
sphérique. S et S, sont deux cylindres se correspondant
génératrice par génératrice comme il a été déja
expliqué.

Si =14, on peut écrire au moyen de .douze
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nombres {,, ls, ..., M; et de deux fonctions Uet Vde a:

ay=4LU+mV, Al=1,U+ MV,
(3) ay="~0LU+mV, Ay =L U+ MV,
ay=105U+ myV, Af=L;U+ MV,
(B4 3+ 1)U o( fymy+ Lyme+ Iymy)UV
+(mi+m}+m?)Vi=1,

(4)
(L3 + L2+ L2)U2 4 2(L,M; + LyMy+ L,M,)UV

—(Mf+ M3 +M3)Vi=1y,

Si ces deux relations (4) ne se réduisent pas a une
seule, U et V seront eux-mémes numériques. el alors
nous retombons sur le cas des deux eylindres. Essayons
donc de réduire ces deux relations a une seule, d’ou

i+ =0 =L +L7 +L2
(3) ¢« mi+ mi— mi= M}+ M3+ M2
Limy+Lbom, +ULmy =L M+ LMy +L;M;,

en remplacant U par hu—4je, V par Nu—+p'v, on
peut toujours supposer 17 # o et Trh; 3£ 0 en rempla-
cant U par U2 - 240 et V par Vy/m? - mi -+ m?,
on peul supposer /7 =1, Tm;=1; donc les deux
points /({y. {5, ly) et m(my, my, m,) d'une part, les
deux poimnts L (L,, L,, L,,) et M (M,, M,, M,) del'autre
sont sur la sphére décrite de O pour centre avec I'unité
pour rayon; la distance sphérique {m est égale a la dis-
tance sphérique LM ; faisons un déplacement d’ensemble
des courbes (a), (b) d’une part, (A), (B) de lautre,
de fagon a appliquer { sur L, m sur M, et ensuite a faire
venir L et M daps le plan 2Oy : le point a et le point A
sont toujours en coincidence et décrivent le grand cercle
de la spheére dans le plan z Oy ; autrement dit, les quatre
relations linéaires ont été réduites a la forme canonique

' r_ ol o —
(6) A= di, A, =ah, Aj=o, a; =0
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et le raisonnement du n° 2 prouve que la relation (2)
entraine

(7) 1= b, =06y

d’ou P'on déduit nécessairement B, = ==, en vertu
de (1).

Sidonc B}, = 0',, S et S, sont égales, a une translation
prés; siBy=-— 0}, S et S, sont symétriques par rapport
au plan 2Oy ; nous n’avons donc obtenu qu’un cas par-
ticulier (courbes C et C, planes) d’une solution rejetée
a priori comme banale.

4. Nous n'avons plus a étudier que le cas 2=3. 1l
se partage dés le début en deux suivant que I'on peut
ou non résoudre en A, A), A} les trois relations
linéaires supposées existantes entre les a’ et A’. Dans
la premic¢re hypothese, i, ..., v" désignant des constantes,
] écris

>

' / Iy o
1=l)‘al+{"’a2_‘°'a:n
!

(8)

— 2 a [ L
y = A aj+ @ a,+ v ajy,

——
.
g

Pe

Y AW " ’ " e
ANy=Wa|\+ p'ay+v'al,

et la méthode du n°® 2 donne

by = 1B+ MB)y+ VB,
(9) ¢ Oy = pB\ -+ B, + p'BY,
N
Les relations (1) entrainent
(Aa)+ @ ay+v ay)?
4 (N a4+ g a4V )
(10) +(Na)+ way,+Vvay)2=1,

\ag+da@+a2=1.

Si les constantes 4, w, ..., v’ sont telles que la pre-
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miére équation (10) coincide avec la seconde, les rela-
tions (8) et (g) expriment ou qu’un déplacement d’en-
semble de (A) et (B) améne (A) en coincidence avec
(a) et (B) avec (b) ou qu'un déplacement de cette
espéce fera coincider (A) avec la symétrique de (@) par
rapport a I'origine et (B) avec la symétrique de ().
Nous retrouvons le déplacement le plus général ou la
symétrie la plus générale ; notre méthode, correctement
appliquée, ne pouvait pas ne pas retrouver cette solu-
tion, si banale soit-elle.

Supposons donc les deux équations (10) distinctes;
le point a décrit donc une conique sphérique. Je prends
pour axes de coordonnées les axes de la quadrique Q
definie par la premiére équation (10), qui se réduira
donc a la forme

(11) 2a® + m2a? + nta'2 =1,

ou [, m, n, sont trois constantes non nulles toutes trois
(réelles ou imaginaires). Il est clair que je devrai dis-
tinguer trois cas : lmn £ o, puis Im 3£ 0, n = o, puis
{0, m = o0, n = o. Mais peu importe pour I'instant :
dire que la quadrique Q est définie aussi bien par la
premiére équation (10) que par<’équation (11) revient
a écrire

’
)/ A= A= lu’, 2= lu”,
(12) ' n= mo, p'= mv, W= mv’,
v = v'=nw, V= nw",
le tableau
u u u '
(13) v o
\
wow "

étant le tableau d’une substitution orthogonale, de sorte
que les formules (8) prouvent que la courbe (A, , AL, AY)
est égale ala courbe lieu du point (la|, ma,, na; ) ; par

[ 4
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un déplacement d’ensemble de (A) et (B), je ~upposerai
donc

.

A= laj, A, = ma),, A =na,.
les formules (8) et suivantes se réduisent a

Ay = la)). A, = md,. Al =nu,.
o = IB. by = mB,. by=nb |
(14) ’ 19 9
a4+ mray + n*ad =1,
a'P + ay+ af=1,
avec, conséquence évidente,

‘ B2 - m2B2 - n2BY=1.
(15) T v /

( T+ |)2-+ B:‘Z:l;
done la courbe (B) n'est autre que la courbe (a), et la
courbe ( V) comeide avee la courbe (0). Pour continuer,
il est nécessaire de spécifier i chagque nombee £, m, n
est ou non nul.

3. Supposons d'abord lmn £ o. Jeceris

\ / A , \.
a e a, —= — a, = —
(16) ! 7’ T’ T on
16) )
' T B =t
! / T m ST
el par suite
\ \2 2 2 be b b
—_— = == = — + == =1
(1= | 12 m: n? 2 m? n? -
AP+ AP+ AR = bR — b2 4 b =1

La courbe () ou (B) est une conique ~phériquc et
la courbe (\) ou (&) est une autre conique sphérique
ayant mémes plans de symétrie. Ces coniques sont
homofocales.

Pour le voir, supposons choisie une premicre conique

-
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sphérique arbitraire, que je prends pour conique (a).
Cette conique pourra étre définie par le cone (q)

2 2 2 .
(18) %4—{‘,"‘*‘%:0,
¢

qui sera le cone directeur des tangentes de la courbe C.
La quadrique Q sera alors I'une des quadriques du
faisceau ponctuel

(19) <14—%>‘Z‘!+<l+;&>)’2+<l+%)z’:u

de sorte que

A A
(20) ]’:l—!—]—‘, n‘lz=l+my n’=l-+-~N--
La constante A choisie, la quadrique Q est connue,
ainsi que la conique (b) intersection de la sphére avec
la quadrique Qy,

ILor? M y2 N 32
—_ —_—— =1
L+ M+ N—+—X ’

(2r)

qui est d’ailleurs la polaire réciproque de ) par rapport
a la sphére. Le cone (¢,) de <ommet a P'origine et de
directrice (4) a pour équation

o

r 2 52

) y? 5
Lor M7 TN

(22) =0,
ce qui prouve bien que les deux coniques (a) et (b)
sont homofocales. Ce sont d’ailleurs deux coniques
homofocales quelconques, dont I’ensemble dépend des
quatre paramétres homogénes L, M, N, % ou des trois
constantes /[, m, n. Ces coniques choisies, comment
achever?

Supposons donc que sur la conique (@) j’ai exprimé
(a), a,, a;) en fonetion d’un certain paramétre ¢ : on
a posé da, = a/ da; o sera lui-méme fonction du para-
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meétre ¢ et je pourrai écrire da = §(¢) dt. Je vais donc
écrire, ¢ et ¢, étant deux variables indépendantes :

) d:
ay=fitt), ay=filt),  ay=fi(0), =3,

SO+ SR+ fi)=1,
DALY+ m2f2(t)+n2f3(t)=1,

s by=1fi(t), by=mfy(ty), by =nfi(t),

(23)

(24)( g? =51(t);
[f((t)éf(t)dr+ l ff.(t,)j,(t,)dz,,
) {y= [h®F@drm [ fim)Fin)dn,
= [HoF@drn 1) Fin) du;
(1)

Il

[Rwdwda+ [ fiendide,

S\
SH’"Y=m /:fg(f)j([)dt+ ffz(li)jlui)dlh
(Lhn /‘fu;(t)j(t)dt%— ffs(ti)jl(ll)d’l;

(25) ds*= ‘F(z)dt“—s—& (2y) de2
+2[Lfi () fi(t)+m/, (t)f(t1)+nf3(l)fd(t,)]
< F(0)Fi (1)) de di,.

Je remarquerai que, dans certains cas, il sera plus
avantageux d’opérer indépendamment sur (a) et sur ()
pour obtenir des expressions paramétriques; dans ce
cas on écrirait - '

Bi=out), Bi=oa(t), bi=es(t), 2 =F (),
(24") o1 (t) + 23(4) + of() =1,
? ??l(:l)_’_‘?g(li)_‘__‘?%(tl):

m?2 n?
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et I'on écrirait pour (S) et (S,)

(S) == ff,(t)f(l)dt—k f?l(tl)jl(tl)dth
(I , . :
(s X=1[ri0F@d+ 7 [o.(0)Fult)dn.

Ce premier type de solutions dépend de trois
constantes arbitraires et de deux fonctions arbi-
traires d’unevariable. La donnée des coniques homo-
focales (@) et (b) permet de calculer les fonctions
Jis Sy S35 91,92, 035 ladonnée de F et §, fixe ensuite S;
mais pour avoir S, il faut avoir [, m, n eux-mémes,
tandis que dans les calculs donnant S il suffisait d’avoir
12, m?, n?. Or si'on change / en — {, on remplace S,
par sa symétrique relativement au plan yOz, ce qui est
indifférent a notre point de vue. Donc on pourra choisir
arbitrairement les déterminations de [, m, n etl'on a
bien une seule surface correspondant a S. Mais au
point de vue du probléme de géométrie sphérique posé
au n° 2, nous avons Auit correspondances ponctuelles
possibles entre les points de (@) et (6). Au point de vue
de notre probléme, sinous opérons avec les formules (I)
qui ne contiennent que les fonctions fy, f., f5 et ne
contiennent pas les lettres o, nous voyons qu’en prenant
toutes les combinaisons de signe pour I/, m, n nous
obtenons bien /iuit couples de deu.r surfaces associées.

Quand les surfaces S et S, sont-elles réelles? Un
premier cas évident est celui ou /, m, n, § et &, sont
des constantes ou fonctions réelles. Comme on a

L+ M2 N+ A

li—-——’ m? = ) n’=—,

L M

cela entraine que les deux cénes homofocaux (¢) et (g,)
n’aient pas de génératrices communes réelles; (a) et (b)
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n’ont donc pas de points communs réels; si nous les
supposons toutes deux dans le méme hémisphére, ce
qui est permis, on pourra donc les considérer toutes
deux comme ellipses sphériques relatives & deux
points F et I de cet hémisphére : sous ces rectrictions,
(b) sera I'une quelconque des ellipses homofocales
a Pellipse (a).

Il y a un autre cas évident, analogue a celui des sur-
faces minima; on supposera /, m, rn imaginaires mais
de module égal a 'unité; on pourra choisir pour ¢ et ¢,
des variables conjuguées; les fonctions fy, fs, f5, ¥
auront respectivement pour conjuguées D1y P2y C3y j,.
En donnant a ¢ toutes les valeurs du champ complexe
et prenant toujours pour £, 'imaginaire conjuguée de ¢,
on aura tous les points réels de S et S,; cette fois les
réseaux G, I', C, et I', sont imaginaires.

11 est bon de démontrer que ce cas est bien le seul a
se présenter pour la réalité quand les réseaux de trans-
lation sont /maginaires. Si Pon admet que S et S,
doivent étre réelles toutes deux, c’est immédiat. Mais, a
la rigueur, il aurait pu se faire que S par exemple soit
réelle et S, imaginaire, de sorte qu’il faut démontrer
rigoureusement ce point. Cela aura d’ailleurs pour la
suite I'avantage de nous donner une forme intéressante
des nombres ¢, m, n. L, M, N, %,

Sila surface S est réelle, les courbes C et I' sont deux
a deux imaginaires conjuguées; les cones directeurs des
tangentes, c’est-a-dire () et (¢,) sont imaginaires con-
juguées. Appelons L', M’, N’ les quantités imaginaires
conjuguées de L, M, N; on aura

L—+—2 M—-&—)\_N—l—)\.

(26) W - N

Posons
L =pe, M =p; e$s, N = p, s}

+
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soit &y~ tk, la valeur commune des rapports (26) : on

a immédiatement, si A = A, [ Aq,

(27) { pcose+ A= ( Kkycosy—+ Kk, sing)g,
7 )

{ psing + Ay =(— Ay sing + k, cosp)o;
par élimination de p, on a

M (Ai—1)coso 4+ kysing
Xy hpycose — (A1)

(28)

Cette relation est vérifiée encore si © est remplacé par 0,
ou ©,; notre méthode a écarté % = o puisque alors on
aurait (2 = m?*= n*=1;équation ( 28) est du premier .
degreentangs; sitang o, tang <,, lang @, élaient égales,
L. M, N seraient proportionnels & trois nombres réels,
le cone (¢ ) serait réel, cas qui n’est pas réalisé ici; done
la fraction en tange qui est au second membre de (28)
doit s¢ réduire 2 une constante indépendante de o,
autrement dit (& — 1) (A, + 1)+ A} =o0; Ay ko est
donc une certaine imaginaire de module unité, soit e
Or je peux sans changer (¢) ni (¢,) muluplier L, M, N

1w {5

E auquel cas L', M', N’ sont multipliés par e’

2

ethpare
la valeur commune des rapports (26 ) a ét¢ ainsi ramenée
a l'unité et ’on a

A=L—L=M-—-M=N —N;
autrement dit, L, M, N ont m¢me partie imaginaire et
) est une lmaginaire pure; puis

N I/ M N’
l1=l+E:I, m’:—M, n’:NA
et 'on a bien retrouvé le résultat annoncé.

Il y a une autre circonstance intéressante a signaler
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au point de vue de la théorie générale de I'application ;
supposons que les deux coniques (a) et (b) soient
réelles toutes deux, mais se coupent en des points réels
(en vertu des symétries, les huit points d’intersection
sont tous réels); la conique (a) donne trois fonctions
réelles f1(¢), f2(t), f3(2), et la conique (b) trois fonc~
tions réelles o, (¢,), 22(¢y), #4(¢y). En choisissant F(¢0)
et F,(¢t,) réelles, la surface S est réelle a réseaux de
translation réels et I'on voit aisément que deux des
L+X M-+x N+2
L7 "M ’ N
négatif : si par exemple L>>M >N, L + % et L sont
tous deux positifs, N + % et N sont négatifs, puisque les
comes (q) et (q,) sont réels, et M 4% et M sont de
signe contraire, sinon (@) et () seraient non sécantes;

rapporls

sont positifs et Pautre

alors / et n sont réels, m est une imaginaire pure; les
coordonnées X et Z sont réelles et Y est une imaginaire
pure, lasurface S estréelle etlasurface S, est imaginaire;
sil’on pose Y==/Y', on a deux surfaces réelles S(x, v, 3)
et 5" (X, Y =Y, Z) telles que

dr?+ dy?*+ ds? = dX2+ d12— dY'2.

M. Darboux a attiré I’attention sur cette particularité
lorsque I'on cherche les surfaces correspondant a un
élément réel donné (Théorie des surfaces, t. 11,
p- »25). 1l est méme intéressant de remarquer qu’ici
on peut écrirc sous ces hypothéses

dxr? —dy? + dY'? = dX?+ d1% — d3?;
dz? + dY'?+ dz2 = dX?+ di:— dy?

et
dY'?+dy? 4+ dz? = dX?+ dZ?— da?,

de sorte que nous avons non pas un seul couple, mais
quatre couples de surfaces de translation mis en évi-
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dence d’un seul coup :

z, "y, % X, Y, Z;

(29) z, y, Y, X, 3, Z;
9 z, Y, z; X, iy. Z;
Y,’ Y z5 X7 iz" Z7

tels que dans chaque couple une seule des deux surfaces
soit réelle avec un réseau de translation réel. En chan-
geant ensuite une des trois fonctions ¢ de signe, nous
aurons méme ¢rente-deux couples.

(A suivre.)




