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CERTIFICATS D’ANALYSE SUPERIEURE.

Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Etude générale de la fonction

ez

(s2+1)Vz
points singuliers ?
2° Calculer Uintégrale définte :

*+® cosa —sinx da
,  +Vz(ar+)

<c‘z cet effet, on étudiera l'intégrale ff(z)dz prise le

f(z)=

long d’un contour convenablement c/zoisi).

3° On pose

/‘ cosx dr sinr dr
a= =
v + .r(1'2+|) / —(—‘/_(x“—i—l)

E.

On demande l'expression, ¢ l’aide de a et de b, de

Uintégrale
elizdz
G+ /3 1) f
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¢ désignant un contour tel que ABCDEFDA, et \/;. ayant
la valeur + au point de départ A.

Nota. — Dans I’énoncé, x désigne une variable d'intégra-
tion essentiellement réelle.

SortrioN. — 1° La fonction f(z) admet deux pdles simples
z===( et un point critique de branchement z =o0; une
rotation de I'affixe de z autour de ce dernier point change le
signe de la fonction.

Les résidus relatifs aux poles == sont

e—1

R1=_——2——'(l+l)7 Ri:—_z_f/'—;(l—i)‘

2° Soit I 'intégrale demandée. Calculons /f(z)dz le long

.
d’un contour I’ formé d’un cercle C de rayon trés grand et de
centre z =0, qu'on quitte prés de I'axe Oz pour décrire un
lacet autour de l'origine. Nous avons

ff(z)dz: 2mi( Ry + R,).
T

Or l'intégrale prise le long de C et du cercle ¢ du lacet
tendent vers zéro, lorsque les rayons tendent respectivement
vers l'infini et zéro. Il reste

© ..
cosx + Isinz .
—a ————— dr=2ni(Ri+ Ry).

o + V(1 + 22)

et on en déduit

w ..

cosx + isinz b .

-——_————(/.z'——— (sh1+ichi),
o +‘/x(x+x‘2)

™ |

et

T T
I=—=(sh1i—chi)=— —-.
2( ) Vae

3° Considérons le lacet ! allant du point 3 =1 a l'origine
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f —‘/‘z 2m iRy,
ABCDA T
[ = —27iR,;

DEFD

- qu’il entoure. On a

I'intégrale demandée est donc

[+ 27I(Ry — Ry),
Jr
ou
1 .
2 /‘ ________cnsx——t—tsmx .z'+?if(sh1——ichl),
Jo +HVE(1+2?) Va2
ou enfin

(ﬂ‘/;ch(.—za)—t—i(-r:‘/;sh |—2b>.

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver deux nombres a et b tels
que les deux fonctions

S(u)= e

o(u—w)o(u —w')
cus(U —m—w)

(U —w—uw)
D S A
a2

g(u)= et

admettent les périodes 2w et 20'.
aet b étant ainsi déterminés, décomposer f(u) et g(u)en
éléments simples; comparer les résultats obtenus.

SorurioN. — Le changement de u en u + 2w et en u + 2’
multiplie respectivement '
f( u) par eWw—bw’~ knw et e2am’—hn’w—w,’o)',

glu) par e?bw et e2bw’

ou, en tenant cqmpte de la relation

1 ' .
nw —wy' = - =i,

1
2

f(u) par e2wla—2(n+n")1 et e2w’la—20n+1"1
De la les conditions

b=o, a=2(q-+7)
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On a alors

2
Sf(u)y=0%(o +w) (%:) =c(w+ o) [pu—e);

sw. gw' o U Tzu > 1 Gw. cw’ pu
g(u)"'_'— ¢ T :_—:_ ’ ’
(w+ ') ocu,cu 2 7(w+w') pu —e,
ow. oW’ , ,
U)y= ————[lo+fw+fu—f(u+w .
glu)= ooy [ + L'+ Lu —L(u +w + w)]

\
La comparaison des résultats montre que

ow. ow d

§U= = ] et ey daloss(w):
(Juin 1919.)
Paris.
EPREUVE 1HFORIQUE. — 1. Démontrer que sur la courbe

générale du 3¢ degré, il y a, en dehors des points d’in-
Sfexion, vingt-sept points en chatun desquels passe une
conique ayant ses six poinls de rencontre avec la courbe
confondus en ce point. Etablir ensuite que ces vingt-sept
points sont les points de contact des tangentes menées a la
courbe par les points d’inflexion de celle-ct.

H. Démontrer que l’inversion de l'intégrale elliptique

nw
du -z
[ VAuw+Bu?+ Cu+D

conduit a une fonction uniforme doublement pério-
digue u(z) ayant un péle double dans chaque parallc-
logramme des périodes.

En désignant par » un tel péle, quels sont les coeffi-
cients de Z?:I—’XP et ;—i—a dans\le développement de u(s)
autour de = ?

Montrer ensuite qu'on peut choisir la constante p. de
maniére que, en posant

H(s)=u [ u(z)ds,
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U'expression
2
H(z)dz -
ev %o

soit une fonction euntiére de z. En déduire que u(z) peut
se mettre sous la forme

G(z)et Gy(z)étant des fonctions entiéres de 3, satisfaisant
a des équations de la forme ’

G(3+ w)=e2:+vG(3),
G(z+ w')= e¥'s+0'G(3),

les a et les b étant des constantes, et les w les périodes de
la fonction u(z).

HI. Etant ‘donné un contour C et en supposant connue
la fonction de Green relative & ce contour pour tout point
intérieur, quelle est la formule permettant de trouver la
fonction harmonique continue a l'intérieur et prenant
des valeurs données sur C?

Appliquer le résultat au cas ou le contour C est une
circonférence.

SorutioN. — I. Soit la cubique prise sous la forme normale
r=pu, y=pu

l.a condition nécessaire et suffisante pour que six points
soient sur une conique est que les paramétres de ces six

points aient une somme égale a une période, et pour qu'ils
soient confondus, qu’on ait

6u=2Kw+2Kw,

Chacun des entiers K et K’ peut prendre les valeurs o, 1, 2,
3, 4, 5, ce qui donne 62 = 36 points.

Parmi ces points se trouvent les neuf points d’inflexion,
obtenus en considérant les tangentes d’inflexion comme des
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droites doubles. Il reste 62— 32= a7 points de contact de
véritables coniques osculatrices.

Si ¢ est le paramétre d’un de ces points d’inflexion, on a

y
3v = Période,

et si w est le paramétre du point de contact de l'une des trois
tangentes menées par ce point, on a

v + 2w = Période.

L’élimination de ¢ donne

6w = Période.

Les points w sont donc ceux ou la conique surosculatrice
a un contact de cinquiéme ordre.

II. La double périodicité de u(z) est établie dans le Traité
d’Analyse de M. Picard, 2° vol., p. 38 (3¢ édition), ainsi que
I'existence d’un seul pole double @ dans un parallélogramme
de périodes, pole a résidu nul. Si I'on substitue le dévelop-
pement

x
u:m—\—ﬁ—ky(o——a)—&— ..

dans la relation différentielle

<31E>2=Au3+ Bu?+ Cu + D,
dsz

on obtient par identification

a= 4.
A
Par suite

;-
H(z):f p.u(z)dz:——4A—pz_l_a+Fonctxonemi‘eredez.

2o

2z S
f H(z)dz contiendra un terme logarithmiqueé, et
Iz,

‘/' H (z)dz
e %o

) e
contiendra le facteur (z —a) 4. Cette derniére fonction
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sera entiére en 3 si — %E est un entier positif m. Dot
A\
_ mA
¥ [

a sera un zé1o d’ordre m pour I'exponentielle.
/Nm.)az .
Soit G(z) la valeur de e* 2 correspondant & m = 2,
fonction entiére qui a pour racines doubles tous les poles
de u(z) et n’en admet pas d’autres. La fonction

Gi(2)=G(3)u(s)

est une fonction entiére, les poles de u(z) étant les racines
de G(z), au méme ordre 2; G et G; ne peuvent avoir de
racines communes, G n'ayant pour racines que les poles de u
et Gy n'admettant plus ces racines.

Par dérivation logarithmique, on obtient

G'(3) SA ,
Goy =) 5w

S

on en déduit, w étant I'une des périodes de u(z),

G(z+w) G(z)  [T“A
G(z+w) G(9) "—‘/; ;—u(z)dz.

Le second membre ne dépend pas de z, 3 cause de la pério-
dicité de u(3) et de la nullité de ses résidus. Soit a sa valeur
constante; une intégration donne, b étant une autre constante

(}(z +w)= e‘“‘”’G(z).
L’autre période w’ donnerait lieu a une relation analogue.

III. La formule fondamentale demandée est

U(a, b)——f(Logr———U éﬂ)ds;

dn

elle est établie notamment dans le 7raité de M. Picard,
2¢ vol., p. 14.

Le cas ou C est une circonférence y est aussi développé et
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conduit a la fermule

R Y i U(R2— r?) '
U(a,b):;;j; R’—--ercos(qa—(p)-b—r'?d‘y’

o I'on a a =rcosg, b = rsing, et ot U sous le:signe [ est

pris pour le p&int (Rcosy, Rsiny) de la circonférence.

EPREUVE PRATIQUE. — L’intégrale elliptique de seconde
espéce
udu

y/u(u———l)(u——x)

a deux périodes qui sont fonctions de x. Former l’équa-
tion différentielle linéaire du second ordre, a coefficients
rationnels en x, a laquelle satisfont ces périodes.

SoLuTioN. — Considérons les intégrales
x ~1 {i
du, o, —/ =,
o VR
H= [ _“_.d“, H, = f‘;‘iﬁ,
VE VR

0

1
L_[ L,:/ ___di‘__:;
(u_.)w ' , (u—2)V/R

ot R=u(u—1)(u—ux).
H et H, sont les périedes considérées.

1° On obtient par dérivation

in =L
f <u—z>\/R o

a'H, udu
T = =0, +xL,,
/ (u—z) VR

et I'on a identiquement

d VR _ul—aur+x
du\u—z)" 2(u——x)‘/ﬁ’




( 230)

H—20+a2(1—az)lLi=o.

Eliminons ©; et L, entre les tiois relations établies; a cet
effet nous leur adjoindrons :

dH, _ 3Ly dly
Rkl

2 dx? =T+ dz
dH, 3z —o» daL,
Tw = 5 L,+x(1——x)—‘—{?-

11l vient d’abord

dH
2Z d—xl = H;+ zL,,
dH, d2H, 1
=0 E) g g
et enfin,
d*H, dH,
éx(x——x)—a;!— —Ar—d;-i—Hl_o.
2* Posons
u=_tr, o =t(t—r1)(tr—u).

Nous aurons
1 Uyt 1
Yy —
Jo Ve , Ve , (tz—n/>
z:rd—g-%—ﬂ—i—L:o;
oxr

zxd—H-—%—Q-i—L—Hzo;
oz

d< \/5 >__ 2r—at-+1
dt

tr —1/ 2(te —1) /g’
H—Q+ (r—1)L=o0;
dQ dH
zzﬂ—)—ll—i—Lz:o, 2%+L=0,
dH  do 1 dL
el 4—{-—(1‘—[)-‘7:;——0,
d*H dH
4$(1~-m)7§—4z71;+ll=0.

On retrouve I'équation obtenue au 1°.
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. . 1 .
3° Cela devait étre; car si I'on pose x = 5’ on obtient

du H(y)
H = d =
M=V | =y vy

ﬂ=_f[ _.__H]
dzH,_‘/—[ s 2H o dH H]- '

2

T e i
4
Multiplions ces égalités respectivement par 1, — fo = — =,
i(r—1
b (1 —x) = i—vi_’

et ajoutons membre & membre; il vient :

d2H dH
fr(1—x) v 2' —4xd—z' -+ H,

:H
CSET I T

Donc II,(x) et H(y) vérifient la méme équation différen—
tielle. (Juin 1919.)

EprEUVE THEORIQUE. — 1. Soit F(z) une fonction holo-
morphe dans une aire limitée par un contour G, et un
point zy a lintérieur de cette aire. On désigne par M le
maximum de |F(z)| sur C. Montrer que l’on a

|F(50)| <M.

St Uon avait |F(z0)] = M, que pourrait-on dire de la fonc-
tion F(z)?

II. Soit f(x) une fonction continue de la variable
réelle x dans l’intervalle (a, b). Cette fonction peut-elle
satisfaire aux conditions en nombre infint

b
f S(z)xrdz = o,

n prenant les valeurs entiéres o, 1,2, ..., ©?

HI. w et ' étant deux constantes complexes, telles que
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dans le rapport e coefficient de i soit positif, trouver
«
toutes les fouctions 8(3z), holomorphes dans tout le plan
telles que :
T
—={23+ W)

8(z+w)=86(z), OB(z+w)=e © (z).

Le réseau de parallélogrammes correspondant & w et w'
étant construit, combien l’équation 8(z)=o a-t-elle de
racines dans un parallélogramme?

IV. Soit dans le plan xO), un arc de courbe AB, cor-
respondant a la relation ;

y=flz) (a<x<b),

montrer par un exemple qu'il existe des fonctions analy-
tiques de z = x + iy, dé finies d’un cété de la courbe AB
mais ne pouvant pas étre prolongées analytiquement au
dela de cette ligne.

SoLuTioN. — [. La propriété est une conséquence de la for-
mule de Cauchy :
F(zo)=—l-fF(z)dz.
27 Jo 53— 3

Si Z est la longueur de C et 8 la moindre distance de 3y a C,
M! ..
on a|F(3)|2 oo LA a fortiori |F(3o)| < M.

Si |[F(29)| =M, la fonction F(3) est constante a I'intérieur
de C; si elle ne I'était pas, son module, dans un cercle suffi-
samment petit, de centre 3y, serait inférieur & M: et la valeur
de |F(30)|, égale au module de la valeur moyenne de F(z)
dans ce cercle, ne saurait étre M.

II. Les conditions admises entrainent évidemment la rela-
. tion

b .
f f(z)P(z)dz =0 (6> a),

P(x) étant un polynome de degré quelconque. Supposons que
ce polynome soit celui qui, dans I'intervalle (a, &) différe
de f(x), en module, de moins de ¢, ¢ étant un nombre positif,
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donné & I'avance aussi petit qu'on veut, soit P(z, ¢). Nous
aurons

b b
[ vr@ eyde= [ PG, 0[P, ) —f(e)) de
<

b
[ P(z, ¢)dz

Faisons tendre e vers zéro. Si P(z, €) ne tendait pas vers
zéro, nous aurions une contradiction. Donc f(x) est égal &
zéro dans lintervalle (a, b).

III. Soit ¢(z)= Log@(s); les zéros d'une fonction
enliére O(3) [s'il en existe| sont, d’aprés les relations de con-
dition, distribués périodiquement dans le plan; soient a4 ... a,
leurs arguments dans le parallélogramme (w, w’). On a

axin = [a’;(z), 27:i2a=fzd<p(z),

les intégrales étant prises dans le sens direct le long d'un
parallélogramme (w, w'). On obtient immédiatement :
W 4 '

s a = ——— + Période.
2

n=—1
Considérons alors la fonction

o
0,(z) = e*=’+Bzo<z— ﬂ’_“’) ,

2

la fonction s étant construite avec les périodes (w, w'); elle a
le zéro de 8 et se reproduit multipliée par une exponentielle
linéaire en 5. Voyons s’il est possible de déterminer les coeffi-
cients A et B de maniére que 8,(z) satisfasse aux conditions
proposées. Nous obtenons les relations

T+ Aw=o,
, , T
. + A =— —
n w"
. ‘
— nw' + i+ Aw?+ Bw =o,
g ’
. Tiw
— o+l +Awi+-Bo' =— .
w

Comme nw' — 3w = =i, ces relations sont compatibles et
Ann. de Mathémat. | série, t. XX. (Juin 1g20.) 18
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donnent

’ A ,
= __l —_— B = .
A ( -+ — 1!L>, T]—l—i

. ] . -
La fonction g est une fonction elliptique sans péle et se
1
réduit a une constante G. Donc

LA . N
2

La symétrie est apparente, n et m' ne jouant pas des roles
symétriques; le coefficient de 2% est — g-

IV. Considérons la série

©

cp(z)=2anAT"za

n=1

dans laquelle : 1° les coefficients A, sont tels que la série

Nl

soit absolument convergente; 2° les points ay, as, ..., a,, ...
sont distribués sur 'arc AB de maniére que, sur toute portion
finie de cet arc, il y eu ait une infinité.

¢(z) est convergente en tout point non situé sur AB et
veprésente une fonction holomorphe dans le domaine de ce
point; mais le cercle de convergence relatif a4 ce point ne
peut jamais contenir une portion de I'arc AB, si petite soit-
elle. D’ou I'impossibilité du prolongement analytique de F(3z)
a travers la moindre portion de AB (Cf. Goursat, Cours
d’Analyse mathématique, t. 11, 2¢ éd., p. 252-253).

EPREUVE PRATIQUE. — Dans le plan zQy on considére la
moitié supérieure du .cercle de centre O et de rayon un
situé au-dessus de Ox. — 1° Résoudre pour cette aire, le
probléme de Dirichlet, les valeurs données pour la fonc-
tion harmonique étant zéro pour le diamétre AB et un
pour la demi-circonférence ACB (on pourra chercher a
mettre la solution sous forme trigonométrique).

2° Quand le point M(z, y) tend vers B sutvant une direc-
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tion telle que MBO = a, quelle est en B la limite de la
Sfonction harmonique?

SoLuTioN. — 1° Le développement de Fourier
L

U= ao—f—z(an cosnb 4+ b, sinnb)re,

1

nul pour 6 = o ou ® quel que soit » compris entre o et 1, se
réduit a
@
in n
U= b, sinnbr
1
Comme on doit avoir sur la demi-circonférence U =1

etr=1,
@
I =2b" sinn.
1

_isin('zp-t—l)ﬂ
- 2p+1
)

Or on sait que

FN

Il vient donc

‘!I%

2

i rzp+isin(2p +1)0
0

2rsin0> :
2p +1

= 2arctan
T 8\ T

2° Quand le point M se déplace suivant la direction MB,
on a
sinz
~ sin(z+ 0)

U= %arc tang [2sma sin(a —+ 0)5m6].

sin2(e + 0) — sinta

Sil’on fait tendre 6 vers zéro,’argument a pour limite tanga,
donc
20
Ug= —-

T

‘

On obtient o et 1 si 'on tend .vers B en suivant le dia-
métre OB et la circonférence CB. (Octobre 1919.)



