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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

893.

\1868, p. 336 ; 1916, p. 8a1).

Si lon coupe un tore, ou plus généralement une cy-
clide, par une série de sphéres ayant pour centre un point
fize donné, toutes les courbes d’intersection ainsi obtenues
peuvent étre placées sur un méme céne du deuwiéme
degré, E. LAGUERRE.
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SoruTION
Par M. R. B.

i

Montrons que, d'une maniére générale :

Si l’on coupe par une série de sphéres concentriques la
surface inverse d'un céne quelconque, toutes les courbes
ainsi obtenues peuvent étre placées sur un méme céne.

Soient en effet G un cdéne quelconque de sommet A, T son
inverse par rapport a un point O, S une sphére quelconque,
T son inverse par rapport 4 O,

La courbe (C, S) est anallagmatique par rapport au point A.
Il en est donc de méme, comme il est classique, de la
courbe (I, £). Cette courbe appartient donc a un céne C',
de sommet A’, chaque génératrice de ce cone contenant deux
points de (T, =).

Il faut montrer que le céne C' ne varie pas de grandeur
lorsque S varie de telle maniére que £ conserve un centre
fixe w. Or, soient D une génératrice quelconque de C, P le
plan (O, D), M et N les deux points ou D coupe S, i etv
leurs inverses. La droite D est l'inverse du cercle Ouv. Autre-
ment dit, pv est la corde commune au cercle A, inverse de D
et au cercle (P, S). Soient I le centre du cercle A, w' la pro-
jection de w sur le plan P. pv est perpendiculaire a Iw’' et
par suite & Iw. La direction de cette droite dans un plan P
donné est donc indépendante du rayon de la sphére .
Autrement dit, deux cones C', correspondant a deux sphéres =
concentriques, ont leurs génératrices deux a deux paralléles.
Ces deux cones (dont les sommets sont deux points de la
droite OA) sont donc homothétiques, et par conséquent
égaux. C. Q. F. D.

Si le cone C est du second ordre, la courbe (G, S) est une
cyclique, dont 'inverse est, comme on le sait, une courbe de
méme nature, et le cone C' est aussi du second ordre. Quant
a l'inverse de G, c’est une cyclide a deux points doubles (une
cyclide de Dupin, si G est de révolution).

U'énoncé 893 est donc valable pour les cyclides a deux
points doubles, en prenant le mot cyclide dans son sens
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général : surface de quatriéme ordre admettant I'ombilicale
comme conique double.

Pour les propriétés des anallagmatiques, des cycliques et
des cyclides invoquées dans cette solution, on pourra consulter
I’Ouvrage de G. Darboux : Sur une classe remarquable de
courbes et de surfaces algébriques.

2045.

(1906, p. 432.)

Soient (A, A'), (B, B'), (C, C') trois couples de semi-
droites d’un méme plan, les semi-droites d'un méme
couple étant paralléles et de méme sens. Les cycles inscrits
dans les quatre triangles (A, B, C), (A, B', ), (A, B, C'),
(A’, B, C) sont tangents & un méme cycle. Il en est de
méme des cycles inscrits dans les triangles (A', B, C),
(A, B, C), (A, B, C'), (A", B/, Q).

Lc théoréme est encore vrat st les semi-droites d’un
méme couple sont paralléles et de sens contraires. On
obtient comme cas particulier de cette derniére proposition
le théoréme de Feuerbach et le théoréme suivant :

Soient ABC un triangle, A'y B', C' les milieuz de ses
cotés. Les cercles inscrits dans les quatre triangles
A'B'C’, AB'C', A'BC’;, A'B’C, sont tangents & un méme
cercle.

La premiére proposition donne des théorémes o inter-
viennent des centres exinscrits. R. BRICARD.

SoruTiON
Par L’AUTEUR.

Ce théoréme est démontré dans mon article Sur le pro-
bléme d’Apollonius et quelques propriétés des cycles (1907,
p. 491). Voir aussi l'article de M. M. Fouché Sur le pro-
bléme d’Apollonius (1908, p. 116).

2315.

(1917, p. 199.)

Les droites sur lesquelles quatre plans donnés déter-
minent une division de rapport anharmonique constant
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Jorment un ecomplexe du second degré. St les quatre plans

sont les plans des faces du tétraédre de référence, l'équa-
tion du complexe est

%:%(:%‘-) avec A+B+C=o.

G. FONTENE.

SoLuTioN

Par M. J. LEMAIRE.

Nous modifierons légérement les notations de 1'énoncé

si z,y, 3, t et 'y y', z', t'sont les coordonnées de deux
points quelconques, nous représentons par

Il =x)'— ya, p=3ztl —t3')
m = x3' — 3z, q=1t'" —yt,
n =at —tx, r=yz —zy,
les coordonnées pluckériennes (ponctuelles) de la droite qui
joint ces points, coordonnées liées par I'identité

(1) lp+mgqg+ nr=o.

Cherchons l'un des rapports anharmoniques des points ol
la droite rencontre les plans qui forment le tétraédre de réfé-

rence : les coordonnées de tout point de la droite étant de la
forme

hx + k', hy + ky', hz 4+ L3, ht+kt',

les quatre points correspondent aux valeurs de 2 et & ci-
dessous :

. N

trace sur : X =0 : h =2, k =—ua,
Y=0:/A =y, k' =—y,
Z=o0:h=34, kK =—3,
T=o0:~"=t, k" = —t.

Un des rapports anharmoniques du systéme de ces points a



]
pour valeur (1)

h h L h ! h v
. PP PR
/L h mo. h/ hlll
I A

c’est-a-dire .
hK"— hK" WK — K A"
R — Rk R — R ’

ou encore
r3 —zzx' yi —zy
T, . ’
zt'—tx' T yt'—ty

qu’on peut écrire

m_r mq
n'—gq ) nr

Le complexe des droites pour lesquelles ce rapport anhar-

. ’ B , .
monique a une valeur constante — ce donc pour équation
. |
. mq _ nr
2 1 _ =
(2) B C

ou, en tenant compte de 'identité (1),

Ip mg nr
A-B - C
avec la condition ’

A+B+C=o.

Réciproquement, tout complexe qui a une équation de la
-forme (2) est urn complexe tétraédal, c’est-a-dire un com—
plexe de droites sur lesquelles les plans des faces du tétraédre
de référence déterminent une division de quatre points dont
un des rapports anbarmoniquesa une valeur donnée.

Remarque, — Si une droite est déterminée par deux plans

uX—+¢Y +wZ +sT =o,
o' X +0'Y4+ w'Z+ T

I

o,

(') CuasLES, Geéometrie superieure, p. 25.
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on peut prendre aussi pour coordonnées pluckériexines (tan-
gentielles) de la droite les quantités

A= uv' —ou, ™= ws' — s,
p=uw' —wu', X =80 — o5,
v = us' —su', p = ow' — wv',

liées par I'identité
A+ py +vp=o.
On voit aisément que

l_ﬂ_n
T e 4

Ecrivant, en effet, que le point (2, y, z, t) est sur la droite,

ona ]
UZ + 90y +~ w3z + S5t =0,

uz+vy+wszs+s't=o,
d’ou, en éliminant x,
Ay + pzs+vot=o0;
on aurait de méme
Ay 4+ ps'+vt'=o0
et, par conséquent,

zt'—tz  ty'—yt  yi'—zy
A - N - v ’

c’est-a-dire

on obtiendrait les autres relations par un talcul analogue.
L’équation générale des complexes tétraédraux établie ci-
dessus, que 'on peut mettre sous la forme

(2") Allp+B'mp+Cnr=o,

A’, B', C' désignant des constantes arbitraires, peut aussi étre

.
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écrite
(3) A + B'py + C'vp = 0.

On déduirait aisément de ce qui précéde la propriété fon-
damentale suivante : le systéme des quatre points déterminés
par les faces d’un tétraédre sur une droite quelconque a les
mémes rapports anharmoniques que le faisceau des plans
déterminés par la droite et les sommets du tétraédre ; de
sorte que les équations (2') et (3) représentent toutes deux le
complexe des droites dont les traces sur les plans du tétraédre
de référence ont un rapport anharmonique donné, ou des
droites qui déterminent avec les sommets du tétraédre des
plans ayant ¢g méme rapport anharmonique.

Autres solutions par M. R. Bouvaist, un Abonnée.

2316.

(1917, p. 199.)

Soient x, B, y les points ou un diamétre & du cercle cir-
conscrit a un triangle ABG coupe les cétés; o', ',y les symé-
triques de x, 8, Y par rapport au centre du cercle ABC;
o'\ B",y" les inverses triangulaires de o', §', y'. Démontrer
que les segments Aa", BB", Cy" sont paralleles et que leurs
milieux appartiennent a une droite qui passe par
Uorthocentre du triangle et par Uorthopble du diamétre 8.

R. GOORMAGHTIGH.

SOLUTION
Par M. R. BouvalisrT.

Soient OH l'orthocentre de ABC, O le centre du cercle cir-
conscrit au triangle, w le centre de I'hyperbole équilatére
inverse de afy, D le quatriéme point d’intersection de cette
hyperbole avecle cercle ABC. Le faisceau A(z'ox) est har-
monique; si par suite @ désigne l'intersection de la tangente
en A a 'hyperbole ABCD avec HwD, m, l'intersection de Aa”
avec HwD, le faisceau A(m;HaD) sera harmonique; en
d’autres termes, A«” est la polaire de a par rapport a ’hyper-
bole ABCD, et m,;, milieu de Aa", se trouve sur HwD. Il en
est évidemment de méme des milieux m, et mys de Bf", CGy".



