NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

J.HAAG

Sur ’application de la loi de Gauss a
la position probable d’un point dans
le plan ou dans ’espace

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 20
(1920), p. 121-142

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1920_4_20__121_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1920, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1920_4_20__121_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

{321

SUR I’APPLICATION BE LA LOI DE GAUSS A LA POSI-
TION PROBABLE D'UN POINT DANS LE PLAN 0U
DANS L'ESPACE (');

Par M. J. HAAG.

Le but de cet article est d’exposer les résultats les
plus importants auxquels conduit la loi de Gauss, quand
on l'applique a I'étude de la probabilité de situation

(1) La presque totalité de cet article a fait I'objet d’une Note
technigpe & la Commission de Gavre, en date du 14 décembre 19:6.
Qu’il me soit permis de remercier ici M. l'ingénieur général Char-
bonnier, qui, en qualité de président de ladite Commission, a bfen
voulu m’gutoriser A publier ultérieurement ces modestes résultats
€t m’a, en outre, été d’un précieux secours pour la bibliographie
de la question.

Ann. de Mathémat., 4 série, t. XX. (Avril 1g20.) .. 10
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d’'un point dépendant d’un nombre fini de para-
métres indépendants. Certains de ces résultats sont
classiques, particuliérement en artillerie. ’autres sont
beaucoup moins connus. Quelques-uns sont peut-étre
nouveaux. Quoi qu’il en soit, il parait utile de les ras-
sembler tous en un exposé synthétique et rigoureux.

Dans une premiére partie, j’établirai la formule qui
donne la probabilité élémentaire, dans le cas le plas
général. ’ i

Dans une seconde partie, j’appliquerai cette formule
au calcul de la probabilité relative a certaines régions
simples, pouvant se rencontrer dans la pratique.

Dans une troisiéme partie, je montrerai, en m’ap-
puyant sur la seconde, comment la premiére est consi-
dérablement simplifiée par I'emploi des coordonnées
tangentielles.

I.

1. Rappelgns d’abord quelques définitions et nota-
tions. '

Etant donnée une variable expérimentale «, dont la
valeur la plus probable est zéro, la loi de Gauss con-
siste a admettre que la probabilité pour que la valeur
numérique de cette variable qui résulte d’une expé-
rience quelconque soit comprise entre « et % —+ da peut

se mettre sous la forme

a2
(1) P=—l—-€—"_’(—15=—'-;e_”dl,

V= L V=

en posant

“Les nombres a, ¢, u s’appellent écart absolu ou
simplement écart, écart relatif, unité d’écart (Boret,
Théorie des probabilités, p. 49).
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La probabilité pour que a soit compris entre z,
et a, est

(2) P.-_—-j-i‘f‘c—"dt:—: 116(ts) —8(1),
KN

.

'
en posam

ay %g
= — Ly = —
4 " 2= 0
2 ’ ' +t
(3) o()= 2 [ ertdt= —=f e—tdt.
Ty l/ﬁ —t

On appelle écart moyen la moyenne arithmétique
de tous les écarts possibles, pris en valeur absolue.
[’ecart relatif moyen est donné par

N + o
6 tm= %Tf et dr-_—.\# —0,5663....
T Jo T

L’ecart absolu moyen est e, = u. ¢p,.
On appelle écart probable ou mieux écart median

. qrpe | <
celui qu’on a la probabilité - de ne pas dépasser en
.2

valeur absolue. L’écart relatif médian est donné par
P'équation

- i

(3) 8(t)= ;;

d’ou on tire

(6) tp=o0,4769..., ep=1U.lp=1¢€;n X 0,845....

Si plusieurs variables indépendantes a,, ay, ..., a5
obéissent séparément i la loi de Gauss, avec les unités
d’écart uy, ugy ..., Uy, leur somme

A =2+ Ag+e..+ Ap

obéit aussi 4 la loi de Gauss, avec 'unité d’écart

(3) u=/u{+u§+...+u},.
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2. Cela posé, soit un point M dont les coordon-
nées z, y, 5 sont des fonctions données de n paramétres
indépendants a,, 3, ..., 2,. Supposons qhe le point
soit a origine quand tous les «; sont nuls et, en outre,
que z, y, z soient des fonctions continues et admettant
des dérivées partielles pour ce systéme particulier de
valeurs des a;. On peut alors écrire, en supposant les «;
infiniment petits,

= Aja;+ Agas+...+ Apa,,
‘ y =Biay+ Byaz+...+ Bja,,
z2 =012+ Coag+...+ Cpa,;

les A;, B;, C; désignant des constantes. .

Supposons que les variables x; soient des variables
expérimentales, ayant toutes pour valeur moyenne
zéro et obéissant a la loi de Gauss. Soient u; 'unité
d’écart de «; et ¢; I’écart relatif%i-

13
Les formules précédentes s’écrivent :

T=Auy. i+ Asus.ta-+... 4+ Apu, .2y,
(8) -~ y=Biu .t +Byus.to+...+ Bru,.t,,
= C] Uy .ty + CgUg.tg+.--+ Cnun.ln.

Considérons les vecteurs (OU, ), (OU,), ..., (0OU,),
dont les composantes sont (A;u;, B;uw;, Ciu;). Nous les
appellerons vecteurs unitaires rclatifs aux variables ¢,
ty. ..., t,. Lestrois équations (8) équivalent a I'égalité
géométrique

(9) (OM) = 1,(0OU;) + £;(OUg) +...+ £, (OU,).

Cela posé, proposons-nous de calculer la probabi-
Uité P pour que le point M soit dans un petitvolume dV
environnant le point Q(x, y, ). )

Il est clair que cette probabilité est entiérement
déterminée par la seule connaissance des vecteurs (OU;).
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Imaginons ‘un autre systéme de vecteurs unitaires
(0OV,), (OV,), ..., (OV,).
I1 lui correspond une certaine probabilité P'. Nous

dirons que les deux systémes sont équivalents,
siP=P.

Tutorime. — On ne change pas la probabilité P,
st Uon remplace p quelconques des vecteurs (OU;)
par un systéme équivalent.

L’ordre des vecteurs étant indifférent, nous pouvons
supposer que les p vecteurs remplacés sont les p pre-
miers.

Posons

(10)  (OM') = £,(OUy) + £,(OUy) ...+ £,(OU,),

(11) (OM") =51 (OUpyy) +...+ £, (OUpy).
On a
(12) (OM) = (OM') +- (OM").

Soient #', ', z' les coordonnées d: M’ et 2", y’, 5"
celles de M”. On a

13) r=z'+z", y=y-+), z=3+3
Soient
(14) ACAU SEIT'AL

la probabilité pour que M’ soit dans un petit volume dV’
environnant le point Q'(z', y', 3}, et

(15) g(z" y" 3")dV’

la’probabilité pour que M” soit dans un petit volume dV"

environnant le point Q"(z", ¥, 3" -
Cela posé, calculons la probabihte P au moyen des

probabilités (14) et (15). Si 'on se donnela position Q"
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de M’, la probabilité pour que M soit dans dV estla

méme que la probabilité pour que M’ soit dans un
volume égal environnant le point

lx—2x",y—y, z2—23"),
c’est-a-dire
fle—2"y—3", 53— 3")dV.

La probabilité composée pour que M soit dans dV
e, M” dans dV" est donc

flz—2" y—y" s —23")dV.g(z" y",5")dV".

La probabilité totale pour que M soit dans dV,
M" étant n’importe ou dans I'espace, est

(16) P:dV.u[fff(x—x”,y—)'”,z——z’)

X gz, ¥y 3")dV’, )

I'intégrale étant étendue a tout espace du point M".

Or, si 'on remplace les vecteurs (OU,), (OU,), ...,
(OU,) par un systéme équivalent, cela ne change pas,
par hypothése, la fonction f. Cela ne change évidem-
ment pas non plus la fonction g. Dés lors, lintégrale
triple ci-dessus garde la méme valeur, ainsi, par suite,
que la probabilité P. c. Q. F. D.

Remarque. — La démonstration de ce théoréme ne
fait appel qu’aux notions de probabilité composée et
de probabilité totale. Elle ne fait nullement intervenir
la loi de (Jauss et subsiste, par conséquent, quelle que
soit la loi de probabilité envisagée. Mais, il n’est pas
évident qu’avec une loi quelconque, il soit possible de
trouver des systémes de vecteurs équivalents, comme il
arrive avec la loi de Gauss. Dés lors, le théoréme ne
semble étre d’aucune utilité, si Pon n’admet pas cette
loi.
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3. Il nous est maintenant facile de-résoudre te pro-
bléme que nous nous sommes posé, en admettant, hien
entendu, dorénavant, la loi de Gauss.

Premier cas. — Les vecteurs (OU;) ont tous la
méme direction. — On peut les remplacer par un
vecteur unique, de méme direction et de longueur

[n° 1, formule (5)]

(17) oU = V00U 40U ...+ 00

Si l'on revient au cas général, on peut, dans ’hypo-
thése ou plusieurs des vecteurs (OU;) auraient la méme
direction, les remplacer par un vecteur unique donné
par la régle ci-dessus. Cela résulte, en effet, du théo-
réme démontré précédemment.

4. DruxiivE cas. — Les vecteurs (OU;) sont dans
un méme plan. -— ‘Supposons d’abord n = 2. Pre-
nons Oz suivant OU,, et Oy suivant OU,.

Posons OU,; = a, OU,=b.

Fig. 1.

La probabxhte pour que x sont compris entre z
e u‘ dx
v
De méme, la probabilité pour quc ¥ soit compris
L%

nd
entre y et y + dy est —= e dt,= —e -7;{-

etx + dz est 7— e tdt, =
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Comme ces deux probabilités sont indépendantes,
la probabilité pour que les deux conditions précé-
deqps soient remplies simultanément est

S

. - (ZeE) drdy
(!8) P:r_ \ b)....__..ab .

Ceci n’est autre que la probabilité pour que le point M
se trouve dans le parallélogramme de sommet Q(z, y)
et de cotés dzx, dy. Si § désigne 'angle 2Oy, I'dire de
ce parallélogramme est

ddo = dz dy sinb.
On a donc
_ 1 —(1-:+%’-:) e 7’-:+’Z’;)
([9) P = m [ a dd = § [ t do&o,
en désignant par S I'aire de I'ellipse (E) qui admet OU,
et OU, pour diamétres conjugués el qui a, par consé-
quent, pour équation
z  y
(20) P -+ = I.
La probabilité pour que M soit dans une aire quel-
conque <L est
22 At

(a1) Pzg‘ff( n)e_("_’+/'_’)de/'la

ou, en appliquant la formule de la moyenne,

2 g2
(22) p= 2T T4
S
le point (', y') étant un certain point de l'aire .
Si cette aire est infiniment petite, on a la probabi-
lité élémentaire pour une waire élémentaire de forme

quelconque :

' (a3) P d;n e_(%+%;‘)’
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le point Q(z, y) étant un point quelconque de dd.
Considérons le point N ou OQ rencontre Iellipse (E).

Fig. 2.

@®

Posons
(0]
(26) w= 2%,
on a
zr oyt
w’:—‘;%--—b-z-,
d’ou
s AR
(25) P =e¢ :—S-.

On a mis ainsi la probabilité élémentaire sous une
forme entiérement géométrique, ou il n’y a plus trace
des vecteurs (OU,), (OU,), mais seulement de l’el-
lipse (E). Cette ellipse, que nous appellerons ellipse
unitaire, équivaut aux deux vecteurs unitaires (OU,),
(OU,), et peut les remplacer, en particulier, dans
I'application du théoréme du n° 2. Elle équivaut plus
généralement a deux quelconques de ses demi-diamétres
conjugués, ce qui nous permet d’énoncer le théoréme
suivant :

Le systéme des deux vecteurs

(26) (OU,)cosp — (OUy)sing, (OU;)sing + (OU;z)cose |

demeure équivalent a lui-méme, quand on fait
varier o (').
‘

(') Cette équivalence a été mise en évidence en 1876 par le capi-
taine Vallier dans la Revue d’Artillerie.
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8. Composition d’une ellipse et d’un vecteur, de
deuzx ellipses, d’un nombre quelconque d’ellipses et
de vecteurs. — Soient Uellipse (E) et le vecteur (OU).

Fig. 3.

(3]
"Nous pouvons remplacer (E) par les vecteurs (OA)

et (OB), puis (OB) et (OU) par (OB) =\ OB+ OU"
(n° 3) et enfin (OB') et (OA) par ellipse (E") (*).
Solent les deux ellipses (E) et (E'). Prenons leurs

Fig. 4.

diamétres conjugués communs Oz, Oy. Les deux
ellipses peuvent étre remplacées respectivement par
les vecteurs (OA), (OB) et (OA'), (OB'). On peut
ensuite remplacer (OA) et (OA') par

-

(OA")=VOA + OA"",

(1) Cette régle a été démontrée en 1884 par le commandant Her-
mary dans son cours de I'Ecole d’application de I’Artillerie et du
Génie.
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{OB) ct (OB') par
(OB') = YOB" + OB"

et finalement (OA") et (OB") par l'ellipse (E").

Si 'on a maintenent un nombre quelconque d’el-
lipses et de vecteurs, on pourra toujours, en appliquant
un nombre suffisant de fois 'une ou 'autre des deux
constructions précédentes, les remplacer par une
seule ellipse.

En particulier, si 'on a affaire 4 n vecteurs, on aura
résolu la question posée au n° 2, puisque, connaissant
I'ellipse résultante, il suffit d’appliquer la formule (25).

6. Troisieme cas. —' Les vecteurs (OU,) ne sont
pas dans un méme plan. — Supposons d’abord n = 3.
Prenons les axes O z suivant (OU, ), Oy suivant (OU,),
O suivant (OUj,). Posons

(27) OUy=aq, OUy= b, OUz;=c.

En raisonnant comme au n° 4, on tronve que la pro-
babilité pour que M soit dans le parallélépipede élé-
mentaire de sommet Q(z, y, z) et de cotés dx, dy,
dz, a pour expression

(28) 1 e_(j,,+;, +%) drdyds
PVes Tabe
ou \
? 33 3t
(29) I Z-KT”“W"_‘),

3E W
en désignant par dV le volume du parallélépipéde et
par W celui de Pellipsoide (E), qui admet OU,, OU.,

OU, pour diamétres conjugués et a pour équation

}r! Fad _
(30) +gp =1
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La probabilité pour que M soit dans un volume (V)
quelconque est ‘

w*fff wEay.

Pour un volume infiniment petit de forme quel-
conque, elle s’écrit

(3v) P=

I S dV
(32) .P— 3\/1_‘:6 W’
en posant
) zt oyt g
(33) W=E T E T a
ou
(34) w=23,

N étant le point de rencontre de OQ avec Dellip-
soide (E).

Sous cete forme entiérement géométrique, la proba-
bilit¢ ne renferme plus trace des vecteurs (OU,),
(OU,), [(OUs,). Elle ne dépend plus que de Pellip-
soide (E), qui sera appelé ellipsoide unitaire. Cet
ellipsoide équivaut, dans lapplication du théoréme
du n® 2, a un systéme quelconque de trois demi-
diamétres conjugués, considérés comme vecteurs
unitaires.

7. Composition des ellipsoides, ellipses et vec-
teurs. — Tout ellipsoide peut étre considéré comme
résultant de la composition d’un quelconque de ses
demi-diamétres et de 'ellipse de section par le plan
diamétral conjugué, et réciproquement.|

Dés lors, si 'on veut composer un ellipsoide (E) et
un vecteur (OU), on décompose (E) suivant le demi-
diametre (OU') porté par OU et I'ellipse conjuguée (e).
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On compose ensuite (OU') avec (OU) en

(OU"):‘\/E)E’-—&-@F2

et enfin (OU") avec (e) en un ellipsoide (E'), circons-
crit a (E) le long de (e) et passant par U".

Pour composer un ellipsoide (E) avec une ellipse (e),
on décompose (E) suivant I'ellipse (¢') qui améme plan
gue (¢) et le demi-diamétre conjugué (OU); puis on
compose (e) et (e'), comme au n° 5, suivant une
ellipse (") et, enfin, (¢") avec (OU) suivant un ellip-
soide (E'). )

Pour composer deux ellipsoides (E) et (E') on les
décompose suivant leurs demi-diamétres conjugués
communs (OA), (OB), (OC) et (OA’), (OB"), (OC").
On compose OA avec OA’, OB avec OB', OCavec OC/;
puis on prend lellipsoide résultant des trois vecteurs

“(OA"), (OB"), (OC") obtenus.

Si 'on a maintenant un nombre quelconque de
vecteurs, ellipses et ellipsoides, on pourra toujours,
en appliquant un nombre suffisant de fois les construc-
tions précédentes, les réduire & un seul ellipsoide.

En particulier, si 'on a affaire a n vecteurs, on aura
résolu, dans toute sa généralité, la question posée
au n° 2.

8. Ezxpression analytique de la probabilité élé-
mentaire. — La formule (32) et la régle de compo-
sition précédente nous permettent théoriquement de
calculer la probabilité élémentaire résultant d'un
nombre quelconque de vecteurs (OU;). Toutefois,
nous n'avons pas I'expression analytique de cette pro-
babilité en fonction des coordonnées z, y, z du point Q
et des composantes a;, b, c¢; des vecteurs (OU;) suivant
les axes. On pourrait essayer de la déduire des résultats

-~
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précédemment obtenus. Mais il parait plus simple
d’employer une méthode directe.
Nous allons d’abord résoudre la question suivante.
Soit un point M'(z’, 5/, z') obéissant a la loi de pro-
babilité
" I

(35) Pl g e /@Y,
ou k désigne une constante et f(z', ', ') une forme
quadratique donnée. Soit le vecteur (OU), de compo-
santes a, b, c.

Considérons le point M défini par l'égalité géomé-
trique
(36) (OM) = (OM’) + £(OB),

t désignant une quantité variable indépendante de M’
et obéissant a la loi de Gauss avec un écart unitaire
égal a un. Proposons-nous de calculer la probabilité
élémentaire relative au point M. A cet effet, il nous
suffit d’appliquer la formule (16), en remarquant
que "= ta, y"= tb, 3= tc. On a ainsi

+ o
] I
P=- —f(x-—ta,y—th,s—t¢) __ o—t?
=z dvf_., e 7= de

T
ou

4+ ®
P= i‘_:. f e—(A*—2Bt+f(x,),3)] dt,
Yz J_ o

€n posam

(37) Ar=1+f(a, b,c), 2B=zf,+yf,+af..

On peut écrire ensuite

P dv e—[.f(:‘.)',Zr*—g]/\+”e'(“’;)’dt_

Y
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L’intégrale du second membre est égale a

X +“e*°’dﬂ= ﬁ
A, A

On a donc finalement

1 ’
—("fn+yjl.+:j';\!]
- b4 ’
(38) P= v e_[f"'y"'"' T+ /@b, c)

kyi+f(a,b,c) )
c'est-a-dire une expression analogue a (35), mais avec
une constante A, et une forme quadratique f; se dédui-
sant de & et de f par les formules

(39) ki=ky1+ f(a, b, c),

[serevonivam]

(40) f‘(:Z',_}’,Z)Ef(-Z',}’,Z)— 1+_/(a,b C)

I1 serait facile de déduire de la une démonstration
analytique directe de la régle donnée au n° 7 pour la
composition d’un vecteur avec un ellipsoide. Observons
aussi que les formules (35), (39) et (40) s’appliquent
en Géométrie plane, en supprimant z et ¢ et remplagant
le volume dV par un aire d.. On en déduirait la régle
de composition du n°5.

9. Arrivons maintenant au calcul de la probabilité P,

résultant de n vecteurs (OU,), (OU,), ..., (OU,).

Premier cas. — Les vecteurs (OU,) sont portés par
la méme droite Oz. — La probabilité dans un petit
segment d/ contenant le point Q d’abscisse x est

I

IIM:

(41)




ou

(42) Pp= —————— ¢ 7!
vES ou;

i=1

Cette derniére formule permettrait d’écrire la proba-
bilité dans le cas ou la droite portant les vecteurs ne
serait pas prise pour axe des z.

10. Devxiime cas. — Les vecteurs (OU;) sont dans
le méme plan zOy. — Supposons d’abord n = 2.
L'ellipse unitaire a pour équation

(byx — ay v+ (bax —asy)?

(43) (byag—a,by)? =!

et Paire du parallélogramme construit sur OU, et OU,
est sinf.[b, @y — a, b,|, § désignant 'angle des axes de
coordonnées. On a donc, d’aprés (19),

byr—agy) +ih, vr—a,y?*
AR _ by 1. 2 2
A P, = . e (byog—a, by?

(44) P. =|byas— as by|sinb
ou .

OU, Q)1+ (0U.Q)*

ds IR TikeatLLEL Ty

(45) Py= b 00, U, )F

27.(0U;Uy) ©

en désignant par la notation (OAB) 'aire de triangle
OAB.

Je dis maintenant que, pour toute valeur de n, on a

> (ou.Qr

=1

B

| v,
d-\, BY, covio
e =

(46) Pp= =

“\/EHEWUIUN
=1
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ou
AR —5n
7 P = —— e Qn,
(4/) n zsing ,-—Q"
€n posant

(48) S,.=Z(b,x—a,y)’, Qn =22(b,a,-—a,b,)!.

=1 =1

Cette formule est vraie pour n=2. Il nous suffit
donc de prouver que, si elle est vraie pour n —1, elle
est vraie pour n. Comme S, est une forme quadratique,
nous pouvons appliquer les résultats du n° 8, pour
composer les n —1 premiers vecteurs avec le n'*™.
D’apres les formules (39) et (40), il nous faut démon-
trer les identites suivantes :

(49) Q= Qut 1+ S—:—:)

et

n—1 2
{ E(bt:’: - al}’)(bian_albn)]
sn—l

(30) 2n =t

n = Qu—-i - Qn-lQn

L’égalité (49) s’ecrit

n—1

Q. — Qp-1= Sp—1 (an, bp) = E(bl QAn— aibn)z-

=1

Elle est évidemment vérifiée, en vertu de la définition
méme de Q.

Pour demontrer ( 50), posons, pour simplifier 'écri-
ture,

{51) A =bxz— ayy, Ay=b,a,—a,b,
L’égalité (50) s’éerit

n—1t ]
A3 Qu1=S2-1(Qn = Qnr) —( 2 A,A,,,>

=1

Ann. de Mathémat., §° sénie, t. XX. (Avril 1920.) 11
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ou
n—1 \ / n—1 /n—1 AN
A/’th—! =( ZA?)( EA:'/;)—( ZAiAin) .
\ ¢=1 \ t=1 i=1 Y

Appliquons au second membre l'identité de La-
grange ; 'égalité devient
n—1

(52) A3 Qur= D W (Aidyn— Aj8m)t

1, )=1

Or, si 'on développe le déterminant nul

A; A, A,
a; a; an
b, b; b,

suivant la premiére ligne, on obtient I'identité
A,A,,j —_— AjA,,,‘—i— A,,..\ji= 0.

Portant dans (52), nous avons a démontrer que

-1 n—1
A%Qn—l = 2"2 AIZLA?‘/ = AﬁZZA?J
4y=1 4,]=1

Cela résulte de la définition de Q,_,. Finalement, la
formule (47) est établie dans toute sa généralité.

11. Trostime cas. — Les vecteurs (OU;) ne sont pas
dans un méme plan. — Supposons d’abord n = 3.
L’ellipsoide unitaire a pour équation

Al A3+ AL _

A} 23
en posant

r y z a; b; c;
3) Ay=| a; b, ¢ |, Aijk=1| a; b; c¢;|.

a; b; cj ar bi cx



(139)
Le volume du parallélépipéde construit sur (OU,),

(OU,), (OU,) est A a;, en appelant o le sinus du
triedre Ozyz. On a donc, d’aprés (32),

_;2.+A2.+A?,
1) P— — 2 o an,
7:‘/;6|A,,,,|
ou
AV _tOL,( AQT- 00T, O+ 00, 1", Q)2
63 Py=—————— ¢ WL LU,
67 y/=(0U,U,U,) ’

en désignant par (OABC) le volume du tétraedre OABC.
Je dis maintenant que, pour toute valeur de », on a

Y3 ovu, 00
yE
E}"]Z(ou,v v
(56) Pp= av . 2aahh
n
6myx EEZ(OU,U,Uk)z
1, k=1
ou .
k4 ell
(57) Pn = N C—Ev
=y/ne A
en posant

n

(58) snzzzA,’,, Qn=2£2Afﬂr'
5L k=t

5L]=1

Comme tout a I'heure, nous sommes ramenés a vérifier
les identités

n—1

Qn— Qn-1=Sn-1(an, ba, €n) = EZ‘A?/n’

L1=1

qui résulte de la définition de Q, et

n—1 2
Sn Sﬂ—l ( ZZ AI/ A”lj>

2, ]=1

E = Qn 1 - QuQn—i




(1o )

ou
n—1 2
(59) T,,Q,,-g: Rnsn—i—‘ (ZEAUAIH'/> )
N § =1
en pOSﬂl’ll
n—
(60) Tp=Sn— Spy = 2 AL,
n—1

(61) Ru=Qu— Qu-1 = ¥, ¥ 8k

Sil'on applique au second membre de (59) I'identité
de Lagrange, il faut démontrer que

n—1
(62) TrQn— =2222(A,',‘A,,k,,—Ak,,A,,,'j)’.

i,j. k,p=1

Avant d’aller plus loin, il convient de bien préciser
la maniére dont doivent étre formées les sommes mul-
tiples ci-dessus introduites. Dans les sommes doubles
et triples figurant dans (58), (39) et (61), on doit
prendre pour (i, j) ou (i, j, k) toutes les combinai-
sons simples deux a deux ou trois a trois des noun — 1
premiers nombres entiers. Dans la somme quadruple
de{(62), on doit prendre pour (i, j, k, p) tous les arran-
gements a répétition des n —1 premiers nombres
entiers quatre a qualre, mais en ne regardant pas
comme distincts deux arrangements déduits l'un de
I'autre par 'échange de ¢ et de j, ou de k et de p, ou
de (i, j) et de (&, p). De sorte que toute combinaison
a répétition (ijkp) donne seulement les trois termes
distincts :

(63) Sijkp = Qijkp ~ Pikpj = Pipjks
en posant

(64) Pijkp= Atj A,,/,p—- Ak,,A,u'j.

~



( 141)
Cela posé; nous allons transformer 9;j4p. A cet effet,
considérons le déterminant du sixiéme ordre
z Y % o o o 1 .
an b, Cn a, b, ca
a; b, ¢ a b ¢ ]
vl e b e oay b |
Aap Abr Aex ar bi ck I
pap pbp pey ap bp ¢
Développons-le par la régle de Laplace suivant les
trois premiéres colonnes, d’abord tel qu’il est écrit,
puis en retranchant la quatriéme colonne de la pre-
miére, la cinquiéme de la seconde et la sixiéme de la
troisitme. En égalaut les deux développements, nous
obtenons I'identité
ApiBjip— Anj Dikp—+ MNApi Aijp— wAup Diji—+ Aij Dukp
- )\Aik Anjp+ P-Aip Apjr—+ )\Ajk Anip
— 1 Ajp Anik + MrAgp Anij = (A—1)(t — 1) Asp Ansy.
. Ceci doit avoir lieu, quels que soient % et w. On en
déduit les trois 1dentités
5 Ani Ajlrp_ Anj Ail.p -+ Aij Anl»p— Akp Am'j"—'— o,
(65) AniBdijp— A Dnjp—+ AjiAnip + Akp Anij= o0,
— Anpliji 4+ Aip Bnjk — NjpBuik + Agp Apiy=o.

Les deux derniéres rentrent dans le type suivant :
(66) Anidjrp—An; Arpi+ Apk Apij— App Aijr=o.
Quant a la premiére, elle nous donne
Pijkp = AnjBikp— Anidjip.
Portons dans (63) :

Sijkp = (Anj At'A'p_ Ani Ajl:p)"*‘ (Auk Aipj_ Aru' Akp/ )’
-+ ('Anp Djjr— A Apjlr)’
= A?,,-A,gkp-f‘ A,ztk Afpj-i-‘ A,Q,p A?‘,k+ 3A;"“‘A3/”,
—2Ap A‘j/rp(Anj Aip—+ Apk Dipj+ Anp Aijk)e



(142) ,
Mais, d’aprés (66), la parenthése du dernier membre
¢gale Ay;Ajxp. Donc

2 2 2 2
(67) oijnp= A,” A/k/:+ A?u Appi+ AikApij"‘ AL pAlk.

Le second membre de (62) s’écrit finalement

n—1

(08) ZS‘ZZ(AM Ajkp+Anj AIrpz""AnltApu""Anp A:/I.)»

4y k p=1

les différents termes étant obtenus en partant des com-
binaisons a répétition (ijhp). Cherchons ceux qui
renferment A, lls sont donnés par les combinai-

sons ({jkp) obtenues en faisant suivre la lettre ¢ de
toutes les combinaisons a repelmon (jkp). 11 s'ensuit

que le coefficient de AZ; estEZZ A% = Qu_y, caril

1A, p=1
est indifférent de former cette somme triple en partant

des combinaisons i répétition ou des combinaisons
simples (jAp), puisque A4, est nul dés que deux de

ses indices sont égaux. Finalement, la somme (68) est
n—1

égale a Q,,_‘(z A2, )= Q._, T,. L'identité (02) est

=1
donc établie et, avec elle, les formules (57 et (56).

(A suivre.)



