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CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Montpellier.
KPREUVE THEORIQUE. — Une courbe C est représentée par
les équations
. A .
xr = alcost, y = bl sing, %= — (acos?t + bsin?t),
2

ow t est un paramétre variable.
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1° Former l’équation de la surface S engendrée par la
perpendiculaire abaissée de chaque point de la courbe sur
llaze OL.

2° 8¢ A varie, la courbe C engendre un paraboloide. Cal-
culer ’aire de ce paraboloide, limité a la courbe C cor-
respondant a une valeur donnée de .

3° Calculer le volume limité par le paraboloide et la
surface S.

4° Calculer la valeur de l’intégrale triple

fff[x’+y’—z(a+b)]dxd_ydz

a Uintérieur de ce volume.

SoLuTIoN. — 1° L'équation de la surface S s’obtient en élimi-
nant ¢ entre les équations de la perpendiculaire 4 Oz :

A2 . a sint
z= — (acos?t + bsin?t), ol AL
2 bxr  cost
A2 bx?2 4+ ay?
z=—ab orray” |
2 Lzt + aty?

2 L'équation du paraboloide s’obtient en éliminant A et ¢:

L'aire de ce paraboloide sera donné par la formule

& 0z \? 0z \?
A:ft/\/l—‘r‘(-’-}-;) 't‘(';};) dzdy
* z? )2
=0/“/\/|+a—2+-b—zdxd)’.

Si l'on remplace z et y en fonction de X et ¢, variables indé-
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pendantes, I'élément dx dy sera remplacé par

acost — Aasint
bsint 1bcost

A=ff\/x+xxxabdxd¢,

d\ dt = ab d) dt,

ol ¢t varie de 0 4 2w, A de 0 & une valeur donnéeh = u: o
B 2 3
A= znabf Vi+ X2Adh = gﬂab[(l—i— y.’)’—l].
]

3° La surface S et le paraboloide se coupent suivant la
courbe C, dont la projection sur le plan 20 y est I'ellipse

x? 2
r ., X
a? b?

/= B tBrayt 2
‘—ff[z ab bzt aly?~ 2a  2b dwdy,

a2 y?
@<y

LAl T acos?t + bsin?t
—_—al?b?t —m
v =-[ f [2 azb a?b?

— % A cos?t — g A2 sinnJ abi d dt.

2T 2m ’
f cos?t dt =f sin?tdt ==,
0 0 .

o .
V= 'Ef (a+b)(p’—l=)abld)\=7:aba_§ b .
0

./.°I=fff[x’;-y’—z(a+b)]dxdydz
_—_ff[(z!-&-yz)z——%z(a+b)]::dzdy

=ff(z,——z.)[z"+y’——(a+b)z—’_:—z-’-] dz dy,

ou

Mais
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. A2 .
(acos?t + bsin?y), z,=—2-(acosit+bsm’t):

w 27 2 %2
l=/ f £ > . (a cos?t + bsin?t)
o 0 N

> [)ﬂ(az cos?t + bzsin%t)

b a+

-3 b(p.’—+— 22)(a cos’t—v—bsin’t)]abkdl dt;
27 11‘![ 3
f cos*t dt = f = (cos4t + 4cosat + 3)dt =- =,
0 <o 8 4
27T 3 27
f sintt dt = - =, / sin?¢ cos?t = —;
0 4 0
Al
== 2__ 2
I 8~/0 (p2—2%)

> [)\2(3a3+ ath +jab2+ 363

&I13

- ““4”’ (w24 32)(3a? + 2ab + 362)J ab dx

=T (a+b)ab [§ (a2 lﬂ)(-— Susad 13;1—).11‘)
g A 503

v

EPREUVE PRATIQUR. — Intégrer l’équation différentielle

dy  dy . o
(1—+ z?) dw!+zx%—6x—z_o,

sachant qu’elle a une solution de la forme y = z%.
Trouver une solution pasticuliére qui sannule pour
x = 0, sa dérivée prenant la valeur y' =1.

SoLutioN. — La substitution donne la seule hypothése pos-
sible y = 2. Si I’on pose

y=x*+3 et -_— = U,
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on a
du 2z
2T u= L 2) —
T T T Y= Lu+ L(1t+ #?) =Le,
4 !
U = —— z = carctlangz + ¢,
1+ z?

.
y =carctangr + ¢’ + z?

et la solution particuliére
Yy = x?+arclanguz,
ou arctangz = o. (Avril 1919.)
ErREUVE THEORIQUE. — Intégrer U'équation aux dérivées
partielles

0z - 03 Tyt gt
283 - 2yz5;+ N2 =o.

Déterminer une surface intégrale passant par la courbe
y = xex, 22 =xr— y2.

Déterminer les lignes de courbure de cette surface, et
montrer qu'elles sont situées sur des sphéres passant par
lorigine.

Sorttion. — Le systéme d’équations différentielles des
caractéristiques donne

dr _ dy dz xdr+ydy+zdz
225 23 3P—xr—y? (P yi+ 3%)
dr _dy d(z?+ y?+ 3%)
= =5 " Teirgira’
24+ Y4 2=cux, y=cuz.

L'intégrale générale sera

.

xr+ Y2+ 2= zf(%) .

Une courbe caractéristique rencontrera la courbe donnée,
si on a

22t = cx, er=c, c=2L¢c}
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la surface cherchée, lieu de ces caractéristiques, aura pour
équation

2+ yr+zt=2xL %-
Pour la surface intégrale

. x’+_y’+z’=xf<%);

on a

2(x + pz) =f<§>— §f7(§>, 2y +q3)=f (Z)

x

0 9 . ;
ol p = o—;' q= 5‘; Les lignes de courbure sont données par

I'équation différentielle

Az +p3z) _ d(y-—l—qz),

dp dg
—Lr(Dez r(H)el
dp - dq

qui se décompose :
d(%):o, rdp+ydg=o.

Le premier syst¢me de lignes de courbure est donné par
Yy =cuz, 2+ Y- 5= zf(c),

ol ¢ est atbitraire.
Pour le second systéme,

ds=pdr+qdy=d(pr+qy), s=pr+qy-+c,
M-.a_zy’—q-:zz(pz%—q_y) =wf<-‘;:>’

2?4+ zyill-zzﬁ—2c'z=x’+y"+z’=xf(z),
z
ou

4 yr+-3t=ac's, ac'z +xf<£-)

Pour la surface pacrticuliére considérée, on a les deux sys-
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témes de lignes de courbure

)y =cumz, 1+ )+ z*=axle,
c’z:zhg, z'+ yr+ z'=2c' 3.
EPREUVE PRATIQUE. — On considére la fonction
z—3

J&) = mmra =y

1° Calculer lintégrale 1 :ff(z)dz le long d'un
cercle ayant son centre a l’origine, son rayon étant suc-
. . L1305 . ..
cessivement égal a =, -, =, dans le sens trigonométrique.
2 2 2
. . i
2° Existe-t-il un cercle de centre z,= - dans lequel la
2

Sfonction

<;<z>=[f(z>d:

soit une foncu'on uniforme de sa limite supérieure 3.

SoLuTiON. — 1° En posant successivement 2 =1+ u, — 1+ u
et 2 + u, et en formant les deux premiers termes du dévelop-
pement, suivant les puissances de u, du produit uf, on
trouve

3 1 1 1
fz)=— iz a(a—uin 4(5—1) - 9(3+1)?
29 1 - 25
- 108(2 +1) 18(z —2)? 108(z —2)
R -, 3 1 29 25
Les pdles 3 = o0, 1, —1, 2 ont les résidus — —, -

474 1087 108’

L’intégrale, autour de chaque pdle, est égale au produit du
résidu par 2xi. L'intégrale sur chaque cercle est la somme
des intégrales autour des poles intérieurs. Pour les trois
cercles donnés, on a

) 5
112—%7:[, l,=2ﬂi<--—%+i+ m):-?—m,

4 108 5%

13: 0.
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] 3
2° Un cercle de rayon S e de centre 5’ Passe par o et ne

comprend aucun pole a I'intérieur; ¢(z) est uniforme dans ce
cercle. £ (Juin 1919.)

Paris.

Eprevve THEORIQUE. — 1. Soient Oz, Oy, Oz trois azes
de coordonnées rectangulaires et D une droite du plan
des xy paralléle a Oz, représentée par les équations

D(s=o0,y=h).

D’un point quelconque M de l’espace, on abaisse la per-
pendiculaire MP sur D, et la perpendiculaire MQ sur O z.
On demande l'équation générale des surfaces S, telles que
le plan tangent en un point quelconque M de l'une d’elles
soit paralléle @ la droite PQ correspondante.

Démontrer qu'il existe une infinité de surfaces de cette
espéce dépendant de deux constantes arbitraires, qui sont
des surfaces développables.

Trouver la relation qui lie les coefficients angulaires
du plan tangent a l’une de ces surfaces.

Peut-on choisir les constantes dont dépendent ces sur-
Saces développables de facon que l’aréte de rebroussement
soit une hélice?

[1. Déterminer une fonction analytique
S(z) =P(z, y)+iQ(z, y).

de la variuble complexe 5 = x + iy, sachant que P(z, y)
est une fonction de u = \/2?+ yi+x, et Q(z, y) une fonc-
tion de v = Jx’+y2— z.

Sorution. — L"Si l'on permute les noms des axes Oy
et O3 de l’énoncé, I'équation aux dérivées partielles des sur-
faces S s’écrit

(1) pr—qy=nh

Toute surface développable est d’ailleurs solution de I’équa-
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q=f(p)

Exprimons que ces équations sont compatibles en annulant
le crochet de Jacobi qui leur correspond :

tion

g-+pf(p)=o.
La fonction f est définie par
f+pfl=0 ou pf=const.=a.
Les coefficients du plan tangent sont donc liés par la relation
(2) Pq = a.

Résolvons en p et g les équations (1) et (2) et formons
I'expression de dz,

- 7 . _ 2
ds — h=xyht+ faxy dz——h"*—\/h “+ faxy dy.

2z 2y

Par intégration, nous obtenons une famille de surfaces
développables dépendant de deux constantes arbitraires’et
répondant a la question

93 = h|0gf if \/h!+jaa‘y dizy) sy
J xy

Si 'aréte de rebroussement est une hélice, le plan tangent
a la surface S, osculateur a cette hélice, de coefficients p,
a . L
—» —1, fait un angle constant avec une direction fixe (A, B, C);

d’ou la condition

(Ap*+Ba —Cpy
PP+ a

== const.

qui donne 2@ = =1, la direction étant (1, 3=1, 0). Les valeurs
obtenues de p et ¢ doivent donc rendre constante I'expres-

Pty
Vi+ ptag?
4 ht

pour x = y, celle-ci se réduit a 2 U d'ot A=0.0n a

sion ou, puisque pg = a, I'expression p*+ q?;

alors une famille de cénes, 4(2z — b)= zy.
Ann. de Mathémat., §* série, t. XX. (Mars 1920.) 9
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II. Soit P = f(u), Q= g(v); les conditions d’analyticité
donnent
uf'(u)y=yg'(v), yfi(u)y=vg'(v);
on en déduit
uf'?(u)=vg?(v) = const.
A une constante additive et & un facteur constant prés, P et Q
sontégauxd Vi et \/v, ou, en posant x = pcose, y = psing,
- o . . -
aypeostet vp sm?- Par suite, f(z)=Ayz+B, A et B
étant des constantes arbitraires.
. v . 1
KPREUVE PRATIQUE. — 1° Enintégrant la fonction ——

V1 + 3t

suivant un contour convenable, démontrer la relation

1
dr

*  dr -
| =

20 Utiliser la relation précédente pour calculer 1’inté-
grale du premier membre a une unité prés, par défaut.

SoLuTioN. — 1° La fonction f(3) = S présente quatre
Vi gt
=N
branchements A. B, C, l)( —_—-) Prenons un contour
2

formé par 'axe Oz, un quart de cercle de trés grand rayon
et I'axe ¥ O: l'intégrale le long du cercle tend vers zéro; les
autres tendent vers

£ 0 . , . ©
f ———L—[—;—‘i‘_ ou (|+i)[ ——dL———_
Joo Vi zh w Y1yt . Vi at

v 0
Prenons d’autre part le lacet allant de 'origine au point
- /141 P . .
critique \{ ——— }; Vintégrale suivant le petit cercle entou-
2
rant le point A terd vers zéro: et I'on obtient, en posant

1+
3= 5 —=

v \/_;—’
')14~5/" dy
\/; e’y \/l—‘

-
v

rl
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Comme il n’y a pas de points critiques entre les deux con-
tours, les valeurs de 'intégrale sont égales et la formule pro-
posée est établie.

2° En posant x = sing¢, on obtient

T

2 1
l_—_‘/;/‘ (1+sin?o) 2do,
o

Comme on a

- Tt 3.5. ()p-—l)
4/0‘ 5|nP<P([c,‘p_.? 2. 16...9p

UL PR I
I-—-‘/’;[l A (ﬁ ],

quantité comprise entre 1,65 et 1,97; sa valeur a une unité
prés par défaut est Punité. (Juin 1919.)

oA

il vient

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Démontrer que toute équation
différentielle de la forme
p . d o a?
(y—ay+Fy)=0, y=%, y=5%

admet une intégrale premiére de la forme
(y =) f(y')=0C

C désignant une constante arbitraire, f(y') une fonction
de y' seul. En déduire l'intégrale générale de l’équation
différentielle

(y—2)y' +(+y)1+y") =a

II. Calculer Uintégrale doulzle/
/(. ¥)
[ o

étendue au rectangle R limité par les droites

y':b>0.

xr =0, .T::a>0, Y =0,

La fonction f(x, y) est supposée continue, ainsi que loutes
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les dérivées qui figurent dans le calcul, & l'intérieur et
sur les c6tés du rectangle R.

SoLutioN. — I. Prenons pour variable u =y — x et pour
fonction u':

o du' f w du’
u——+F+u)=o0,  uel Fi+r"= const.
u

Cette intégrale premiére a la forme voulue
ft v/ —dy!
(y —x)e Flyh = const.
Dans I'exemple, on a

y'—1 _ 1 N ¥
(Y +0)(2+1n  y+1 yraa

’

Par suite, il vient

(y — ) ‘/—ltl— = const.

IT. On reconnait de suite que l'intégrale considérée s’écrit
sous la forme connue .

0%y
ff ()x()_y dz dy,

oF oF

en posant
oF
#(x, }’)—z‘) wwoy T Vi

+ F,

le champ restant le méme. D’aprés un résultat classique, la
valeur de l'intégrale est

?(ar b) - ?(ay 0)— ?(0’ b)+ ?(0, 0)'

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer l'intégrale double
/‘f dz dy
(1 + 22+ y* el

1° A Uintérieur de la parabole

étendue :

Y=oz

2° A l'extérieur de la méme parabole.
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Sorution. — En passant aux coordonnées polaires, on

obtient
1 ]
- ;ffd<.+ 9’) ‘o

2C08¢
sinZg

1 )d _Qf“’ dt
<‘ 1+ p} =), Groy

N dz
ol ¢ =tange. On calcule —— e
(1+ 32)?
formé de I'axe des x et d’un demi-cercle de centre origine, situé
au-dessus de Oz, contenant & son intérieur le péle unique

. . s=1iy2
de résidu — f—%-; Il vient

la frontiére étant o, =

1° Il vient

le long d'un contour

22

2° Pour le plan entier, on obtient =. Donc pour l'espace
extérieur a la parabole, on a

o35

(Octobre 1919.)




