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[R8e] ,
EXPOSE ELEMENTAIRE l!'leE 'I‘IIE(}BIE RIGOUREUSE
DES LIAISONS FINIES UNILATERALES;

Par M. Er. DELASSUS, !

Je me propose d’exposer ici, au point de vue péda-
gogique, c’est-a-dire sous une forme élémentaire el
contenant le moins possible de développements analy-
- tiques, une théoric dont la premiére idée se trouve dans
mes Lecons sur la dynamique des systéemes maté-
riels, et que j’ai ensuite perfectionnée et complétée
dans un Mémoire publié en 1917 dans les Arnales de
I’Ecole Normale. » _

La théorie rigoureuse, ainsi exposée de fagon a étre
accessible aux candidats & la licence et a Pagrégation,
et donnant toujours sans impossibilité ni indétermina-
tion la solution conforme a I'expérience, leur permettra
d'abandonner les théories implicites couramment
admises, basées sur une accumulation de principes suc-
cessifs considérés comme évidents et qui, sauf dans des
cas particuliers convenablement choisis, conduisent a
des résultats faux dont certains sont méme en contra-
diction absolue avec I'expérience la plus grossiére.

Ann. de Matheémat., §° série, t. XX. (Janvier 1920.) ‘ I
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1. Nous ne chercherons pas ici a préciser, d’une
fagon analytique parfaite, la notion de liaison unilaté-
rale. Nous bornant, pour simplifier, au cas d’une
liaison finie, unilatérale, indépendante du temps et
non’ surabondante, nous nous contenterons de dire
qu'elle est, en général, définie par un certain nombre
d’équations distinctes

Fl((]v)=0y ey Fi(q)=°'
et que son coté libre ou, par abréviation, coté positif,
est défini par les inégalités simultanées

Fi(g)Zo, Ceey F:(q)zo.

2. Le systéme matériel partant d'une position sur
cette liaison sera lancé du coté positif si les fone-
tions I, nulles initialement, deviennent positives; donc
si Jeurs dérivées premiéres initiales sont positives,

dF, , dF; N
~d—t—=q>,(q)+a,>o, vy -37=?i(q)+ai>0. i

Le systéme matériel étant lancé sur la liaison
prendra un mouvement du c6té positif si les fonctions F,
nulles initialement, ainsi que leurs dérivées premiéres,
deviennent positives; donc, si leurs dérivées secondes
initiales sont positives, N

diF ) . a*F
a =@ +bh>e, L =)+ bi>o,

conditions que I'on met sous une forme plus commode
en introduisant le mouvement du méme systéme sous
Paction des mémes forces et en partant des mémes con-
ditions initiales, mais en suivant la liaison considérée
comme liaison forcée. Ce mouvement donnera a l'ins-
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tant initial

o (g")+br=0, ..., 9(g")+b=o0,

les b étant les mémes que dans 'dutre, de sorte qu’en
désignant par p,, pa, ... les varialions subies par les
“valeurs initiales des ¢” quand on passe du second mou-
vement au premier, les conditions précédentes pren-
dront la forme-simple

?1(P)>°y .y ‘Pi(P)>0-

3. Proposons-nous de déterminer les p du mouve-
ment.libre, c¢’est-d~dire du mouvement pris par le sys-
teme lancé sur laliaison, mais en supposant cette liaison
non réalisée matériellement de fagcon qu’elle ne cons-
titue aucune géne au mouvement. ’

Le mouvement sur la liaison totale considérée comme

liaison forcée est donné par I'équation de Dalem-

bert (!
) Z(P+Q)w—a—2u9(w)eq,

et les équations de la liaison, inutiles & écrire ici.
Le mouvement libre donnera I’équation analogue

~

2(P+Q)uw=o,

et si nous nous plagons a I'instant initial en remarquant
que les forces, les ¢ et Ius ¢’ sont alors les mémes, nous

(') Pour sfmpliﬁer les calculs, nous supposons que le systéme,
débarrassé de la liaison unilatérale considérée, est holonome et
défini par des paramétres indépendants. Ea outre, nous écrivons
Péquation de Dalembert en mettant les w au lieu des §, de fagon
a supprimer la signification mécanique, gén.mte pour, Ies Taisonne-
ments ulleneurs, de ces variables d'|denuﬁuntmn.
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obtiendrons par soustraction

zgﬁw-{-'z;a?(w)so,
. : ’
nouvelle équation de méme forme faisant connaitre -
les p au moyen de la réaction totale p,; py, ... définie
par son travail virtuel ¥ po (3¢ ) et dans laquelle & n’est
autre que la portion T, de la force vive.:

4. Les p ainsi obtenus sont des fonctions linéaires et
homogeénes de p,, ..., p;; donc il en est de méme des
expressions c‘o(p) ‘

‘.

91(p) = P1(p), ceey o i(p) = Pi(p),

et ces fonctions ® () ont la propriété remarquable
d’étre les dérivées par uelles d’une méme fonction.

Pour le voir, désignons ] pal Zy, Ty, ... les dérivées
des p par rapport a un des p, @, par exemple, et
Par Yiy ¥ay - leurs dérivées par rapport a un autre
des p, py par exemple. On aura

0%
Zd w+ 9;(w) = o, donc s‘dx}’—f—?i(}’)*o)

: d(v
Edy—yw—i—cpg(w)so, donc e +q>,(x)__0
donc la suite d*égalités
o, [op O OF oG
5;—‘9:( ) P(y)=— a)’r——‘ rrd
. 9, 0P,
o= () = 52

dp.

ce qui démontre la propri¢té.
On arrive ainsi a une forme quadratique homo-
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gene W () telle que -

o AL oy = @iy = IV
PPy =P =—5r o wp) =) =—G=
Mais 'équation aux p donne, en y remplacant les w pér
les p, '

0% oW
d—pP=—EM(P»)= 2 o0’

" ou, plus simplement, puisque & et W sont quadra-
tiques et homogenes, :
28 =2 W.

La fonction 2’W, étant la trﬁnsformée de 2@, est donc,
comme elle, essentiellement positive.

5. Pratiquement, les équations aux p sont les équa-
tions du mouvement réduites aux seuls termes conte-
nant les ¢” et les réactions, en 'y remplacant les ¢” par
les — p.Donc on ne sera pas obligé de s’astreindre a la
forme de Lagrange, qui n’est pas la plus commode dans
ce cas; on formera ces équations par un procédé quel-
conque, on en tirera les ¢” et on les substituera aux ¢’
dans la portion T, de la force vive, le fait de substituer
les ¢” au lieu des — ¢" n’ayant aucune im'portance,
puisque T, est quadratique homogeéne.

LIAISONS UNILATERALES SIMPLES.

6. Cestlecas i—=1. _ v

Le systéme, étant lancé sur cette liaison simple A,
va la suivre : mouvement My, ou ne.va pas la suivre :
mouvement libre M,. ’ ' ‘

On a ~ :
2W(p)=Apn, -"A>o.
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-Pour que M, ait lieu du c6té libre, il faut
; ' o(p —_—_-%\-:=.—A;L>o, donc w <o,
+ donc encore
r¢(8g) <o,

pour tous les déplacements virtuels ayant lieu du coté
positif ¢(3¢) > o. C'est l¥ définition de la réaction
négative.

Supposons la réaction positive. Le mouvement qui
se produit est My ou M;. Or M, ne peut se produire,
car il aurait heu du c6té négatif et la réalisation maté-
rielle de la Laison s’y oppose, de sorte que, par exclu-
sion et sans faire intervenir aucun principe expéri-
mental, on voit que c’est le mouvement Ma qui se
produit effectivement.

Supposons la réaction négative. Le mouvement M,
n'est pas impossible, mais I'expérience montre (par
exemple une bille pesante lancée sur la face inférieure
d’un plan incliné) que c’est toujours lui qui se produit
effectivement.

Nous avons ainsi la solution du probléme de I’échap-
pement au départ au moyen du signe de la réaction.

Supposons qu’on trouve au départ le mouvement Ma,
donc réaction initiale positive. En décomposant le
temps en intervalles infiniment petits, et en appliquant
a chacun d’eux le résultat du probléme initial, on voit
que les mouvements p'artiels successifs seront toujours
des Mj tant que la réaction, restera positive, et
deviendront des M; quand, s’annulant, elle deviendra
négative. Il y aura donc échappement pendant le
mouvement quand la réaction passera du positif au
négatif. ~
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- LIAISONS UNILATERALES DOUBLES.

7. On aici { =2, et la liaison, totale se décompose
en deux liaisons unilatérales simples A, A;. Le systéme
matériel ne pourra que suivre ces deux liaisons : mou-
vement My 4 ; n’en suivre qu’'une : mouvement My,
ou M, ; ou enfin n’en suivre aulune : mouvement
libre M,. Quel est celui de ces quatre mouvements qui
se produit effectivement ?,

Nous allons commencer par chercher, en représen-
tant la réaction p, p, par le point de coordonnées rec-
tangulaires py, po, la région de possibilité M; du
mouvement libre. .

On a ici

W(p) =Arpi+ 2Bpipa+ Agpd,
A‘>O, A2>07 BZ‘AIA2<0;

donc les deux conditions de possibilité

oW
p(p)=— 5= =—2(Am~+Bu) >0,
B
oW
9Py =—g5 =7 2Bm FA>o
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' définissant M; comme région commune aux c6tés néga-
tifs des deux droites
oW' oW
; 9y |_ o Opts
On obtient ainst 'angle marqué M; dans la figure
. : . . ’ oW W
ci-contre, les quatre demi-droites Oy, Opa, a9
* 2 1
étant, d’aprés les inégalités que vérifient les coefficients
de W, forcément disposées dans I'ordre indiqué.’

8. Cherchons la région de possibilité'de M, . Clest
un mouvement sur une liaison unilatérale simple;
donc, s’il se produit, sa réaction. ', doit étre positive
ot la liaison A, ne doit pas le géner; donc il doit étre,
de son coté, libre. Les p et p'.de ce mouvement s’ob-
tiendront en prenant les équations initiales

S(P+Q)w+ p o (w)=o,
91(g") + bi=o,
puis, retranchant celles de My 4,

S(P+Q)w—+ ;x.,cpl(w)+p,<p,(w)’so,‘ -

. 01(g") +bi=o,
ce qui donne

oG~ .
D5 o+ m—E ae) e () =o,
ei(p)=o.
La premiére ne différe de I'équation aux p de M, que
par la substitution de p,— #y=E& a p; elle donnera
donc oo :

ni(p) =~ % (B ha),  oa(p)=— ‘;—X—V,@, 2.

de sorte qu’on aura P’égalité
'

ow -
d_“—l(gy M) = 9’



. ty)
donnant §, et par conséquent |, puis les deux inéga-
lités de condition

ow ) R
'(;F;(cv}lz)<0y @y >0,

qui expriment que le point §, p,, qui est par définition
sur la parallele a 'axe des w, menée par p, ps, se -

. W .. L, .
trouve sur la droite T dans sa partie du coté négatif
d | .

oW . : o s ‘A
de — donc sur celle qui est le coté de My, et enfin se
2

trouve a gauche de y,, pry. On définit ainsi la région
marquée My, sur la figure précédente, et 'on obtien-
drait de méme la région My . :

A ces régions nous adjoindrons I'angle u,Op,, que
nous désignerons par My A, (dénomination qui va étre
justifiée dans le paragraphe suivant) et nous ferons
remarquer de suite que, d’aprés la nature de la fonc-
tion W (py, 2) et la disposition résaltante des quatre
demi-droites, les quatre régions My a,, Mp, My,
et M; remplissent tout le plan sans empiéter les unes
sur les autres.

9. Siuu, est dans la région My 4,, il ne se trouve
dans aucune des trois autres; donc les trois mouve-
ments M., My, M; sont impossibles, de sorte que
c'est forcément My y, qui se produit effectivement.

~ Si p pa-est dans une des trois régions My , My, My,
il est dans une seule d’entre elles; done, parmi les trois
mouvements réduits, il y en a deux qui sont impos-
sibles, et nous ne pouvons hésiter, comme mouvement
effectif, qu'entre My 4, et le mouvement réduit de la
région ou se trouve pyps. Or Uexpérience montre (par
exemple bille pesante a l'intérieur d’un angle vertical
et partant de son sommet) que c’est toujours ¢e mou-
vement réduit qui se produit effectivement.
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1l résulte de la que les régions M A, Mp,, My, M,,
trouvées comme régions de - possibilité des mouve-,
ments correspondants sont les régions de production
effective de ces mouvements, et la propriété indiquée
plus haut de ces régions montre que V'on obtient ainst,
sans impossibilité ni indétermination, la solution
du probléme de l’échappement initial.

10. Supposons qu'on parte avec My 5, donc
#1 2, dans la région My 4, ; le mouvement My 4, ne
cessera que quand p,u, sortira de cette région et la
région dans laquelle il entrera indiquera le genre
d’échappement qui se produira.

II peut sortir en traversant un coté, Ou, par exemple;
alors 1l entrera forcément dans M, , ce qui revient
a dire que, si une seule des deux réactions devient
négative, il y a échappement de la liaison correspon-
dante, résultat admis couramment comme évident.

Le poi}nt {4 P2 peut aussi sortir de My o, par le
point O et alors notre figure montre qu’il ne passe pas
forcément dans My, c’est-a-dire que, si les réactions de
deux contacts viennent s’annuler simultanément en
changeant de signe, il n’y a pas forcément cessation de
ces deux contacts; contrairement a 'idée courante, 1l
peut trés bien arriver que I'un d’eux cesse et que 'autre
persiste.

Ce fait peut aussi se produire a D'instant initial,
quand p, et y, sont tous deux négatifs, et, dans le méme
ordre d’idées, nous devons signaler un autre fait con-
traire aux idées courantes, mais qui, cette fois, ne peut
se produire qu’au départ. Si 'une des deux réactions
initiales, i1, par exemple, est négative et 'autre posi-
tive, ou ne se trouve pas forcément dans la région My,
ou peut trés bien se trouver dans M/, de sorte qu’il
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peut y avoir échappement total a I'instant initial bien
qu’une seule réaction partielle soit négative.

LIAISONS UNILATERALES TRIPLES.

11. Onaici i=3 et la liaison se compose de trois
liaisons unilatérales simples A, Ay, A; et,dans son mou-
vement, le systéme matériel suivra ces trois liaisons :
mouvement My 4 A,, ou bien n’en suivra que deux:

A AL A, :

. : b
mouvement My 4, ou My 5, ou My A, ou bien n’en
suivra qu’une : mouvement My ou My, ou M, , ou

1 Lot et |
bien enfin n’en suivra aucune : mouvement libre M,.

Quel est celui de ces huit mouvements qui va se pro-
duire effectivement? W est ici une forme quadratique
a trois variables w,, pa, {3, €t, si nous représentons la
réaction par le point de coordonnées rectangulaires p,,
{2, p3, on sera. conduit, par des. calculs analogues a
ceux de la section précédente, aux résultats suivants
qu’on admettra facilement par analogie sans que nous
soyons obligés d’en donner la démonstration.

La région Mu, A, 4, sera le triédre 'O Ry pa s, et la
région M, la portion commune aux cdtés négatifs des
trois plans . :

W _ oW oW
opy ' Ot

On aura ainsi deux triédres tels q‘ue chaque aréte de
Pun corresponde a une face de I'autre. La région My 4,
sera le triédre joignant la face Op,p, @ Varéte corres-
pondante de My, et la région My, le triédre joignant
O, ala face correspondante de M,.

Les huit triédres ainsi définis rempliront compléte-
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ment P'espace sans empiéter lés uns sur les autres, par

suite de la propriété de W d’étre essentiellement posi-

tive. ‘ : ;

Si w,paps est dans My 4, A,y aucun des sept mou-
vements réduits n’est possible; donc c’est le mouve-
meént My 4;a, qui se produit effectivement,

Si u,pap; est dans une des sept autres régions, il
est dans une seule d’entre elles; tous les mouvements
réduits autres que celui, M', qui correspond a la région
considérée sont impossibles. 11 n’y a donc .4 hésiter
qu’entre M 4, y, et M.

Or, I'expérience montre (par exemple bille pesante
+al'intérieur d’un triédre et partant de son sommet) que
¢’est toujours ce mouvement réduit qui se produit
effectivement, de sorte que les régions trouvées comme
régions de possibilité sont les régions de production
efjective des divers mouvements.

‘Clest la solution compléte sans impossibilité ni
indétermination du probléme de I’échappement ini-
tial. . _

Si I'on part avec le mouvement My A, 4, donc avec
{1y 2, 43, dans la région My 4 4,, ce mouvement ces-
sera quand le point sortira de cette région, et la région
dans laquelle il passera indiquera le genre d’échappe-

~ment qui se produira. En particulier, si une seule réac-
tion partielle s’annule en changeant de signe, il y a
forcément échappement simple de la liaison correspon-
dante, car la sortie par traversée de la face Oy, s, par
exemple, fait forcément entrer dans M 4 . Si la sortie
s’effectue par une aréte ou par le sommet, on ne sait

_ pas a priori dans quelle région on entre et I'on peut
étre conduit a des résultats qui, quoique conformes a
I'expérience, sont en contradiction compléte avec les
idées courantes. (A4 suivre.) —~
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SIMPLE REMARQUE SUR LA CYCLIDE BE BUPIN;
Par M. M. D’OCAGNE,

La cyclide de Dupin est; comme on sait, une surface
du quatriéme. ordre, enveloppe a la fois de deux sys-
témes de sphéres (5,) et (S,) qui la touchent suivant
les systémes de cercles (C,) et (C;) constituant ses
lignes de courbure. Les courbes (y,) et (y;), lieux des
centres y, et v, de ces sphéres, forment par leur
ensemble la développée de la cyclide et sont, par suite,
rencontrées chacune par toutes les normales de cette
surface. .

On peut trés aisément reconnaitre quelle est la
nature de ces courbes (y,) et (y;) au moyen de la
simple remarque que voici : tous les cones de nor--
males Ty, de sommets Y: et ayant pour directrices les
cercles C, correspondants, passent aussi nécessairement
par (Y:); cette courbe ne saurait étre une biquadratique
gauche, car par une telle ligne ne passent que quatre
cones du second ordre, ni une cubique gauche, car
celle-ci passant par le sommet de tout cone qui la con-
tient, il y aurait coincidence des courbes (y,) et (y2)
et, par suite, des systémes (S;) et (S;) supposés dis-
tincts; ce ne peut donc étre qu'une conique. De plus,
les cones Ty étant de révolution, la courbe (vy,) est le
lieu des sommets des cones de révolution passant
par (Y:); et vice versa, par le méme raisonnement.

Les courbes (y,) et (y2) constituent donc, ainsi
qu’il est bien connu, un couple de coniques focales
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dans l’espace, c’est-a-dire de coniques situées dans ’
deux plans rectangulalres et telles que les sommets de
chacune dlelles coincident avec les foyers de l'autre.
L’une de ces coniques (7,) est une ellipse, lautre (12)
une hyperbole. Lorsque (y,) devient un cercle, (y2) se
réduit a 'axe de ce cercle, c’est-a-dire a la perpendi-
culaire a son plan, menée par son centre, et la cyclide
correspondante est alors un tore de révolution autour
de cet axe (y.) et admettant le cercle (Y1) comme
lieu des centres de ses méridiens.

[M'3g]

LIEUX DES FOYERS ORDINAIRES DES COIIRBES ALGEBRIQUES
D'UN FAISCEAU TANGENTIEL OU PONCTUEL ;

Par M. T, LEMOYNE.

Considérons les courbes (C), de classe n, appartenant
aun systéme de caractéristiques (&, v), ¢’est-a-dire telles
~qu’il y a p courbes analogues passant par un point
quelconque et v autres courbes analogues touchant une
droite quelconque. Cherchons le lieu du point d’inter-
section des tangentes,qu’on peut mener aux courbes (C)
par deux points fixes P et Q.

L'ordre de ce lieu est égal au nombre des points du
lieu situés sur une droite quelconque, par exemple sur
une droite A passant.en P. Supposons que les courbes.
(C) n’admettent pas PQ pour tangente commune et ne
passent par aucun point fixe de cette droite.

~ Il y a v courbes (C) tangentes a la droite PQ et v
seulement. Pour chacune de ces v courbes, le point P
est (n —1) fois point de rencontre de la tangente QP
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" et des (n — 1) tangentes autres que PQ que 'on peut
mener de P a cette courbe, par conséquent le lieu passe
v(n —1) fois en P; autrement dit, le point P est point
multiple d’ordre v(n —1) du lieu. Il en est évidem-
ment de méme du point Q.

D’autre part, il y av courbes (C) tangentes aladroite
PA; les nv tangentes qu’on peut leur mener du point Q
rencontrent encore PA en nv points du lieu, et il n'y
en a pas d’autres sur PA.

On en conclut que le lieu cherché est une courbe
d’ordre v(2n —1), qui admet P et Q ‘pour points
multiples d’ordre v(n —1) et coupe d’ailleurs encore
la droite PQ aux v points ou elle est touchée par les
v courbes (C) qui lui sont tangentes.

Nous pouvoms donc dire que:

1. Si de deuz points fizes P, Q on méne les tan-
gentes aux courbes de classe n qui appartiennent a
un systéme de caractéristiques (1, v) et qui, de plus,
n’admettent pas PQ pour tangente commune et ne
passent par aucun point fize de cette droite, le lieu
des points d’intersection de ces tangentes est une
courbe d’ordre v(2n —1) admettant les points P
et Q pour points multiples d’ordre v(n —1).

Prenons pour points P et Q.les points cycliques du
plan, les points d’interseciion des tangentes sont foyers
ordinaires des courbes (C), donc:

2. Lelieudes foyers des courbes de classe n appar-
tenant a un systéme de caractéristiques (., v), ne
touchant pas toutes la droite de Uinfini et n’ayant
pas leurs directions asymptotigues données, est une
‘courbe d'ordre v(2n—1) admettant les points cycli-
ques pour points multiples d’ordre v(n — 1).
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Lorsque v =1, les’ courbes (C) appartiennent a un '
faisceau tangentiel. Par suite :

3. Le lieu des foyers d’un faisceau tangentiel de
courbes de classe n, non tangentes a la droite de
Uinfini, est une courbe d’ordre 2n — 1 qui admet les
points cycliques pour points multiples d’ordre’n — 1.

En particulier:

Le lieu des foyers d’'un faisceau tangentiel de
coniques a eentre est une cubique circulaire.

Supposons maintenant que les courbes (C) appar-
tenant & un systéme (p, v) soient les courbes d’ordre m
d’un faisceau ponctuel. On sait que dans un faisceau
ponctuel de courbes d’ordre m, il y a2 (m — 1) courbes
tangentes 4 une droite quelconque; on a donc
v=2(m — 1) et, comme la classe n des courbes (C) est
égale a m(m —1), on en conclut que le hieu des foyers
de ces courbes est d’ordre

v(ien—1)=2a(m—1) [zm(m-—-l‘)'——x]. ,
Ainsi :

4. Le lieu des foyers des courbes d’ordre m appar-
tenant a un faisceau ponctuel et n’ayant aucune
direction asymptotique’ donnée est une, courbe
d'ordre 2(m —1)[2'm(m —1)—1] qui admet les
points cycliques pour points multiples d’ordre
a(m—1)[m(m—1)—1].

En particulier:

Le liew des foyers des coniques d'un faisceau
ponctuel, n’ayant aucune direction asymptotique
donnée, est une sextique bicirculaire.
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Sx dans le théoréme 2 on fait n = 2, on obtient le
théoréme suivant, da a Chasles (*) :

L4

Le lieu des foyers des coniques d’un systéme (p., v)
qui ne touchent pas la droite de Uinfini et n’ont
pas leurs directions asymptotiques données est une
courbe d’ordre 3v admettant les points cycliques
pour points multiples d’ordre v.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Bordeaux.

EvREUVE TulomiQuE. — I Méthode d’intégration de
léquation linéaire aux dérivées partielles du premier.
ordre

Ap+Bg=QC,
ou A,.B, C sont des fon‘clion.§ doﬁne’es dexz, y, 3
Application. — Intégrale générale de
X TIPp +ysq=x+y*+ 232,
Surface intégrale particuliére contenant la courbe
z =lo, z2+ y? = R3. ‘
SoLUTION. — l;’applicatiop de la méthode classique conduit -
aux équations différentielles ordinaires ’

dr _dy zdz xdx+ydy
= == = = ’

x y 2+ 32+ 222 224y

( ) Voir Brocarp et LEquNa, Courbes géométriques remar-
quablcs,t I, p. 270.

Ann. de Muthémat., 4° série, t. XX (Jamner 1920.) 2
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donnant les deux intégrales

24 y2-+ 3?2

= const., CEST

= const.

RIR

Lintégrale générale est ainsi
724 y2 4 32 ¥y
=f

i =\
et I'intégrale particuliére est

7?4+ y?+ 352

1
T TR
Il. On donne une courbe gauche (C) pour laquelle les
coordonnées d’un de ses points M sont des fonctions con-
nues de l’arc AM de la courbe, compté & partir d’un point
Sire A de la courbe. On méne en M, a la courbe (C), la
tangente ME, la normale principale M+ et la binor-
male M% dans les sens habituels. Soit u une fonction déter-
minée de ’arc AM. On méne la droite MD dont les para-
métres directeurs par rapport & M§, M=, MU sorit (1, 1, u).-
Cette droite MD engendre une surface réglée (X) lorsque
le point M se déplace sur la courbe (C). On demande :

1° Comment on doit choisir la fonction u pour que la
courbe (C) soit ligne de striction pour la surface . On
montrera que la solution de cette question s’'obtient par
quadratures.

20 Comment on doit choisir la fonction u pour que la
surface (%) soit développable. On montrera que la solu-
tion de cette question dépend d’une équation de Riccalti.
Peut-on intégrer cette équation lorsque la courbe (C)
est une hélice quelcongue?

SoLuTioN. — Par rapport aux axes M§, My, MZ, le plan

tangent en M a X est
nu—{g=o.
Pour avoir le plan tangent a = au point a l'infini sur MD,
il faut prendre e plan tangent au céne directeur décrit par

la droite dont les paramétres directeurs dans des axes fixes
: Vi ’
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sont

A=a+a'+au, p=8+F+pf% v=y+yY+yu

Les coefficients de ce plan seront %-)\, f{ Z ou, par appli-

cation des formules de Frenet et en revenant aux axes
mobiles,
1 u 1 du

1
“RETT TN &

On aura ainsi le plan tangent cherché a =:

. ¢ n ¢
1 1 u
' =o.
1T u I du
— — —_— — — — + —

La courbe (C) sera ligne de striction si ces deux plans
tangents sont rectangulaires, ce qui donne une équation
linéaire en u?. . .

La surface X sera développable s’ils sont confondus; on.est
ainsi conduit a une équation de Riccati dans laquelle les va-

riables se séparent quand (C) est une hélice, parce qu’alors le
rapport 7 est constant. _ ‘

EpREUVE PRATIQUE. — Calculer, en appliquant le théo-
réme des résidus, l'intégrale

o .
"sind3z + cosdx
'r—,—_dzo
o )+ 4 cosx .

SoLuTioN. — Posant ¢ = eiz, l'intégrale devient :.

(i f@rpri(e—n B
-8 t3[22+5¢+ 2] ’ -
prise le long d’une circonférence de rayon 1, ayast lorigine
pour centre. Sa foncuon admet, a {'intérieur de ce cercle, le
gz

pole t =0 de res‘rdu et le poéle t=— -~ de ré-
125
sidu — Y3 + Ts" On en déduit ponr I la valeur — -ﬁ- .

(Bordeaux, juin 1g1g.)
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Erreuve THEORIQUE. — 1. Etant donnés trois awes rec-
tangulaires et une surface S, d'un point quelconque M de
cette’surface, on abaisse des perpendiculaires MP,MQ, sur
Oz et Oy. Former l'équation auz dérivées partielles a
laquelle doit satisfaire la surface S pour que la normale
MN & cette surface soit contenue dans le plan PMQ, quel
que soit le point M pris sur la surface S. Intégrer l’'équa-
tion obtenue. Déterminer la surface S qui contient la
droite x =0, y = 3: .

SoLuTioN. — On arrive immédiatement a.I’équation linéaire
aux dérivées partielles

dont l'intégrale générale s’obtient facilement,
28 = —zt— y+ f(22—y?),
et donne l'intégrale particuliére demandée

- r—yr42xi=o0.

II. On donne en coordonnées rectangulaires une surface
réglée S ayant pour équations

z=pcosh, y=psin, z2=V+ oW,

p et 0 étant deux paramétres indépendants et V, W deux
Sfonctions données du seul paramétre 6. On demande :

1° De former l'égquation différentielle des lignes asymp-
totiques de cette surface et de montrer qu'elle s'intégre
par quadrature. '
2 Comment il faut choisir la fonction W pour que les
lignes asymptotiques; autres que les génératrices, se pro-
Jettent sur le plan des xy suivant des courbes homothé-
tiques entre elles par rapport a l'origine des coordonnées.
Montrer que la surface S est, dans ce cas, un conoide.
Pouvait-on prévoir géométriquement ce résultat?

SoLuTioN. — 1° On a, pour les lignes asymptotiques,
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I'équation de Bernoulli ’

avdy V[ &EW
AP T e

qui s'intégre en posant u = : et donne ainsi

awW

W+
ot ten | — & w]
P av /Y
& / db

2° Il faut que I'équation différentielle ne change pas quand
‘on multiplie p par une constante, donc que

2 . .
w+ddT‘;v=0 ou W=a'cos(').+bsin0,

et la surface est un conoide dont les génératrices rencontrent
Oz et sont paralléles au plan 3 =axz + by.

Géométriquement : les projections sur le plan des xy
forment une famille de courbes homothétiques comprenant
ainsi, comme ligne particuliére, la droite de I'infini. De sorte
que le point & Pinfini sur une génératrice rectiligne variable
décrit une ligne asymptotique.

Cette courbe a I'infini de S admet en chaque point comme
plan osculateur le plan de linfini en tant que ligne dans
le plan de l'infini et le plan tangent & S en tant que ligne
asymptotique de cette surface. Comme ces deux plans sont
distincts, ¢’est une ligne a plan osculateur indéterminé, c’est-
a-dire une droite; la surface est une surface réglée a plan
directeur, et, comme toutes les génératrices rencontrent Oz,
c’est forcément un conofde.

Epreuve PRATIQUE. — Calculer lintégrale de variable

complexe , )
, dz
i [(z’—:);/gz—t

prise le long d’'un chemin situé tout entier dans le premier
angle des axes de coordonnées. Dans le résultat final on
mettra en évidence la partie réelle et la partie imaginaire.
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*SOLUTION. — On effectue le changement de variable

Va2z—1=:
et I'on calcule la fonction primitive. En prenant { comme

J
)

Ol x

détermination initiale de y/2z —1, on trouve pour valeur de
Pintégrale

%L(z—y§)—%+i [;:EL'(2+¢§)_1;].

(Bordeaux, novembre 1919.)

Lille.

EpREUVE THEORIQUE. — 1. A quelle relation doivent satis-
Jaire les deux coefficients p et q de U’équation différentielle
- linéaire du second ordre y"-+—py'+ qy = o pour que cette
équation admette deux intégrales dont le quotient soit
égal a la variable x? Former toutes les équations de
Uespéce considérée, satisfaisant & la condition précédente,
et telles de plus que le coefficient q soit constant. Indiquer
les équations obtenues.

. Quelle doit-étre la forme de la fonction

f(ny’zqu 9)
pour que le systéme différentiel formé pour Uapplication
de la méthode de Lagrange et Charpit & l'équation aur
dérivées partielles f = o admette l’intégrale premiére
Pz + qy = const.?

SorutioN. — I. La relation demandée est

pr+2p'=4q.
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Les équations correspondant & g constant sont
Y +aygcoth(z+a)/gy' +qy =o,
et leur intégrale générale est ‘
(A + Bx)
=——
sh(z+2) /g

a, A et B étant des constantes.

I1. Tl faut etil suffit que la fonction f satisfasse a I'équation
linéaire homogeéne aux dérivées partielles du premier ordre

of of of _of _ _of _
.'I/‘%-P_}’;‘)-, -52— -——q;;—-().

+(pz+qy) o

La forme la plus générale de cette fonction est .

H z z s
f=F<xe px+ ’/.Y"}/e I’-l""’l-)” pel""’"ly, quI"HI.Y>'

.

EPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer Uintégrale définie

dz
o I+ 28

II. La fonction y =tangx satisfait a |l’équation diffé-
rentielle y'= y?+1; calculer au moyen de cette équation
les cing premiers coefficients différents de zéro du déve-
loppement en série de tangx suivant les puissances de x au
voisinage de x = o. »

SorutioN. — I. On sait qu'on a

[ et de 1:
, —_— = 0 ’
Jo 1+ smat

a étant compris eatre o et 1. Remplacons ¢ par 25 :

*® sa—t dx m
o —_— = .
o 1+ 2% sinaw




(24)
Pour a = -_;—, on obtient

dr =
A P+ x5 T

5sm§‘

II. Pour x =0, 0n a yo=o0,y, =1, et, en général,

n n(n'— 1) )
n p— _ ! — " -1
J"o +2>__2[y}/(n+h+l]}/(n)+ Y y},(u )+.__J0.
Il vient nécessairement
" " —_—
Yo =0, Yo =12, ye' =0, 5 =24,
}no\u): o, )A‘;m) = 2%, 17, yt&'nn = o, }/l‘;x: — 28. 31 ;

7

225 17 6229

tangr = + — —_— - —_—— e
& Y S YE ST YT
(Lille, juillet 1919.)
Lyon.
EpREUVE THEORIQUE. — Soif, en awxes rectangulaires,

zy = as, léquation d’'un paraboloide hyperbolique.
D’un point M (z,y, z), on abaisse une droite D perpendi-
culaire sur le plan polaire du point M par rapport au
paraboloide. Quelle est l'équation aux dérivées partielles
des surfaces S, telles que, si M est un point de l'une quel-
~conque de ces surfaces S, le plan tangent N en M a S
contienne la droite D correspondant & M. Intégrer cette
équation. Courbes caractéristiques. Déterminer la surface
intégrale de facon qu’elle contienne la droite z +y =1,
3 =0b(x—y), (b=const.). Lignes asymptotiques de la
surface intégrale particuliére ainsi obtenue.

INDICATIONS SuR LA SOLUTION. — L’équation aux dérivées
partielles cherchée est

PT+qy +a=o.

La courbe caractéristique qui passe par le point (z,y, 3) a
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pour équations paramétiiques
( 1=ax cht 4+ yshe,
yi=axsht + y cht,
&5 =z—alt.
La surface intégrale générale a pour é,g‘ual,ion

~

SRR

= f(x2—y?) —log(z +y),

JS-étant une fonction arbitraire.
Celle qui contient la droite z =1 —y, 2 = b(z—y) a_pour’
_ équation 3 = b(22— y2) — alog(zx + y).
C’est une surface réglée. Les asymptotiques sont d’abord
les génératrices rectilignes

z+y=0C,
3=bC(x—y)—alogC,

puis une deuxiéme famille de courbes dont les projections
sur XOY sont les hyperboles équilatéres

[26(x —y)— A](x +y)=a.
EPREUVE PRATIQUE. — Soil s l'arc de la lemniscate
r2=2cos(20), compté a partir del'originé. Montrer que
#: p(s; &2, &3), avec ga=1, g3= 0. Arc total. Aire de la

surface de révolution engendrée par la lemniscate en
tournant autour de OX.

5= 2dr

/1/4—#
o [(__ds .
—[ ;/633—-2.

L’arc total est 4w, ’aire cherchée est 4 7:(2 — ;/;)
(Lyon, juillet 1919.)

SoLutioN. — On a

. 1
etsxz_-ﬁ,
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EPREUVE THEORIQUE. — 1° Intégrer l'équation différen-

tielle
22y dy + (22— y2+1)dxr = o;

2° Expression générale de ses facteurs intégrants;

3° T'rajectoires orthogonales des courbes intégrales;

4" Montrer que le réseau formé par les courbes inté-
grales et leurs trajectoires orthogonales est un réseau de
courbes isothermes. \ :

a.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — En posant y2=r1, on est
ramené 3 une équation linéaire. L’intégrale générale, cherchée
par I'une quelconque des méthodes connues, sera donnée par

24 y2—

I’équation = a = const., qui représente un fais-

ceau de cercles passant par les deux points fixes réels z = o,
y==.

1 . Lo -
Ziestun factenr intégrant parueuller, et ¢ désignant une

2+ y2—1
fonction arbitraire de son argument — (————l——> est
le facteur intégrant le plus général. L'equanon différentielle
des trajectoires orthogonales est

(2 —y2+1)dy — 2xy de = o.

1 N . N -
Elle adm-et? comme facteur intégrant. L’intégrale générale

x4 Y241
Y

du précédent.

Si I'on pose

= b = const. donne le faisceau de cercles associé

24+ yr*—i=ux,
2 Yr1=vy,

et qu’on prenne u, v comme nouvelles coordonnées, on trouve

dst= dzt+ dy*
= (V5§ + uy/or—§)2(u2+4) (01— 4)
4(ui+ o)

><[ - du? dv? :
| <u=+4>2+<v=—4)=]
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et, de la forme du deuxiéme membre, il résufte que le réseau’
considéré est bien formé de courbes isothermes.

EpREUVE PRATIQUE. — Si 2= .z‘—+-ty, melttre arctangz
sous la forme X(z,y)+iY(z,y), X et Y de.ngnant des
Sonctions réelles des variables réelles x, Y- Quelles sont
les courbes X = const., Y = const.?

Le point 3 parcourt le segment de droite (o, 1+ ). On
partde l'origine avec la valeur o pour arctangz. Avec
quelle valeur de arc tang z arrive-t-on au poinrt 1+ i?

Le point z parcourt un cercle de centre o et de rayon
p <1. Quelle courbe parcourt le point u = arc tangz?

INDICATIONS SUR LA SOLUTION :

. s
1+13 .
1— i3

. 1
u = arc langz = —lo
g 21 °8

- 2z
= —arc tang"————————; + AT
2 . 1— 22—y
] 2 Y142
D e TR 12y

A g e s p— ( h'enuer).

Les courbes X = const., Y = const. forment le réseau iso-
therme déja considéré dans le probléme d’analyse

arc tang2 + Zlog5.

S 1
arctang(1+1) = >

¥iA

\Enﬁn, la derniére courbe demandée a pour équation
(1—p2)* tang?(2X) + (1+p*)* th*(2Y) = 4p2.

(Lyon, nevembre 1919.)

Marseille.
‘ E PREUVE THEORIQUE. — 1° On pose
r+ay=u, T—ay=v, z=f(u)+9(v).

Choisir les fonctions arbitraires f(u) et ¢(v) de sorte
que les surfaces représentées paramctrzguement par ces
équations soient développables.
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2° Intégrer l’équation linéaire aux dérivées partielles
ap—+gq—+2a=o,

et déterminer celle des surfaces qui satisfait a cette équa-
tion et qui est circonscrite & la sphére de rayon R donné
dont l'équation est

r*+ y?+ z2= R2

3° Rapprocher les deux questions précédentes en suppo-
sant que a est donné le méme dans les deuxr cas.

SoLuTioN. — 1° On trouve f"¢"= o. Par exemple, on peut
poser z = A(x -+ ay)+ B + f(x —ay), équation de cylin-
dresavec une seule fonction arbitraire B + f(x — ay) et une
constante arbitraire A,

2°-3° L’intégrale générale peut étre représentée par
z+zr+ay=f(xr—ay).

Elle représente des cylindres de In famille Iprécédente
quand A =—1. )
L’intégrale particuliére est

(+5a)(x?+ y?+ 32— R?) — (ax +y —2az)*=o0
ou encore
(2 +2ay)?+(2ax + as)?+ (ay — z)*— R?=o,

équation renfermant trois fonctions linéaires non indépen-
dantes et, par conséquent, représentant un cylindre.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer U'équation différentielle
/
mu zdu + 220
- dz T 1—zr -

ol m est un nombreé entier positif donné, z la variable
indépendante et u la fonction. ‘

Le point z décrivant dans le plan des z I’'un quelconque
des cercles qui passent au point z =+ 1, a Uexclusion de
eeuxr qui passeraient par les points singuliers, calculer
les valeurs au point z =+ de la fonction u de z qui cor-
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respond & la valeur zéro de la constante arbitraire dans

Uintégrale générale et leurs variations quand le point 3
revient au méme point z =+ .

Distinguer, suivant ces variations, dwers groupes de

cercles.
.

SovuTioN. — L’intégrale générale est

2+C>,

et l'intégrale a étudier, correspondant & C = o, est

3
u=2zm{log :

u=zm[2logz —log(zs—1) - log(z +1) —mt].

La fonction a, dans le plan des z, trois points singuliers
a=o0, b=1, c=—1. Les cercles.passant par le point z=—+1:

1° peuvent ne renfermer aucun des trois points;

2° peuvent entourer 'un de ces points;

3° peuvent entourer -deux de ces points (—t et o, ou o
et +1);

4" peuvent entourer les trois points.

Au pointz =-+1, on a
u=1im[—dog2+ (2k +1)ni].

Quand le point z décrit I'un des cercles dans un sens connu,
chaque point singulier entouré par le cercle correspond a une
variation de Z=2xn¢. D’ailleurs 37 reprenant la valeur de i,
la variation de la fonction est anwim+1, n étanlt un nombre
entier positif, nul ou négatif facnle a déterminer pour chaque
groupe de cercles. )

Un cercle fait donc, d’une maniére générale, passer, au
point z =+ i, la valeur de u d’une de ses significations a une
autre. (Marseille, juin 1919.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Integrer Uéquation aux déri-
vées partielles

L5 0z (2% 4y 92 —az(ar N
o },dy aajy‘.zq—y+ym‘) 2z(22+ y?) = o.
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"2 Veérifier directement que la surface dont l’équation
en coordonnées cartésiennes est xy s = a, la lettre a repré-
sentant une constante est une intégrale de cette équa-
tion, et déterminer de quelle maniére elle se rattache a
Uintégrale générale.

3% Déterminer les lignes de niveau et les lignes de pente
de cette surface.

4o Eziste-t-il sur cette surface des lignes asymptotiques
réelles?

SoLuTioN. — L’intégrale générale est une relation arbitraire
entre les fonctions zey*—* et zy ex*~7%,

Les lignes de pente et les lignes de niveau ont pour pro-
jections les hyperboles ) = const. et 2 — y2 = const.

Onast—rt=— il n'y a donc pas de lignes asymp-

zhy’

totiques réelles.

EPrEUVE THEORIQUE. — Calculer, en prenant le sens po-
sitif d’un cercle d’un rayon r plus petit que U’unité et
ayant son centre & l'origine, les valeurs des trois inté-
grales ‘

flog(l—hz)dz, fIOL__‘_Z)"dz, /‘!%:_Z) dz.

3

Séparer dans les résultats les parties réelles et les
parties imaginaires et en conclure lesvaleurs de plusieurs
intégrales dé finies réelles, en particulier de l’intégrale

on
[ log(t+2r cose +r?) coso do.
<o

Plus généralement, calculer l’intégrale

am
f log(a?~+ ab cosg + b2) cosp do,
)

quand a et b sont des nombres positifs donnés.

SoLutioN. — Voir les Exercices de Frenet pour les résul-
tats, ‘ (Marseille, novembre 1919.)
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CHRONIQUE.

Doctorat és sciences mathématiqués.
Sorbonne (soutenances de 1919).

M. F.-C. Crarier. — 1° Sur les surfaces minima ou
élassoides; _

2° Applications géométriques des transformations
de contact ou des groupes de transformations. '

M. EenkLr AxeL. — 1° Recherches de Géomeétrie
infinitésimale vectorielle;

2° Sur les propriétés géométriques des courbes
conjuguées dans le mouvement relatif de deux solides.

M. G. Cesr. — 1° Sur les transformations des
équations aux dérivées pai‘tielles d’ordre quelconque a
deux variables indépendantes; :

2° Déformation infiniment petite des surfaces.

Agrégation des Sciences mathématiques (1919).

Concours NormaL. — MM. Callet; Dufaut, Lancelot,
Léger, Someyre.

Section des mutilés et réformés. — MM. Bla-
quiére, Mahé, Pons, Vaulot.

Concours setciaL. — MM. Flamant, Morel, BenoitI,
Sartre, Prulhiére, Delbouis, Métral, Schmidt, Lecomte,
Delens, Millet, Roy, Vuillard, Mahuet, Galetti.

Section des mutilés et réformés. — M. Perrachon.
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Section des anciens admissibles (1914). —
MM. Dumas et Raymond.

Académie des Sciences. — Prix attribués en 1919.

MaruemariQues. — Priz Franceeur : M. Georges
Giraud, docteur és sciences, pour ses fravaux sur les
fonctions automorphes.

Metcanique. — Priz Poncelet : M. Prosper Char-
bonnier, inspecteur général de I’ Artillerie-navale, pour
ses travaux de balistique.

Cours de la Sorbonne.

I. Geomtrrie Svekrievre. — M. Cl. Guichard, qui,
dans sa derniére série de lecons, avait traité des Sys-
témes de droites, a pris cette année pour sujet les
Propriétés métriques des courbes dans un espace
d’ordre quelconque (mardi et vendredi, 10" 30).

On sait que les concepts fondamentaux de la géo-
métrie métrique dans un - espace a n dimensions
ont été développés dans un Mémoire essentiel de
M. Camille Jordan; un peu difficile a lire, paru en 1875
dans le Bulletin de la Société mathématique de
France, t. 111, p. 103.

II. Tutorie nEs roxcrions. — M. Emile Borel traite
des Formes quadratiques et de leurs extensions ana-
lytiques (samedi,.4").

Le Professeur étudie les formes quadratiques algé-
briques, dont le role est fondamental en géométrie, les
formes quadratiques de différentielles, qui ont tant en
mécanique analytique que dans la théorie des surfaees
et des espaces une importance essentielle, et les formes
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quadratiques a une infinité de variables. Ce sujet
embrasse diverses théories avee lesquelles les jeunes
géometres et physiciens doivent étre familiarisés, et qui
sont plus connues a l'étranger, notamment cn ltalie,
que chez nous. '

Cours du College de France.

I. Covrs ve M. Humsert. — Quelques applications
des fonctions elliptiques. Le cours du lundi (13" 15)
est consacré aux applications a la géométrie avec de
nombreuses excursions dans des domaines voisins (inté-
grales abéliennes, géométrie sur une courbe, etc.).

Le cours du mardi (9" 15) a pour objet les applica-
tions a l'arithmétique : le Professeur expose les travaux
de Jacobi, de Liouville, d'Hermite, et les siens, relatifs
aux nombres des décompositions d'un entier en
sommes de carrés et aux nombres de classes des
formes quadratiques hinz!ir(,‘s et positives.

I1. Cours vz M. Hioavarn., -—— L'OF uvre de Henri
Poincaré en héorie des fonctions. Le Professeur
étudic cette ceuvre dans ses relations avec les grands
courants d’idées contemporains et avec les travaux
qu'elle a provoqués. D'un grand intérét historique et
philosephique, cette étude est un moyen d’initiation
trés précieux a toutes les doctrines mathématiques de
notre époque, mercredi (15" 30).

Le lundi (10"30), M. Hadamard reprend les réu-
nions mathématiques qu'il avait organisées avant la
guerre : il y dirige I'étude critique, faite par ses audi-
teurs, de Mémoires récents, qui sont, pour cette
année, ceux parﬁs dans les cinq derniers volumes des
Rendiconti del Circolo matematico di Palermo.

Ann. de Mathémat. §° série, L. XX. (Janvier 1920.) 3
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Facultés des 3ciences. — Personnel.

Borbeaux. — M. Trousset, docteur és sciences, aide-
astronome" a 'Observatoire de Floirac, est nommé
maitre de conférences en remplacement de M. Esclan-
gon, ¢n mission a Strasbourg. '

Grenonie. — M. Collet, professeur d’analyse infini-
tésimale, est admis a la retraite. ‘ ‘

M. Gau, professeur adjoint, est nommé professeur
d’analyse infinitésimale.

M. Janet, agrégé de lmll,ln",nlaltiques, est nommé
maitre de conférences.

Livcik. -— M. Demartres, professeur d’analyse mathé-
matique, est décédé a I'age de 51 ans.

M. Chasy, professeur de mathématiques générales,
est nommé professeur d’analyse.

M. Chapelon, docleur és sciences, ingénieur des
mines, est nommé mailre de conférences de mathéma-
tiques. '

M. Aampé de Fériet, doclteur és sciences, est
nomm¢é maitre de conférences de mathématiques.

MonteeirLier. — M. Plerre Humbert, docteur
és sciences, est nommé maitre de conférences de mathé-
matiques, en remplacement de M. Villat, passé a
Strasbourg.

Nancy. — M. Floquet, professeur d’analyse math¢-
malique, est admis i la retraite ¢t nommé professeur
honoraire.

M. Leau, docteur és sciences, professeur au Lycée
Saint-Louis, est nommé chargé de cours de calcul dif-
férenuel et inté'gral.
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- M. Got, docteur és sciences, professeur au Lycée de
Marseille, est chargé d’un cours de mathématiques.

Paris. — M. V.-J. Boussinesq, membre de I'Institut,
professeur de calcul des probabilités et de physique
mathématique, est admis, sur sa demande, a la retraite,
et nommé professeur honoraive; 5g ans de services,
dont 12 dans I'enseignement secondaire, 14 a la Faculté
de Lille et 33 a la Sorbonne.

M. Vessiot, chargé de cours, est nommé professeur
de mathématiques générales.

M. Julia, agrége ct docteur és sciences, est chargé
des fonctions de¢ maitre de conférences de mathéma-
liques a PEcole des Hautes Etudes.

Strassourc. — Le personnel de P'lnstitut de Mathé-
matiquesaét¢indiquédanslenumérodeseptembre 1g1g.

MM  Pérés et Thiry sont chargés de l'ensei-
gnement des mathématiques générales.

M. Bauer est nommé maitre de conférences de phy-
sique mathématique.

Touvrouse. — M. Roy, docteur és sciences, est
nommé professeur de mécanique rationnelle, en rem-
placement de M. Lates, décédé.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1.84.

(1897, p. S79; 1917, p. 36,

Si, a deux tétraédres, dont les sommets sont les huit
points communs a trois quadriques, on circonscrit deuxr
quadriques bitangentes, dont une des coniques communes
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est dans un plan fize, le plan de l'aulre passe par un point
fize. ) E. Duporco.

SoLUTION
Par M. R. BouvaisrT.

On connait le théoréme suivant, du & Hesse : 8¢ l'on dé-
signe par A;(i =1,2, ..., 8) les points communs & trois
quadriques, st l'on partage ces points A; en deux groupes
de quatre points, les deux tétraédres ayant respectivement
pour sommets les points de chacun de ces groupes sont
conjugués a une méme quadrique =.

Il en résulte que les sphéres circonscrites 3 ces deux
tétraédres sont orthogonales a la sphére de Monge de £, leur
plan radical passera par le centre w de Z, d’ott I'on conclut
immédiatement que si deux quadriques, circonscrites a chacun
de ces tétraédres, ont une conique commune située dans un
plan m;, le plan m, de leur seconde conique d’intersection
passera par le pole w, de =, par rapport a X.

1785.

(1898, p. 559 ; 1917, p. 386.)

Etant donné un arc de courbe plane, on considére la
perpendiculaire abaissée du barycentre du périmétre de
cet arc sur la corde qui en joint les extrémités; enveloppe
des droites qui correspondent ainsi a des arcs de courbe
paralléles & un arc de courbe donné. E. Durorco.

SOLUTION
Par M. L. VARCHON.

Soit OA l'arc donné. Choisissons sur la normale un sens
positif ‘et prenons comme axe Oz, la normale positive en O
et comme axe Oy la tangente en O.

Soit M(z, ¥) un point de la courbe. Posons arcOM = s,
et désignons par 6 I'angle de la normale en M avec Oz, avec
la condition que 6 = o pour s =o. Désignons aussi par [, la
longueur de Parc OA ; par a, b, les coordonnées du point A ;
par &, 5, celles du barycentre de I'arc, et par. a, 'angle de la
normale en A avec Ox.

S»it O'A’ I'arc paralléle a OA obtenu en portant sur les
normales orientées une longueur p; nous désignerons les élé-
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ments de O'A’ par les mémes lettres que les éléments cor-
respondants de OA, mais en les accentuant. On a les relations
connues :
r'=x + pcosb, ¥y =) + osinf,
ds'=ds + p db,
U =1+ pa.
On en déduit

llsv: [ z,ldsl
< OrA’

=f xds+p [ coslds +p zdﬂ+p?fcosed0
oA ~loa 0A 0A
et

/V,nlz / },/ d.‘.l

0'A.
= yds—t—p[sinﬂdx—i—pfyd(i—kp’[sinOdﬂ.
/oA Joa 0A Joa
Posons
A= xas, R:[}/de.
04 Joa

En tenant compte des relations

dxr = — sinf ds, dy = cosh ds,

on obtient immédiatement 'expression des coordonnées du
barycentre de O'A’:

'

15+ (A -+ b)p+ p2sina
- {+ap '

oy

_lqg+(B—a)p+p*(1—cosa)
- { -+ ap

'

.,‘

L’équation de la perpendiculaire abaissée de ce point sur
la corde O'A’ est, en I'ordonnant par rapport a p,

[(ax — A)(1—cosa) — (ay — B)sina]p?
— | a(ax—A)+b(ay— B)—[(z—¥)( l—cosa)—(y——'q)sina]zp
—la(z—§ +b(y—m)]=o.
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En exprimant que cette équation en p admet une racine
double, on aura imniédiatement I'équation de l'enveloppe
cherchée: :

;a(ax—-A)—g—b(a&'r—B) N
—I[(2—&)(1—cosa)—(y—1)sina]'?
+ 4lla(x — &)+ b(y —u)]
> [(axr— A)(1— cosa) — (ay — B)sina] = o.

I .
On peut Pécrire sous la forme plus simple

la(ax —A)+b(2y —B)
~|(x —§)(1—cosa)— (y—mn)sinal{
+ 41 b1 — cosa) — a sina)
X [(25 —A)y —(an—B)x + A7, — BE] =0,

sous laquelle on reconnait une parabole.

Autre solution par M. R. BouvaisT.

1841.

(1898, p. 484; 1917, p. 357.)

Soient a et b deuxr nombres positifs premiers entre eux;
n un nombre entier positif quelconque. Démontrer que.le
nombre des solutions entiéres non négatives de Uéquation

ax+by=n

h(n%) +E(n—b—>——n—+—|;

b

est égal a

a' est l’associé du nombre b suivant le module a, c’est-
a-dire le nombre positif < a satisfaisant a la congruence

semblablement, b' est l’associé de a suivant le module b;

enfin E(x) désigne le plus grand nombre entier contenu
dans la quantité z. J. FRANEL.
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SoLugioN
Par M. FauchEUX.

ab' + a'b —1 est multiple de a et de b, par suite de ab;
ad' + a'b est de la forme pab + 1, p €tant un entier positif
cthacun des nombres ab’ et a'b étant plus petit que ab,
p=1et v ‘
. ab'+(a'—a)b =1.

On obtient une solution entiére de I'équation proposée en
prenant ,
xy= nb’; Yo=n(a'—a).

La solution générale est

.
.

x=nb"+ kb, y=n(a—a)— ka,

¢t le probléme revient a trouver combien de valeurs de &
rendent z et y positifs ou nuls.
z est positif ou nul pour

A“:‘—E(nz”);

y est positif o nul pour
k< E (n Z) —n,

et I'on voit facilement qu'il existe
aV . h/ -
E(n——> -+ lt(n—> —n—+1

valeurs de k& satisfaisant aux conditions de I’énoncé. .

i

OUESTION PROPOSEE.

2434. Etant donnés une sphére S, 'un de ses diamétres A,
dcux de ses tangentes Aj et A, paralléles a'A, dont les points



( 40)

de contact soient diamétralement opposés, enfin les grands
cercles Gy et G, de cette sphére, dont les plans, menés parle
diamétre perpendiculaire au plan de A; et A,, sont inclinés
a 45° sur A, on considére le conoide droit I’y de directrice A, qui
passe par les cercles G; et G, puis les conoides droits I'y
et I'y, circonscrits a S, qui ont respectivement pour direc-
trices A; et A,.

On demande de calculer Ies volumes des solides constitués

par :

1° La partie du conoide T limitée aux cercles Gy et C,;
2° La partie du méme conoide intérieure au cylindre cir-
conscrit a la sphére S et d’axe A;
3" L’ensemble de la sphére et des conoides Ty et I'; limités
respectivement a leurs directrices A; et A,.
M. p’OCAGNE.

ERRATA.

Quatriecme série, Tome XVIL. 1917 :

TN T
Page 163, ligne 12 et formules (6), remplacer LM, LN par LN, LM.
Le triangle LMN de la page 164 est inversement égal & celui de la
page 163 et devrait étre désigné par une notation différente L'M'N'.
-

TN .
Page 165, remplacer L, M, N par LN, LM, .... Le triangle LMN
des pages 166 et 167 devrait étre noté L'M'N'.
Quatriéme série, Tome XIX, 1919 :
Page 396,. ligne 2, au lieu de (PNQN + C), lire PNQ(N + Q).

P—u
—, lire

Page 193, ligne 14, au liew de m
~ L



(41)

[C1f]

SUR LE MAXIMUM ET LE MINIMUM DES FONCTIONS
' DE DEUX VARIABLES ;

Par M. G. VALIRON.

Considéronsunefonctiondedeux variables s=f(.r,y)
développable parla formule de Taylor autour d’un point
que nous pouvons supposer étre lorigine (z,=o,
Yo=0). Scheeffer a indiqué une méthode permettant
de reconnaitre si la fonction s est extremum (c’est-a-
dire maximum ou minimum) en ce point (‘). V. von
Dantscher a repris la question d’une fagon différente
et a donné un procédé permettant de reconnaitre au
bout d’'un nombre fini d’opérations si la fonction est
extremum, le seul cas ou la méthode est en défaut étant
celui ou la surface 3= f(x,y) est tangente au plan
des z)” suivant une ou plusieurs lignes passant par
Porigine (?). La méthode de von Dantscher est celle qui
se présente naturellement a l'esprit, mais le procédé
direct employé par l'auteur, pour montrer que le
nombre des opérations a effectuer est fini, est assez
long. '

Je vais montrer qu’on peut conduire la démonstra-
tion d’une facon simple et rapide en utilisant dés le
début le théoréme de Weierstrass sur les fonctions

(') Mathematische Annalen, t. 35, 1890, p. 541.
(?) Mathematische Annalen, t. 42, 1893, p. 89.

Ann. de Mathémat, §° série, t. XX. (Février 1920.) 4
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implicites dont V. von Dantscher ne fait usage qu’a la fin
de son exposé (').

1. Nous supposons que f(z, y) posséde des dérivées
partielles d’ordre p -+~ 1 continues et que les conditions
de I'extremum relatives aux dérivées du premier ordre
sont réalisées, de sorte que le développement de s par
la formule de Taylor s’écrit

() z=f(x, )=0x(r,y) + 23(2, ¥) .40 (2, )+ R p(2,¥),

%i(x, y) étant un polynome homogéne de degré i a
coefficients numériques, et R,(x,y) un polynome
homogeéne de degré p + 1 en x et y dont les coefficients
sont des fonctions de x et y bornées au voisinage de
Porigine.

Nous supposons que la premiére des formes ¢;(x, y)
qui n’est pas identiquement nulle est de degré pair et
semi-définie, le résultat étant immédiat dans les autres
cas.

Placons-nous d’abord dans le cas simple ou ¢, (z, y)
n’est pas identiquement nul et est semi-défini, ona

Wz=Ay—1z)+9(x,¥)+.to,(z,y)+ R, (7, ¥)(2);

on peut en particulier prendre p = 2, de sorte que M
étant le maximum de la valeur absolue des quatre déri-
vées partielles du troisiéme ordre pour z*— y2<r2,
on a

3
(2) |z——A(_r—1,x)’|§-; M(z2+ y2)2 (224 y25r2).

(') La présente Note n'a aucune prétention a Poriginalité. Je me
propose simplement de simplifier la démonstration d’une propriété
connue.

(?) Le cas ol les termes du second degré sont de la forme A z?
se traite de la méme facon.
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Soit ¢ un nombre positif arbitrairement petit, isolons
la droite ¥ — o,z = o par un angle A, d’ouverture 2¢
ayant cette droite pour bissectrice. A I'extérieur de cet
angle ou sur ses cotés, on a

(y —012)2> (1 +2})sin2e(x+ y2);

donc, d’aprés I'inégalité (2), 5 a le signe de A dans
tout domaine fermé D: extérieur a un angle A: et inté-
rieur au cercle de rayon R;, R: étant le plus petit des

3 . .
deux nombres 7 et 5 sin?e M—! (1 4 aj).

Posons ¥y — «, x = tx, on aura

= x’f,(x, l)’
Si(z, t)=At2+xo5(1, 2+ ) +...
+ P20, (1,04 2) -+ TR, (1, 2,4+ t),

les coefficients de R, (1, 2,+4¢) étant des fonctions
bornées de z et ¢.

Si fi(x, t) est extremum pour z =t = o, il existe
un domaine — &g, - o ; — Ly, -t ; dans lequel f| (z, £)
a le signe de A (puisque cette fonction a le signe de A
pour z nul), si 'on prend I'angle A: intérieur a 'angle
balayé par la droite y = tx lorsque ¢ varie de 2, — ¢,
a o, ty, x est différent de o dans cet angle, donc s a

le signe de A dans A, et, d’aprés ce qui précede, s est
extremum.

Si f\(z, t) n’est pas extremum pourz =t = o, c’est
qu’il n’a pas toujours le signe de A, 1l existe des
points x,3£ 0, t, tendant vers r=o, t=o0, tels
que A fy(Z4,ty) S0, donc aussi tels que AsS o, 5 n’est
pas extremum.

On est ainsi ramené a chercher si f,(z, t) est extre-
mum pour z =0, ¥ = o. Le raisonnement a été fait
dans le cas de 'extremum strict, mais on voit de méme
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que, pour que 3 soit extremum au sens large, c’est-a-
dire que Az2o, il faut et il suffit que f,(x,¢) soit
extremum au sens large.
Le seul cas ambigu qui puisse se produire dans1’étude
de f\(x, t) est celui o0 v, (1, 2,) =0, et ou la forme

A4 teh (1, 2) + 220, (1, %)

est encore semi-définie, elle s’écrit alors A(¢— ayx)?
et 'on estramené a la méme question. On effectuera la
transformation ¢ = g,z + wx, etainsi de suite.

Si la question n’est pas résolue au bout de ¢ opéra-
tions, les valeurs des dérivées partielles d’ordre ¢ —- 1
interviendront alors, on peut donc étre arrété si les
dérivées d'un certain ordre ne sont plus continues.
Supposons que s soit développable en série de Taylor
dans le voisinage de P'origine, peut-il arriver que dans
Papplication de la méthode on obtienne toujours une
forme semi-indéfinie ?

D’apres un théoréeme de Weierstrass (') 1'équation

Sflxr,y)=0
définit deux fonctions y, et y» de x et deux seulement
s‘annulant pour z =o et 'on peut écrire

SlE ) = [Ny 4 ay(@)y + ay(@) [ H(x, y),

a, (), as(r), et H(z,y) etant holomorphes dans un
z|,|y|<<r et H(z, y)> o dans ce domaine,
| carH (0, 0) =1]. On a done, pour |z| < r,

domaine

W1—r2)t= 1% a(2)P— jA as(z),

et, par suite, si yy — y, n'est pas identiquement nul,

(') Voir Gounsat, Traité d’Analyse, t. 2, 3 éditioun, p. 279.
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c'est-a-dire Ay*4-a, () ¥ + as(x) n’est pas un carré,
il existera un nombre s tel que !i}——y’ tend vers une
limite finie lorsque z tend vers o.

Lorsqu’on pose y = («,~+t) z, les solutions y, et y,
(dont le rapport a # tend vers«, ) sont transformées en
les racines de f,(#, t) qui'tendent vers o lorsque x tend
vers o, et ainsi de suite. Siau bout de ¢ opérations la
question n’est pas résolue, c’est que la transformation

(3) V=& 4 a2, 22T+t Y
donne
s=axfy(z,Y)
avec
(4) So(x, Y) =AY —agrz)+. ..

ety, et y, s'obtiennent en remplacant Y dans 1'éga-
lité (3) parles solutions Y, et Y, de (4) qui s’annulent
pour x = o, par suite

. — Y2
|||n};1.____’_
X =0 x4

= 0.

Il est donc impossible que ¢ soit supérieur a s, aubout
d’un nombre fini d'opérations la recherche est ter-
minée.

‘Supposons maintenant que y,=y,, on a

flx,y)=A [‘y—i—g—'%ﬂ]zﬂ(z,’y)

si I’on fait les transformations successives
y=(xu+1t)x, t=(a+u)x, ceey

les termes de plus bas degré sont donnés par le premier

terme puisque H(o,0) =1 et a,, ay, ... sont les coef-
ay(x)

+ > comme les 2; sont

ficients du développement de
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réels, la fonction a, (z) est réelle. Le résultat final est
donc le suivant:

Sif(z,y) est holomorphe, la méthode conduit a
un résultat au bout d’un nombre fini d’opcérations,
sauf si f(x, y) contient un facteur double
réel [y — a(x)]*, cas dans lequelily a extremum au
sens large.

2. Considérons maintenant le cas gén¥ral ou la pre-
miére forme 9;(z, y) non identiquement nulle est de
rang 2 n et est semi-définie :

fan= Al — @ e (y = Br ) (r — B d(a, y),

iz, y) étant définie positive. On est ramené ici a
. ..
étudier la fonction

Si(z, t) =z flo, a1+ t)

et les fonctions analogues. Si toutes ces fonclions ont un
extremum au sens strict, 1l en est de méme de 3; si
toutes sont extremum au sens strict ou large, 5 est
extremum au sens large, enfin si 'une de ces fonctions
n’est pas extremum, 5 n’est pas extremum.

Ona
Si(e ty=Aeay(t) + 20,24+ t) +...,

4 (¢) possédant un terme constant positif. Il peut se
faire que l'ensemble des termes de plus bas degré
de fi(z,¢t) soit une forme semi-définie et I'on sera
ramené a la méme question; cette forme est de degré
2a au plus, et le seul cas ou I'on n'aura réalisé aucun
progrés est celui ou cette forme sera encore une puis-
sance (2a), donc ou

Si(x, )= A(t—a.z)e+ ., ..
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On posera alors ¢ = (a,—+ u).r, le méme cas pourra se
produire, et ainsi de suite. Je dis qu’au bout d’un
nombre fini d’opérations on aura effectué une réduc-
tion, c’est-a-dire qu’on sera ramené au moins a une
forme semi-définie dont les facteurs seront a des puis-
sances moindres que 2@, sauf dans un cas exceptionnel
(on suppose f(z,y) holomorphe).

D’aprés le théoréme de Weierstrass, Sfi(z,t)az2a
solutions nulles pour £ = o, et 'on a dans un domaine
entourant l'origine

Si(z. 1) =Q(=, ) H(z, 1)

avec

(5) Q@ t)=A[£2a+ 121 Ay (&) 4. ..+ Asa(2)],

les fonctions A;(z) étant holomorphes ainsi que H(z, t)
pour |z |<r, |t|<retH(z,t) étant positif dans ce
domaine. L’équation Q(z, ) =o donne les 2a solu-"
tions ¢y, £y,..., taq, de f, (2, ¢) quis’annulent pourz = o,
celles de ces solutions qui sont distinctes sont les racines
de I'équation obtenue en annulant le quotient du poly-
nome Q(z,¢) par le plas grand commun diviseur entre
ce polynome et sa dérivée; les racines distinctes sont
donc celles d'une équation

(6) A4+ 0B (z)+...+B)(z) =0

dont les coefficients sont holomorphes a I'origine, car
ils sont obtenus par des opérations arithmétiques en
nombre fini & partir des A;(z) et ils doivent s’annuler
pour z = o. Si Q(z, ¢) n’est pas une puissance (2 a)*™°
I'équation (6) est au moins du second degré et 'équa-
tion aux carrés des différences des racines posséde un
terme constant non identiquement nul C(z); si cette
fonction C(z) s’annule s fois pour z = o, I'équation (6)
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et par suite (3) posséde deux racines 7, et ¢, telles

ty—t :
que —’T’ tend vers un nombre fini lorsque z tend

vers o.

Or, on voit comme au n° 1 que, si au bout de g opé-
rations la réduction n'est pas effectuée, le quotient de
la différence de deuxsolutions de Q(x, ¢) = o parz9~"
tend vers o, c¢’est donc que laréduction s’opére au bout
de s opérations au plus.

S1 Q(x, ¢) a toutes ses racines égales, donc est dela
forme Ay — a(x)]*%, ce sont les coefficients de 2(x)
que I'on obtient dans les opérations effectuées en vue de
la réduction qui est impossible, par suite 2(z) estréel,
et comme les solutions de f(z,y) correspondant au

facteur
(r — 2y 2)2a

se déduisent de celles de Q(z, ¢) par la transformation
y=(m+t)z,

J (z,y) contient le facteur

(v—ax — a(x)]2e.

Ainsi la réduction s’opére au bout d'un nombre fini
d’opérations, sauf si f (2, y) contient un facteur réel a
la puissance 2 a. Ecartons ce cas. Au bout de q opéra-
tions on aura la transformation

Y =0T+ ayr +...+ 2,27+ Y7
donnant :
f(]-‘_},) = xiu-‘na(q—-i)fq(‘,r’y )’

les termes de plus bas degré de f,(z, Y) pouvant cons-
tituer une forme semi-définie dont les facteurs premiers
seront ¢levés a une puissance moindre que 2 a, laréduc-
tion des fonctions correspondantes se fera aprés un



( 49 )

nombre fini d’opérations, sauf si f,(x, Y) contient un
facteur réel de'l'une des deux formes

[Y—a(x)]r’, [o—B(Y)].

Dans un cas comme dans l'autre, f(z, ») admettra
une solution réelle d’ordre (2a').

D’une fagon générale, aprés avoir effectué p réduc-
tions successives, on aura une transformation de la

forme
.2‘=S(X,Y), f=T(X’ Y)y

S et T étant des polynomes en X et Y a coefficients
réels s’annulant pour X =0, Y = o, donnant

Sz, y)=R(X,Y) fi(X, Y),

R (X, Y) étant un monome. Si dans fx(X, Y)laréduc-
tion d'un facteur de degré 2 ne s’opére pas, c’est que
cette fonction contient un facteur de I'une des formes

[Y =y (X)), [X—3(Y)]*w,

»(X) et 8(Y) ¢tant holomorphes, réelles et nulles a
I'origine. 1l en résulte que f'(z, ) a une solution réelle,
uniforme, d’ordre 24 s’annulant pour z = o.

Le seul cas ou la méthode ne conduit pas a un résul-
tat au bout d’un nombre fini d'opérations est donc
celui ou f(z,y) est de la forme

(7) S (z,y)=[Uygi(z, y)*F(z,y),

chaque facteur ;(x,y) définissant une branche de
courbe simple réelle passant par I'origine.

Il faut en outre remarquer que, lorsqu’une réduction
nes’opére pas, ily a extremum large danslarégion du plan
correspondante, si donc on conduit les diverses opé-
rations de réductions simultanément a partir des divers
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facteurs de 9.,(2,y), le seul cas exceptionnel est celui
ou f(z,y) étant de la forme (7) aun extremum au sens
large. La surface z=f(x,y) est tangente au plan
des zy suivant certaines lignes réelles passant par 'ori-
gine, et reste du méme c6té du plan deszy dans le voi-
sinage de l'origine.

On verra sans peine en utilisant la décomposition en
deux facteurs de Weierstrass utilisée ci-dessus que,
lorsqu’il y a extremum au sens large, f(z,y) est de la
forme (7), et le résultat définitif sera :

Lorsque f(zx) est analytique, les opérations de
recherche conduites simultanément donnent un
résultat au bout d’un temps fini, saufs’il y a extre-
mum large.

Lorsque f(x,y) est un polynome, on peut recon-
naitre, par des opérations algébriques dont le nombre
est limité par le degré m, si 'on se trouve dans le cas
d’exception; mais cette recherche est méme inutile, on
verra facilement que si au bout de (2m)! opérations
effectuées a partir d'un facteur de 2,,(z,y), on n’est
pas parvenu a un résultat, f(z,») est de la forme (7).
Le probléme est donc completement résoluble dans
le cas des polynomes.

Lorsque f(z,y) aun développementillimité, chaque
transformation qui redonne une forme semi-définie
fournit deux relations entre les coefficients du dévelop-
pement portant sur un coefficientau moins dont le rang
croit a chaque opération; lorsque le cas d’exception se
pmdult, il y a une infinité de relations portant sur une
infinité de coefficients du développement taylorien. I1
faudrait connaitre ces relations pour pouvoir dire que
le probléme est complétement résolu.
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EQUATION ANGULAIRE D'UN CONOIDE DROIT. APPLICATION
AU CYLINDROIDE ENVISAGE DANS SES RAPPORTS AVEC
LA DISTRIBUTION DES COURBURES AUTOUR D'UN POINT
IVUNE SURFACE ;

Parn M. M. n’OCAGNE.

1. Sil'on prend le plan Ozy comme plan directeur
d’un conoide droit et s1’on suppose la directrice recti-
ligne de ce conoide confondue avec O z, on peut définir
complétement cette surface par la relation entre le z
de chaque génératrice et angle o que fait cette généra-
trice avec Ox,

F(z,¢)=o0. (4

Telle est ce que nous appelons 'équation angulaire
du conoide considéré (').

(') Si 'on prend dans cette équation 5 et ¢ comme des coor-
données polaires rapportées au pole O et a I'axe Oz, on obtient
une courbe qui peut étre regardée comme représentative de la dis-
tribution des génératrices le long de la directrice rectiligne. On
voit que la sous-normale polaire en chaque point de cette courbe
fait connaitre le paramétre de distribution de la génératrice corres-
pondante du conoide et, puisque la directrice rectiligne se confond
ici avec la ligne de striction, par suite, que les points centraux de
toutes les génératrices se projettent en O sur Ozy, il en résulte
que lextrémité de la sous-normale polaire se confond en projec-
tion avec le point représentatif de la distribution des plans tangents
pour chaque génératrice. ( Cours de Géométrie pure et appliquée
de I’Ecole Polytechnique,t. I, p. 229.) '
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On remarquera que, pour chaque génératrice, la
dz
E .
métre de distribution le long de cette génératrice.
Voici quelques exemples :

valeur de o= représente, par définition méme, le para-

1° Surface de vis a filet carré. — Si l'on prend
pour Oz la génératrice de la surface située dans Ozy,
I'équation est -
z=ho.
2° Paraboloile équilatére. — Si l'on place 'ori-
gine O au sommet et que l'on prenne pour Oz la
génératrice passant par ce point, on a

z = htange.

3° Cylindroide. — Avec la définition de ce conoide
telle qu’elle est donnée dans notre Cours de Géométrie
pure et appliquée de I’ Ecole Polytechnique (t. 1,
p- 233), 1l suffit de prendre comme directrice la section
du cylindre de révolution tangenta Oy s le long de O 5
par un plan mené par Oy et coupant ce cylindre sur
la hauteur A, pour obtenir immédiatement 1'équation

35 = h cos?¢.

\

4° Conoide droit a noyau sphérique. — Si, se
rapportant & la définition donnée dans notre Cours
(t. I, p. 233), on prend pour Ozy le plan diamétral
horizontal de la sphére en faisant passer Oz par le
centreé de cette sphére de rayon r, et si I'on appelle a
Pabscisse de ce centre, on a

32 = r?*— a?sin?g,

qui, dans le cas ou la directrice rectiligne O s est tan-
gente a la sphére (¢ =r), se réduit a

S =rcosy,
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5¢ Partie conoidale de la voate d’arétes en tour
ronde. — Sil’on se reporte ala définition de ce conoide
donnée dans le méme Cours (t. II, p. y17), que l'on
appelle a la montée de la voiite (rayon du cercle méri-
dien de sa partie torique) et o, 'angle que fait avec
'axe de la projection horizontale du conoide la géné-
ratrice de ce conoide située dans le plan des naissances
(angle AwF dela figure 193, a 'endroit cité) on trouve,
sans difficulté, I'équation

2
zz__.,,z(,__?;).
\ @6

2. Reprenons I'équation angulaire ci-dessus du cylin-
droide (3°). Si Pon transporte Yorigine en un point
quelconque de Oz, sur lequel A, et A, sont les points
extrémes de ce conoide, et si Pon pose OA, =z,
OA, = 5,, les angles ¢tant toujours comptés a partir
de la méme direction Oz, on voit, puisque I'on a

h = 2,— 3,
que I'équation devient

3 — Zp= (31— 33)C0s%0Q
ou
Z = 3;C08%¢ + 3ysin2g,

Cette équation, obtenue d’une facon plus détournée
par M. Chapelon (V. 4., 1906, p. 182), fait voir immé-
diatement, comme I'aremarqué cet auteur, que l'inverse
du lieu des centres de courbure relatifs & un point d’une
surface, par rapport a ce point est un cylindroide. Ces
centres de courbure sont, en effet, d’aprés le théoréme de
Meusnier, distribués, dans chaque plan normal, faisant

T . .
avec O.r langle ‘P"Jf_;’ sur le cercle ayant pour dia-

métre le rayon de courbure r donné par la formule
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d’Euler

cos?op sin?y
—T 4

1
I'— ry ry

Par une inversion de puissance K, ces cercles
donnent, dans chacun de ces plans normaux, une

droite faisant avec Oz 'angle o+ = et dont la distance z
gle 13

a O est donnée par

SR

On a, par suite, si les valeurs de z dans les plans
rincipaux sont 3, et 3,
p 3 )

3 = 2,c0829 + 3Z3sin%o,

qui n’est autre, d'aprés ce qu’on vient de voir, que
I'équation angulaire d’un conoide. Mais il y a plus :
st 'on prend (en grandeur et signe) K=r,r,, il
vient 3y == ry, 3,=r,, et, par suite,

3 =rycos?p + rysinto.

Cette formule, rapprochée de celle qui fait connaitre
» Tapf
le rayon de courbure du contour apparent de la surface
Y pp
projetée orthogonalement (wvoir notre Cours, t. 1,
p- 190), montre que 5 est le rayon de courbure, a
Porigine, du contour apparent de la surface projetée
sur celui de ses plans normaux en O qui fait, avec Oz,

: ' . . e s
Pangle ¢ + —- La droite inclinée a I'angle © sur O,

a cette distance 3 de O, n’est donc autre que Iaxe de
courbure de ce contour apparent. Elle est a angle droit

sur la droite inverse du cercle de Meusnier, ci-dessus
trouvée. D’ou ce théoréme :

St la puissance d’inversion est prise égale au
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produit des rayons de courbure en O, le cylin-
droide inverse, par rapport a O, de la surface licu
des centres de courbure relatifs a O, est identique
a celui que U'on obtient en faisant tourner de go°
autour de la normaleen O le lieu des axes de cour-
bure, relatifs a ce méme point, des contours appa-
rents de la surface donnée projetée sur tous ses
plans normauz en O.

[K!16b]

SUR LES GONTACTS DES SPHERES TANGENTES
A QUATRE PLANS;

Par M. V. THEBAULT.

1. Désignons par a, b, ¢ les plans bissecteurs des
diedres suivant BC, CA,"AB; par o, B3, v ceux des
diédres suivant DA, DB, DC, dans un tétraédre ABCD.
Affectons d'un accent les plans bissecteurs des diédres
extérieurs.

1l existe en général huit sphéres tangentes aux plans
des quatre faces du tétraédre. Ces sphéres forment
deux systémes suivant que le nombre des plans bissec-
teurs intérieurs passant par le centre est pair ou im-
pair. On a, par exemple,

(N (a, 2) (b, B) (c, 7)),
(1) (a, 2) (&, B) (s ¥),
(I (a'ya') (b, B) (¢, ¥,

(") (a'ya') (b, B) (e, ¥)
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et

(li) (a’wa ) (bl ,6') (c» Y’)v
(12) : (a,z') (U, B) (¢, 1),
(1) (a, ') (b, &) (s 1),
([B) (alvl.) (b'v @ ) (clv ' )

2. Ces deux systémes sont nettement distincts :

i° La droite qui joint deux centres'd’'un méme sys-
téeme rencontre deux arétes opposées du tétraédre;
ainsi la droite (I1I') est (a, 2);

2° La droite qui joint deux centres de systémes dif-
férents passe par un sommet du tétraédre; ainsi la
droite (11,) est (o, B, v).

Les spheéres du premier systéme sont respectivement
la sphére intérieure au tétraédre et les sphéres situdes
dans les combles. Celles du second systéme sont les

spheres situées dans les tricdres tronqués.

3. Si, par une droite, on mene les deux plans tan-

gents & une sphére et si l'on joint aux points de contact
A et u, deux points quelconques A et B de la droite, les
angles A%B et AuB sont égaux. ‘
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Si A est le contact d’'une sphére tangente aux plans
des quatre faces d’un tétraédre sur la face ABC, par
exemple, et si a,, by, ¢, sont les angles compris entre
les droites joignant A aux sommets A, B, G, on pourra
désigner les angles analogues des trois autres faces res-
pectivement par

(@, byycy), (@s, by, c2), (@, bs,¢y)
et

am=a;+bi+cy= a1+ bs+c¢y=a,+ b+ cy = as+by+cy,

d’ou
b1=bz7 Cy= C3, a; = Qas.

Une sphére touchant les plans des quatre faces
d’un tétraédre, si U'on joint le point de contact
d’une face aux sommets de celte face, les trois
angles compris entre les droites ainst menées sont
les mémes dans les quatre faces.

4. Le plan de chaque face d’un tétraédre ABCD
contient gn général huit contacts susceptibles d’une
¢élégante détermination.

Rabattons sur le plan ABC, par exemple, les faces
DBC, DCA, DAB, de maniére que les triangles obtenus
D,BC, D,CA, D,AB soient extérieurs a ABC. Les
contacts de la sphére (I) inscrite intérieurement au
tétracdre sur les faces DBC, DCA, DAB se rabattent
respectivement suivant les symétriques A., Az, A, par
rapport 8 BC, CA, AB, du contact iy de la face ABC.
Donc Ay est l'inverse triangulaire du centre du cercle
circonscrit au triangle Ja sk par rapport a ABC.
Mais, a cause de Pégalité des triangles Ay D,y et AX. D,
par exemple, A3A. Dy D, est un trapéze isoscéle, et

atsAo et D, D, D; sont homothétiques, le centre

Ann. de Mathémat.. 4* série, t. XX. (Février 1920.) o]
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d’homothétie étant le centre O de leurs cercles cir-
conscrits.

Le contact Az, d’une sphére (1) inscrite intérieu-
rement au tétraédre, sur la face ABC, est donc {’in-

verse triangulaire, par rapport a cette face, du
centre du cercle circonscrit au triangle D, D, D,.

Si lon rabat une face sur le plan ABC vers I'exté-
ricur ¢t les deux autres vers l'intérieur, I'inverse du
centre du cercle circonscrit au triangle D,D,D,
obtenu, par rapport a ABC, est le contact de I'une des
spheres (17), (1), (1”) des combles. On a ainsi trois
autres contacts.

Rabattant les trois faces vers lintérieur, sur le
plan ABC, on détermine le contact de la sphere (1,)
inscrite dans le triédre tronqué de sommet D.

Enfin, les contacts des sphéres (1), (1;), (13) pro-
viennent du rabattement sur ABC de deux faces adja-
centes vers I'extérieur, une vers 'intérieur.

5. Dans un tétraédre équifacial, deux faces rabat-
tues sur un méme plan, de part et d’autre de leur aréte
commune, forment un paralléelogramme. Les propriétés
sulvantes apparaissent alors :

Dans un tétraédre équifacial :

1° La sphére inscrite (1) touche chacune des faces
au centre de son cercle circonscrit ; (1) est donc con-
centrique « la sphére circonscriteet son rayon égale
le quart de la hauteur du tétraédre;

2° Les sphéres exinscrites touchent la face corres-
pondante en son orthocentre; ces sphéres sont
égales, leur rayon est la moitié de la hauteur du
tétraédre et leurs centres sont les points de la sphére
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circonscrite diamétralement opposés aux sommets;
3° Il n'existe pas, dans les combles constitués par

les plans qui forment le tétraédre, de sphéres tan-
gentes a ces plans.

Le centre du cercle circonscrit au triangle D, D, D,
correspondant, situé¢ en effet sur le cercle circonscrit

a ABC, a pour inverse, par rapport a cette face, un
point a U'infini.

GORRESPONDANCE.

M. F. Balitrand. — A4 propos de la transformation
par tangentes orthiogonales. — M. M. d'Ocagne vient
d’attirer & nouvcau l'atlention sur la transformation
par tangentes orthogonales (V. A., seplembre 1919).
Il a donn¢ une méthode pour construirve le centre de
courbure de la transformée d’une courbe donnée. En
voict une autre pour effectuer cette construction.

Soit ’

Zcosg +ysing—p=o

., . ~ .
I'équation de la tangente a une courbe donnée (M).
L’équation de la tangente ala courbe transformée (M, )
sera

z sing — ¥ cosg — p tango = o.

Les deux tangentes seront orthogonales et se coupe-
ront en T sur un axe fixe O.r. Si M et M, sont deux
points correspondants, les normales a ces fmints a (M)
et (M,) se rencontreront en I sur la perpendiculaire
élevée en T 4 Oz.



(60)
En dérivant deux fois équation de MT, on obtient,

pour les coordonnées du centre de courbure C de (M)
en M, les valeurs

z = — p'sing — p"cosg,

y = p'coso—p'sing.

.51 € est le symétrique de G par rapportal, la paral-
lele & Oz menée par C' rencontre MT en un point qui
a pour abscisse

14 2psin?o

. " eie
: 2p'sino psin?o
cosg cosdg;

+ p'sing —
P v cos?o cosg

D’autre part, en dérivant deux fois 'équation de M, T,
on obtient pour l'abscisse du centre de courbure G,
de (M) en M,

. ' TN
2psin%s . ap sinwy sin?o
1',:——2-——L———Y—+—p'5|ng~ p-ny P -,

cosg cosdz cos?s cosc

De la comparaison des formules précédentes résulte
la construction suivante de C,. On prend le symé-
trique €' de C par rapport a I par €' on méne une
parallele & Oz qui coupe MT en un certain point; la
perpendicalaire abaissée de”ce point sur Ox passe‘

par G,. F. Bavireano.

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Caen.

ErREUVE THEORIQUE. — I. 1° En désignant par z une
fonction inconnue, et par A\, B, C trois fonctions connues
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des deux variables indépendantes x et y, on considére le
systéme des équations simultanées
9%z 0?3 gz

1 —— =A — =B — =C.
(1 =M oz T o

Former les conditions d’intégrabilité du systéme; com-
bien y en a-t-il de distinctes?

2" Déterminer une fonction \ de x et de y de maniére
que le systéme

0z
0z oy

0%z
(2) (m_(az-—r))\ =22y}, dy’ =(2y2—1)A
soit intégrable, et former dans ce cas son intégrale géné-

rale.

SoruTioN. — 1° Les conditions d’intégrabilité du systéme (1)

sont
oA 0B 0B oC N 00,

== 2=, =
ay ox’ dy — ox dy? ox?’
la troisiéme est une simple conséquence des deux premiéres.
2° Les conditions qui déterminent X sont

o\ N oA 2y 7

_ =2 _——= 2 s

9z ’ Ty VA
on en déduit

her*+r* = const. = C.

Le systéme (2) admet alors pour intégrale générale

G
s= et aaly oy,

7 B, v désignant trois constantes arbitraires.

Il. Une surface étant définie en coordornées rectangu-
laires & Uaide des formules
(3)  x=9¢(y, ), y=x(u,v), z =4Y(u, »),

ou u, v désignent deux paramétres arbitraires, quelle est
la condition :

1° Pour que les courbes u= const. forment sur elle un
réseau orthogonal ?



(62 )
2° Pour qu’elles y forment un réseau conjugué ?
Lorsque ces deux conditions se trouvent a la fois satis-
Sfaites, quelle propriété peut-on en déduire relativement
aux deux familles de courbes?

Application a la surface définie par les formules

2av?

m’ Yy =ux, z=v(z‘——2a),

(4) T =

ot a désigne une constante donnée.

SorutioN. — ° Il faut et il suffit que l'on ait, quels que
soient u et ¢,
o or aydy 0505
du oy du oy Jdu oy
20 Il faut et il suffit que I'on ait de méme
ou % 0z
oxr du Ju
or Jady 0z —o
ov 0w oy -

orxr Oy 023z
dudv Odudv Ouody

Lorsque les denx conditions sont satisfaites a la fois, les
courbes dont il s’agit constituent les deux séries de lignes de
courbure de la surface (3). '

Pour la surface particuliére (4), qui remplit les deux con-
ditions énoncées, et dont ’équation cartésienne est

r(x?2+ y2 4 32) —2a(x?+ y?)=o0,
les lignes de courbure sont les cercles déterminés par les
deux séries de plans
Yy =ur, s=v(xr—-2a),

respectivement perpendiculaires sur XOY et sur XOZ. En
vertu du théoréme de Joachimsthal, la normale a la sur-
face (4) tout le long d'un de ces cercles engendre un cone
de révolution; le lieu des sommets de ces cones se compose
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de deux paraboles respectivement situés dans les plans XOY,
XOZ, et ayant pour équations respectives :

y*+b4a(r —a)=o, 22— 4fax =o;

en désignant par A le point d’abscisse a situé sur 'axe OX,
la premiére parabole, dont 'ouverture est tournée vers les =
négatifs, a pour foyer le point O et pour sommet le point A;
la seconde, dont P'ouverture est tournée vers les z positifs,
a, inversement, pour foyer le point A et pour sommet le
point O.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer une fonction u des trois
variables indépendantes x, y, z par la double condition :
1° de vérifier l’équation aux dérivées partielles

<du 2 (r)u>7 du+ w0
E;‘ f’}’ +2()—Z 2U =05

20 de se réduire a eyY—2 pour x =o.

SoLUTION., — u = e*x+y—2,
(Juillet 1919.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Intégrer l’équation aux dérivées
partielles
8 z 0z + 0z 32— 22—y
) or Y oy 23 ’

et faire voir que, si x, y, z désignent des coordonnées
rectangulaires, l'une quelconque des surfaces intégrales
est engendrée par un cercle.

Déterminer, parmi ces surfaces, celle qui contient
Uhyperbole

(2) r = a, 3t-—yr= a2,
ou a désigne une longueur donnée.
SoLuTioN. — Le systéme différentiel associé s'écrit

dr _ dr 2zds _ a(zdr+ydy+zdz)
T y —zz;xz_yz— T4y 3t
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Il admet les intégrales premiéres

I yigq 32
= C, — = Cc',

g%

et I'intégrale générale est

(3) z? 4+ y?+ 32 =f<£>-

x

Toute surface intégrale est engendrable par un cercle tan-
gent en O a 'axe OZ.

La surface (3) étant assujettie a contenir I'hyperbole (2),
on doit avoir identiquement

2(a+ y?) =,f(—£>,

a

ainsi on a, quel que soit ¢,
Sf(t)=2a(1+12).

On obtient ainsi la surface particuliére

ri4 yr4 3 2
T z?
ou

r(xt+ yr+ 3?)—2a(x:+ y?)=o.

Il. Les axes OX, OY, OZ étant supposés rectangulaires,
Sormer l'équation générale des surfaces engendrées par
une droite qui rencontre constamment l'axe OL; en
déduire les formules qui définissent une pareille surface
en coordonnées semi-polaires. Chercher, parmi ces sur-
Saces, celles qui jouissent de la propriété que, en dési-
gnant par M un point quelconque de la surface et par M’
sa projection orthogonale sur le plan XOY, les tangentes
aux deuxr lignes de courbure gui passent en M se pro-
Jettent sur le plan XOY suivant deux droites également
inclinées sur OM'.

SoLuTION. — L’équation générale spécifiée par I'énoncé est
q g

er(en()
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d’odr I'on déduit, par le passage aux coordonnées cylindriques,
x = rcosh, y =rsinf, z=rf(0)+ g(9).

Pour que cette surface remplisse la condition requise, il
faut et il suffit, si I'on se reporte a la formule

tangV = r %)‘

qui détermine la tangente a une courbe plane en coordonnées
dr
db
férentielle des lignes de courbure aient une somme nulle, ce

qui donne, aprés suppression du facteur commun r,

polaires, que les deux valeurs de — tivées de I'équation dif-

r(e+¢")+¢"=o.

Cette relation devant étre vérifiée quels que soient r et 8, on
devra avoir séparément ¢ +¢’=o0, {"=o0. Les surfaces
cherchées sont dés lors

x = rcos¥, y =rsinf,
z=r(Acosb + Bsin6)+ C6+ D,

ou A, B, G, D désignent quatre constantes arbitraires.

EPREUVE PRATIQUE. — Former Uintégrale générale du
systéeme des équations simultanées
" 3—; =(x‘l+yz)u,
d
(1) Ll gy = EE e
du =(x z)u
oz = (A

ou u désigne une fonction inconnue des trois variables
indépendantes z, y, s. .

Déterminer l'intégrale particuliére qui répond & la
condition initiale ’

(2) u=1 pour F=y=3z=o0,

et, supposant cette intégrale développée suivant les puis—
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sances et produits de puissances de z, y, %, indiquer com-
ment on peut. pour construire le développement dont il
s'agit, calculer le coefficient du terme en xz*yBzY (terme
général); effectuer ce calcul pour les divers termes dont
le degré total .+ $ + y est égal a 1, 2 ou 3.

Comment peut-on reconnaitre, préalablement a toute
intégration, que le systéme proposé est complétement
intégrable, c'est-a-dire quil admet, de quelque facon
que l’on choisisse, les valeurs numériques x,, yo, 3, Une
intégrale répondant ¢ la condition initiale

w=1u, pour T —Zog=y—yy=%— 3% =07

E ffectuer cette vérification.

SorLuTioN. — L’intégrale générale du systéme (1) est
Ly L2
u=~Ce? 2

3

ou C désigne une constante arbitraire; Phypothése C =1
fournit l'intégrale particuliére qui répond a la condition
initiale (2).

En désignant par F(z, y, 3) cette intégrale particuliére, le
coefficient du terme en x%yBzY dans le développement spé-
cifié par I’énoncé s'obtient en divisant par le produit

12022 Burea. Ly

la valeur numérique que prend, pour z =y =3=o0, la
0%+B3+YF (2, y, 2)

0x%dyBazY
Quant au dernier point, il résulte simplément du cours.
(Novembre 1919.)

dérivée - Le calcul numérique est immédiat.

. Grenoble.
EprivuvE THEORIQUE. — Intégrer, a l'aide des séries,
l’équation :
iy dy
Z? =t — 2 —— 2 atzly =o.
dz? dz 7T ry =0

Intégrale générale.
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SoLuTioN. — Si I'on pose y = zz, on arrive & ’équation
diz

—-— +atz=o.
dz?

Ainsi l'intégrale générale est
y = x(Acosaxr + Bsinaz).

On retrouve aisément le méme résultat a 'aide des dévelop-
pements en séries fournis par le théoréme de Fuchs.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer ’équation

dsy L dy
(I—O—Z:Z‘):’-(F—}-Z(l—ﬁ-’l.’l‘)?m

d
+l-z(|+zr)jl;—(;_1y: 6z

1
(1+2x)?
2° Intégrer ’équation

! % +5xyt4(n—a6)x"y +5 =o,

soit @ Uaide de deux quadratures, soit a l'aide d’une
quadrature unique (on pourra d’abord chercher une solu-
tion particuliére de la forme y = zx?).

SoLutioN. — 1° Si 'on pose 1+ 22 = ef, 'équation pro-
posée devient
dy _, dy _s(a_ i)
8\d23_2dt’+4 —8_y>_—3e—e .

[’équation sans second membre a pour équation caracté-
ristique
(r—a)(rt+=4)=o0

et pour intégrale générale
y = Ae+ Bsinat + Ccosat.

L'équation compléte admet comme intégrale particuliére

Loyt
2,32 2
y= I7e—+-85e .
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2° Prenons pour fonction inconnue z = z”y: il vieat
sz +(3—5)(5z—1)=0.

Comme z = 5 est une solution évidente de cette équation de
Riccati, on posera z =5+ o et I'on aura a intégrer I'équa-
tion linéaire

w'r—a28u—+5=o0;
on obtient

L’intégrale générale cherchée est définie par

(xry — 5)(Cx“—- —;4—): 1.
(Juin 1919.)

IKPREUVE THEORIQUE. — 1. On considére la surface définie
par les expressions

‘ x=u—+(v—1)sinu,

y=1—+(v—1I)cosu,

u?
z=al=—+v),
2

ot « est une constante et o u et v sont deux paramétres
variables.

1" Trouver toutes les courbes de l'espace dont les tan-
gentes sont paralléles aux droites de la surface. (On se
contentera d’'exprimer les coordonnées courantes d’un
point de la courbe sous forme d’intégrales renfermant
une fonction arbitraire.) Déterminer en particulier celles
dont le rayon de courbure est constant.

2° Trouver les courbes trajectoires orthogonales des
droites de la surface.

30 Former l’équation différentielle des lignes asympto-
tiques et montrer que son intégration peut se ramener a.
une quadra{ure.

II. Deux courbes C, T se correspondent point par point
de maniére que les tangentes aux points correspon-
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dants M, u soient paralléles. Soient Cy. Ty deux courbes
rencontrant respectivement toutes les tangentes a G, T;
sotent My, uy les points o ces courbes rencontrent respec-
tivement deux tangentes correspondantes quelconques MT,
pt de G, T.

Montrer qu’étant donnée Cy, on peut choisir Ty de ma-
niére que sa tangente en tout point y, soit paralléle a la
tangente a Gy au point correspondant My; les courbes T'y
qui jouissent de cette propriété forment une famille
dépendant d’un paramétre arbitraire.

On peut dé finir C; par la donnée, en fonction de l'abs-
cisse curviligne s de point M, de la longueur 1 du vec-
teur MM, porté sur la tangente MT a la courbe C; soit s,
Uabscisse curviligne de My sur C,. Soient s, \, 5, les quan-
tités analogues relatives a I'Ty.

Montrer que l'on a

ds +dl _ do +-di : dsy  doy

d.ﬁ - dO’l ¢ —[. A

Ezaminer le cas particulier on Cy coupe orthogonale-
ment toutes les tangentes MT et ou T se réduit a un point.

SoLuTioN. — I. 1° Les courbes demandées sont définies par
les relations
dr _ dy dz ds
sinu cosv a1 g2
sinu ds cosuds
z = y=| —>
\/l +a2 : 1+ a?
" as-
3 = ————— -+ const,,
Vi+ at

u est une fonction arbitraire de s.
lin exprimant que le rayon de courbure est égal a R, on

obtient
’
u'2 I V1-+a?
= — ou U = ~———— s -+ const.
1+ a? R2 R

2° Les trajectoires orthogonales sont définies par la condi-
tion que le déplacement dz, dy, dz sur la surface soit per-
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pendiculaire a la direction (sinu, cosda); il vient

sinudu +dv +adzs=o0
ou
az -+ ¢ — cosu = const.

3° L'équation générale des asymptotiques est
Ddut+ 2D dude + D"dvt=o,
les déterminants de Gauss ayant pour valeurs respectives
D =av[cosu (v —1)], D'=a[sinu — u], D"=o.

La solution du = o correspond aux génératrices rectilignes.
Les asymptotiques proprement dites sont définies par 'équa-

. ., 1
tion linéaire en -,
v

. d /1 I — cosu
z(u—smu)d—u<;>——v—+|=o.

Comme I'équation sans dernier terme a pour intégrale
v2(u — sinu) = const.,
l'intégration cst ramenée a une quadrature.

II. SOient (.’Z‘, Y, z)a (1‘1, }/h "’l)i (Ea 7, t-)7 (Elv 1, cl) ICS
coordonnées des points M, My, i, wy; (2, B, v) les cosinus

directeurs des tangentes paralléles en M et My. On a
ry=ux + lz, ;) Ei=E+ A,

Le parallélisme des tangentes a Gy et a T’y en M; et gy se tra-
duit par les relations .

2(ds +dl)+ldx _ a(do+ dh)+ hdz
dsy ds, ’ R
qui, multipliées respectivement par a, B, vy, puis par dz, df, dy
et ajoutées membres & membres, donnent les relations
demandées

ds, o, ds, _ da;

ds+dl do—+ d\ l I
= ’
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Soient .
-z =f(s), Yy = g(s) z=h(s)

les équations de la courbe (C); ¢ = F(s) une relation de.cor-
respondance; la courbe T aura pour équations

£=ff'<s>F'(s>ds, n=fg’(s>F'<s>ds,
(= fh’(s)F’(s)ds.

Soit donnée I/(s) = MM;; nous aurons, pour déterminer

A(s) = pp,
la relation
ds +dl _ do - d)

2 N

qui est une équation linéaire du premier ordre

dan a0 ,
it A+ F'(s)=o0.

L'expression générale de A(s) contiendra bien un paramétre
arbitraire.
Le cas particulier proposé correspond a

dl +~ds =o ou 1+1'=o,

et a
di =dn=d{=o0 ou F'(s)=o;

alors X est constant et la courbe T'; est une indicatrice sphé-
rique de C.
Epreuvk prATIQUE. — 1° Trouver l'intégrale générale de
Uéquation
(2 —1)y"+ (4o —5)y +(42 — 6)y = ze?=.

2° Trouver l’intégrale particuliére qui sannule ainsi
que sa dérivée premiére pour x =o.

SoLuTioN. — Posons y = e—2% z; ’équation proposée devient
Y :leq prop

r—1)d—3d==x
( )



ou
3 xrdzr .
zr—1 (x—1)2

L'intégrale générale est
2y 2% = a—z(x—.l)-c-(x — 1) [+ L(1— )]
L'intégrale particuliére spécifiée est donnée par
jyerx 3zt —2zx —2(x —12L(1—x)=o0.

(Novembré 1919.)

Clermont-Ferrand.

EPREUVE THEORIQUE. — On considére la surface engen-
drée par la révolution d’une cycloide autour de sa tan—
gente en sommet.

1° Déterminer les lignes asymptotiques de cette surface;

2 Prouver que, si l'on considére les deux surfaces
engendrées par la révolution de deux cycloides de para-
métres différents, on peut faire correspondre les points
de l'une a ceux de l’autre, de telle maniére que les méri-
diens de l'une correspondent aux méridiens de I’autre,
les paralléles auxr paralléles et que les arcs de deux
courbes correspondantes quelconques soient toujours
égaux.

SoLurioN. — Cette question a été posée a Paris en
novembre 1891 exactement dans les mémes termes; elle est
résolue dans les Compositions d’Analyse d’Ed. Villié,
tome IIl, page 84. Les asymptotiques se projettent sur le
plan équatorial suivant les spirales

Les lois d’association des paralléles et des méridiens sont,
en marquant de lindice 1 les éléments de la seconde surface,
0 (N

ar =ayry -
’ a  a
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EvREUVE PRATIQUE. — On considére I’équation de Riccati
dy

-~ cos2x =2+ X'sinaz —2( X'+
dzx }

- 2 X'si
szx)y +y inox,

dans laquelle X' désigne la dérivée d’une fonction
donnée X de x. :

1° Démontrer qu’elle admet deux solutions particu-
liéres dont le produtt est égal a l'unité;
2° Déterminer son intégrale générale.

SorutioN. — Cette question a été posée a Toulouse en
novembre 1891 exactement dans les mémes termes; elle est
résolue dans I’Ouvrage cité plus haut, tome IlI, page 29. En

. L A . - d
exprimant que > vérifie la méme équation et en éliminant ‘T;:,
on trouve une équation du second degré donnant les deux
solutions particuliéres y; = tangz, y.= cota.

L’intégrale générale est définie par

Y —cotx — Ce2X.
y — tangw )
(Novembre 1919.)
GHRONIQUE.
Etats-Unis. — La Mathematical Association of

America a tenu les 1°" et 2 janvier 1920 sa quatriéme
réunion annuelle, sous la présidence de H.-E. Hawkes.

Programme : « Mathematics in Relation to the
Allied Sciences ». — Conférences : les mathématiques
du physiologiste et du médecin; — de I’étudiant en

Ann. de Mathémat., 4 série, t. XX. (Février 1920.) 6
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physique; — du minéralogiste; — de la biométrie; —

de la chimie physique.

Sorbonne. — M. Pompeiu, professeur a 1'Université
de Bucarest, agréé & I'Université de Paris, fera le
mercredi et le vendredi, a 4", a partir du 20 février,
une série de lecons sur la monogénéité des fonctions
d’une variable complexe (amphithéatre Chasles).

Nominations. — Li.Le. — M. Chazy, professeur de
Mathématiques générales, est nommé professeur d’Ana-
lyse mathématique, en remplacement de M. Demartres,
décédé.

M. Chatelet, maitre de conférences de Mécanique,
estnommé professcur de Mathématiques générales, en
remplacement de M. Chazy.

Publications récentes. — 1. E. Vessior. — Legons
de Géométrie supérieure, 1 vol. gr. in-8, de x-376
pages, Hermann, éditeur. Prix : 30",

Les lecons ont été professées, a la Faculté des
Sciences de Lyon, en 1905-1906 pour répondre au pro-
gramme spécial d’Analyse mathématique de I’Agréga-
tion. Elles ont été alors rédigées par M. Anzemberger
et autographiées a trés petit nombre. Elles paraissent
aujourd’hui imprimées aprés mise au point, avec une
intéressante préface de M. Kenigs.

Voici I'énumération des titres des Chapitres : 1. Ré-
vision des point$ essentiels de la théorie des courbes
gauches et des surfaces développables. — II. Surfaces.
— 1. Etude des éléments fondamentaux des courbes
d’une surface. — V. Les six invariants. La courbure
totale. — V. Surfaces réglées. — VI. Congruences de
droites. — VII. Congruences de normales. — VIII. Les
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congruences de droites et les correspondances entre
deux surfaces. — IX. Les complexes de droites et les
equatlons aux dérivées partlelles du premier ordre. —
X. Complexes linéaires. — XI1. Transformations de
contact. Transformations dualistiques. Transformation
de Lie, changeant les droites en sphéres. — XII. Sys-
témes triples orthogonaux. — XIII. Congruences de
sphéres et systémes cycliques.

Soixante problémes d’application sont proposés : la
plupart sont de I'ordre de difficulté des questions don-
nées au Concours d’Agrégation.

La rédaction est trés claire, 'exposition simple et
suggestive. L'Ouvrage est un modéle pédagogique a
recommander a nos lecteurs. x

IL. C. pE LA VaLLie Poussin. — Legons sur lapprozi-
mation des fonctions d’une variable réelle. 1 vol.
gr. in-8 de viri-150 pages. Gauthier-Villars et Gi¢, édi-
teurs. Prix : 12

Les lecons ont été professées a la Sorbonne en mai-
juin 1918. Leur objet est d’étudier les relations du
probléme de I'approximation la meilleure d’une fonc-
tion d’une variable réelle sous forme finie avec la
continuité, avec les propriétés différentielles de la fonc-
tion, ou, dans le cas d'une fonction analytique, avec la
nature et la position des points singuliers. L’aut_etilir
part des théories classiques de Weierstrass, et examine
les approximations par les séries de Fourier, par les
sommes de Fejér, par les polynomes.

Larédaction est limpide ; I'exposition met en ev1dence
la pénétration de disciplines trés diverses.

Les travaux de Léauté en Mécanique ont montré
Jadis que des recherches de ce genre sont suscepubles
&’ applncanons pratiques.



SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES. -

. 1886.

(1900, p. 573; 1917, p. 399.)

Si L’on inserit dans une circonférence un quadrilatére
quelconque ABCD et un rectangle EFGH, dont les diago-
nales EG et FH sont perpendiculaires auxr diagonales AC
et BD du quadrilatére ABCD, les quatre cétés des deux
quadrilatéres se coupent en seize points qut sont, quatre
par quatre, sur des lignes droites 1, J, K, L. La polaire
du point d'intersection de deux quelconques de ces quatre
droites par rapport a la circonférence passe par linter-
section des deux autres droites. L. Kvrue.

SoLuTION
Par M. R. B.

Donnons a 'énoncé une forme projective. Nous considére-
rons deux quadrilatéres ABA'B’, «B«'B’ inscrits 3 une méme
conique C, et tels que les diagonales AA’ et B’ soient conju-
guées par rapport a G, ainsi que BB’ et 2. Il faut démontrer
que ces deux quadrilatéres ont les propriétés indiquées.

Rappelons que : st P et Q sont les points doubles de deux
divisions homographiques sur une conique C, et st (M, M’),
(N, N') sont deux couples de points correspondants des deuz
divisions, MN' et NM'. se coupent sur PQ. On reconnait en
effet immédiatement que, si MN' et NM’ se coupent sur PQ,
le point N’ correspond au point N dans 'homographie définie
par les couples (P,’P), (Q, Q), (M, M').

Cela posé, il résulte de I'hypothése que les divisions (A BA'P')
et (zBa’B’) sont toutes deux harmoniques, donc en correspon-
dance homographique. Il existe donc, en vertu du lemme
rappelé, une droite I contenant les points

(AB, zB), (BA', Ba'), (A'R". «'&'\. (R'A, §'x).
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On peut, sans changer I'ordre des points de la premiére
division, permuter dans la seconde « et &', B et B', soit sépa-
rément, soit simultanément. Cette division ne cessera pas
d'étre harmonique, de sorte que le raisonnement s’applique
toujours. On établit ainsi I'existence des trois autres droites
J, K L, contenant :

J, les points .
(AB, «'B), (BA', 8z), (A'B’, «3"), (B,,A’ pra’y;
K, les points
(AB', 28), (B'A, Ba’), (A'B, '), (BA, B'z);
L, les poinis - ' »
(AB', «'8), (B’A’, Bz ), (A'B, «f"), (BA, f'a).

La premiére partie de l'énoncé est ainsi établie. Pour
établir la seconde, observons, qu'outre les points déja consi-
dérés :

I contient (Ad, A'a) et (BB, B'B);
J contient (Az, A'a’) et (Bf', B'B):
K contient . (Aa', A'z) et (B'f’, B);
L contient (Az, Aa') et (BB, BB).

Par conséquent, I et J par exemple se coupent en (Bf', B'S)
et Ket L en (B'8', BB). Or ces deux points sont conjugués
par rapport a C, Donc, etc.

2038.

(1906, p. r4; 1918, p. 468.)

On méne les hauteurs AD, BE, CF du triangle ABC.
Soient Dy E; Fy l’aze - d’homologie des (riangles ABC,
DEF. Par E,y, Fy, D, on méne les paralléles @ AB, BC, CD
qui coupent BC, BA, AB auz points I, H,K, en ligne droite,
et les paralléles a BC, CA, AB qui coupent AB, BC, CA aux
points Ky, Iy, Hy, aussi en ligne droite. Soient Q et Qq les
coniques circonscrites ¢ ABC et tangentes, la premiére
a Al, BH, CK et la seconde a Al,, BH,, CK;.

L. 8¢ par un point O de Q on méne des perpendiculaires
@ BC, CA, AB, elles counent CA, AB, BC en p, v, het l'on
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a la droile A(}, p, v). Ces mémes perpendiculaires menées
par un point O, de Qq coupent AB, BC, CA aux points vy,
A1, wy etl'on a la droite A(My, py, vy).

Il. Les coniques Q et Qq et-le cercle ABC ont un qua-
triéme point commun w auquel correspondent deux droites A
et Ay et la droite de Simson A,.

II. Si ABC est un triangle équilatéral, les coniques Q,
Qi se superposent au cercle ABC et a tout point O de ce
cercle correspondent trois droites A, Ay, A,. P. SONDAT.

SoLuTION
Par M. R. BoUVAIST.

La proposition & démontrer est un cas particulier de la
suivante, qui n’est d’ailleurs que le théoréme de Simson,
énoncé sous sa forme la plus générale.

Soient ABC un triangle donné; Dy, Dg, D¢ trois directions
données, le lieu des points M tels que les paralléles menées
par M aD,, Dg, D¢ rencontrent BC, CA, AB respectivement
en trois points en ligne droite est une conique Qq circons-
crite a ABG, et coupant la droite de l’infini en ses points
d’intersection avec les rayons doubles de I’homographie
déterminée par les trois courbes de rayons BG et Dy, CA
et Dg, AB et Dg. i

Latangente a Q, en A par exempleest le rayon conjugué
de la direction BC dans ’involution.ayant pour couples
de rayons AB et AC et les directions asymptotiques de Q;.

En faisant correspondre aux cétés BG, CA, AB, les direc-
tions Dg, D¢, Dy, puis D¢, D, Dg, on obtient de méme deux
coniques Qs et Q,. Les trois coniques Qy, Qz, Q; font partie
d’'un méme faisceau ponctuel.

Si en effet on prend pour axes CA et CB, si §-+ % —1i=o0

est I’équation de AB, si m,, m,, m, désignent les coefficients
angulaires de Dy, Dg, D¢, I’équation de Q est

= 2(my—my) (M@ —y) — 5y (ms—my) (y — my2)

—yly(my—m3) + zmi(m;— my)] =o,

sur laquelle les propriétés de I’énoncé ci-dessus se vérifient
immédiatement. '

Les éqixations de Q; et Qg s’'obtiennent par permutation cir-
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culaire de /e, nity, m; et Pon a évidemment Qy + Q,+ Q;=o.
Les directions asymptotiques de Q;, Qs et Q, sont d’ailleurs
par leur détermination méme en involution; ces trois coniques
ayant déja trois points communs, A, B, C en ont donc un qua-
triéme. .

La troisiéme partie découle évidemment de la propriété
énoncée ci-dessus et 'on peut ajouter a I'énoncé que dans
le cas du triangle équilatéral les trois droites A, Ay, A,
forment un triangle équilatéral. '

2039.

(1906, p. 14¢; 1917, p. 468.)

Démontrer la relation

(])2 A3 +Z SR '+2 !,
[f ()] f7 (=) (S BOPS(B). “mdf(32 (1)
la premiére somme s’étendant & toutes les racines sup-
posées distinctes de l'équation algébrique f(x)=o; la
deuzriéme, a toutes les racines supposées distinctes de
f'(z)=o0; la troisicme, & toutes les racines supposées
distinctes de f"(x) = o.

Etendre la relation (1) en faisant intervenir les dérivées
quatriéme, cinquiéme, etc. du polynome f ().

Nicoras KryLorr.

SoLuTiON
Par M. Louis PoLr.

La question est assez simple, mais une erreur d'impression a
dd retarder l’em}gi d{r;une solution. [l faut lire, pour la seconde
: "(B)
somn.le, Z[f”‘ﬂ)]’f(p) Co ]

Jajoute qu'on doit supposer les racines de f(x)=o dis-
tinctes non seulement de celles de f'(z) = o [ce qui est évi-
dent, sans cela f(z)=o aurait une racine double]; mais
méme distinctes des racines de f"(x). Sans cela, pour cette

racine, la premiére et la derniére somme deviennent infinies.
. P(z) . s ;
On sait que la somme =) étendue a toutes les racines
x

Q

supposées distinctes de g(x) = o est égale 2 o si le degré de Q
surpasse au moins de 2 celui de P.
Faisons dans cette identité Q = oy 0, .. ..
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Les racines de Q seront celles de ¢, celles de y, celles
de , etc. et Q' pour une racine z de ¢ par exemple se réduira
3 Qlay=9'(@)x(2)¥()8(). :

L'identité en question s'écrit donc

P(a) P(B) P(y) P(3)
7 -+ s T+ -+ T —
2‘? xye Z (7% Z 784 2 1284
La premiére somme doit s'étendre a toutes les racines de o,
la seconde a celles de y, ....
En particulier, si l'on fait ¢ = f(z), y =/, ¢ =/",
et p=f il viendra

(n) n)y
J(r) x)
7 " n W a7 e
Efzf 7 ijzj i
i

‘-‘ff f(p—i)j(;,L—H)
La premiére somnie s’étend aux racines de f = o, la seconde
aux racines de f,
Le cas du texte correspond a n =3, x = .

= 0.

QUESTION.

2438. Pour que I'équation
(al+a')y zm+ (br+byxm-1+4+... =0

ait toutes ses racines réelles quel que soit 2, il faut et il suffit
que, pour deux valeurs particuliéres de A, 'équation ait toutes
ses racines réelles, lgs racines qui correspondent a I'une des
valeurs alternant avec celles qui correspondent a I'autre
valeur quand on range ces 2/m racines dans I'ordre des valeurs
croissantes; et la’'méme chose a alors lieu si 'on donne a A
deux valeurs quelconques. Indiquer la forme de la courbe qui
représente les m racines pour les diverses valeurs de A, avec
un axe des z et ua axe des A. (On pourra supposer d’abord
que les deux valeurs particuliéres de A sont o et «.)
: G. FoNTENE.
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[R8e]
EXPOSE ELEMENTAIRE D'UNE THEORIE RIGOUREUSE
DES LIAISONS FINIES UNILATERALES ;
Par M. Er. DELASSUS (1).

(Suite.)

ETUDE DU SOLIDE REPOSANT SUR UN PLAN FIXE PAR TROIS POINTS.

12. L’étude d'une haison unilatérale triple conduit,
comme nous 'avons vu, a la considération d’une figure
de Tespace ne présentant pas la méme commodité
quiune figure plane. comme celle obtenue pour une
liaison unilatérale double.

On peutl néanmoins, pour certaines liaisons unila-
térales triples. représenter la discussion au moyen
d'une figure plane. C’est ce qui arrive pour un solide
reposant sur un plan fixe par un nombre quelconque
de points ou par une face planc polygonale a cotés rec-
tilignes et meéme a ¢otés curvilignes. Nous nous borne-
rons ici au cas le plus simple, celui de trois points de
contact.

Pour arriver au résultat cherché, nous introduirons
la'réaction totale, qui estici une foree unique N nor-
male au plan H, et nous considérerons son pied ©
comme appartenant a la face libre ou positive H* si N
est positive, et a la face négative H= si N est négative.
En définitive, nous considérons N comme une fléche
matérielle tenue normalement au contact du plan H

(') Voir méme Tome, p. 1.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XX. (Mars 1920.)
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réalisé matériellement par une plaque métallique. Dans
ces conditions, le point @ peut parcourir Pétendue
compleéte des deux faces de H. '

Nous allons faire 'étude directe des régions de pos-
sibilité des divers mouvements, régions on doit se
trouver o, e, comme conséquence de la théorie géneé-
rale, nous saurons que ces régions rempli'r(_mt comple-
tement et sans empiéter les unes sur les autres la tota-
lité de Uespace qui est ici Fensemble des deux faces

de H.

13. La région My a4, est cavactérisée (théorie géncé-
rale) par la condition que les trois réactions partielles
soient positives, done que la réaction totale N soit posi-
tive et a l'intérieur du triangle de sustentation A, Ay,
Aj. Le point w doit done étre sur H et intérieur a ce

3 ]
triangle, de sorte que la région My y \, est le triangle
de sustentation tracé sur la face H¥, face sur laquelle

I‘(‘,})()S(‘ ll‘ S¢ )lid(‘.

14. Cherchons maintenant la région M,. St nous
prenons des axes mobiles x, 37, 5 attachés au solide,
Gz ¢tant perpendiculaire au plan Ay A, A, et du c6té po-
sitif, si nous désignons par &y, (, Za, 2. L3,)3, &, ¢ les
deax premiéres coordonnées des points A, Ay, Aj, v,
nOUs aurons pour équations du mouvement My 5 4, a
I'instant initial,

d /1 oF
Ma"=... — (- — eee= ]
la , dt<”p>+ No ...,
d /1 oF
MO =... — (= — vo.=—N
s dt(adq>+ Nu~+...,
d (1 oF
Mc"=N4..., — (= — cee=...
¢ + dt(z dr>+
(¢'=p'=q"=0)
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et pour My,

Ma' = d (1 oF +...=0-+

A =..., E 20—[)) cv.=0 ceny
{ /1 oF

MO =... Sy L S

Mb ! dl(‘z()q)*_ OFeens
d oF

M = .. — (= —)+=...=..,

CEOF dt\ 2 ar>

avee les conditions de possibilité a I'instant initial

d ’ " ’ ’

7T pn—qr) =+ pyi—qga>o,
"= pys—q >0,
¢+ pys—q T3>0,

exprimant que les teois points A, As. Ay se soulévent
du ¢oté libre.

En faisant la soustraction des équations correspon-
dantes et désignant par @', U, ', p', ¢'. 1/, non plus
ces (quantités elles-mémes, mais leurs variations quand
on passe de My y \, a M,. on aura

Mc"= —N,
F

I 1
> = Nuw - — =0
q ! 2 01 !

x
!
3.
Sy

N

<
I

|
2z
'_Q
|
]

", P's ¢ sont nuls dans le pre-

el en vertu de ce que ¢
mier mouvement, les trois inégalités de possibilité
gardent la méme forme.

Si Pon appelle (X, Y, Z) la forme quadratique

adjointe de F(X, Y, Z) et si Fon pose

8(u, v)=®(—v, u, o),

on en déduira

, 1 0P 1 09
P=N;R(—V u,o)———N;;;_)
, g V0P _ I 08
=N (—nwmeo= Nogo
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de sorte que si 'on considere la forme polaire

Q(M —a"oeJ—V.deA—'—u‘de;»v“)e-’—l
T ) =T g T e T M T S oz 2dy M
de lellipse imaginaire
. 1
(X, Y)+ qi="

les trois conditions de possibilité prendront la forme

simple
NQ(\y, w) <o, NQ(A;, w) <o, NQ(A;, w) <o.

Si N <o, clles indiquent que w est sur 11~ dans la
région commune aux c¢otés positifs des polaires de A,
A,y Ayl région commune existant forcément et conle-
nant le point O(o,0) qui donne le signe plus dans la
“polaire d'un point quelconque. St N > o, elles indiquent
que o est sar HY dans la région commune aux cotés
négatifs des trois polaires, région qui peut, suivant les
cas, exister ou ne pas exister.

Si nous convenons de représenter cn traits pleins,
comme choses vues, ce qui est sur H¥ et en traits
ponctués, comme choses cachées, ce qui est sur H-,
nous aurons les trois figures suivantes (fig. 1) qui

N4

montrent que le pole A d’un coté A, Ay doit étre con-
sidéré comme appartenant & H~ §'il est du coté O
de A A polaire de A,; c’est-a~dire si O et A, sont

2 0 \ ' Y ' \_
A, 8 A, \ Ay A\ _
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d'un méme coté de A, A;. Sinous convenons d’appeler
coté intéricur d'un coté du triangle de sustentation
celui qui contient ce trianglé, nous constatons que la
figure, dans ses trois cas, est construite de la fagon sui-
vante :

Chaque coté du triangle de sustentation pour
lequel O est du coté intérieur donne un pole sur H=.
Chaque coté pour lequel O est du coté extérieur donne
un pole sur H*. Pour obtenir M; on adopte la régle
suivante de jonction :

Deux points sur H¥ se joindront intériearement par
un trait plein. _

Deux points sur H™ s¢ joindront intérieurement par
un trait ponctué.

Un point de H* et un point de H= se joindront exté-
ricurement, la demi-droite partant du point de H*
¢tant en trait plein et celle partant du point de H™ en
trait ponctué. .

Il est dailleurs bon de remarquer que cette regle de
jonction est précisément celle de la perspective d’an
triungle traversé par le plan issu de I'ceil et paralléle au
plan du Tableau. Les trois figures sont celles de la
perspective du triangle A A, A en supposant 3, »
ou 1 sommets situés en arriere de ce plan.

15. Etudions la région My 4,. On aura une réac-
tion N, appliquée en un point v, de \,\;, donc les
¢quations a P'instant initial

p Mc”...—_N|—v—...,

1 oF " ) I
E(\;d—ﬁ)“*-.: Njoy+..., CHpPYr— @ T2=0,
d 1 oF " ' '
E(E 3«?)+-..=—qu:+..., CH+prs—qgIr3=0,

|

i(ldF .
4 \; ;)—l’-...—..., .
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avee les conditions de possibilité
"+ pyi—qg'xi>o,

N >o, w; entre Ay et Aj.

"En retranchant Jes équations de My 4 4, comme pré-
cédemment et introduisant le point P d’égal moment
de N et N et de coordonnées

Now—Nju; Noe—Njey
N—\,  ~N—N\,

’

on obtiendra finalement les ¢galités
Q(P, Ay) = o, Q(P, \y)=o,

montrant que P est le pole A de Ay, A;, ce qui donne
la construction de o, et Ny, puis les conditions

(N = NDQ(N), A) <o,

Ni> o, wy entre Ay et Aj.

Comme Q(A), Ay) est positif ou négauf suivant
que A est sur H™ ou sur H¥, done a un signe connu,
il reste deux inégalités relatives a N et la condition rela-
tive & w,; une discussion tres facile conduit alors,
pour w, alarégion obtenue en joignant Ay, Ay, A/ parla
régle de perspective ¢noncée déja pour M,.

16. Etudions de méme la région My . On aura une
véaction Ny appliquée en A, donc les équations ini-
tiales

M= Ny+...,

d /1 oF .

alsyp) == N
drlg_r:\). N CHEPII—gAL=0,
({1(20(11*,—. B B T -

oF
or

A

S

N~
i
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avec les conditions
" ' ’ - " ' ' N, S
CHPYr— G X220, C +Ppys—¢qg T3>0, 1o

En opérant toujours de la méme facon, introduisant
le point P d'égal moment de N et Ny, on obtiendra
I"équation

QP, Ay)=o,
montrant que P est Uintersection de oA, avec. A},
A}, polaire de A,, ce qui donne la construction de Ny,
puis les conditions

(N—=NDQ(P, Ay) <o, (N—=N)Q(P, Ay)<o, Ny>o,

d'on résulte
Q(P, A (P, Ay) > o,

Cetie derniére montre facilement que I doit se
trouver, non cn un point quelconque de la droite A,
A}, mais en un point de la ligne de jonction de A, ct
-’\;1
et Q(P, Ay) ont des signes connus, et il reste des

au sens adopté précédemment. Alors, Q(P, A,)

in¢galités en N montrant aisément que o doit étre
situé dans la région obtenue en joignant A}, A}, A,

tonjours par la regle de perspective.

17. En définitive, les régions d’échappement
simple sobticnnent par jonction des cotés de My \ y,
aux sommets correspondants de My et les régions
d’échappement double en joignant les sommets
de My A\, aux cités correspondants de M.

On obtiendra de cette fagon huit régions remplissant
entiérement les deux faces de H sans superposition,
¢t constituant un double diagramme’ plan qui, d’apres
sa construction méme, ne dépend ni de la position, ni
du mouvement du solide. On doit plutot le considérer
comme une figure invariable attachée au solide et
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tracée sur les deux faces du plan A, A, A; de ce
solide.

Le solide étant lancé sur la liaison et prenant le
mouvement M.\.A.“\,a ce mouvement se continuera tant
que e point o qui va se déplacer dans le diagramme
ne sortira pas de la région My y 4 . ’

Il peut en sortir de deux facons :

Le point w, sans sortir, au point de vue géométrique,
du wriangle My 4y, \,, peut, 2 un certain moment, passer
sur H - et alors il sort de fa région My 4y, de HY pour
entrer dans une région de H™ qu’on ne peut préciser
« priori et qui est variable suivant les cas. Clest
I'échappement par changement de signe de la réaction
totale. '

Le point o peut, tout en restant sur HY, sortir
de My y,\, en traversant son contour en un point d'un
colé ou en un sommet; quand la sortie s’ellectue par
un coté, on entre foreément dans la région d'échap-
pement du sommet opposé; mais quand elle s'effectue
par un sommet, on tombe dans une région pouvant
varier sunvant les cas.

LES LIAISONS UNILATERALES ET LES PERCUSSIONS.

I8, Sile systeme. au lieu d'étre soumis a des forces,
est soumis a des pereussions données provoquant des
percussions de réaction ou méme n'est soumis a aucune
percussion donnée, mais uniquement a des percussions
de réaction par suite’ d'un ‘choe supposé essentielle-
ment inélastique, on pourra refaire exactement les
mémes théories que précédemment, sauf les modifi-
cations suivantes :

Au licu de raisonner sur les ¢", on raisonne sur

les ¢'.
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Les p, au lieu d’étre les variations - des ¢" quand on
passe dn mouvement sur la liaison totale au” mouve-
ment réduit, seront les augmentations des variations
des ¢’ quand on passe de la percussion sur la liaison
totale a la percussion sur la liaison réduite.

On retrouvera ainsi les mémes équations aux p que
dans la théorie relative aux forces ainsi que les mémes
conditions de possibilité, de sorte que : Les dia-
grammes de toute nature trouvés pour le mouve-
ment sous Uaction des forces sappliquent sans
aucune modification au systeme matériel soumis
a des percussions; ils fournissent les échappements
par percussion au moven de la percussion totale de

réaction de la liaison totale constdérée comme liaison
forcée.

ETUDE DU TREPIED SYMETRIQUE.

19. La base de sustentation A,, A,, A; est ici un
triangle équilatéral dont O est le centre, et la conique ©
est le cercle imaginaire

X2+ Y24 1 =0
M ’
I étant le moment d'inertic du trépied par rapport i
son axe G s. .

Les trois points A', A, A} seront tous trois sur H=,
puisque le point O est du coté intérieur de chacun des
cotés de A, A,. Aj, et formeront un triangle équila-
téral énncentrique et homothétique de la base de sus-
tentation; si nous désignons par 25 et b le rayon ¢t
Iapothéme de My y 4, le rayon et I'apothéme de M,

I 1 .
e ’ sorte > tr » M, sera
seront M et N3’ de sorte que le luangl( l

. | .
plus petit que My 4 4, si 3 < 2 et plus grand dans
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Je cas contraire. On aura ainsi les diagrammes sui-

ants (fig. »).

Ces diagrammes permettent de faire I'étude com-

Iig. 2.

(LTTPINN
.
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T veyte Iz
>
£d

Teeeve

.
e,
e

Nelers
X
2

rd

P
(]
ceser*®

£

sastee
» £
R
/s
EZ

essessasccvesstcee

ooge
»
<

o\
S
N
=2
>

.
0

0
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2
et

pléte des échappements du trépied, soit sous Paction
de forces, soit sous Paction de percussions.
Proposons-nous de faire I'application au cas du
trépied soumis @ une percussion donnée P que nous
supposerons d’abord ne pas étre paralléle a H et que,
par conséquent’, Nous pourrons toujours supposer
étre appliquée au point Q ou sa ligne d’action perce le
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plan H; mené par G parallelement a H. Les coor-

données de ce point seront a, 8, o, et 'on aura les
équations de percussion sur la liaison totale

Mc' =X N,
Ip= ZB+ Nv, i
lg=—Z2—Nu, ¢ PTI=0
Ir= Yz—X8§,
donnant
V:——Z, lt-_“:(, (’:B’

de sorte que w est la projection horizontale de Q, et
doit étre considéré comme appartenant a H+ si P est
descendante, et & H™ si P est ascendante.

Plus particuliérement, supposons que Q soit dans le
plan de syméirie A,OGz; alors w est sur la droite
indéfinie OAy, et si nous désignons par o son abscisse
sur I'axe OA,y, on voit immédiatement que si P est
descendante (diagramme H7Y), le point w sera dans les
régions My g, My y 4, ou My suivant la position de «

dans la suite
—x, —b, 26, —+x

et que si P est ascendante (diagramme H7), il sera
dans les régions My . M; ou My y, suivant la position
de o dans la suite

I |
oTLwe M’

— —+ %,

1l peut arriver que o coincide avec une des valeurs
de séparation, c’est-a-dire que @ soit sur une ou plu-
sieurs frontiéres.

P étant descendante, si a = — b, le point « est sur
la frontiére de My y, 4, et My 4,; donc les trois contacts
persistent, mais avec cette particularité que la réaction
de percussion en A, est nulle; si a =25, le point ®
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est en Ay, appm‘tenafn aux quatre régions Mj A A,
My A, Ma o, My, etil y a persistance des trois con-
tacts, mais avec cette particularité que les réactions de
percassion en Ay et Ay sont nulles.

. ] .
P élant ascendante. si 2 = — ———, le point w est sur
elant asce S QNlb’ p

la frontiere de My et M;; donc il y a cessation des
deux contacts Ay, Ay, et persistance du contact A,
mais avee cette particularité que la réaction de per-

cussion en A, est nulle; si 2= » le point o est

I
Mb
en A, appartenant aux quatre régions My y, My,
M, et My; done il va cessation du contact A, et per-
sistance des deux autres contacts avec cette particula-
rité que les percussions de réaction en ces deux points
sont nulles.

Supposons maintenant la percussion P paralléle au
plan H; le point Q sera a Uinfini, et de méme o, et,
pour voir ce qui arrive, il suffira de considérer P
comme limite d'une percussion, descendante par
excmple, et faisant avee H un angle tres petit.

- Par exemple, supposons P de direction et sens A, O
(fig. 3). Prenons sur P un point quelconque B et

Fig. 3.

imaginons une percussion descendante P, trés voisine
de P. Elle donnera un point w, situé extrémement loin
sur A O, et qui sera du coté de O si B est au-dessus
‘de Hg, et du coté A, s1B est au-dessous de Hg. On
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aura donc a la limite un point w situé sur H¥, a U'infini
dans la direction et le sens A, O, donc dans la ré-
gion My 5, si P est au-dessus de H, et un point v
situé sur H* a I'infini dans la direction et le sens OA, .,
donc dans la région M, st P est au-dessous de H,.
Supposons de méme une percussion P de direction
et sens Ay Aj; nous aurons un point w sur H+ a I'infini
sur Ay, Ay, du coté de Ay si P est au-dessus de Hg et
du coté de A, si P est au-déssous. L'examen des dia-
grammes montre que ces points a I'infini de H* sont
dans des régions différentes suivant que I'on est dans

I |
le cas o < 2b? ou dans le cas — M - > 202, de sorte que

I'on a les résultats sulvants :

P au-dessus \ < 2b% région My 4,
de HG., | L.
P de direction ( > 202 région My,;
l

et sens Ay Aj.

==

< 2b? région My A,

P au-dessous ) M
de Hg..... | I 2 vt .
‘ i\_'l>2[) régian M A, (1).

(1) La question de liaison unilatérale que nous venons de traiter
comme application forme la partie la plus importante du probléme
de Mécanique donné a I’'Agrégation en 1913 et dont M. de Sparre
vient de publier ici méme une solution compléte (N. 4., juillet 19:9).

Les cas que nous avons examinés embrassent tous les cas parti-

culiers qui étaient indiqués a F’énoncé, el tous: nos.résultals coin-
cident avec ceux donnés par M. de Sparre. Laissant de coté une
erreur de calcul qui, dans le cas examiné par lui a la page 263, le
conduit a trois réactions égales, alors qu’il y en a une qui est
nulle; nous ferons remarquer que la méthode-de M. de Sparre,
autant qu'on peut la recenstituer d’aprés les indications assez
“vagues qu’il: donne et la facon dont il Papplique, fait partie de
celles dont il.'a été parlé. au début de. notre -exposé, et que, pour
des cas parliculiers autrement et convenablement choisis, clie
dvnnerait des résiltats autrés que ceux:'de notre Lhéoric rigou-
reuse, donc inexacts. G e
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[K'9d«]
SUR LES ,
POLYGONES HARMONIQUES D'UN NOMBRE PAIR DE COTES
ET SUR CERTAINS CERCLES DU TRIANGLE ;

Pax M. V, THEBAULT,

Professeur 4 Ernée (Mayenne).

1. Si 'on transforme par inversion, par rapport a
un point quelconque du plan, le module étant quel-
conque, les sommets d'un polygone régulier, on obtient
les sommets d'un polygone inscrit dans un cercle. Ces
polygones harmoniques jouissent de propriétés trés
curicuses  déja connues ('); nous en ajouterons
quelques autres.,

Tutoricve. -~ Dans un polygone harmonique
Ay A2 .. Kapy

(') Voici une bibliographie peut-étre incompléte des polygones
harmoniques. '

Quadrilatére harmonique (TuckeRr, Sociéte mathématique de
Londres, 1885. — J. NEUBkRG, Mathesis, 1885).

Note sur Uhexagone harmonique du triangle (J. Casky,
Academie Royale d’Irlande, 1886).

Mémoire sur les polygones harmoniques (J. CAseY, A sequel
to the first six books of the elements of Euclid, 4 édition. —
J. Neustra et TARRY, Associatior francaise pour l’avancement
des Sciences, Nancy, 1886. — T.-C. Siumons, Proceedings of the
London. Mathematical Society. — J. CaSEY, Mathesis, 18go,

. 96).
P Sgiu? certains gquadrilatéres inscriptibles (Ch. MicusL, Bulletin
de Mathématiques élémentaires, 1908, p. 259).
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les diagonales 2y%,\, %a%ngas « ey %p_y%aq_y CON-

courent au point de Lemoine du polygone.

Soit un polygone régulier A A, ... A,,. Transfor-
mons la figure par inversion, le péle n'étant pas situé
sur la circonférence circonscrite au polygone, le module
étant quelconque. Le cercle circonscrit se transforme
en un cercle T' et ses diamétres A A, , AyA,,, ...,
A, 1A,y en des cercles avant deux a deux méme
axe radical. D'ailleurs les axes radicaux de ces cercles,
associés respectivement avec le cercle T, sont concou-
rants. Donc st I'on désigne par o, a,, ..., ay, les
sommets du polygone harmonique donné par cette in-
version, les diagonales o2, , ®a%upay ooy %n_y Zan_
concourent en un méme point K. Du reste, comme les
points Ay, Ay, Ay, A, forment un systéme harmo-
nique, il en est de méme de leurs inverses a,, as, %,
%y 2. Puisque K est situé sur ay2,,., il est tel que ses
distances aux cOtés oy, %%, du polygone harmo-
nique sont proportionnelles a ces cotés, c'est-a-dire
le point de Lemoine du polygone.

Tutonime. — Dans un polygone harmonique de
an cotds, le produit des cétés de rang pair égale
celui des cotés de rang impair,

Dans Pinversion précédente, w étant la puissance
et S le pole, a le coté du polygone régulier,

a 123
SA,.SA,
ey e et

a a a
e Han ) = ——ar [}
SAia1-5Ay,  NT S SAL M

Ay A9 =

An 1 %X2n =
d'ou
; Ay Ay A3 Ay 0. X2y —yA2n

(1) =1
[T FR%- TR SR 7% 1
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Tutorime. — Dans un polygone harmonique

v Al'\i'--Aim

les cordes Ay Ay, AgAy,_y, ... ¢oncourent au pole
de A A, par rapport au cercle circonscrit.

La diagonale Ay A, , passant au ‘point K de Lemoine
du polygone, A, A, sont conjugués harmoniques par
apport @ Ay, A,,. Donc A;A,, passe au pole P
de A¢A, . llen est de méme pour A A,, ,, ...

Les n diagonales du polygone, telles que A AL,
ont done leurs poles sur la polaire A du point K de
Lemoine par rapport au cercle circonscrit O.

Le cervele de centre P et de vayon PA, est un cercle
d"Apollonius des triangles Ay Ay A,,. ... 1l existe ainsi
n cereles, orthogonaux au cercle O et ayant pour centres
les poles des n diagonales Ay A, , du polygone harmo-
nique. Ces cercles ont par suite méme axe radical. Ils
se coupent en deux points M et M’ de la droite OK
qui joint le centre du cercle circonscrit au poimnt de
Lemoine du polygone. Ces points M et M/, obtenus
diffcremment par J. Casey et appelés par lui centres
d'inversion du polygene, -apparaissent ici comme les

‘centres isodynamiques dans le triangle. En les joignant
par exemple aux sommets Ay, Ay, ..., A,,, les droites
obtenues rencontrentle cercle circonscrit en 2 2 points,
sommets d'un polygone régulier de 2n cotés.

Leur construction est.simple, puisqu’il suffit de
tracer une seule circonférence P qui détermine M et M’

sur OK. .

Tutorime. — Quand un polygone A jA,;...A,,,
inscrit a une conique, est telque les cordes Ay A,,, . . .,
ArAuye concourent au pile de A A, ,, par rapport
a la conique, que les cordes A Ay, ..., A, /Ay
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concourent au pole de AyA,s,..., le rapport des
produits des cotés de rang pair et des cités de
rang impair égale le rapport des produits des
diamétres (réels ou imaginaires) qui leur sont
paralléles.

Quand un triangle ABC est inscrit a une conique,
latangente en B ala courbe rencontre AC en un point P
tel que

AB
—_—2
BC

|
NS

P

E

[

d,, d, désignant les longueurs des diamétres (réels ou
imaginaires) paralléeles a AB et BC.

Considérant le quadrilatére AyAy A, A,,, inscrit &
la conique, et désignant par d, 6, 92, d2, les diamétres
paralléles respectivement a A, Ay, AyA,,,, A Aoy
et Ay Ay, on obtient A

:‘\g.’\na»l < .\2,, A| _ dg,..G,

ANy} Ay A, dy.8

Des égalités analogues correspondent aux quadrila-
téres déterminés d’abord par A A, et les cordes qui
concourent & son pole, puis par AyA, ., ... et les
cordes qui passent par leurs poles respectifs.

Multipliant membre a2 membre ces égalités, les eotés
telsque Ay A, 1, Apy Ay, et les diamétres tels que 81,02
s'éliminent d’'eux-mémes, et

AsAs AAs. AguAr  dydi.....ds
ATAL AA,.... Ayn—1Aan - dy.ds..... dyp-

Si la conique est un cercle,
dl = d, = d3 =....=dz,,;

on retrouve alors la formule particuliére (1).

Ann. de Mathémat., ° série, t. XX. (Mars 1920.)
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2. Reprenons un polygone régulier A A,... A,,.
On peut tracer une infinité de circonférences tangentes
deux A deux et a la circonférence O circonscrite au
polygone aux sommets A, A,, ..., A,y,. Il existe deux
séries de ces circonférences, suivant qu’elles sont inté-
rienres ou extérieures & la circonférence O.

Transformons la figure par inversion, le péle n’étant
pas situé sar la circonférence O. Aux 2n circonférences
du polygone régulier correspondent 2 n circonférences
tangentes deux i deux et touchant le cercle circonscrit
au polygone harmonique, aux sommets de ce polygone.

Un polygone harmonique d’un nombre pair de cotés
étant donné, on peut donc tracer 2n circonférences
tangentes deux a deux et touchant le cercle circonserit
aux sommets. Commencant par une circonférence quel-
conque, la couronne des circonférences se ferme d’elle-
meéme.

En particulier, le quadrilatére harmonique est le
seul quadrilatére inscriptible aux sommets duquel
on puisse tracer des. circonférences se touchant deux
a deux et tangentes & la circonférence circonscrite.

Rewvaroue. — Dans un polygone quelconque

AAy. L Aspyy

d’un nombre impair de cotés, inscrit dans un cercle O,
il est toujours possible de construire deux couronnes
de cercles tangents deux a deux et au cercle circons-
crit aux sommets du polygone (*). Les centres w,,
Wiy ey Wapgy des’ cercles, situés sur OA,, OA,, ...,
OAsnyy, déterminent un polygone w, w,. .. wy,,, dont
les cotés touchent les circonférences orthogonales au

(') Ed. Lucas, Mathesis, 1889, p. 180.
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cercle O ayant pour centres les poles respectifs de A, A,,
ALAy o, A Ay
Le centre w,, par exemple, et par suite tous les
autres, est obtenu en construisant les points doubles
de deux divisions homographiques portées par OA,.

3. Cette remarque suggere I'étude des cercles tan-
gents deux a deux et au cercle circonscrit O a un
triangle a ses sommets A, B, C.

Voici succinctement quelques propriétés de cette
figure:

1" Les rayons des trois cercles wga, ws, w., Intérieurs
au cercle O de rayon R, sont :

Rbe . Rac . Rabd
Pe= peraaR’ T acrabR’ T abracR
Les cercles v, v}, w, tangents extérieurement au
cercle O ont pour rayons

, Rbe , Rac , Rab

¢ P67 e —2bR’ ©T Wb —a2cR

YT pe—2bR’ T

-0

2° Les contacts M, M,, M., des cercles wg, ws, 0,
deux a deux, sont les intersections des cercles d’Apollo-
nius et des cercles ayant pour centres les poles de A,
B, C.et orthogonaux au cercle O.

3° Les cercles d’Apollonius touchent donc w,, wg, w.
en M,, M, M,. Le centre radical des cercles w., v, .,
pris deux a deux, c’est-a-dire le centre du cercle
inscrit au triangle w,wsw., a méme puissance par
rapport aux cercles d’Apollonius; il est donc sur leur
axe radical OK, K étant le point de Lemoine du
triangle ABC. '

4° Il existe un cercle Q, autre que O, qui touche les
cercles w,, wp, w.. Son centre, situé sur la perpendicu-
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laire menée du centre radical des cercles w,, ws, wg,

sur leur axe de similitude direct, est par conséquent un

point de OK.

5 Le cercle Q touche w,, ws, w;, a leurs intersec-
tions avec les cercles d’Apollonius correspondants,
parce que ces cercles coupent orthogonalement w,,

Wpy We.

[0'2b]
SUR LES TANGENTES AUX TRAJECTOIRES DES SOMMETS
D'UN TRIANGLE QUI SE DEFORME DANS UN PLAV;
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient ABC, A'B'C’ deux triangles quelconques et
a, b, ¢ les points d’intersection de leurs cotés corres-
pondants; désignons par a, 3,y et &, ;v les angles

(AA', A'B’), (BB, B'C’), (CC',C'A"),
(AA’, A'C’), (BB, B'A"), (CC', C'B").
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En appliquant la régle de sinus aux triangles AA'D,
AA’c, ... et en multipliant les relations obtenues, on
trouve ()

Ab.Be.Ca
Ac.Ba.Ct

sinz sinB siny
sina’sin ' siny’

(1)

=1

>

En supposant le rapport des produils de segments
du premier membre égal & — 1, on voit que le rapport
des produits de sinus est aussi égal & — 1 : lorsque les
points a, b, ¢ sont collinéaires, les droites AA’, BB/,
CC’ sont donc concourantes; c’est le théoréme clas-
sique concernant les triangles homologiques.

En considérant, d’autre part,le cas ou le rapport des
produits de segments qui figure au premier membre de
la relation (1) est égal & Punité, on trouve le théoréme
suivant :

Si les points d’intersection des cétés correspon-
dants de deuzx triangles forment un triangle
homologique avec lun d’eux, les cités de l'autre
rencontrent, en trois points collinéaires, les droites
qui joignent les sommets correspondants de ces
deux triangles.

11 suffit maintenant d’appliquer cette proposition a
deux positions infiniment voisines d’un triangle qui se
déforme dans le plan pour obtenir ce théoréme :

S¢ un triangle se déforme en restant homolo-
gique avec le triangle formé par les points de
contact de ses cités avec leurs enveloppes, les tan-

(') On tient compte des signes des angles et des segments.
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gentes aux sommets du triangle aux trajectoires
de ces sommets coupent les cotés correspondants en
trots points collinéaires.

En particulier, cette propriété est applicable lorsque
le triangle donné reste circonscrit a une conique fixe;
de méme, si un triangle reste inscrit 2 une conique, il
est constamment homologique avec le triangle formé
par les points de contact de ses colés avec leurs enve-
loppes.

On peut également énoncer le théoréme général
sous la forine suivante :

Si une conique variable reste tangente a trois
courbes données, le triangle des points de contuct
reste homologique avec le triangle formé par les
points de contact de ses cités avec leurs enveloppes.

En particulier :

Lorsqu’un point décrit une courbe plane quel-
conque, son triangle pédal, par rapport a un
triangle fize, reste homologique avec le triangle
Jormé par les points de contact des cdtés de ce
triangle pédal avec leurs enveloppes.

De méme :

Lorsqu’un point'décrit une courbe plane quel-
conque, letriangle formé par les pieds des normales
abaissées de ce point sur une hypocycloide a trois
rebroussements donnée reste homologique avec le
triangle des points de contact de ses cotés avec leurs
enveloppes.
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. GHRONIQUE.

Congrés des Mathématiciens.

Un Congrés international des Mathématiciens s’ou-
vrira a Strashourg, le 22 septembre prochain. Le Comité -
national frangais des Mathématiques a ’honneur 'd'in-
viter a participer aux travaux de ce Congrés les Mathé-
maticiens des Nations de ’Entente et ceux des Nations
neutres dontla liste a été arrétée par la Troisiéme Con-
férence interalliée des Académies, tenue a Bruxelles en
Juillet 1g19.

Le Congrés comportera quatre sections :

I. Arithmétique. — Algébre. — Analyse.

II. Géométrie.

IlI. Mécanique. — Physique mathématique. —
Mathématiques appliquées.

IV. Questions philosophiques, historiques, pédago-
giques.

Des comptes rendus comportant au moins un résumé
des travaux du Congrés seront envoyés a chaque sous-
cripteur. Un programme de l'organisation du Congrés
sera publié ultérieurement.

Droit d’inscription : 6o fr. payables au Trésorier du
Congrés, M. Valiron, 52, allée de la Robertsau,
Strasbhourg.

Le Bureau du Comité national francais des Mathéma-
tiques est ainsi formé : président d’honneur, M. Jordan;
président, M. Picard; vice-présidents, MM. Appell,
Borel, Lecornu, Le Roux; secrétaire général, M. Keenigs;
secrétaire, M. Galbrun; trésorier, M. Maluski.
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Cours de la Sorbonne (2° semestre).
MECANIQUE ANALYTIQUE ET MECANIQUE CFLESTE. —

M. Appell traite les mardis et jeudis a 5"30™ de
I'hydrodynamique et de la théorie des tourbillons.

Anavyse suptrievre. — M. E. Picard traite les.
mercredis et samedis a 10"30™ de la théorie des inté-
grales multiples avec diverses applications a la théorie
des fonctions et a la physique mathématique.

Anavryse appLIQUEE A LA GeonerriE. — M. Lebesgue
traite les lundis et jeudis a 10"30™ des polygones de
Poncelet et des applications géométriques du théoréne
d’addition des fonctions elliptiques.

Astronomiz. — M. Andoyer traite les mercredis et
samedis a 8"45™ du développement de la fonction
perturbatrice et de la théorie des grosses planétes.

PiYSIQUE MATHEMATIQUE ET CALCUL DES PROBABI-
viris. — M. Borel traite le lundi a 5" des formes
quadratiques de différentielles et des principes de la
Géométrie, de la Mécanique et de la Physique.

Marugwariques. — M. Vessiot fera, a partir du
12 avril, les lundis et vendredis, a 2»30™, un cours sur
la théorie des groupes continus de transformations et
sur ses applications.

Cours du Collége de France.

M. G. Julia, chargé d’un cours de la fondation
Peccot, traite le mardi a 3" et le samedi a 2" du théo-
réeme de M. Picard sur les fonctions entiéres ou méro-
morphes, et de recherches connexes.

.

Nouvelles de VEtranger.

-AvcLreTERRE. — L'Université d’Edimbourg a créé un
enseignement d'actuariat, couvrant deux années et
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sanctionné par un diplome. La partie mathématique

est dirigée par le Professeur E.-T. Whitakérét la partie
actuarielle par le D* A.-E. Sprague.

Erars Unis. — Le Professeur Vito Volterra a donné
en octobre et novembre 1919; dans les Universités de
Californie, d'Illinois et de Chicago, diverses séries de
conférences.

Sujets traités : The propagation of electricity in a
magnetic field. — Derivative functional equations. —
Functions of composition. — Integro-differential equa-
tions. -— The international organisation of science
during and after the war.

La vie et Pceuvre de Maxime Bocher, professeur de
Mathématiques a ’'Université d’Harvard, ont fait 'objet
de deux articles, 'un du D Birkhoff, Pautre de
\W. F. Osgood, publiés dans le Bulletin de la Société
mathématique américaine, n** 5 et 8 de 1919.

M. J. Hadamard, professeur au Collége de France,
fera ce printemps une série de conférences a I'Univer-
sité de Yale.

GERTIFICATS DE GALGUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Montpellier.
EPREUVE THEORIQUE. — Une courbe C est représentée par
les équations
. X ’ .
r = alcost, y =blsing, = -;(acos’t—»bsm”),

ot t est un paramétre variable.
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1 Former l’équation de la surface S engendrée par la
pcrpendwulazre abaissée de chaque point de la courbe sur
laze OZ.

2° 8¢ Avarie, la courbe C engendre un paraboloide. Cal- -
culer l’aire de ce paraboloide, limité a la courbe C cor-
respondant @ une valeur donnée de A.

3° Calculer le volume limité par le paraboloide et la
surface S.

4° Calculer la valeur de l intégrale triple

fff[x’+y’—z(a+b)]dzdydz

a Uintérieur de ce volume.

SoLuTioN. — 1° L’équation de la surface S s’obtient en élimi-
nant ¢ entre les équations de la perpendiculaire 8 Oz :

A? C a sint
z=-;(ac052t+bsm’l), L

bz cost

bx?+ ay?

I8
s==—ab — "L .,
2 Lzt + aty?

2° L'équation du paraboloide s’obtient en éliminant X et ¢:

L'aire de ce paraboloide sera donné par la formule

S EEREEE
//¢,+ Y dear

Si I'on remplace z et y en fonction de X et ¢, variables indé-
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pendantes, I'élément dzx dy sera remplacé par

acost — kasint
bsint Abcost

A =/'f./;+'i:xab drdt,

| dhdt = kab dx dt,

ol t varie de 0 4 2w, A de 0 A une valeur donnée h = u: o

3
-—21rabf Vi+ lﬁxdxz_ﬂab[(l_*_wy ]
3° La surface S et le paraboloide se coupent suivant la
courbe C, dont la projection sur le plan 20y est I'ellipse

y!
b2

Le volume compris entre ces deux surfaces sera

bx?+ ay? x? r?
_./f[ b’xﬂ—i—a’y’—;v—n] dz dy,
ol
xr2
—+F<l-‘-’§
bop2mfn? o acost+ bsine
v= [ [ e et
0 0 b
— Zarcoste— -~ sinuJ ab d) dt.
Mais '

2w 27 )
f cositdtzf sin?tdt ==
L] 0

p ‘
V= Ef (a-+8)(ui—rt)abh dh = mab 228 .
0

8
4“I=fff[z"+_y’—z(a+b)]dzdydz
| e
=ff(z,—z.)[¢2+y*—(a+b)fL—£ﬁ] dz dy,
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ol
@2 RPN A2 .
z =—(acos’t+bsm’t), z|=—2-(acos’t+bsm’t);
27 H,

/ f (acos’t -+ b sin?¢)

)
[/1(a1 cos2t + bz sin2t)

L]

a—+b

(p?+.22)(a cos?t + bsin? t)] ab) d\ dt;

27 27'{1 3
f cos*t dt = [ -g(cos/;t+4c052t+3)dt=z1r,
0 N

0

27 o7
. 3 [
f sinttdt = = =, f sin?¢ cos?t = —;
0 4 ) 4
ap
T
= = 2__ 32
Sjo (pr—3%)

P [).’(3a3+ a*h +jabr+ 3b3)
a+b

(u2+ 22)(3a?+ zab—o—Sb’)J ab d)

_T 3 RV SV
_8(a+b)ab[/(a2+b2)< 5A5+§)\3p. A(J.‘)

ab "
a___ 3 T
Y (’ 3 M= AH)]}\:O

2 2
=—§(a+b>ab<“ *;b +§ab>p.5

EPREUVE PRATIQUE. ~— Intégrer l’équation différentielle

ay

(1—+ e

—6x?—2 = o,

sachant qu'elle a une solution de la forme y = z*.
Trouver une solution particuliére qui s'annule pour
x =0, sa dérivée prenant la valeur y' =1.

SoLuTioN. — La substitution donne la seule hypothése pos—
sible y = 2. Si l'on pose
dz

y=x*+z et = =W
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on a
du 2z
2T u= 1) —
dz+1+zj=u_°’ Lu + L(1+ 2?) = L¢,
c ’
= '—-——:;2-) zZ =carctangr +c,

.
y =carctangzr + ¢’ + z?

et la solution particuliére

y = x?+arclangz,

‘ol arc tangx = o. (Avril 1919.)

EPREUVE THEORIQUE. — Intégrer Uéquation aux dérivées
partielles

zxzoz + 2 zdz—+—x’+ 2 _32=o0
ox 4 ay 4 -

Détérminer une surface intégrale passant par la courbe

y = wex, 22 =x?— y2

Déterminer les lignes de courbure de cette surface, et

montrer quelles sont situées sur des sphéres passant par
Dorigine.

Sorttion. — Le systéme d’équations différentielles des
caractéristiques donne
dr  dy dz _zdr+ydy+3zds
225 2ys  D—axt—yt  z(at+ )i+ azt)
dx _dy _ d(z?+ y?+ 3z2)
x ¥ x4+ Y24 32
2+ Y2+ 32=cux, y=cuz.

L'intégrale générale sera

.

w’+_y2+z’=xf<%> .

Une courbe caractéristique rencontrera la courbe donnée,
si I'on a

222= cuw, er=c, c¢=2Lc}
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la surface cherchée, lieu de ces caractéristiques, aura pour
équation

x4+ y*+3t=2xL -5—
Pour la surface intégrale

) z?+y2+z’=z‘f(=§),

on a

2(r+pz)=f<§>—-‘;—/f7‘(\%>, 2(I+75)=f'<)—/>’

x

. 0z 03z . ,
ol p=-—»g= e Les lignes de courbure sont données par

I’équation différentielle

Az +p3z) _d(y+q3)
= ’

dp dq
~Lr(E)ef r(H)a
dp - dq

qui se décompose :

d(%):o, rdp+ydg=o.

Le premier systéme de lignes de courbure est donné par
y=cuz, 2+ yr+35r= zf(c),

ou ¢ est arbitraire.
Pour le second systéme,

di=pdr+qdy =d(pr+qy), Z=pxr+qy—+c,
- +2y’+:zz(_pz+qy)=zf<%>,

2042yt 232 —2c' 3 =x’+y2+z’=wf(-‘2/-),
z
ou

T4 yr4-zr=ac's, zc’z+xf<£->-

Pour la surface pacticuliére considérée, on a les deux sys-
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témes de lignes de courbure

)y =cuz, x4+ )+ z?=axlLe,
c'z:zl,g. T+ yr+ 3'=2c' 3.
EpREUVE PRATIQUE. — On considére la Sfonction
z—3
z .
S(z)= (3t —1)2 (53— 2)?

1° Calculer lintégrale 1 —f_f(z) dz le long d'un
cercle ayant son ccntre a l origine, son rayon étant suc-

3
cessivement égal a ;, 2,2, dans le sens trigonométrique.
2 2

. . i
2° Existe-t-il un cercle de centre z,= Py dans lequel la

9(z>=f::f(z)dz

soit une fonction uniforme de sa limite supérieure 3.

Sfonction

SoLuTioN. — 1° En posant successivement 2 =1+ u, — 1 +u
et 2 + u, et en formant les deux premiers termes du dévelop-
pement, suivant les puissances de u, du pnodult urf, on
trouve

3 1 1 1
fe)=— iz 2(z—1n * 4(5—1) - 9(3 +1)?
+ 29 1 - 25
108(2 +1) 18(z—2)? 108(3 —2)
Les poles 3 = o, 1, —1,20ntles résidus—i, 29,2

4’4 108" 108’

L’intégrale, autour de chaque pdle, est égale au produit du
résidu par 2wi. L'intégrale sur chaque cercle est la somme
des intégrales autour des poéles intérieurs. Pour les trois
cercles donnés, on a

3 . 3 T 29 25
I =—-=-=x Iy = - = — =T
1 5 L, 2 21u( 7 4 ) 54,“"7

I;=o.
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1 ) :
2° Un cercle de rayon - et de centre 5 passe par o et ne
2

comprend aucun pole a I'intérieur; ¢(z) est uniforme dans ce
cercle. # ' (Juin 1919.)

Paris.

Epreuve ToEORIQUE. — 1. Soient Ox, Oy, Oz trois axes
de coordonnées rectangulaires et D une droite du plan
des xy paralléle a Ox, représentée par les équations

D(z=o0,y=h).

D’un point quelconque M de ’espace, on abaisse la per-
pendiculaire MP sur D, et la perpendiculaire MQ sur O 3.
On demande l'équation générale des surfaces S, telles que
le plan tangent en un point quelconque M de l'une d’elles
soit paralléle a la droite PQ correspondante.

Démontrer qu'il existe une infinité de surfaces de cette
espéce dépendant de deux constantes arbitraires, qui sont
des surfaces développables.

Trouver la relation qui lie les coefficients angulaires
du plan tangent a l’une de ces surfaces.

Peut-on choisir les constantes dont dépendent ces sur-
Sfaces développables de facon que l’aréte de rebroussement
soit une hélice?

II. Déterminer une fonction analytique
S(3) =P(x, y)+ LQ(z, ),

de la variuble complexe 5 = x + iy, sachant que P(z,y)
est une fonction de u = \/z2+ y?+ x, et Q(x, y) une fonc-
tionde v = yxt+ y? — .

SorvrioNn. — L."Si l'on permute les noms des axes Oy
et O3 de l’énoncé, 'équation aux dérivées partielles des sur-
faces S s’écrit :

(1) pz—qy=nh

Toute surface développable est dailleurs solution de I'équa-
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q=f(p)

Exprimons que ces équations sont compatibles en annulant
le crochet de Jacobi qui leur correspond :

tion

q+pfp)=o.
La fonction f est définie par
f+pf=0 ou pf=const.=a.
Les coefficients du plan tangent sont donc liés par la relation
(2) Pq = a.

Résolvons en p et g les équations (1) et (2) et formons
I'expression de dz,

+ Tazy —VI*+ faxr
dz:_ll__\/h’+4az; dz—h+ h‘+4a1“ydy.

22 2y

Par intégration, nous obtenons une famille de surfaces
développables dépendant de deux constantes arbitraires’et
répondant a la question

fif‘/h’+4aaryd(x_y)+b.
Y ry

23 = hlog

Si I'aréte de rebroussement est une hélice, le plan tangent
a la surface S, osculateur a cette hélice, de coefficients p,
a . . . '
—» — 1, fait un angle constant avec une direction fixe (A, B, C);
d’ol la condition

(Ap*+Ba —Cp)2
Pl prt+a

== const.

qui donne 2a = =1, la direction étant (1, %=1, 0). Les valeurs
obtenues de p et g doivent donc rendre constante I'expres-

. prgq . ) ;
sion ————~L_—— ou, puisque pg = a, I'expression p?+ ¢?;
Vi+ pt= g2
. e s 402 b
pour x = y, celle-ci se réduit a -';;— —+1; dot A=o0. On a

alors une famille de cénes, 4(23 — b)?= zy.
Ann. de Mathémat., §* série, t. XX. (Mars 1920.) 9
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IL. Soit P = f(u), Q= g(v); les conditions d’analyticité
donnent

uf'(u)=yg'), yflu)y=vg(v);
on en déduit
uf*(u)=vg?2(v)=const.

A une constante additive et 4 un facteur constant prés, Pet Q

sontégauxa Vi et /o, ou, en posant x = pcosy, y = g sing,
- o . . -

ave cos;— et vp smgo Par suite, f(3)=Ayz+B, A et B
étant des constantes arbitraires.

KKPREUVE PRATIQUE. — 1° I'nintégrant la fonction ——,

V1F st

suivant un contour convenable, démontrer la relation

/‘w dr -2 /‘l dr )
Jo Y4zt Joo Vr—a

20 Utiliser la relation précédente pour calculer l'inté-
grale du premier membre & une unité prés, par défaut.

SoLtTioN. — 1" La fonction f(3) = S présente quatre
[ - A
NETE .
branchements A, B, C, I)<-——_—)- Prenons un countour
2 ) :

formé par 'axe O, un quart de cercle. de trés grand rayon
et I'axe ¥ O: I'intégrale le long du cercle tend vers zéro; les
autres tendent vers

/” dr [" i dy : . /‘” dr
—_—— R———— ou ([+l) —_—
Jo Vi+zr  Jo iyt Jo Vi1t

Prenons d’autre part le lacet allant de P'origine au point

- [+ e . .
critique A { ——— }; Uintégrale suivant le petit cercle entou-
2

rant le point A terd vers zéro; et I'on obtient, en posant

1+
z=173

1—.&-i/" dy
A ———
V2 o Vi—gt
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Comme il 0’y a pas de points critiques entre les deux con-
tours, les valeurs de I'intégrale sont égales et la formule pro-
posée est établie.

2° En posant x = sing, on obtient

T

2 ) 1
=y [ (14 sin?o) 2do.
/o

Comme on a

/ sin?P ¢ dy =
0

k]

\‘I"l
o
o

)
h-]
Z

il vient

quantité comprise entre 1,65 et 1,97; sa valeur a une unité
prés par défaut est Punité. (Juin 1919.)

EpREUVE THEOMQUE. — 1. Démontrer que toute équation
différentielle de la forme _
, : d o
(y—a)y'+F(y)=o, y_.[l‘—};, =—(-[-;}-;

admet une intégrale premiére de la forme
(y —&)f(y)=C

G de’signaht une constante arbitraire, f(y') une fonction
de y' seul. En déduire U'intégrale générale de l’équation
différentielle

(¥ =)y +(+y)+y2) =0

Il. Calculer ’intégrale a’ouble’/
[ s i

étendiie au rectangle R limité par les droites

r =o, r=a>o, y=o, y==562>o.

La fonction f(x, y) est supposée continue, ainsi que loutes
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les dérivées qui figurent dans le calcul, a l'intérieur et
sur les cotés du rectangle R,

SoLutioN. — I. Prenons pour variable u =y — x et pour
fonction u':

uw du f w! du?
=3 +F(1+u')=o0, . uel Fi+u'=const.
u

Cette intégrale premiére a la forme voulue
v vy —ndy!

(_y——z‘)ef Fiy/y = const.

Dans 'exemple, on a

y' —1 _ 1 Y

’

T —_ T 7 -+ 7 M
(¥ +10)(yr+r) y+1 o yrt4a
Par suite, il vient
Vi4y?
(}'—.Z')—l—-:—"——y/— = const.

IT. On reconnait de suite que l'intégrale considérée s’écrit
sous la forme connue .

ff()d;()_yd z dy,

02F oF oF
?(f».}’):z‘)’w iy —}’7+F

en posant

le champ restant le méme. D'aprés un résultat classique, la
valeur de l'intégrale est

?((l, b) - ?(a’ 0)~ ?(01 b)+ ?(07 0)'

EprEUVE PRATIQUE. — Calculer U'intégrale double
/‘f dzx dy
(14 22+ y? )2

1° A Uintérieur de la parabole

étendue :

Y=o

2 A D'extérieur de la méme parabole.
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SoLution. — En passant aux coordonnées polaires, on
obtient
1 ]
— = d(-—— o
) ?-./l[ 1+ p? ¥
. 208
la frontiére étant o, = — g,
sinZg

e Il vient

g
A

1 2 T +e dt
=3, (mmg) = arer

. dz '
ol ¢ =tange. On calcule | ———— le long d'un contour
: (14 32)%

formé de I'axe des « et d’un demi-cercle de centre origine, situé
au-dessus de Oz, contenanl a son intérieur le pole unique

. . =12
iV

de résidu — —=. Il vient
16

"

[Sh
.

2

2° Pour le plan entier, on obtient =. Donc pour l'espace
extérieur a la parabole, on'a

(Octobre 1g919.)

SOLUTIONS DE QUESTI()NS PROPOSEES.

4825.
(1899, p. 4o ; 1917, p. 358.)
Les cétés BC, CA, AB du triangle ABC sont coupés
en A’ B',C' par les bissectrices extérieures des angles opposés
et en A". B", C" par la droite r sur laquelle se trouvent les
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centres du cercle inscrit et du cercle circonscrit. Démontrer
que les trois cercles AA'A", BB'B", CC'C" se coupent sur la
droite r. * G. GaLLucer.
SoLuTiON
Par M. R. Bouvaisr.

Le cercle AA’A” coupe r en un point K tel que (O et

étant les centres-des cercles circonscrit et inscrit)

PN
C— -
¥ = OAI,

P N
AKI = AA'B =

2
d’ou la relation

—_ =2  ——2 2
OILOK=0A =0B =0C;

’

le point K est donc aussi sur les cercles BB'B” et CC'C".

2314.

11917, p. 199.0

Deux points A et B marqués sur une droite décrivent
deux droites rectangulaires y'y et 2' x; un point M marqué
sur la droite décrit une ellipse. St l’on désigne par v, et
Y1 les coordonnées du point ot la droite AB est tangente a
son enveloppe, par s el y, les coordonnées du centre de

courbure en M, on a, en posant MA = a, MB=0b:

yooy_a 2
xy, x4 o’ x, a 1 b

ry a-+b -~ yy a-+b

= ’

G. FONTENE.
SoLuTioN

Par M. J. LEMAIRE.

Soient P le point projeté en A et B sur y'y et 2z, E sa
projection sur AB, M’ et £’ les projections de M et E sur z'z,
m le point ot MM' coupe AP. La droite AB touche son enve-
loppe en E, la normale en M a I'ellipse décrite par ce point
est PM qui rencontre 'z en N; menons la tangente en M qui
coupe z'x en T. Si par le centre de courbure w en M nous
tragons la paralléle & y'y qui rencontre OM en C, on sait que
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NC est perpendiculaire a la normale-(construction de Mann-
heim); appelons ' le point commun & wC et z'z.

4

A m P

%

A et B étant supposés fixes, si M se déplace, M' et T sont
en correspondance homographique, et comme OM’ et OT sont

’

om reste constant;
O.l‘ ~ ’

A . R Ow' _ .
de méme le rapport égal oN en placaut M en E, on obtient

nuls et infinis en méme temps, le rapport

. Ow' OFE’

() ON ~ OB’

d’onl ‘
0w  ON OB+ BN BN B b
—_— = ey =t = =4+ = =1+ =
0K 0 0B A AM a

c’est la deuxiéme relation demandée; nous avons supposé
MA > MB. La figure donne encore

Y _ ww' | EE’ _ Nw' BE' _ Nw' BM"
FE =~ MM ° MM’ — MM BM — BE ~ NM'’

mais de (1), on déduit

ON—Ow _ OB— OF
ON OB

ou

el par suile




(120)

on en conclut

=

wm'_a+b Am_a—&—be
BB - " “Pm_ " a

w
=

et en tenant compte des signes

c’est la troisiéme relation de I'énoncé. La premiére est enfin
une conséquence des deux autres. Ces relations montrent que
la développée d’une ellipse est une transformée homogra—
phique d'une hypocycloide a4 quatre rebroussements.

Autre solution, par Un abonne.

QUESTIONS.

2436. Deux points décrivent avec des vitesses unifermes
deux cercles concentriques. Démontrer que la droite qui les
joint reste normale a une.épicycloide ou a une hypocycloide,
en général allongée ou raccourcie.

Dans le cas ol les deux points ont des vitesses angulaires
opposées, on obtient une propriété connue de 'ellipse.

L. MALOUE.

2437. Oun considére deux coniques homofocales (C') et (C")
et les points M’ sur (C') et M" sur (C"), tels que les tangentes
en M et M"aux coniques (C') et (C") soient paralléles. Démon-
trer que I’enveloppe de la droite M'M” est une conique (C).

Supposant (C') fixe et (C") une conique variable homofo-
cale, démontrer que le lieu des foyers de (C) est une byper-
bole équilatére. .

N. ABRAMESCO.
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AVIS.

Nous avons la profonde doulear de fau'e part ﬁ nos
lecteurs de la perte que la Rédactron des Nouvelles
Annales vient de faire en la personne de M: C.-A.
Larsant, mort le 4 mai 1920, a 'dge de 78 ans.

Nous consacrerons dans un prochain numéro. un
article a la carriére et a I'ceuvre du savant distingué et
de I'excellent homme que fut notre ami regretté.

R. Bricann. A. BourLANGER.
{J2f)

SUR I’APPLICATION DE LA LOI DE GAUSS A LA POSI-
TION PROBABLE D'UN POINT DANS LE PLAN OU
DANS L'ESPACE (*); :

Par M. J. HAAG.

Le but de cet article est d’exposer les résultats les
plus importants auxquels conduit la loi de Gauss, quand
on l'applique a I'étude de la probabilité de situation

(1) La presque totalité de cet article a fait 'objet d’'une Note
technigpe a la Commission de Gavre, en date du 14 décembre 19:6.
Qu'il me soit permis de remercier ici M. I'ingénieur général Char-
bonnier, qui, en qualité de président de ladite Commission, a bfen
voulu m’gutoriser A publier ultérieurement ces modestes résultats
‘et m’a, en outre, été d’un précieux secours pour la bibliographie
de la question. - ‘

Ann. de Mathémat., § série, t. XX. (Avnl 1920.) .. 10
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‘d’an point ‘dépendant d’un nombre fini de. para-
métres indépendants. Certains de ces résultats sont
classiques, particuliérement en artillerie. D’autres sont
beaucoup moins connus. Quelques-uns sont peut-étre
nouveaux. Quoi qu'il en soit, il parait utile de les ras-
sembler tous en un exposé synthétique et rigoureux.

Dans une premiére partie, j’établirai la formule qui
donne la probabilité élémentaire, dans le cas le plas
général. ‘ i

Dans une seconde partie, j’appliquerai cette formule
au calcul de la probabilité relative a certaines régions
simples, pouvant se rencontrer dans la pratique.

Dans une troisiéme partie, je montrerai, en m’ap-
puyant sur la seconde, comment la premiére est consi-
dérablement simplifiée par 'emploi des coordonnées
tangentielles.

I.

1. Rappel&is d’abord quelques définitions et nota-
tions. :

Etant donnée une variable expérimentale o, dont la
valeur la plus probable est zéro, la loi de Gauss con-
siste a admettre que la probabilité pour que la valear
numérique de cette variable qui résulte d’une expé-
rience quelconque soit comprise entre « et % —+ da peut
se mettre sous la forme

1!
(1 P L e

V= w =

en posant

...
I
QIR

“Les nombres a, ¢, u s’appellent écart absolu ou
simplement écart, écart relatif, unité d’écart (BoreL,
Théorie des probabilités, p. 49). :
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La probabilité pour que o soit comprls entre a,
et ay ést

(2) P= #f.,t“'dl: ::-[e(t,)—e(t,}),
LYy

. i
en po sant

a
u

(3) 9(t)=—/ e—tdt = —f e-—!’dt

On appelle écart moyen la moyenne amthmétique
de tous les écarts possibles, pris en valeur absolue.
[’écart relatif moyen est donné par

., 9 + ©
tn= — —t dt =
& tm ﬁfo e =

L’écart absolu moyen est e,y = u. tr.
On appelle écart probable ou mieux ecart médian

Gi

= t:=

=0,5663....

>il-

celui qu ‘on a la probablhte - de ne pas dépasser en

valeur absolue. L’écart relatlf médian est donné par
I'équation

- 1
(5) . 8(t)= -;
d’ou Pon tire
(6) ~ tp=o0,4769..., ep=1U.lp=¢€, X 0,845....

Si plusieurs variables indeépendantes a,, as, ..., a,
obéissent séparément a la lo1 de Gauss, avec les unités
d’écart uy, us, ..., u,, leur somme

A=A+ Ay +e..+ An

obéit aussi a la loi de Gauss, avec 'unité d’écart

(5) u=yul+u}+...+ ul.
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2. ‘Cela posé, soit un point M dont les coordon-
nées z, y, 5 sont des fonctions données de n , paramétres
indépendants a,, s, ..., 2,. Supposons que le point
soit a I'origine quand tous les «; sont nuls et, en outre,
que z, y, z soient des fonctions continues et admettant
des dérivées partielles pour ce systéme particulier de
valeurs des 2;. On peut alors écrire, en supposant les «;
infiniment petits,

) z = Aja;+ Agag+...+ Ay,
‘ y = Biay+ Byaz+...+ Bra,,
2 =012+ Coag+...+ Cpa,;

les A;, B;, C; désignant des constantes. .

Supposons que les variables x; soient des variables
expérimentales, ayant toutes pour valeur moyenne
zéro et obéissant a la loi de Gauss. Soient u; 'unité
d’écart de o; et ¢; Iécart relatxf—~.

Les formules précédentes s ecmvent

xr = Alu,.t1+ Agug.tz-f;.-.—l'—‘f&nu".ln,
(8) - _y:Blui.t,—f—B,ug.t2+...+B,,u,,.t,L,
z = C] Uy .ty + Cglla.tg—i-.-.‘l— C,.u,,.t,,.

Considérons les vecteurs (OU, ), (OU,), ..., (OU,),
dont les composantes sont (A;u;, B;u;, C;u;). Nous les
appellerons vecteurs unitaires relatifs aux variables ¢,,
Ly, ..., t,. Les trois équations (8) équivalent a I'égalité
géométrique

(9) (OM):I1€OU1)+t2(OU2)+...+ [n(OUn).

Cela posé, proposons-nous de calculer la probabi-
Lité P pour que le potnt M soit dansun petltvolume av
environnant le point Q(z, y, 3).

Il est clair que cette probabilité est entiérement
déterminée par la seule connaissance des vecteurs (OU;).
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Imaginons 'un autre systéme de vecteurs unitaires
(OV ) (OVy), ..., (OV,).
1l lui correspond une certaine probab;hte P'. Nous

. dirons que les deux systémes sont équivalents,
si P="P.

Tukorime. — On ne change pas la probabilité P,
si 'on remplace p quelconques des vecteurs (OU )
par un systéme équivalent.

L’ordre des vecteurs étant indifférent, nous pouvons
supposer que les p vecteurs remplacés sont les p pre-
miers.

Posons

(10)  (OM')= £;,(OU;) - £3(OUys) +. ..+ £,(0U,),

(1) (OM") = 1541 (OUps1) +...+ tn(OUa).
On a
(12) (OM) = (OM’') + (OM").

Soient 2/, ', z' les coordonnées d: M’ et z”, ", 3"
celles de M". On a

(13) z=z'+2", y=y+y,  z=3+3
Soient
(14) S,y &) av’

la probabilité pour que M’ soit dans un petit volume &V’
environnant le point Q'(z', ', 3'), et

(15) &y ") dV"

la)probabilité pour que M” soit dans un petit volume dV"

environnant le point Q"(z", ¥"; 5 ‘ -
Cela posé, calculons la probab&hte P au moyen des

probabilités (14) et (15). Sil'on se donne la position Q"
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de M, 1a probabilité pour que. M soit dans dV estla

méme que la probabilité pour que M’ soit dans un
volume égal environnant le point

lx—x,y—y"z—3"),
c’est-a-dire .
fe—2" y—3", 53— 3")dV.

La probabilité composée pour que M soit dans dv
e, M” dans dV” est donc

flz—2a",y—y", z—=23")dV.g(z" y",3")dV".

La probabilité totale pour que M soit dans dV,
M" étant n’importe ou dans P'espace, est

~(16) P=dV.v/‘f‘ff(z'—'r",y—-y",z—z’)

X g(z", ¥, 3")dv’,

Pintégrale étant étendue a tout 'espace du point M.

Or, si 'on remplace les vecteurs (OU,), (OU,), ...,
(OU,) par un systéme équivalent, cela ne change pas,
par hypothése, la fonction f. Cela ne change évidem-
ment pas non plus la foncuon g Dés lors, intégrale
triple ci-dessus garde la méme valeur, ainsi, par suite,
que la probabilité P. : C. Q. F. D.

Remarque. — La démonstration de ce théoréme ne
fait appel qu’aux notions de probabilité composée et
de probabilité totale. Elle ne fait nullement intervenir
la loi de (Jauss et subsiste, par conséquent, quelle que
soit la loi de probabilité envisagée. Mais, il n’est pas
-évident gu’avec une loi quelconque, il soit possible de
trouver des systémes de vecteurs équivalents, comme il
arrive avec la loi de Gauss. Dés lors, le théoréme: ne
semble étre d’aucune utilité, si on n’admet pas cette
loi.
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3. Il.nous est maintenant facile de-résoudre le pro-
bléme que nous nous sommes posé, en admettant, hien
entendu, dorénavant, la loi de Gauss. .
Premier cas. — Les vecteurs (OU;) ont tous la
méme direction. — On peut les. remplacer par un
vecteur unique, de méme direction et de longueur

[n° 14, formule (7)]

(17) 0U=V0U' 4+ 00 ...+ 0U..

Si I’on revient au cas général, on peut, dans ’hypo-
thése ou plusieurs des vecteurs (OU;) auraient la méme
direction, les remplacer par un vecteur unique donné
par la régle ci-dessus. Cela résulte, en effet, du théo-
réme démontré précédemment.

4. Druxikume cas. — Les vecteurs (OU;) sont dans
un méme plan. — ‘Supposons d’abord n =2. Pre-
nons Oz suivant OU,, et Oy suivant OU,.

Posons OU,; = a, OU, = b.

La probabilité pour que x sont compns entre x

3 d:
etz—f—dxest-——e”dt.———lze" z.
= V= @
De méme, la probablhte pour que Y, soit compris
~5 dr
entre y ety + dy est — e dty=—e “ 5~
d 7 7
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Comme ces deux probabilités sont indépendantes,
la probabilité pour que les deux conditions précé-
depjes soient remplies simultanément est

. ( g
(49) P R didr,

= “ab

Cecin’est autre que la probabilité pour que le point M
se trouve dans le parallélogramme de sommet Q(z, y)
et de cotés dz, dy. Si § désigne 'angle 2Oy, I'dire de
ce parallélogramme est

dds = dz dy sinb.
On a donc

(19) P= !

J‘S )‘l)
=absinb

-(5+R)
e ddo = < ¢ dd,
S
en désignant par S I'aire de Uellipse (E) qui admet OU,
et OU, pour diamétres conjugués el qui a, par consé-
quent, pour équation
g 4

(20) pris =t

La probabilité pour que M soit dans une aire quel-
conque A est

(21) P__Sf/n w5 ) g,

ou, en appliquant la formule de la moyenne,

(22) P = ée-»?+7)u%
le point (z', ') étant un certain point de l'aire &.

Si cette aire est infiniment petite, on a la probabi-
lité élémentaire pour une aire élémentaire de forme

quelconque :

'(23) P= a—lgl—qe_(:-"_'_i—:),
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le point Q(z, y) étant un point quelconque de da..
Considérons le point N ot OQ rencontre I'ellipse (E).

Fig. 2.
? ad
£
v T
w
Posons )
(0]
(24) w= 2%,
on a
2 2
w?= — —‘Z-z-;
d'ou
(25) P=eme %'

On a mis ainsi la probabilité élémentaire sous une
forme entiérement géométrique, ou il n’y a plus trace
des vecteurs (OU,), (OU,), mais’seulement de l'el-
lipse (E). Cette ellipse, que nous appellerons ellipse
unitaire, équivaut aux deux vecteurs unitaires (OU, ),
(OU,), et peut les remplacer, en particulier, dans
I'application du théoréme du n° 2. Elle équivaut plus
généralement & deux quelconques de ses demi-diamétres
conjugués, ce qui nous permet d’énoncer le théoréme
suivant :

Le systéme des deux vecteurs
(26) (OU,)cosp —(OUy)sing, (OUy)sing + (OUs)cose .

demeure équivalent a lui-méme, quand on fait
varter o (').
‘

(') Cette équivalence a été mise en évidence en 1876 par le capi-
taine Vallier dans la Revue d’Artillerie.
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8. Composition d’une ellipse et d’un vecteur, de
deux ellipses, d’un nombre quelconque d’ellipses et
de vecteurs. — Soient Uellipse (E) et le vecteur (OU).

Fig. 3.

CE"

‘Nous pouvons remplacer (E) par les vecteurs (OA)
et (OB), puis (OB) et (OU) par (OB) :\/6§2—|— ou’ ,
(n° 3) et enfin (OB') et (OA) par Pellipse (E") (*).

Soient les deux ellipses (E) et (E'). Prenons leurs

Fig. 4.

diamétres conjugués communs Oz, Oy. Les deux
ellipses peuvent étre remplacées respectivement par
les vecteurs (OA), (OB) et (OA’), (OB’). On peut
ensuite remplacer (OA) et (OA') par

(OA")=VOA + OA"",

(1) Cette régle a été démontrée en 1884 par le commandant Her-
mary dans son cours de I'Ecole d’application de I'Artillerie et du
-Génie.
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OB) ¢t (OB') par ’
(OB) )P
(OB')._\/OB +0B"

et finalement (OA”) et (OB") par l’elhpse (EM.

Si 'on a maintenent un nombre quelconque d’el-
lipses et de vecteurs, on pourra toujours, en appliquant
un nombre suffisant de fois 'une ou I'autre des deux
constructions précédentes, les remplacel par une
seule ellipse.

" En particulier, si 'on a affaire a n vecteurs, on aura
résolu la question posée au n° 2, puisque, connaissant
I'ellipse résultante, il suffit d’appliquer la formule (25).

6. Troisiime cas. —' Les vecteurs (OU;) ne sont
pas dans un méme plan. — Supposons d’abord n = 3.
Prenons les axes O z suivant (OU,.), Oy suivant (OU,),
O s suivant (OU,). Posons

(27) OUj=a, OUy=b, OUy=c.

En raisonnant comme au n° 4, on tronve que la pro-
babilité pour que M soit dans le parallélépipéde élé-
mentaire de sommet Q(z, y, z) et de cotés dz, dy,
dsz, a pour expression

(28) 1 e_('," Gt+h)drdyds
s abe

ou i

(29) 4 dV (G5 ‘z’),

3yx
en désignant par dV le volume du parallélépipéde et
par W celui de Pellipsoide (E), qui admet OU,, OU.,,
OU;, pour diamétres cohjugués et a pour équation

(30) | e
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La probabilité pour que M soit dans un volume (V)
quelconque est /

b [

Pour un volume infiniment petit de forme quel-
conque, elle s’écrit

(31) P=

4 av
3 P= w? __
(32) ! 3&/"—!‘; ’
en pOSan[

2 g2

(33) w’:—— {, 5
ou

_ 0Q.
(34) = ON'’

N étant le point de rencontre de OQ avec Dellip-
soide (E).

Sous cete forme entiérement géométrique, la proba-
bilit¢ ne renferme plus trace des vecteurs (OU,),
(OU;), [(OU,). Elle ne dépend plus que de Pellip-
soide-(E), qui sera appelé ellipsoide unitaire. Cet
ellipsoide équivaut, dans lapplication du théoréme
du n° 2, a un systéme quelconque de trois demi-
diameétres conjugués, considérés comme vecteurs
unitaires.

7. Composition des ellipsoides, ellipses et vec-
teurs. — Tout ellipsoide peut étre considéré comme .
résultant de la composition d’un quelconque de ses
demi-diamétres et de lellipse de section par le plan
diamétral conjugué, et réciproquement.|

Dés lors, si I'on veut composer un ellipsoide (E) et
un vecteur (OU), on décompose (E) suivant le demi-
diameétre (OU’) porté par OU et I'ellipse conjuguée (e).
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On compose ensuite (OU') avec (OU) en

(OU")=Wou +ou"

et enfin (OU") avec (e) en un ellipsoide (E'), circons-
crit a (E) le long de (e) et passant par U".

Pour composer un ellipsoide (E) avec une ellipse (e),
on décompose (E) suivant l'ellipse (¢') qui améme plan
que (e) et le demi-diamétre conjugué (OU); puis on
compose (e) et (e'), comme au n° 5, suivant une
ellipse (¢") et, enfin, (¢”) avec (OU) suivant un ellip-
soide (E'). )

Pour composer deux ellipsoides (E) et (E') on les
décompose suivant leurs demi-diamétres conjugués
communs (OA), (OB), (OC) et (OA"), (OB, (OC).
On compoée OA avec OA', OB avec OB, OCavec OC/;
puis on prend l'ellipsoide résultant des trois vecteurs

"(OA"), (OB"), (OC") obtenus. _

Si 'on a maintenant un nombre quelconque de
vecteurs, ellipses et ellipsoi’des,‘on pourra toujours,
en appliquant un nombre suffisant de fois les construc-
tions précédentes, les réduire a un seul ellipsoide.

En particulier, si I'on a affaire a n vecteurs, on aura
résolu, dans toute sa généralité, la question posée
au n° 2, '

rrrrr

mentaire. — La formule (32) et la régle de compo-
sition précédente nous permettent théoriquement de
calculer la probabilité élémentaire résultant d'un
nombre quelconque de vecteurs (OU;). Toutefois,
nous n’avons pas l’expression analytique de cette pro-
babilité en fonction des coordonnées z, y, z du point Q
et des composantes a;, b, ¢; des vecteurs (OU;) suivant
les axes. On pourrait essayer de la déduire des résultats

-
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précédemment obtenus. Mais il parait plus simple
d’employer une méthode directe.
Nous allons d’abord résoudre la question suivante.
Soit un point M'(z’, ', 2') obéissant a la loi de pro-
babilité

(35) P'= g e/wriay,

7c
ou k désigne une constante et f(z’', y', ') une forme
quadratique donnée. Soit le vecteur (OU), de compo-
santes a, b, c.

Lon51der0ns le point M défini par l'égalité géomé-
trique
(36) (OM) = (OM") 4+ £(OXl),

t désignant une quantité variable indépendante de M’
et obéissant a la loi de Gauss avec un écart unitaire
égal a un. Proposons-nous de calculer la probabilité
élémentaire relative au point M. A cet effet, il nous
suffit d’appliquer la formule (16), en remarquant
que "= ta, y"= tb, 3"=tc. On a ainsi

+ o
P=—- Vf —-f(n sla,y—th,z—t¢) . o—t*dly
/\ ' ‘/,..
ou
P= .EY.. f e—[A*—2Bt+f(x,y,3)] dt,
kY=

en posant
(3;7) At=1+f(a,b,c), 2B=zf,+yf,+3f..

On peut écrire ensuite

P=-(—-- —-[fu )z;——]/ -(At——
ky=
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L’intégrale du second membre est égale a

.';f-“‘e’e'dﬂ:ﬁ'
i) A

On a donc finalement
: 1 .
—(rf&+3;/:.+:j’an]
e
_____dV e—[f‘.r.:/,.,;— 1+fia,b,c)
kyt+f(a, b, c) )

(38) P=

c'est-a-dire une expression analogue a (35), mais avec
une constante A, et une forme quadratique f, se dédui-
sant de k et de f par les formules

(39) k=kyT+7(a b, 0),

[s@reranivarn]

(40) fl(x'r.}’, z)Ef(x,y,z)— T /(a, b, ¢)

Il serait facile de déduire de la une démonstration
analytique directe de la régle donnée au n® 7 pour la
composition d'un vecteur avec un ellipsoide. Observons
aussi que les formules (35), (39) et (40) s’appliquent
en Géomeétrie plane, en supprimant z et ¢ et remplagant
le volume dV par un aire d. On en déduirait la régle
de composition du n® 5.

9. Arrivons maintenant au calcul de la probabilité P,

résultant de n vecteurs (OU,), (OU,), ..., (OU,).

Premier cas. — Les vecteurs (OU;) sont portés par
la méme droite Ox. — La probabilit¢ dans un petit
segment dl contenant le point Q d’abscisse z est -

a?

s

al

(41)

®
il




ou

(42) Pn,=

i=1

Cette derniére formule permettrait d’écrire la proba-
bilité dans le cas ou la droite portant les vecteurs ne
serait pas prise pour axe des z.

10. Devxiime cas. — Les vecteurs (OU;) sont dans
le méme plan xOy. — Supposons d’abord n = 2.
L’ellipse unitaire a pour équation

(bhyx — a v+ (byx —asy)?

(43) (byay—a by )?

et Paire du parallélogramme construit sur OU, et OU,
est sinf.|b,a,— a, by, § désignant 'angle des axes de
coordonnées. On a donc, d’aprés (19),

d-do (hyr—ay)+ b, r—ayy?*
o —

7 P, = . (byag—a, g2
(44) P =|byas— as by|sinb ¢ ” ’
ou .

_0U, Q12+ (0. 02
(45) P,: dsdo 10U, Uy)?

2%.(0OUy Uy) €

en désignant par la notation (OAB) P'aire de triangle
OAB. ‘
Je dis maintenant que, pour toute valeur de n, on a
¥ (ovier
et

; V")’ (0U; U
(46) P,= db e 'Tf:‘

2% ./ZHE(OU,»U_,- v

Lj=1
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ou ‘
d A
- = —————e 0-
(4/) ~ st Y Qn
€n posant

(48 sn‘=2<b,~x—a.-y)z, Q,,=22(biaj—aibj)’-

i=1 i j=1

Cette formule est vraie pour n = 2. Il nous suffit
donc de prouver que, si elle est vraie pour n —1, elle
est vraie pour n. Comme S, est une forme quadratique,
nous pouvons appliquer les résultats du n° 8, pour
composer les n —1 premiers vecteurs avec le niéme.
D’aprés les formules:(39) et (40), il nous faut démon-
trer les identités suivantes :

G e=e(egR)

et

"n—1 2
' Z(btx—azf)(bian'—al n.)]
Sy _

(oo) = = =1

Q Qs Qr-1Qn

Légalité (49) s’écrit
n—1

Qa = Quot=Su1(an, ba) = X (bian— arby)t.

i=1

Elle est évidemment vérifiée, en vertu de la définition
méme de Q.

Pour démontrer ( 50), posons, pour simplifier I’écri-
ture,
(51) A= b,'.’l,"—' a;y, A,'_,‘: b,'(aj-—a,'bj,

L’égalité (50) s’écrit
n—1 \ 2

AR Q=S8 (Qu - Qn_:)-—( > Am)

i=1
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n—1 \, /n—1 /n—1 N2
A,’,Qn_,=(2A?).( ZA,?,,>—(EAiAin) -

\ =1 \i=1 i=t

ou

Appliquons au second membre lidentité de La-
grange; I'égalité devient
n—1

(52) A2 Q,,-,:EZ(A,-AM— AjAin)te

i,j=1

Or, si 'on développe le déterminant nul

A; A A,
a; a; ap
b; b; b,

suivant la premiére ligne, on obtient I'identité
A,’A,,j— AjA,,,'—i- A,,Aji= 0.

Portant dans (52), nous avons & démontrer que

. .
ALQu-1= 22 AA% = A;iZA;j.
iy=1 - ij=1

Cela résulte de la définition de Q,_,. Finalement, la
formule (47) est établie dans toute sa généralité.

1. Trosikme cas. — Les vecteurs (OU;) ne sont pas
dans un méme plan. — Supposons d’abord n = 3.
L’ellipsoide unitaire a pour équation

Al + A+ AL _
Azza -
en posant
xr y 3 a; b; ¢
(33) Ay=|a b ¢, Ajp=|a; b ¢ |

a; bj ¢ ax bi cx
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Le volume du parallélépipéde construit sur (OU,),

(OUy,), (OU;) est o A3, en appelant o le sinus du
triedre Ozyz. On a donc, d’aprés (32),

_Ab At +Al,
) P — A,
’ “ﬁ“iAnal
ou
(OU, U, 2+ (00, U, )+ 00, U, Q)2
(35) |’3= ———_ﬂ___ e_ WU, Uy Ug)? ,
6x V‘E(OU:U:U;)

en désignant par (OABC) le volume du tétraédre OABC.
Je dis maintenant que, pour toute valeur de n, on a

E”Z\ov,-u,o,-
22,}_,(00 (A
(56) l)n- dv e iy jo k=1
6 EZZ(OU U,U,,)z
ij, k=1
ou .
(57) P,= il e—sl
' =VneQu
en posant
(38) sn=ZZA,,, Qn—ZZZA,,k-

i j=1 k=1

Comme tout a ’heure, nous sommes ramenés a vérifier
les identités

n—1

Qn—Qn-1=Sn_1(@n, ba, €)= ZE‘AE’”’

S, =1
qui résulte de la définition de Q, et

S, .s,,_ (.Z,;AMW>

Q Qn -4 Qu n—i




(1ho)

ou .
n—1 2
(59) TnQn—l = Rn Sn—l - ( 22 Aijsm’j) ]
\ i j=1 ’

en posant )

n—
(60) T,= S, — Sns =,2 AL,

i=1

n—1

(6") Ru = Qu — Qu—l = 22 A‘f.ij.

i j=1

Sil'on applique au second membre de (59) I'identité
de Lagrange, il faut démontrer que

n—1
(62) TnQpoy= ZEZZ(AUA,,/,,,—— Akp Anij)t.

i,j k,p=1

Avant d’aller plus loin, il convient de bien préciser
la maniére dont doivent étre formées les sommes mul-
tiples ci-dessus introduites. Dans les sommes doubles
et triples figurant dans (58), (59) et (61), on doit
prendre pour (i, j) ou (i, j, k) toutes les combinai-
sons simples deux a deux ou trois a trois des n oun— 1
premiers nombres entiers. Dans la somme quadruple
de{(62), on doit prendre pour (I, j, k, p) tous les arran-
gements a répétition des n —1 premiers nombres
entiers quatre a qualre, mais en me regardant pas
comme distincts deux arrangements déduits 'un de
P'autre par I'échange de 7 et de j, ou de k et de p, ou
de (i, j) et de (&, p). De sorte que toute combinaison
a répétition (ijkp) donne seulement les trois termes
distincts '

2
(63) Sijkp = Prjkp - Pirpj - Pipjk
en posant

(64) Pijkp= AijAnkp— Akplnij.

~
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Cela posé; nous allons transformer g;j4,. A cet effet,
considérons le déterminant du sixiéme ordre

z y 3 o o o l

a, b, ¢4 ap b, ca

a b ¢ a b ¢ !
AT a b, ¢ a b |

)\ak )&bk )\Ck aj bk Clk l

pap ub, pe, ap bp ¢,
Développons-le par la régle de Laplace suivant les
trois premiéres colonnes, d’abord tel qu’il est écrit,
puis en retranchant la quatriéme colonne de la pre-
miére, la cinquiéme de la seconde et la sixiéme de la
troisiéme. En égalant les deux développements, nous
obtenons I'identité
AviBjkp— AnjBikp+ NAnp Dijp— pAnp Diji—+ Aij Bukp
_— )\A[[, A,,jp—l— }LA,'p A,,j[;—i— )\Ajk Am'l,
— A jp Bnik + Mt Agp Angj = (A —1) (1 — 1) Asp Binij-
_ Ceci doit avoir lieu, quels que soient % et u. On en
déduit les trois identités
5 Ani Bjkp— Anjdikp + Aij Anip— Akpdnij=o,
(65) Ank Aijp — Ay Apjp—+ Ajk Anip + AIrp Apsj=o0,
— Anp B+ Aip Bnjt— AjpBuik + Agp Apyj=o.

Les deux derniéres rentrent dans le type suivant :
(66)  Apidjrp—Anj Aipi+ ApkBpij—Appdijr=o.
Quant a la premiére, elle nous donne
Pijkp = AnjAikp— Anidjkp.
Portons dans (63) :

Gijkp= (AnjBitp— Ani&jip)?+ (Ank Bipj— Ani Akpj)?
+ (App Dijr— Ant Bpji)?
9 2
= Af,jA,zkp—l— A,z‘kAfpj'-l'- A,’,p A?jk‘+ 3A;"“‘A§kp
—2Ani 8p(AnjBikp—+ Ank Bipi+ Anp Biji)
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Mais, d’aprés (66), la parenthése du dernier membre
égale Ay;Ajip. Donc

2 2 2 2 2 2
(6 ) cljkp’_AlllAjli+Allekpi+AllkA[!ij+AnPAijk'

Le second membre de (62) s’écrit finalement

n—1

(68) N DN (A2ibFep AL A,,,,,-»-A,,kA,,,,-}-A,,,,A,,A),

i jo k, p=1

les différents termes étant obtenus en partant des com-
binaisons a répétition (ijhkp). Cherchons ceux qui
renferment A}, Ils sont donnés par les combinai-
sons (f{Jkp) obtenues en faisant suivre la lettre / de
toutes les combinaisons a repeuuon (jhp). 11 s'ensuit

(ue le coefficient de A}, estzzz A= Qu_y, caril

Ik, p=1
est indifférent de former cette somme triple en partant

des combinaisons a répétition ou des combinaisons
simples ( jAp), puisque Ajz, est nul dés que deux de

ses indices sont égaux. Finalement, la somme (68) est
n—1

égale 3 Q,_ .(Z A2, )= Q,_, T,. L'1dentité (62) est
) i=1
donc établie et, avec elle, les formules (55 et (36).

(A suivre.)

[0'2q8]
SUR UN THEOREME DE CORNU RELATIF AUX CAUSTIQUES;
Par M. T. LEMOYNE.

Dans les Nouvelles Annales de 1915, M. d’Ocagne
a donné une démonstration géométrique fort élégante
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d’un théoréme de Cornu concernant la construction des
caustiques, démonstration qu'il a introduite depuis
dans son Cours de Géométrie pure et appliquée de
UEcole Polytechnique,t. 1, p. 142, comme application
d’une formule de géométrie infinitésimale due a Mann-
heim.

Je me propose de montrer que le théoréme de Cornu
est une conséquence presque immédiate de la formule
classique de Thomas Young, qui lie les longueurs des
rayons incident et réfracté des caustiques. (La formule
de Thomas Young est étudiée dans les Traités d’Op-
tique géométrique; elle figure en particulier dans le
Cours de Physique de Fernet et Faivre-Dupaigre,
pour la classe de Mathématiques spéciales, 4° édition,
p- 166. Nous en avons donné une démonstratioh géo-

métrique simple, d’ailleurs bien connue, dans notre
Ouvrage, Courbes géométriques remarquables, t. 1,
p. 128.)

Soient MA et MB (voir figure) un rayon incident et
le rayon réfracté correspondant, A et B les points o ils
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touchent respectivement leurs enveloppes, M le point
ou ils rencontrent la courbe dirimante (M), C le centre
de courbure de (M) en ce point. Posons MA =/,
MB =/, MC=R et désignons par i et r les angles
d’incidence et de réfraction. La formule de Thomas
Young s’écrit

ncos?r  cos?i ncosr— cosi

7 T TT TT R

En multipliant les deux membres par //'R, on la met
sous la forme 4

R(nlcos?r — l'cos?i) = ll'(ncosr— cost)
ou
nlcosr(l!'— Rcosr)=Ucosi(l— Rcosi),

L L.
ce qu on peut ccrire

I I'—R'cosr ncosr
' | —Rcosi cosi

Projetons C en H et K sur MA, MB, et en I sur HK.

Nous avons

/ _AM  I'—Rcosr BK

7~ BM’ T—Rcosi  AH'
ncosr  Rsinicosr CHcosr + Il
cosi  Rsinrcosi  CKecost 1K

et, par conséquent, la formule de Young s’écrit finale-

ment . :
AM IH BK Co~

AH TK BM

Sous cette forme, elle montre, d’aprés la réciproque

du théoréme de Ménélaiis appliqué au triangle MHK,
que les points I, A, B sont en ligne droite. Donc :

Tuatorime pE Cornu. — La droite qui joint les
points A et B ot le rayon incident MA et le rayon
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réfracté MB touchent leurs enveloppes, passe par la
projection orthogonale 1 du centre de courbure C de
la courbe dirimante en M sur la droite HK quijoint
les projections orthogonales de ce méme centre C
sur les rayons MA et MB.

Dans le cas de la réflexion, MA et MB sont symé-
triques par rapport a la normale MC, et HK est perpen-
diculaire 4 MC..On retrouve alors la construction sui-
vante du point ou MB touche son enveloppe, énoncée
par J.-H. Grillet, dans le Journal de Liouville, 1846,
t. XI, p. 104 :

Quand un rayon lumineux issu d’une source A
se réfléchit en un point M d’une courbe (M), le point
ott le rayort réfléchi MB touche la caustique s'obtient
en projetant orthogonalement en K sur MB le centre
de courbure de la courbe (M) au point M, puis K
en 1 sur la normale MC; la droite Al coupe le rayon
réfléchi au point cherché.

Cette construction se déduit encore avec facilité de
la formule de Petit :

1 2

1
'7+7 = Rcos¢’

qu'on obtient d’ailleurs en faisant n=—1 et i=r
dans celle de Thomas Young.

o

CRRONIQUE.

Déces.

Le géomeétre danois Zeuthen est mort le 6 jan-
vier 1920, a Copenhague, a I'age de 81 ans.
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Le géométre russe Liapounoff, professeur a I'Uni-
versité de Pétrograd, est mort le 18 février 1919, a
l’age de 62 ans.

M. A. Hurwitz, professeur a I'Ecole Polytechnique
de Zurich depuis 1892, est mort dans cette ville au
mois de novembre 1919, 4gé de 6o ans : ses travaux
sur la théorie des fonctions modulaires elliptiques et
sur 'application de la série de Fourier au probléme des
isopérimétres sont trés remarquables.

Elections.

M. Luighi Bianchi a été élu correspondant de I'Aca-
démie des Sciences en remplacement de M. Vito Vol-
terra, ¢lu associé étranger.

M. G.-H. Hardy est nommé professeur de Mathé-
matiques pures a'1'Université d’Oxford. Il est secré-
taire de la Société mathématique de Londres.

Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 1920
(1% trimestre).

J. Hadamard : Les solutions élémentaires des équations aux
dérivées partielles linéaires hyperboliques non analytiques
(p. 150). — P. Boutroux : Sur une famille de fonctions
multiformes associées a une équation du premicr ordre
(p. 164). — G. Valiron : Le théoréme de M. Picard et les
généralisations de M. Borel (p. 191). — M. d’Ocagne : Sur la
distribution des courbures autour d’un point d’une surface
(p. 194)-~— R. Birkeland .: Réduction. des intégrales abé~
liennes (p. 316). — G. Humbert : Sur les formes quadratiques
positives d’Hermite dans un corps quadratique imaginaire
(p.344). — J. Hadamard : Sur certaines solutions d’une équa-
tion aux dérvivées fonctionnelles (p. 355)."— G. Cerf :
Remarques sur une généralisation du probléme de Pfaff
(p- 374). — D. Pompeiu : Sur une condition générale de la
monogénéité et sur la démonstration du théoréme fonda-
mental de Cauchy (p. 377). — Nilos Sakellariu : La courbure
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linéaire et aérale oblique d’une surface (p. 446). —H. Villat .
Sur certains mouvements cycliques avec ou sans tourbillons
(p- 449). — G. Humbert : Sur le nombre des classes de
formes quadratiques positives d’Hermite¢, de discriminant
donné, dans un corps quadratique imaginaire (p. 481). — N.-E.
Nérlund : Sur la convergence de certaines séries (p. 506). —
A. Rosenblatt : Sur un théoréme de Liapounoff (p. 510). —
G. Humbert : Sur une extension du groupe modulaire dans
un corps quadratique imaginaire (p. 541). — Cl. Guichard :
Sur une propriété caractéristique 'des congrfuences qui
appartiennent 3 un complexe linéaire (p. 552). — B. Gambier :
Surfaces de translation applicables ’'une sur I'autre (p. 560). —
M. Fréchet : Sur la famille compléte dérivée de la famille des
ensembles bien définis (p. 563). — P. Humbert : Sur les fonc-
tions dérivées de I'hypercylindre parabolique (p. 564). —
M. Renaux : Sur un probléme d’itération (p. 567). — F.
Kempé de Fériet : Sur une application des dérivées généra-
lisées a la formation et a 'intégration de certaines équations
différentielles linéaires (p. 569). — L. de Peslouan : Sur I'ex-
tension de la régle de L’Hopital a certaines quantités arith-
métiques (p. 572). — J. Chazy : Sur les singularités impos—
sibles du probléme des n corps (p. 575). — G. Humbert : Sur
les groupes de Bianchi (p. 625). — B. Gambier-: Sur les sur-
faces applicables (p. 645). — Ch. Rabut : Sur le groupe des
transformations planes dans lesquelles toute droite reste
droite (p. 648). — A. Chatelet : Sur les corps abéliens de
degré premier (p. 651). — H. Villat : Sur le mouvement
variable d'un fluide indéfini avec sillage, en présence d'un
corps solide (p. 653). — R. Thiry : Sur un probléme d’hydro-
dynamique admettant une infinité de solutions (p. 656).. —
N.-E. Norlund : Sur un théoréme de Cauchy (p. 715). —
G. Julia : Sur les familles de fonctions de plusieurs variables
(p. 791). — H. Mineur : Sur les solutions discontinues de
certaines équations fonctionnelles (p. 793).

BIBLIOGRAPHIE.
H. Brocarp et T. LeEmoyNe. — Courbes géométriques

remarquables (courbes spéciales) planes et gauches, .1,

s
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“tvol. dea3°™ x 16°™, de viil + 451 pages. Paris, Vuibert, 1919.
Prix : 15" (plus 20 pour 100 de majoration temporaire).

Il existe déja plusieurs Ouvrages sur les courbes
remarquables, mais celui de MM. Brocard et Lemoyne
se distingue par loriginalité de son plan, par Ia
richesse de son contenu, et parait appelé¢ a rendre de
grands services.

Les courbes y sont présentées suivant I'ordre alpha-
bétique de leursnoms, ordre judicieux dans un Quvrage
écrit en vue de ceux qui veulent étre rapidement
renseignés sur un point de détail. Le Tome I va de
larticle Abaque a Varticle Courbe auzxiliaire. Les
démonstrations des propriétés énoncées, qui sont trés
nombreuses, sont naturellement le plus souvent.omises.
Naturellement aussi, la bibliographie est trés déve-
loppée.

11 est parlé des courbes tout & fait particuliéres, des
courbes plus générales qui font partie d’une famille
importante telles que les anallagmatiques, des courbes
qu'un certain mode de génération-fait dériver d’une
autre courbe, telles que les caustiques, des courbes qui
ont une relation remarquable avec une figure, telles
que les nombreux cercles attachés a un triangle.

Il faut signaler comme importants et riches les
articles sur les Conigques et sur les Courbesalgebriques
générales, et une mention particuliére doit étre faite des
développements consacrés a la théorie des Caracteris-
tiques. Cette théorie, née des travaux de Chasles,
n'est guére cultivée en France, depuis Halphen, qui a
rectifié certains résultats de son prédécesseur, et il
n’existe pas chez nous d’Ouvrage d’ensemble sur la
Géométrie énumérative, tel*qu’en ont les Allemands,
par exemple. 1l est désirable que 'Ouvrage de MM. Bro-
card et Lemoyne raméne lattention sur un sujet qui
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n’est pas épuisé, 'et'dont les principes mémes n’ont
peut-&tre pas encore acquis une précision parfaite.
_Outre l’imérét que présente ce beau livre ‘pour les
amis de la Géométrie, il peut constituer une véritable
mine pour les professeuys en quéte d’exercices instruc-
tifs €t sortant de la banalité. R. B.

CERTIFICAT 1'ASTRONOMIE.

——

P

_Clermont-l‘errand.

EPREUVE THEORIQUE. —  1° Mouvement géocentrique des
planétes. Conjonctions. Oppositions. Révolution syno-
dique. Etude de la longitude. Etude de U'élongation.

2° Théodolite, ses principaux organes; leur usage.

EPREUVE PRATIQUE. — Le demi-grand aze de lorbtte
d’une planéte est
1,52368 = a,

son excentricité est 0,0933 = e; la longitude du périhélie
est 334°13'6" et U’inclinaison du plan de Uorbite négli-
geable; calculer la longitude héliocentrique de la planéte
450 jours moyens apreés son passage au peérihélie. -
(Juillet 1919.)
Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — Influence de I'Aberration sur la
position apparente d’une étoile. Formules générales pour
AR et ®. Aberration annuelle en R et (. Aberration
annuelle en 'l et \. Orbite d’aberration. Aberration diurne
en R et ®.

Epmuvs PRATIQUE. — Probléme de Képler. — On donne

= 62°28'54",6 et 6 = 0,01679226,

Calculer l’anomalie ezcentrtque u, l’anomalte vraie 8
et le rayon vecteur relattfso

.
ERAY
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On calemlera u par la méthode d’approzimation de
Newton et par celle das substitutions successives, avec une:
approximation de o", o1, .

On caleulera aussila longituds £ dans U’ orbtte sachant
que la longitude w du périgée est

© = 281°31'9g".
(Juin igr9.)

Eprevve THEORIQUE. — Corrections en parallare, &
une heure sidérale donnée, pour l'ascension droite R, la
déclinaison ® et la distance A d’un astre quand on passe
des coordonnées géocentriques R, ®, A de cet astre auz-
coordonnées apparentes R', ®', A' pour un liew dela Terre
dont le rayon géocentrique est p et la latitude géocen-
trique X.

Formules rigoureuses. Cas de la Lune.

Approzimations pour les planétes.

EPREUVE PRATIQUE. — Passage des coordonnées équato-
riales R et ® d'une étoile a ses coordonnées écliptiques,.
Uobliquité de Uécliptique étant w.

Application numérique :

R =14"57" 48,26,
® = 21"51'34", 60,
w = 23°27" 26", 75.

On appliquera les formules suivantes ‘qu'on devra
d’ailleurs établir, ¢ étant un angle auxiliaire :

tang ¢ = cos ©sin R,
sin (D) cos(w + o)
cos¢p '

sinA =

tang R sin(w + ¢)
Pl Bk B LA

tang ! = -
< e sino

cos/cos A = cos ® cos AR.

‘ (Novembre 1919.)
Montpellier.

EPREUVE THEORIQUE. — Mouvement elliptique d’une pla--
néte autour du Soleil. Equation de Képler.
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EPREUVE PRATIQUE. — Résoudre un triangle sphérique
connaissant fes trois cotés :

a = 70°30/, b = 68°39'59", c =23°26';

vérifier le résultat par Uanalogie des sinus et par la for-
mule fondamentale,
(Juin 1919.)

Les recueils d’Ewxercices d’Astronomie de Gruey et de
Villié fouranissent des modéles de calcul pour les questions
qui précédent.

CERTIFICAT DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

Paris.

EpREUVE THRORIQUE. — Equilibre d’élasticité d'un solide
massif homogéne et isotrope sous l'action de pressions nor-
males données, s'exercant sur une région centrale d’une
face plane de ce corps, lorsque les points du corps trés
éloignés de cette région sont maintenus fires.

SoLuTioN. — Les équations indéfinies et aux limites qui
résolvent ce probléme peuvent étre intégrées au moyen d’un
potentiel logarithmique a trois variables.

La solution est développée dans le livre de M. J. Boussinesq,
intitulé : .

Application des potentiels a l'étude de l’équilibre et du
mouvement des solides élastiques (1883), pages 50-80.

EpreuvE pRATIQUE. — Une pression normale de 1*¢ se
trouvant appliquée a une trés petite partie centrale de la
surface d’un solide massif, homogéne et isotrope en équi-
libre, on considére dans celui-ci les couches sous-jacentes,
c'est-a-dire paralléles & la surface, a des profondeurs de
plus en plus grandes au-dessous; et, ayant tracé autour
de la normale intérieure, menée par le centre de la petite
région d’application, trois cénes dont les génératrices
fassent respectivement, 'avec cett¢ normale, des angles
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de 30° 45° et 60°, on demande quelle est, & un gramme
prés, la fraction de la pression extérieure qui s¢ trouve
transmise a la partie des couches profondes utuee dans
lUintérieur de chacun de ces trois cones. :
Le centre de la région d'application est pris, bien
entendu, comme sommet des cones.

SorutioN. — Les expressions des pressions intérieures
auxquelles conduit le probléme précédent prennent upe
forme trés simple et susceptible d’interprétation géométrique
quand le potentiel se réduit A un seul de ses éléments, c’est-
a-dire quand on suppose qu’il y a seulement une pression nor-
male dP, répartie sur un élément do de la surface.

Si I'on prend le centre de ds pour origine O des coordon—
nées et la normale intérieure pour axe des 3, la pression
exercée par unité d’aire est, en chaque point de la couche
«horizontale de profondeur 3, dirigée suivant le prolongement
du rayon r allant de lorigine a ce point, et a pour

3dP [ z\?
valeur — (=) -
2T \r? :

Si l'on considére; dans la couche de profondeur z, une
couronne circulaire ayant son centre sur Oz, de rayons R
et R + dR, les composantes p, p, des pressions s’y neutra-
lisent, mais les composantes suivant Oz s’y ajoutent. La

pression totale sur la couronne sera

3dP-<

T

—z—>!-;-2szR ou dP. d(—— ﬁ);

r2 rs

en observant que r2= 32+ R? (ou z est constant). Pour I'aire
. .3

enti¢re du cercle de rayon R, on aura donc dP<| — %) » ou,
r

en appelant a le demi-angle d’ouverture du cone ayant pour

sommet le point O et pour base le cercle, (1 — cosda)dP.

Ainsi la fraction du poids dP que porte le cercle est 1 — cos3a.
Cette fraction est : '

v

Pour a = 30.... 1— 3£ '=0,3505;

:
i
i
1
‘_
i

0,64645 (environ ;),

Y
o] = <
N

‘= 0,8750.
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Les produits 'de ces coefficients par 1000 sont les nombres
de grammes demandés. (Juin 1919.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS  PROPOSEES.

1820..

(1899, p. 196; 1917, p. 353.)

Etant donnés dans un méme plan,sun faisceau de co-
niques ayant entre elles un double contact et une courbe
algébrique G, on méne les tangentes communes a Cj, et
a chaque conique; déterminer le lieu des points.de contact
sur les coniques. V. ReTALL

SoLuTioN
Par M. R. BouvalsT.

Si aux points A et B ou se touchent les coniques du faisceau
considéré on fait correspondre les points cycliques, ces co- .
niques deviennent un faisceau de cercles concentriques. Le’
lieu cherché devient la podaire de la courbe transformée
de Cf, par rapport au centre commun de ces cercles.

1821

(1899, p. 146 ; 1917, p. 357.)

Le lieu des sommets des paraboles tangentes ¢ une
conique centrale et ayant pour foyer un point fize est
une courbe unicursale du douzieme ordre et de la dixiéme
classe, ayant un point sextuple, avec deux coincidences,
en le point fixe et en chacun des points circulaires & l’in-
Jini; ayant, en outre, quatre points doubles ordinaires et
siz rebroussements. ) V. RETALL

SoLuTiON
Par M. M.-F. Egan.

Soient O le point fixe, P le point de contact de la conique (C)
avec la parabole, S le sommet de celle-ci, M Ie point de ren-
contre -des tangentes en P et S. Les angles OSM, OMP sont
droits, et les angles OMS, OPM sont égaux; donc M décrit

Ann. de Mathémat., §* série, t. XX. (Avril 1g920.) 12
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la podaire de (C) par rapport a O, et S décrit la podaire de
cette podaire. -

On constate facilement que la podaire d’une courbe unicur-
sale est unicursale. Cela posé, tout le reste de ’énoncé découle
des formules données par Salmon (1) pour les podaires, et
des formules de Plicker.

Autre solution par M. H. pE MoONTILLE.

1890.

(1900, p. 574 ; 1917, p. 399.)

Lor;ique trois triaflgles sont homologiques deux & deux,
si dans le triangle formé par les trois axes d’homologie,
un sommet est un centre d’homologie, chacun des deux
autres sommets est aussi un centre d'homologie.

C. Branc.

SoLuTION
Par M. R. B.

Démontrons la proposition corrélative, qui s'énonce ainsi :

Lorsque trois triangles sont homologiques deux ¢ deux,
st dans le triangle formé par les trois centres d’homologie,
un c6té est un axe d’homologie, chacun des deuxr autres
cotés est ausst un axe d’homologie.

Or cela résulte du théoréme suivant, connu et d'ailleurs
facile a établir par des considérations d’homographie.

Si un triangle (T)est inscrit a un triangle (T'), il existe
une infinité de triangles circonscrits a (T') et inscrits a (T).

Soient A;B;C;, A;B;C;, A3B;C; les trois triangles de
I'énoncé, O,, Oy, O; leurs trois centres d’homologie (O, est
le centre d’homologie de A, B, C, et A3 B;C;, etc.). Supposons
que 0,0; soit I'axe d’homologie des triangles A,B,C; et
A3B3C;. Alors Ay B, et A3B; par exemple se coupent en un
point y; appartenant a 0,0;.

Soient y4 le point ol y1A3B; rencontre Oy 03, et y; le point
ou y;A3 B, rencontre 0,0,. Le triangle (T) ou 0;0,0; est
inscrit au triangle (T’) ou AjA;A;. Le triangle yyysys est

(') Higher Planes Curves 1873, § 122, p. 103.
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inscrita (T) et a deux cotés, vy y; et y;Ya, passant respective-
ment par les sommets A, et A; de (T'). Donc, en vertu du
théoréme rappelé, son troisiéme coté y,y; passe par le troi-.
siéme sommet A; de (T'). Il passe de méme par B;. Autre-
ment dit, A;B; et A;B, se coupent sur 0;0,, A;B, et A;B;
se coupent sur O, O3.

On a les mémes relations entre A1 Cy et A,C, d'une part,
A;Cy et A;C; de I'autre. Donc O;0, est I’'axe d’homologie
de A;B;C; et A;B;C;, 0,03 I'axe d’homologie de A;B,C; et
A3B;C;. Clest bien ce qu'il fallait établir.

Autre solution par M. H. pE MONTILLE.
oA
2010. . :
(1905, p. 96; 1917, p. 468 )

Si les triangles a bycy, asbycs, aszbzcy (désignés par
leurs cétés) ont un centre O d’homologie, les neuf points
de rencontre des droites du tableau

a, b| ¢y
ay b, Ca
a; by c

avec leurs associées mineures sont en ligne droite. [ L’ asso-
ciée mineure de a, est la droite (bycs, bzcy)] (1)
P. Sonpar.

SoLuTiON
Par M. R. B.

Désignons par «, §, y les droites, issues du point O, qui
contiennent les sommets des trois triangles, et soit '

Ay By G
A, By C,
A3 B; C;

M tableau des associées mineures de leurs cdtés. On observera

(') L’énoncé contenait une faute d’impression : riédre au lieu
de triangle. De plus, il a paru avantageux de changer légérement
la. notation,



( 156)

que trois droites, désignées par une:-capitale et deax minus-
cules, nffectées de trois indices différents, par exemple A,,
by et ¢y sont concourantes. Cela résulte immédiatement de la
définition de A,.

Les triangles a;b,¢y, a3 bscy étant homologiques, les points
(asas), (bab3), (cac3) sont en ligne droite. Donc les triangles
aghye,y; aybycy sont aussi homologiques, et les trois droites

(b2cay bycs) ou @, (cyay, c3as) ou By, (asbs, azbs) ou Gy

sont concourantes. Autrement dit, B, et G, se coupent sur «.
De méme C; et Ay sur B, A, et By sur y. Les droites A, B, C,,
A3 B3 C; donnent lieu a des remarques analogues. En définitive,
les trois triangles A;B,Cy, A;B,Csy, A3B;C3 ont leurs som-
mels sur a, 3, vy et sont par conséquenten relation d’homo-
logie avec chacun des triangles aibycy, asbscs, azbjc;.

Considérons maintenant les deux triangles a,B;C; et
Agbyicy. On reconnait que :

Les sommets B, C, et b, ¢, sont tous deux sur «,
Les sommets Cja, et ¢;A, sont tous deux sur b,
Les sommets a,B; et A,b; sont tous deux sur cj,

les deux derniers faits résultant d’une remarque faite au
début. Or les droites «, b;, c; concourent. Les deux triangles
dont il s’agit sdnt donc homologiques, et I'on en conclut que
les points as Ay, Byby, Cycy sont en ligne droite, c’est-a-dire
que le point a;A; est sur I'axe d’homologie des triangles
ayb ¢y, AyB;Cy. Il en est de méme du point b; B,. Donc I'axe
d’homologie des triangles asbscy, A3B2C, est confondu avec
le premier axe. Il en est encore ainsi de I'axe d’homologie des
triangles a3 b3¢;, AyB;3Cs, ce qui établit la proposition.

2064.

(1907, p. 95 1817, p. 470.)

Un point G se meut sur un cercle de rayon égal a Uunités
Un autre, situé_originellement au centre O du cercle, se
meut avec la méme vitesse que C sur une courbe dont la
tangente passe constamment par ce point. Démontrer gque
le rayon de courbure en un point quelconque M de cette
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courbe est égal au segment. intercepté sur.le rayon OC,
par la normale en M.

N

2065.

(1907, p. 95; 1917, p. 450.)

On considére le rayon de courbure p de la courbe, dont
il Sagit dans la question précédente, comme fonction de.
la distance p de l'origine a la tangente a cette courbe.
Former l’équation différentielle qui lie p a p.

W. KAPTEYN

SoLUTION

Par M. H. DE MONTILLE M.

En appelant ¥ la différence 6 — w des angles polaires res-

PPN 2N
pectifs MOz et COz des points M et C, R (pour I'homogé-

néité) le rayon du cercle, les relations des sinus des angles
des triangles MOK, OCM donnent (K étant le centre de

(') La question 2064 a été résolue par une lettre de M. M. d’Ocagne
(1907, p. 173). Son énoncé n’est rappelé que pour rendre intel-
ligible ’énoncé 2065.
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2N
courbure), en posant OM =r, OMC == —V :

P r __rcosV
) , sin¥  cos(V—W) sin(V—1")’
r R
(2) sin(V—W) = sV’

L’égalité des deux derniers rapports (1) d'or_me de suite la
relation ‘

(3) tang(V—W¥)=cosV,
propre i toute courbe de poursuite. Or, en multipliant les

membres de I'équation (2) par tang(V — W), et comparant
a (1), on trouve, en tenant compte de (3),

r _ v _ P
(4) cos(V—W) ReotV = sinW¥

La relation sTr% = R cotV est propre a la courbe de pour-

suite de I’énoncé : ce sera notre formule (4). Tirons alors
de (1) et (2)

(5) COS(V—\V):rs";\p; ‘ "sin(V_qr)z,‘s"'V.

R b

élevant au carré les deux membres des relations (5), nous

trouverons
L sin‘lf>2_i‘_ sinV)\?2
re’ P R
ou o '
sinW\? [ -sintV
© (%5) =5

ou, en tenant compte de (4) et de la relation générale,

(7) p=rsinV,
tang?V 1 p? R*— p?
(®) R~ R R T AR
ou :
tang?V = R'.—PQ.
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‘On va obtenir I'équation différentielle demandée, en com-
binant la relation (8), écrite
f

(8")  rr=(R'— p?) cot?V,

propre a la courbe de I’énoncé, et la relation générale (7) :
celle-ci, en effet, nous donne

(9) i =sin?V.

r2

En multipliant membre & membre par la relation (8'),1l
vient

V4 =
(10) m_cos’v.

Additionnrant membre & membre, on obtient I’équation de
la courbe en coordonnées p et r :

1 1 1
(tn | AR g
c’est-a-dire
p:
. 2 — p? .
(12) ’ p <|+ R“—-;p!)

Or, en différentiant les deux membres, le premier de-
vient 27 dr; et comme, en vertu d'une formule connue,

A o rdr
= 1)
dp

I'équation différentielle demandée est

‘ _ . p? : .
(13) 29dp—d[P’(l+ [{z_—“,z)]
ou

. dp -

(14) 2 p’(p’——R’)] =2
2p? — R?

avec R =1, comme le particularise I'énoncé. Telle est la
forme, & variables séparées, de cette équation.
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Outre les formules.(3), (4), (8'), (11), on :tro-uver'a,.en con-
cos? V*») on
b

sidérant le triangle OKE, la relai:ior{ p=p ('_‘sinV
(15) p=r(sinV—cosV),

propre & la courbe, ou encore p — p = séc?Vr; ou

w e[ 0) )

et la relation p = Rsin(V — W), commune aux courbes de
poursuite.

QUESTIONS.

2438. Lasurface gauche circonscrite a une sphére, qui admet
pour directrices un diamétre de cette sphére et une tangente
a4 sa section diamétrale normale a ce diamétre, touche la

sphére suivant une courbe de Viviani (1).
M. p’OcAGNE.

2439. Soit O le centre du cercle circonscrit a un triangle. Si
une droite enveloppe un cercle de centre O, son orthopdle par
rapport au triangle enveloppe une hypocycloide allongée ou

raccourcie. :
L. PoLL

(') Cette propri¢té de la courbe de Viviani est a ajouter a celles
qui ont été données par M' Anne de Préhyr (N. 4., 1914, p. 364)
et démontrées par un anonyme (N A., 1915, p. 170).
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[I2£] .

" SUR I’APPLICATION DE LA LOI DE GAUSS A LA POSI-
TION PROBABLE D'UN POINT DANS LE PLAN OU
DANS L'ESPACE (suite);

Par M. J. HAAG.

II.

12. Invariance de la loi de Gauss dans la projec-
tion cylindrique. — Soit d’abord une droite OX, sur
laquelle le point M obéit a la loi de Gauss, avec le vec-
teur unitaire OA. Projetons M en m sur la droite O z,
parallélement a une direction fixe quelconque.

Soit O a la projection de OA. La probabilité pour

Fig. 5.

que m soit sur le segment élémentaire mm’ est évi-

demment la méme que la probabilité pour que M soit

sur le segment homologue MM'. Or, cette derniére
. (OM\

L MM (53

est ﬁ ok /. Comme
MM’ _ mm' et OM Om
OA = Oa OA = Oa’
1 mm' _(_O_m )’
elle peut aussi s’écrire —= ——e %/,

ﬁ Oa
D’ou il résulte que m obéit, sur Oz, a la loi de
Gauss, avec Oa pour écart unitaire.
Ann. ﬂe Mathémat., }* série, t. XX. (Mai 1920.) 13
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Soit maintenant un plan P, dans lequel le point M
obéit a la loi de Gauss, avec ellipse unitaire (E). Pro-

Fig. 6. .

jetons sur le plan (p) parallélement a une direction fixe
quelconque. La probabilité P pour que m soit dans
'aire ¢lémentaire da est évidemment la méme que la
probabilité pour que M soit dans I'aire homologue dot.

- ad —(®)
Or, cette derniére est — e 9%/, S désignant aire

de l'ellipse (E). Mais, si s désigne l'aire de Uellipse (e),
projection de (E), on a

dd  da oM Om‘
S — 57 ON~ On

Donc, la probabilité P peut sécrire %e—_ \
Autrement dit,-le point m obéit, dans le plan (p), a
la loi de Gauss, avec (e) pour ellipse unitaire.

On peut étendre, sans difficulté, les deux démonstra-
tions précédentes a ‘espace et méme A un espace a un
nombre quelconque de dimensions. La projection
cylindrique devient alors une transformation affine,
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c’est-a-dire une transformation homographique con-
servant le plan de P'infini.

13. Ellipses de probabilité. — Revenons a la for-
mule (25). Elle nous montre que, pour une valeur
donnée de do, les points d’égale probabilité se répar-
tissent sur les ellipses (E,) homothétiques de I'ellipse
unitaire (E). Ces ellipses sont appelées ellipses de
probabilité.

La probabilité est plus grande en n’importe quel
point intérieur a (Ep) qu’en n’importe quel point exté-
rieur a (E,), car e~ décroit quand w croit. 1l s’en-
suit que la probabilité P, pour que le point M soit
a Uintérieur de Uellipse (E,,) est plus grande que
la probabilité pour gqu’il soit dans une aire quel-
conque égale a U'aire de cette ellipse.

Calculons P,. On a
APy = = e=9* ddo,

en désignant par d I'aire comprise entre les ellipses
(Ew) et (Eyydw). Or, lair® de (E,) est Sw2. Par
suite, ddb = 2 Sw dw. D’ou

dPy = ¢=""d(w?),
(69) Pyw= [ e~ d(w?) =1 — e,

<0
L'ellipse probable ou mieux ellipse médiane est celle
& l'intérieur de laquelle il y a une chance sur deux
pour que se trouve le point M. Elle est donnée par
I'équation
1—e—© = 7‘-y
dont I'unique solution est wp,=0,8326.... Ce n’est
pas Uellipse décrite sur les écarts médians comme
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diamétres conjugués. D’aprés (6), elle lui est homo-

- wp 0,8326... R .
thétique dans le rapport % T oty 1,746, soit
environ %

14. Cas ou [’ellipse unitaire est un cercle. —
Soit a le rayon de ce cercle. La probabilité élémen-
taire s’écrit

1 1 1 —w?
70) -P:ma“” da\a:;r-te ©w dw dy,

en appelant ¢ l'angle polaire du point M et posant
. ‘OM
toujours & = —-.

St une aire & tourne autour de O, la probabilité
a Uintérieur de cette aire demeure constante.

Probabilité dans une bande réctiligne indéfinie.
— Soit la bande comprise entre les droites paral-
leles Aet A" ( fig. 7). '

Prenons les deux axes Ox et Oy respectivement

perpendiculaire et paralléele a A. Pour que M soit dans
la bande considérée, il faut et il suffit que son abscisse
soit comprise entre les abscisses a et o’ de P et P'. Si
Pon remplace le cercle (E) par les .vecteurs uni-
taires (OA) et (OB), on voit que la probabilité pour
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qu’il en soit ainsi est

on r=ifo(8) ()] e
ou encore v

P=[8(u))%0(w)],

(72) =
w et ' désignant les indices des cercles de probabilité
tangents a A et A'; on doit prendre le signe + ou le
signe —, suivant que les deux droites sont ou ne sont
pas de part et d’autre du point O; de plus, dans la
seconde hypothése, on doit prendre v < w'. Dans le
cas ou les deux droites sont symétriques par rapport
240,onaP=0(w).

Probabilité de la projection sur une droite quel-
conque. — Soit la droite O¢, définie par I'angle
polaire 4. Soit m la projection de M sur cette droite,
parallelement a Oy. Quelle est la probabilité pour
que m se trouve sur le segment RR'?

Cette probabilité est évidemment la méme que tout
aheure. Elle est donnée par (71). Si § et & sont les
abscisses de R et R’ sur O, on a

a=£cosy, a' =& cosd;

d’ou

~Me(E)_e(t
(7%) p=ife(t)-e(3)]
€n posant
’ — a —
(,4) u_COSlIJ_—.OT.

Le point m obéit donc, sur O%, a la loi de Gauss,
I'écart unitaire étant donnée par (54). Ceci résulte
d’ailleurs aussi du n°® 12, si I'on considére m comme la
projection de p sur O¢. '
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Probabilité " dans un rectangle. — Soit le rec-
tangle ABCD (fig. 8) dont les cbtés ont pour équations:

r = a, a‘:a', y:ﬁ’ y:p',

Pour que le point M soit dans le rectangle, il faut et
il suffit qu’il se trouve a la fois dans les deux bandes

Fig. 8.
¥
A B
0 C
o x

formées par ses deux cotés indéfiniment prolongés. Or,
les probabilités correspondant a chacune de ces deux
conditions ¢tant indépendantes, la probabilité cherchée
est égale a leur produit, soit

IR NORRO) | MERG)
ou
(76) P = [6(w)=6(w)][6(w])E8(wr)),

w, ', w,, w) désignant les indices des cercles de pro-
babilité tangents aux cotés du rectangle.

Probabilité dans un secteur circulaire, dans un
angle, de sommet O. — Soit un secteur circulaire de
rayon wa et d.’angle au centre ¢. La probabilit¢ dans ce
secteur est évidemment proportionnelle a p; elle est
donc égale a

(77) - P=—XPy=2F (1—c).

Si w augmente indéfiniment; on a la probabilité dans
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un angle de sommet O :

=%,

(78) P=—
15. Probabilité dans un triangle de sommet O,
dans un olygone quelconque. — Soit le triangle

Fig. 9.
A ¢

OAA; (fig. 9), défini par
T~ '
OA=d, (O.Z‘, OA1)=(?1, (m):M.

La probabilité, dans le triangle élémentaire OMM/,
d’angle au sommet do, est (n° 14)

a{?
ap = 82(,_ %)

2T

Or, on a ‘
oM =2 ;
cos o
d’ou
- X \a
dP = <l——e """:">—CE
2T
en posant '
(79) K= z = indice du cercle tangent a A, A,.

La probabilité cherchée est donc

o K
(80) P= '—f (x—e °°“’P)dq>
2T @4
P2 K?
=20 L 0T b,

27 2T
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Posons

(81) 8,(k,<9)——f e °°"?dq>
La formule (80) devient
(82) P=2"% 16,4 ¢)— 81 4]

On voit que, si I'on posséde une table a double
entrée de la fonction 8, (4, ©), on pourra calculer la |
probabilité dans touy triangle de sommet? O et, par .
suite, dans toute aire limitée par des droites, puisqu’une
telle aire peut toujours étre considérée comme une
somme algébrique de triangles admettant O pour
sommet.

16. Signalons quelques propriétés de la fonc-
tion ©(k, o).

D’abord, c’est une fonctlon paire de k et 1mpa1re
de 5.

Considérons maintenant le rectangle OACB ( fig. 10)

Fig. 1o0.

comme somme des deux triangles OAC et OBC. On a
[formule (55)] '

(83) Poacs = %e(/c)e(k'),
avec
OA. , OB
k= - /c_?-:ktangqp.
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D’autre part, d’apres (82),

Porc= ;%:' —8y(k, ), Popc= ;?%fet(k'o ?).
En ajoutant ces deux probabilités, on doit obtenir (83).
On a donc., en observant que ©+ 9' = %,

78K 8(K) = 7 —8i(k, 9)—6:1(K, )

ou

@0edh@+6«km%%%—¢>E%p;meMwme

Grace a cette identité, il suffit de calculer les valeurs
de la fonction 8, pour o << o < E et pour toutes les
valeurs de £; en se servant de la table de la fonction 8,
on en déduira les valeurs de 0, pour-‘% <o<< gj

Dans (84), faisons ¢ = %; 1l vient

(85) 91<k,g>ss%[|—;e(kﬂﬂ
Faisons, de méme, o = %; il vient
(86) ﬁ(hasép—mwn

Appliquons a lintégrale (81) la formule de la

moyenne : .
y o
0i(k, o) = —= ¢ %,

vy étant un certain angle compris entre o et o. On a
évidemment I'inégalité

£ ey,
P

(87) 8. (%, ?)<
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qui montre que la fonction 6, tend rapidement vers
zéro, quand & augmente.
Il est commode d’introduire, en méme temps que la
fonction 8, (4, ), la-suivante :

4 k2
1 gaierey-s .
(88) 8:(k, 9) = "—“fo' e ?de;

elle est liée a la premiére par la relation

(89) e,(k,?)Ee.<k, %) —9,</c,§—(p>
ou ’

\ (90) 01(k, 9) =62 (h%)—%(k,:;——?).

L’identité (84) devient, en tenant compte de (go) et
~ s - T
de (85) et remarquant que 0, (k, ;) =0, (Ic, ;),

(91) 9,(/{, l; —_ 9>+9,(k tango, 9)
Ei—[l—@(k)][l—@(klangcp)].

En y faisant ¢ = o, on retrouve (85). En y faisant ¢ = -745,
on obtient

(92) e=<k, ";) =3 [x—e(k)]252[92 <k, %)]2

Si Ton applique la formule de la moyenne a l'inté-
grale (88), on a

k2
(93) 6k g)= Lo T,

ce qui entraine I'inégalité
K.
(96) 0s(k, §) < L e TS,



(170)
laquelle montre que la fonction ©, tend rapidement
vers zéro quand k& augmente ou quand ¢ diminue.
Ces diverses considérations facilitent le calcul des
tables des fonctions 8, et 6,, qu1 sont reproduites a
la fin de cet article.

17. Probabilité dans un angle. — Tout angle
peut étre considéré comme l1» somme ou la différence
de deux angles dont un c6té passe par O. Bornons-
nous, en conséquence, a considérer le cas d’un angle
jouissant de cette particularité.

Premier cas. — O se trouve sur le prolongement
d'un cété de lU'angle. — Soit l'angle AAp=7¢.

Fig. 11.

o>/a n
B

Menons O paralléle a Ap. La probabilité cherchée P
est égale a Pyo, — Py = ;% — Pyos. '
Or OA est un triangle. En lui appliquant la for-

ki N ki
mule (82), pour ¢, = ;9 et 92= 7y 0N a

w ™ °
Puoa= g;f[el (,k, ;) — 6 (/\', ria ‘P)J =x —8y(%, 9),

avec

(95)k=%B_=M_1S|n(P

a : a

= indice du cercle tangent 3 A (on a posé OA =2).
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Finalement, on a

(96) - P = 6,(k, o).

Deuxiime cas. — O se trouve sur un cété de

-1l ,<k,§>-—e,(/\,——?>
T

= - — )6, <k, ;) -+ 82(ka?))

(97) P = 0y(, ¢)+ 3 8(k),

k étant toujours donné par (g5).

Cas ot le sommet de U'angle est trés éloigné du
4 g

point O. — On sait que

) k2 ‘ 38

.i?_ e sin*9 — i e—t_l;.

27T 2T

(98) -+ G(ko)<
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Si la-distance OA est trés grande par rapport a
I’écart unitaire, 2 est trés grand et 6,(4, o) peut étre
a " i
regardé comme pratiquement mul. Donc, dans cette
hypothése, la probabilité est nulle si O est extérieur

~alangle; si O est sur un cété de Uangle, elle est
. donnée par la formule

. 1 a sino 1 OB
(99) P=ge(*)=; <'Z'>

Dans le cas général de la figure 13, on a, en appe-

Fig. 13.

lant o, et ¢, les angles polaires, par rapport & AOuy,
des demi-droites A%, et Ak,,

(100) P=i—[e<as:‘%>—6(j‘—sgﬁ>].

\

En particulier, si ?2:—?‘3,_—:9>0 (fig. 14),
on a
(IOI) P:B(ﬂ)—_—@(%).
. a a
Fig. 14.

~

En particulier, P = %, si OB =o, 4769 >< a. Donc,

langle médian ou écart angulaire probable est
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Uangle circonscrit au cercle de centre O et derayon
égal au vecteur écart probable.

18. Cas général ou l'ellipse unitaire n’est pas un
cercle. — 1l se raméne immédiatement, au cas parti-
culier envisagé précédemment, par Papplication des
propriétés d’invariance du n°® 12.

Supposons, en effet, que M obéisse, dans le plan (P),
a la loi de Gauss, avec lellipse unitaire (E). Cette
ellipse peuat étre considérée comme projection ortho-
gonale d’un cercle (E'), situé dans un certain plan (P"),
ou le point M a pour- homologne M'. Nous savons
que M’ obé¢it, dans (P’), a la loivde Gauss, I'ellipse uni-
taire étant précisément le cercle (E'):

Dés lors, pour avoir la probabilité de M dans une
aire (L) de (P), il suffit de calculer la probabilité
de M’ dans I'aire homologue (A') de (P') et L’on est
bien ramené au cas oit lellipse unitaire est un cercle.

Voyons ce que deviennent, dans le cas général, les
résultats obtenus aux numéros 14 a 17.

) T~
Nous appellerons anomalie d’un angle QO)\, O‘u>

du plan (P) la mesure algébrique © = <m’) de
I'angle homologue du plan (P’). On sait que c'est la
différence des angles d’anomalie excentrique des points,
de Pellipse (E) situés sur les demi-droites O ., OA.
Cela posé, la formule (70) subsiste, a condition

i ’ /\
d’appeler © T'anomalie de I'angle (‘Ox, OM> et w le

oM
I‘ﬂppOI‘t m .

Il en est de méme de la formule (52), w et w' dési-

gnant les indices des ellipses de probabilité tangentes

P

; . 0o r__ OP’
aAet Ay solent w = G, w'= 5x (fig. 15).
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La projection m sur O obéit toujours 4 la loi de
Gauss, avec I'écart unitaire OT, comme’il résulte d’ail-
leurs aussi du n° 12.

La formule (76) donne la probabilité, dans un

Fig. 15,

parallélogramme dont les cétés ont des directions
conjuguées par rapport a (E).

Les formules (77) et (78) donnent les probabilités
dans un secteur elliptique et dans un angle de som-
met O, en fonction de 'anomalie ¢. On en déduit des
propriétés d'invariance évidentes, déja signalées par le
capitaine Vallier, dans I'article précité.

[Toutes les propriétés d’'invariance signalées par cet
auteur sont, du reste, évidentes par projection du
cercle (E').]

La probabilité dans un triangle OA, A, de som-
met O (fig. 16) est toujours donnée par la for-

Fig. 16.

A

mule (82). La lettre & désigne I'indice de lellipse dé

probabilité tangente & A,A,, soit k= o

P
- Quant
9A

-
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NS
‘c. et 9,, ce sont les anomalies des angles (Ox, OA.)

a
(0%, OR,).
La probabilité dans langle ZAp. (fig. 17) est

Fig. 17.

donnée par (96), k désignant Tindice de Dellipse de

probabilité tangente a Ay, soit A = —=» et o désignant

ON
I'anomalie de cet angle.
La probabilité dans Pangle ) A’y est, de meme,

donnée par (97). Si A’ est trés elomne de O, on a

(102) P=%G<OM >

ON’
L’écart angulaire probable est, dans cette hypo-

these, Uangle circonscrit a Uellipse décrite sur les
écarts probables comme diameétres conjugués.

19. Ellipsoides de probabilité. — D’aprés la for-
mule (32), les points d'égale probabilité, pour une
valeur donnée de dV, se répartissent sur les ellip-
soides (E,) homothetiques de I'ellipsoide unitaire (E).

" Ces ellipsoides sont appelés ellipsoides de proba-
bilité.

Comme au n° 13, on peut démontrer que la proba-
bilité est plus grande dans (E,) que dans n’importe
quel volume équivalent.
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On a
dPy = ] e““‘”d(\Vw3) = A v dw;
3YrW v
d'ou
P, = —-4= [me—w’w?dw =8(w)— 2 we-v,
\/TL' <0 \/‘;

L'ellipsoide probable ou médian est donné par
l’équﬁtion
B(w) — = we—w'=1,
P 2
dont l'unique racine est approximativement égale
a1,056.
11 est homothétique a Uellipsoide décrit sur les écarts
médians comme diamétres conjugués, dans le rap-

1,076 e . . 9
port — = 2,20..., Solt environ <.
0,4769 4

On pourrait essayer d’étendre a 'espace les consi-
dérations développées aux n* 14 a 18.

Contentons-nous de citer les propriétés suivantes :

La probabilité dans la bande comprise entre deux
plans paralléles est donnée par la formule (72), » et
w’ désignant les indices des ellipsoides de probabilité
tangents aux deux plans.

La probabilité dans un prisme indéfini dont les
Jaces sont paralléles a deuz plans diamétraux
conjugués est, de méme, donnée par (76).

La probabilité dans un parallélépipéde dont les
Saces sont paralléles a trois plans diamétrauz con-
Jugués est donnée par une formule analogue, com-

prenant un facteur de plus et le coefﬁcient% au lieu
de >.
4
La projection m de M sur O& parallélement & un

plan’'(P) quelconque obéit a la loi de Gauss, avec le
Ann. de Mathemat., §° série, t. XX. (Mai 1920.) 14
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vecteur unitaire OT, T désignant I'intersection de O§
avec le plan (P) (fig. 18) supposé tangent a (E). Cela

Fig. 18.

résulte du n° 12, appliqué a m et a la projection p
de M sur le diamétre Oz, conjugué de (P).

La projection m de M sur un plan (P) paralle-
lement a une droite quelconque O) 0béit a la loi
de Gauss, avec une ellipse unitaire qui est ’inter-
section de (P) avec le cylindre circonscrit a (E)
parallélement a@ O'\. Cela résulte du n° 12, appliqué
a m et ala projection p de M sur le plan diamétral (Q)
conjugué de O

(A suivre.)

[M*3ax]
SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES CYLINDRES
ET DU CYLINDROIDE ;

Par M. R. HARMEGNIES.

On sait que les cylindres et le cylindroide (ou co-
noide de Plicker) sont tels que le lieu des projections
d’un point quelconque de I'espace sur leurs génératrices
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est une courbe plane. Je me propose d’établir géomé-
(riquement que ce sont les seules surfaces réglées jouis-
sant de cette propriété. Ce théoréme a été établi ana-
lytiquement par M. Appell (*).

Considérons en effet deux génératrices quelconques
G, et G, d'une telle surface et leur perpendiculaire
commune P, P,. Projetons un point P quelconque de
PP, en P,P,, sur deux autres génératrices Gj, Gy
également quelconques. Dans le cas du cylindroide,
P; P, et P, P, sont confondues avec I’axe de la surface;
éliminons ce cas, et supposons que P,P,, P3P, déter-
minent un plan. Dans le cas du cylindre, ce plan-est
indépendant du point P choisi sur P, P, ; éliminons
encore ce cas, et supposons que ce plan tourne autour
de PP, quand P décrit cette droite. Soit Q le point de
rencontre de PP, et PyP;; on voit facilement que P
et Q se correspondent homographiquement sur P, P,.
Un point double M de cette homographie sera tel
que la droite MP;P,; correspondante soit perpendicu-
laire commune a G, et G,. Si 'homographie a deux
points doubles distincts, M et M, la perpendiculaire
commune a Gy et Gy, passant par M et M’, ne peut
étre que MM’ ou P, P, : on retrouve le cas du conoide,
amoins que Gy et G, n'admettent plusieurs perpendi-
culaires communes; elles sont alors paralléles et I'on
retrouve le cas des cylindres. ¢

Si les deux points doubles sont confondus (étant
bien entendu qu’il en est ainsi quelles que soient les
géndératrices choisies), on voit que les perpendiculaires
communes & deux génératrices quelconques se ren-
contrent. Supposons que G, se confonde avec G, ; les

(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXVIII,
p. 261. i
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perpendiculaires communes a Gy, G, G, prises deux
a deux forment un triangle P,P,I’;, et chaque géné-
ratrice étant perpendiculaire au plan de ce triangle, on
retrouve encore le cas des cylindres. Une surface
Jouissant de la propriété indiquée ne peut donc étre
qu'un cylindre ou un conoide droit.

Dans ce dernier cas, si l'on projette sur un plan per-
pendiculaire a 'axe du conoide, on voit que la projec-
tion de la courbe plane, lieu des projections d’un point A
sur les génératrices, est le cercle qui admet pour
extrémités d'un méme diamétre la projection de I'axe
et la projection de A. Cette courbe est donc une
conique, etle conoide admet comme courbes directrices:
1° une génératrice d'un cylindre de révolution; 2° la
droite a l'infini du plan perpendiculaire; 3° une sec-
tion plane du cylindre. C'est bien la définition du cylin-
droide.

[O'5h]
SUR LA SURFACE
DONT TOUS LES POINTS SONT DES OMBILICS ;

Par M. R. HARMEGNIES.

Je me propose d’établir géométriquement que cette
surface (I) est une sphére. En effet, toute ligne tracée
sur (¥) en est uge ligne de courbure; il en est de méme
sur une sphére quelconque, et le théoréme de Joachim-
stal montre que les plans tangents a (X) et a une spheére
quelconque en tous les points de leur intersection for-
ment un angle constant. Considérons trois sphéres de
centres O,, O,, Oy, passant par deux points quel-
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conques A et B de (Z), et les normales AN, BN’ a (3)
en ces pomts L’égalité des angles O,AN et O,BN,
0;AN et O,BN', O;AN et O, B\I montre que AN et
BN’ se coupent en un point w du plan 0,0,0;,, tel
par conséquent que 'on ait wA =wB. A et B étant
deux points quelconques de (X), on voit bien que cette
surface est une sphére. Dans un cas limite, si AN et
BN’ sont paralléles au plan O; 0,03, on obtient évi-
demment un plan. On pourrait d’ailleurs démontrer

aussi le théoréme en coupant par des plans qu1 passent
en A et B.

[0'3Db]

COURBES GAUCHES LIEES PAR ECHANGE DES DIRECTIONS
DES TANGENTES ET DES BINORMALES. LES FORMULES DE
FRENET SONT INTUITIVES ;

Psr M. G. FONTENE.

I.

1. TatorkvE, — St deux courbes (A) et (A') sont
telles que les tangentes de la seconde sont paralléles
aux binormales de la premiére, en sorte que les
tangentes de la premiére sont paralléles aux binor-
males de la seconde, les normales principales des
deux courbes, étant paralléles, peuvent présenter
deux dispositions.

1© Ces normales principales N et N, prises cha-
cune vers la concavité de la courbe correspondante,
peuvent étre de sens contraires (fig. 1). Les courbes
sont alors toutes deux dextrorsum ou toutes deux
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senestrorsum, et 'ona

R R’

TXT =0

" TetT ayant des signes. — Enoutre, st AA et A'A|
sont deux petits arcs correspondants, Uarc AA,
déduit par translation de Uarc A'A’|, et qui est nor-
mal en A au plan osculateur TAN, se trouve du
méme cité que Uarc AA, par rapport a ce plan oscu-
lateur, et de méme larc A’A; déduit par transla-
tion de l'arc AA,, ... Sur la figure, les plané oscula-
teurs TAN et T'A’N’ sont supposés opaques.

2° 8¢ les normales principales N et N' sont de
méme sens, 'une des courbesest dextrorsum, l'autre
est senestrorsum, et U'on a
R - R’ .
T T
En outre, Uarc AA, et l'arc AA, sont de part et
d'autre du plan osculateur en A, ....

Le second cas peut se déduire du premier en rem-
placant I'une des courbes par sa symétrique prise par
rapport a un point. :

Sil'on donnait des signes a R et a R’ d’aprés le sens
relatif des deux rayons de courbure, on aurait toujours

R R’
,—I: < —T-7 =—1.

-

2. Sil'on donne les directions des tangentes a une
courbe (A) en donnant le cone dont les génératrices
sont paralléeles a ces tangentes, on donne en méme
temps les directions des plans osculateurs qui sont
celles des plans tangents au coéme. En déplacant un

\
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plan de maniére qu'il reste paralléle 2 un plan tangent
au coéne, on obtient une surface développable dont
’aréte de rebroussement est une courbe (A) ayant ses
tangentes paralléles aux génératrices du cone; lacourbe
(A) dépend d’une fonction arbitraire d’une variable,
cette fonction déterminant par exemple l'abscisse du
point ou le plan osculateur rencontre une droite fixe.

La réciprocité des deux courbes (A) et (A') se con-
fond avec le théoréme des cones supplémentaires.

Si on laisse d’abord de coté les questions de sens,
I'angle de torsion en A est égal a I'angle de contin-
gence en A, et inversement, les arcs élémentaires se
correspondant; on a donc pour lés rayons de courbure
et de torsion

R R’
T X T =1I.

3. La figure 1 se rapporte au cas ou N et N’ sont de
sens contraires, mais nous ferons un raisonnement
général.

Le sens d& parcours étant pris avolonté sur la courbe
(A), le sens de parcours sur la courbe (A') est déter-
miné, et 'on prend les tangentes T et T’ dans les sens

Fig. 1.

de parcours; la binormale B est toujours prise dans le
sens T/, la binormale B’ dans le sens T. Des deux
triédres de Frenet (T, N, B) et (T/, N', B’), le premier
est de sens contraire a (B, N, T); ils sont donc de
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méme sens ou de sens contraires, selon que N et N'
sont de sens contraires ou de méme sens. On devra
considérer un triedre Oz, Oy, Oz de méme sens que
(T, N, B) pour la courbe (A), un triedre (0'z', 0'y’, 0's')
de mémessens que (T', N’, B') pour la courbe (A’), ces"
deux triédres pouvant étre de méme sens ou de sens
contraires.

4. Je rappelle d’abord les conventions relatives a
I'indicatrice sphérique pour une courbe (A). Le sens
positif étant choisi sur la courbe, on méne, dans une
sphére de centre O et de rayon un, le rayon Ot paral-
léle a AT. Le point A se déplacant sur (A) dans le sens

positif, le point ¢ décrit une courbe (¢) sur laquelle on
prend comme sens positif le séns de parcours; le
rayon On, paralléle & la demi-tangente positive, est
paralléle a la demi-normale principale AN dirigée vers
la concavité de la courbe. La binormale AB étant diri-
gée de fagon que le triedre (T, N, B) soit de méme sens
qu’un triedre donné Oz, O}, Oz, on ménele rayon Ob
paralléle a AB.

Le plan tangent au cone (¢) étant le plan ¢tOnr, le
comne (b) est le cone supplémentaire du cone (¢); inver-
sement, le coéne (¢) est le cone supplémentaire du
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cone (b), et le plan tangent au cone (b) est le plan 5O n.
La tangente en b a la courbe (b) qui est le lieu du
point b est donc (la question de sens étant réservée)
parallélé & On. On peut le voir en considérant l'axe
instantané de rotation du triédre (¢, n, b) : la tangente
en ¢ 4 la courbe (¢) étant paralléle a On, donc perpen-
diculaire au plan tO b, cet axe instantané est dans ce
plan; donc le point & de-ce méme plan décrit une
courbe (b) normale en b a ce plan et la tangente en b
est paralléle a On. Selon que cet axe instantané ne
passe pas ou passe entre Ot et Ob, la demi-tangente
a la courbe (b) prise dans le sens du parcours est
de méme sens que On ou de sens contraire. Pour les
formules de Frenet, on prend comme sens positif sur
la courbe () un sens tel que la demi-tangente positive
soit dans le sens On; selon que le sens de parcours
sur la courbe () est le sens On ou le sens contraire, on

. . ds
obtient pour le rayon de torsion T = — une valeur

positive ou négative : cette valeur est négative sur la
figure 2.

5. Revenons aux deux courbes (A) et (A'). Les points b
se confondent avec les points ¢/, mais les sens posi-
tifs sur les courbes (0) et (¢') formées des mémes points
sont contraires ou identiques, selon que On et On'
sont de sens contraires ou de méme sens. Si 'on
désigne par ds la différentielle de I'arc de I'indica-
trice (¢), par dw celle de l'arc de la courbe (b), le sens
positif étant On, on a

ds ds
k=% T=7
on a de méme
R — ds T — ds

—_— —_—
ds’' dw"’
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etl'ona
dw = —dd¢’, dw' =—ds,
ou
dw = dd’, dw'= ds,

selon que N et N’ vont de sens contraires ou de méme
sens.

On a d’abord dans un cas comme dans ’autre, rela-
tivement aux triédres (T, N. B) et (T’, N', B'),

R R dwdw’

TXT = dods
mais, dans le second cas, les deux triédres sont de sens
contraires, et alors le méme signe pour T et T’ indique
que l'une des courbes est dextrorsum, tandis que
Pautre est senestrorsum.

En second lieu, on ne doit pas seulemenL considérer
le signe du produxt T ><T’, il faut tenir compte des
signes des deux facteurs. Dans le premier cas, dw par
exemple étant négatif, T est négatif; alors, comme
on sait, la courbe (A) traverse le plan osculateur en A
en prenant un 7 positif du c6té de la demi-tangente
positive Az, les axes de coordonnées Oz, Oy, Oz
étant AT, AN, AB. Laformule générale

da
a-t e ey
dz
ds?’
dsr
"—1?’ ey ey

=
=

se réduit en effet a

1 a3z
RTF' = —IXI1X —d_S‘} ’
2z
tas
nuls, z croit d’abord avec s. On se rend d’ailleurs

. dz
et T <<o correspond a diz —5°> 0; comme —- sont
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compte sur la figure que le déplacement du point b
dans le sens On'wntraine un déplacement du point A
du c6té du plan osculateur TAN ou se trouve AB. —
L’axe AB étant de méme sens que A'T’, le fait annoncé
au début est exact.

Dans le second cas, dw est positif.. ..

II.

6. Je profite de l'occasion pour présenter d’une
maniére simple les formules de Frenet, ou la tangente et
la’binormale jouent des roles comparables. Si (a, b, ¢),
(X 5 v), (3, 7) sont les cosinus directeurs de la tan-
gente, de la normale principale, de la binormale pour
la courbe (A), le triedre Oz, Oy, Oz étant disposé
comme le triédre T, N, B, si 'on a placé le centre de
la sphére de rayon un'a l'origine des coordonnées, les
coordonnées du point ¢ sont @, b, ¢, celles du point b
sont a, 3, v, et le fait que les tangentes en ¢ et b aux
courbes (t) et (b) sont paralleles a On, le sens positif
étant On, donne les formules

da da A
(1) %z)\, ou T .
dx dax ),
(2) %=)\, ou (—l';:T’
d’ou

dx _dp _dy _do _R
llv'

On a encore, pour la tangente & la courbe qui est le
lieu du point ~,

d\=—ads —axdw, ... \

3) o
d\ @ o

_— e - — —

ds R T 7
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ces formules sont données par le théoréme des projec-

tions. Les formules de Frenet sont, donc intuitives
géométriquement.

GORRESPONDANCE.

M. Fontené. — Mannheim a montré (Comptes ren-
dus, 18¢7, 2° volime, p. 849) que, siles mémes droites
sont a la fois les normales principales d’une. courbe
gauche (A) et les binormales d’une autre courbe
gauche (B), on a pour la courbe (A)

1 1 1,
BT T T AR’
si MC est le rayon de courbure en M, si MC' est le
rayon de torsion porté sur la binormale, en tracant
CC’ et en menant MH perpendiculaire & CC/, la pro-
jection de MH sur MC a une longueur constante A.
Il y aurait lieu de donner également Uéquation

intrinséque verifiée par les courbes (B).

Nore. — Il est aisé de répondre a la question posée
par M. Fontené, en employant le calcul vectoriel.

Soit MBTN le triédre principal d’une courbe C,
en un point M; soit PP un point de la binormale MB,
décrivant une courbe dont cette binormale est la nor-
male principale. La longueur MP est évidemment une
constante a. '

En emvplo_vaﬁt les notations de MM. Burali-Fortui et
Marcolongo ('), on doit avoir '

dP P .

(1) Eléments de calcul vectoriel, traduction LaTTES, p. 86.
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Oron a
P=M-+ab,

d’ou en dérivant et en appliquant les formules de

Frenet,
dP _ dM db _ .. .0
@ ds Tds T

d2P dt a dn aT
B e

ds: —ds T T ds
n a/t [ aT
=—-——-<—t+—b>——T2—n

R T\R T
—a | aT’ a
““RT”(E 'T_z>n—sz
On a ensuite
dz:pP a a8 aT':
o Ne=gra (- )t
dPXfﬂ’ b_l aT' a?
s S ds R T T TR

La relation cherchée entre les éléments de la courbe C

est donc

Il va sans dire que la relation de Mannhcim s’obtient
aussi facilement par 'emploi de la méthode vectorielle.

R. B.

CHRONIQUE.

Publications récentes.

I. H. Rocques Desvarrtes, calculateur principal au
Bureau des Longitudes : Tables logarithmiques et
trigonométriques a quatre décimales (argument en
arc et en temps) et Tables a trois décimales, a l'usage
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des physiciens et navigateurs. 1 vol. in-8 de xxiv-
~2 pages, 1920, Gauthier-Villars et C¢, éditeurs. Prix:
4"+ 50 pour 100.

- II. M. Pgrrovircu, professeur a I'Université de
Belgrade : Les Spectres numériques. Préface de E.
Borel. 1 vol. in-8 de viir-110 pages, 1919, Gauthier-
Villars et C¢, éditeurs. Prix : 5™ 4 50 pour roo0.

Etude des relations entre les fractions décimales et
les séries de puissances entiéres d’une variable.

G. Incuriramr et D Prower. — Table des nombres
premiers et de la décomposition des nombres de
1 @ 100000. — 1 vol. in-8 de xx-36 pages. Gauthier-
Villars et C'¢, éditeurs. Paris, 1919. Prix : 3" + 50
pour 100.

Réimpression, par les soins du D® Prompt et de
M. E. Lebon, d'une Table publi¢ce en 1832 par un
religieux italien, le P. Giovanni Inghirami, directeur
de I'Observatoire Ximénien de Florence. Une telle

Table ¢tait réclamée par les mathématiciens et les
mécaniciens.

Facultés des Sciences (Personnel).

Duon. —— M. Gesrey, agrégé et docteur és sciences,
grey
est nommé chargé de cours d’astronomie.

Lvon. — M. Sire, maitre de conférences a la Faculté
de Rennes, est nommé professeur de mathématiques
appliquées, en remplacement de M. Flamme, décédé.

MarsgiLee. == M. Charve, professeur de méca-
nique, a demandé un congé.

Paris. — M. P. Appell, membre de I'Institut, pro-
fesseur de mécanique analytique et mécanique céleste,
est nommé recteur de I'Université de Paris.
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M. E. Borel, professeur de théorie des fonctions,
est nommé professeur de calcul des probabilités.et de
physique mathématique en remplacement de M. Bous-
sinesq. .

" La chaire de théorie des fonctions est transformée en
chaire de physique théorique et physique céleste.

M. Montelestnommé maitre de conférence de mathé-
matiques en remplacement de M. Vessiot appelé a
d’autres fonctions.

Rexses. — M. Bouligand, agrégé et docteur és
sciences, est nommé maitre de conférences de mathé-
matiques en remplacement de M. Sire.

Crervont-Ferrann. — M. G. Giraud, docteur és
Sciences, est chargé du cours de calcul différentiel et
intégral, en remplacement de M. Pellet, professeur,
mis & la retraite sur sa demande et nommé pi*ofesseur
honoraire.

Pavis. — M. A. Lambert est chargé de conférences
d’astronomie. '

Porriers. — M. R. Garnier, chargé de cours, est
nommé professeur de mécanique rationnelle et appli-
quce, en remplacement de M. Fréchet, nommé a
Strasbourg.

Ecole Normale.

Les épreuves écrites du concours d’admission auront
lieu du 7 au 10 juin 1920. Les programmes de mathé-
matiques, physique et chimie sont les mémes que ceux
du concours d’admission a Ecole Polytechnique insérés
au Journal Officiel du 14 janvier 1920, programmes
qui différent de ceux de 1914 par de nombreuses et
importantes coupures pratiquées durant la guerre.
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M. E. Vessiot est nommé sous-directeur de 'Ecole
Normale (directeur des études scientifiques), en rem-
placement de M. Borel, démissionnaire. :

Un décret a institué al’Ecole Normale des chaires et
maitrises de conférences, de maniére a lui rendre une
organisation autonome.

Académie des Sciences.

M. A. Mesnager a été ¢lu membre de I'Académie
dans la Section de Mécanique, en remplacement de .

M. Marcel Deprez.

Sir John Larmor (Cambridge) a été élu corres-
pondant dans la Section de Géométrie, en remplace-
ment de M. Liapounofl.

Périodiques.

Journal de Mathématiques pures et appliquées
(8¢ série, 1. 1): ’ ,

L. Rov : Les ondes ¢lectromagnétiques planes pério-
diques et le probléme de leurréflexion et deleur réfrac-

tton. — G. Jurra: Mémoire sur l'itération des fonc-
tions rationnelles. — F.-C. Crarier : Sur les surfaces
minima ou ¢lassoides. — G. Cerr : Sur les transforma-

tions des équations aux dérivées partielles d'ordre
quelconque o deux variables indépendantes.
\

Annales de UEcole Normale (1. 36, 1919) :

Er. Devassus : Etude de la stabilité de I'équilibre des
paramétres principaux et secondaires d'un systéme
. . 5o . . N
dans le cas régulier d'intégration par quadratures. —

o] o)
J. Pgriss ¢ Sur certaines transformations fonctionnelles
et leur application a la théorie des fonctions permu-
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tables. — L. Gopeaux : Sur les involutions apparte-
nant a une surface de genre un. — E. Borew : Sur
Pintégration des fonctions non bornées et sur les défi-
nitions constructives. — G. JuLia : Sur quelques pro-
priétés nouvelles des fonctions entiéres ou méromor-
phes. — E. Corron : Sur la notion de nombre carac-
téristique de Liapounoff. — G. Giriup : Sur les
fonctions automorphes d’'un nombre quelconque de
variables. — S. StoiLow : Sur les singularités mobiles
des intégrales des équations linéaires aux dérivées
partielles et sur leur intégrale générale.

Acta mathematica (t. 42, 1919) :

D. Hirgerr : G. Darboux (traduction d’un discours
lu le 12 mai 1917 a la séance publique annuelle de
I’Académie des Sciences de Gettingue). — L. P.
Ewsennart : Darboux’s Anteil an der Geometrie (tra-
duction allemande d’une conférence faite a ' Améri-
can Mathematical Society le 6 septembre 1917).

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

893.

\1868, p. 336 ; 1916, p. 3a21).

Si¢ lon coupe un tore, ou plus généralement une cy-
clide, par une série de sphéres ayant pour centre un point
fize donné, toutes les courbes d’intersection ainsi obtenues
peuvent étre placées sur un méme céne du. deuxiéme
degré, E. LAGUERRE.

Ann. de Mathémat., e série, t. XX. (Mai 1g20.) 15
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SoLuTioN
Par M. R. B.

'

Montrons que, d'une maniére générale :

Si l’on coupe par une série de sphéres concentrigques la
surface inverse d'un céne quelconque, toutes les courbes
ainsi obtenues peuvent étre placées sur un méme céne.
Soient en effet G un cdne quelconque de sommet A, T son
inverse par rapport a un point O, S une sphére quelconque,
2 son inverse par rapport a O,

La courbe (G, S) est anallagmatique par rapport au point A.
Il en est donc de méme, comme il est classique, de la
courbe (I, £). Cette courbe appartient donc a un céne C/,
de sommet A’, chaque génératrice de ce cone contenant deux
points de (T, Z).

Il faut montrer que le cone C' ne varie pas de grandeur
lorsque S varie de telle maniére que I conserve un centre
fixe w. Or, soient D une génératrice quelconque de C, P le
plan (O, D), M et N les deux points ou D coupe S, i et v
leurs inverses. La droite D est l'inverse du cercle Ouv. Autre-
ment dit, v est la corde commune au cercle A, inverse de D
et au cercle (P, S). Soient I le centre du cercle A, w' la pro-
jection de w sur le plan P. pv est perpendiculaire a Iw’' et
par suite & Iw. La direction de cette droite dans un plan P
donné est donc indépendante du rayon de la sphére =.
Autrement dit, deux cdones C', correspondant a deux sphéres =
~concentriques, ont leurs génératrices deux a deux paralléles.
Ces deux cones (dont les sommets sont deux points de la
droite OA) sont donc homothétiques, et par conséquent
égaux. C. Q. F. D.

Si le cone G est du second ordre, la courbe (G, S) est une
cyclique, dont I'inverse est, comme on le sait, une courbe de
méme nature, et le cone C' est aussi du.second ordre. Quant
a I'inverse de G, c’est une cyclide a deux points doubles (une
cyclide de Dupin, si C est de révolution).

U'énoncé 893 est donc valable pour les cyclides a deux
points doubles, en prenant le mot cyclide dans son sens
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général : surface de quatriéme ordre admettant I'ombilicale
comme conique double.

Pour les propriétés des anallagmatiques, des cycliques et
des cyclides invoquées dans cette solution, on pourra consulter
I’Ouvrage de G. Darboux : Sur ure classe remarquable de
courbes et de surfaces algébriques.

2045.

/ (1906, p. 432.)

Soient (A, A'), (B, B'), (C, C') trois couples de semi-
droites d’un méme plan, les semi-droites d’un -méme
couple étant paralléles et de méme sens. Les cycles inscrits
dans les quatre triangles (A, B, C), (A, B/, ¢'), (A, B, C),
(A', B', C) sont tangents a un méme cycle. Il en est de
méme des cycles inscrits dans les triangles (A', B, C),
(A, B, C), (A, B, ), (A, B, C).

Lc théoréme est encore vrai si les semi-droites d’un
méme couple sont paralléles et de sens contraires. On
obtient comme cas particulier de cette derniére proposition
le théoréme de Feuerbach et le théoréme suivant :

Soitent ABC un triangle, A', B', C' les milieux de ses
cotés. Les cercles inscrits dans les quatre triangles
A'B'C’, AB'C', A'BC', A'B’C, sont tangents a un méme
cercle,

La premiére proposition donne des théorémes o inter-
viennent des centres exinscrits. R. BRricArb.

SoLuTION
Par L’AUTEUR.

Ce théoréme est démontré dans mon article Sur le pro-
bléeme d’Apollonius et quelques propriétés des cycles (1907,
p. 491). Voir aussi l'article de M. M. Fouché Sur le pro-
bléme d’Apollonius (1908, p. 116).

2345.

(1917, p. 199.)

Les droites sur lesquelles quatre plans donnés déter-
minent une division de rapport anharmonique constant
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- forment un complexe du second degré. Si les quatre plans

sont les plans des faces du tétraédre de référence, U'équa-
tion du complexe est ‘

avec A+B+C=o.

G. FoNTENE.

SoLuTiON
Par M. J. LEMAIRE.
Nous modifierons légérement les notations de I’énoncé

si z, 7, 2, t eta,y, s, tsontles coordonnées de deux
points quelconques, nous représentons par

!l =x)'—yzx', p=a3at' —1tz')
m = x3 — 3x', g=1t —yt,
n =zt —itx, r=y3s —zy,

les coordonnées pluckériennes (ponctuelles) de

joint ces points, coordonnées

(1)

la droite qui
liées par I'identité

lp+mgqg+nr=o.

Cherchons l'un des rapports anharmoniques des points ou
la droite rencontre les plans qui forment le tétraédre de réfé-
rence : les coordonnées de tout point de la droite étant de la

forme

hx+kz',  hy+ky',

hz + 43, ht+kt,

les .quatre points correspondent aux valeurs de A et & ci-

dessous : .
. N
trace sur : X =0 : h =2, k =—ua,
Y=0:/A =y, kK =—y,
Z=o0:h=243, K =—3,
T=o0:A~"=1, k" = —t.

Un des rapports anharmoniques du systéme de ces points a



. ‘
pour valeur (1)

h K R R
; FTF T F
Il h"l . hl hl/l
TR OFTR

c’est-a-dire .
hKk"— hK"  h'K"— K A"
W — Rk R — R ’

ou encore
vz —zx' yi'—zy
xl —tx Tyl —ty’

qu’on peut écrire

m, r mq
—_— ou -,
n —gq . nr

Le complexe des droites pour lesquelles ce rapport anhar-

. : B : , .
;monique a une valeur constante — ¢ donc pour équation
. | :

« mq_ﬁr
(2) BT

ou, en tenant compte de l'identité (1),

Ilp _mg nr
AT B T C
avec la condition . '
A+B+ C=o.

Réciproquement, tout complexe qui a une équation de la
forme (2) est ur complexe tétraédal, c’est-a-dire un com-—
plexe de droites sur lesquelles les plans des faces du tétraédre
de référence déterminent une division de quatre points dont
un des rapports anbarmoniquesa une valeur donnée.

Remarque, — Si une droite est déterminée par deux plans

uX+4+¢0Y +wZ +sT =o,
o' X+0'Y+wZ+sT=o,

i

* (') CuasLES, Géomeélrie supéerieure, p. 25.
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on peut prendre aussi pour coordonnées pluckériennes (tan-
gentielles) de la droite les quantités

N

L =uw' —ou, T = ws — s,
p=uw —wu, X =80 —vs,
v = us' —su, p=ow' — wy',

liées par I'identité
A+ py +vp=o.

On voit aisément que

Ecrivant, en effet, que le point (2, y, z, t) est sur la droite,
ona ]
UZ +Vy + W3z + St =0,

Luz+ vy +wszs+s't=o,
d’ou, en éliminant x,
Ay + ps+9ot=o0;
on aurait de méme
Ay +pz' +ot'=o0
et, par conséquent,

st'—tz _ ty'—yt  yi'—zy
N W v ’

c’est-a-dire
P
A

r-
=

=9
SR
on obtiendrait les autres relations par un talcul analogue.
L'équation générale des complexes tétraédraux établie ci-
dessus, que 'on peut mettre sous la forme

(2") A'lp+B' mp+Cnr=o,

A', B', C' désignant des constantes arbitraires, peut aussi étre

.
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écrite
(3) At + B'py + C'vp = o.

On déduirait aisément de ce qui précéde la propriété fon-
damentale suivante : le systéme des quatre points déterminés
par les faces d'un tétraédre sur une droite quelconque a les
mémes rapports anharmoniques que le faisceau des plans
déterminés par la droite et les sommets du tétraédre; de
sorte que les équations (2') et (3) représentent toutes deux le
complexe des droites dont les traces sur les plans du tétraédre
de référence ont un- rapport anharmonique donné, ou des
droites qui déterminent avec les sommets du tétraédre des
plans ayant cg méme rapport anharmonique.

Autres solutions par M. R. BouvaisT, un Abonné.

2316.

(1917, p. 199.)

Soient =, 8, y les points ot un diamétre 8 du cercle cir-
conscrit a un triangle ABC coupe les cétés; o', B',y" les symé-
trigues de'2, B, Y par rapport au centre du cercle ABGC;
o\ B',y" les-inverses triangulaires de o', B', Y. Démontrer
que les segments Aa", Bf", Cy" sont paralleles et que leurs
milieux appartiennent & une droite qui passe par
Vorthocentre du triangle et par Uorthopéle du diamétre 8.

R. GOORMAGHTIGH.

SOLUTION .
Par M. R. BouvaisT.

Soient OH l'orthocentre de ABC, O le centre du cercle cir-.
conscrit au triangle, w le centre de I'hyperbole équilatére
inverse de aBy, D le quatriéme point d’intersection de cette
hyperbole avecle cercle ABC. Le faisceau A(x'ox) est har-
monique; si par suite a désigne l'intersection de la tangente
en A a Phyperbole ABCD avec HwD, m, l'intersection de Aa’
avec HwD, le faisceau A(myHaD) sera harmonique; en
d’autres termes, A«” est la polaire de a par rapport a ’hyper-
bole ABCD, et m,;, milieu de A", se trouve sur HwD. Il en

est évidemment de méme des milieux m, et ms de Bf?, Gy".
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QUESTIONS.

2440. Soient P, E et F le point de rencontre et les milieux
des diagonales AC et BD d'un quadrilatére ABCD inscrit dans
un cercle O. >

Montrer que :

1° Le cercle O, le cercle w circonscrit et le cercle d’Euler
du triangle diagonal MNP du quadrilatére ont méme axe
radical, la polaire du centre de gravité du triangle diagonal
par rapport au cercle O.

2° Le cercle w passe par 'orthocentre du triangle EPF, et la
droite de Simson de ce point, par rapport au triangle MNP,
par le centre des moyennes distances des sommets du quadri-
latére.
’ V. THEBAULT.

2441. Si un polygone, plan ou gauche, d’'un nombre pair de
cotés, inscrit dans une sphére, est tel que le produit des cotés
de rang pair égalé le produit des coOtés de rang impair, on
peut inscrire et circonscrire une couronne de sphéres, se cou-
pant sous un méme angle, consécutives et tangentes a la
sphére circonscrite aux sommets du polygone, quelle que soit
la premiére sphére, et réciproquement.

V. TuEBAULT.

2442. Etant donné un réseau tangentiel de coniques, les
cercles principaux des coniques du réseau ‘dont le foyer décrit
une droite sont orthogonaux a un cercle fixe.

Ce théoréme comprend comme cas particulier le théoréme
de M. T. Lemoyne relatif aux cercles podaires des points
d’une droite, par rapporta un triangle (N. 4., 1904, p. 400).-

R. B

——— OO w— - \
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[J2f]

SUR I’APPLICATION DE LA LOI DE GAUSS A LA POSITION
PROBABLE D'UN POINT DANS LE PLAN OU DANS
L'ESPACE ;

(Suite et fin.)

Par M. J. HAAG.

I1I.

" Les formules (47) et (57) sont beaucoup trop com-
pliquées pour pouvoir étre appliquées dans des pro-
blémes posés par la pratique et leur intérét est surtout
théorique. Nous allons, au contraire, aboutir a des
résultats trés simples, en introduisant des coordonnées
tangentielles.

20. Détermination de Uellipse. unitaire par ses
tangentes. — Imaginons que, par un procédé quel-
conque, on sache calculer I'écart unitaire de la projec-
tion m sur une droite quelconque O, parallélement
a une direction quelconque O7%. Portons cet écart

Fig. 19.

en Ou et Ou'(fig. 19), de part et d’autre du point O.
En menant par u et «'les paralléeles D et D’ a O),
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XX. (Juin 1920.) 16
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on obtient deux tangentes a l'ellipse unitaire (n° 18).
En faisant varier O, on aura toutes les tangentes.
Lellipse unitaire sera ainsi définie comme une enve-
loppe de droites.
" Le cas ou cette enveloppe dégénére en deux
points symétriques par rapport a O correspond au
cas d’un vecteur unitaire, les deux points de dégéné-
rescence étant I'extrémité de ce vecteur et le point
symétrique par O.

Ceci s'étend a Vespace, en remplagant la projection
parallclement a une droite par la projection paralléle-
ment a un plan. L’ellipsoide unitaire est alors défini
comme enveloppe de plans. Il peut dégénérer en une
cllipse ou en deux points (réduction 3 deux ou un °
vecteur). '

Application a un groupe de points expérimen-
taux. — Si 'on posséde un groupe assez nombreux
de points expétimentaux, on peut essayer de voir s’il
obéit a la loi de Gauss, de la maniére suivante :

On commence par déterminer le point moyen O.
Puis, on projette tous les points sur une droite O,
parallélement a une droite (ou un plan) quelconque.
On prend I'écart moyen des points obtenus.

On en déduit, par la construction ci-dessus, deux
droites D et D' (ou deux plans P et P’) symétriques
par rapport a O.

En faisant varier la direction de la projection, on
obtient ainsi autant de droites (ou de plans) que l'on
veut. Toutes ces droites (ou plans) doivent envelopper
une méme ellipse (ou ellipsoide), dégénérée ou non.

Bien entendu, & ce critére peuvent s’ajouter ceux
qui permettent de reconnaitre que les projections
sur Op obéissent elles-mémes a la loi de Gauss, tels que
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comparaison de Vécart moyen et de 'écart onyenv qua-
dratique.

Quoi qu’il en soit, si 'enveloppe sus-visée est une
ellipse) ou un ellipsoide), on pourra admettre, avec
vraisemblance, la loi de Gauss.

En prenant I'homothétique de cette ellipse (ou
ellipsoide) dans le rapport /=, on aura l'ellipse (ou
ellipsoide) unitaire.

21. Equat[on tangentielle des ellipses de proba-
bilité. — Sil'on prend deux axes de coordonnées quel-
conques, d’origine O, I'équation’ tangentielle de 'el-
lipse unitaire est de la forme

(104) 9(u, v) = w?,

¢(u, ¢) étant une forme quadratique en u, ¢, réduc-
tible 4 une somme de deux carrés ou a un seul carré
(cas de dégénérescence). .

Lellipse de probabilit¢ (E,) d’indice w, a pour
équation tangentielle

(103) ) ‘w’tp(u, 0) = w2,

Cette équation donne immédiatement l'indice de
Vellipse de probabilité tangente a une droite donnée
(u,¢,w), ce qui est trés 1mp0rtant pour l’apphcauon
de certaines formules. du paragraphe JIR

Connaissant I'équation (104), on peut aisément cal-
culer la probabilité élémentaire en un point quel-

conque (x, y). Soit
(106} o(u, v)sAu*—{-—ﬁBuv-@-Co’.

En écrivant que le point (x, y) se trouve sur la

conique (105) ou que le point <§, %) se trouve sur la
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conique ( 104), on trouve

Ca?+ Ay?—2Bry
2 — —
(107) wh = AC —B?

D’autre part, le produit des demi-axes de I'el-
lipse (104) est, en appelant § I'angle des axes de coor-
données, égal a /AC--Bz.sinf. Dés lors, la for—-
mule (25) devient
(108) P:———-——ﬂ———e—“”,

nyAG — B2.sinf
w? étant donné par (107).
22. Composition des ellipses. — Soient n points
indépendants M,, M,, ..., M, obéissant chacun a la

loi de Gauss, avec les elllipses unitaires (E,), (E,), ...,
(E..), définies par les équations tangentielles

(109) oi(u, v) = w? (¢=1,2, ..., n).

Cherchons Dellipse unitaire (E) qui ‘convient au
point M défini par
(110)  (OM) = (OM,) 4+ (OM,) +.. .4 (OM,,).

Si nous projetons cette égalité géométrique sur Op.
parallélement a O}, nous avons

(111) Om=0m+ Omz~+...+ Om,.

Nous savons (n° 1) que I’écart unitaire de Om est
la racine carrée de la somme des carrés des écarts uni-

taires de Om,, Om,, ... Om,, Il en résulte, en vertu
du n°® 20, que la distance de O a une tangente quel-
conque de (E) est la racine carrée de la somme des
carrés des distances de O aux tangentes paralléles

de (E,), (Ey), ..., (E,). -
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Voila une construction fort simple, qui permet
d’avoir aisément toutes les tangentes a (E). Elle va
nous conduire aussi, immédiatement, a I'équation tan-
gentielle de cette ellipse. En effet, les distances de O
aux tangentes aux ellipses (109) de direction (u, ¢)

sont proportionnelles y/o;(«, v). Il en résulte que
Péquation tangentielle de (E) est

(t12)  @y(u, v) +Pa(u, v) ...+ 9n(u, 0) = wt.
Nous avons donc la régle fort simple suivante :

RicLe. — Pour composer plusieurs ellipses, on
ajoute les premiers membres de leur équation tan-
gentielles, les seconds membres étant w?.

Cette régle s’applique, sans distinction, 4 tous les cas,
y compris les cas de dégénérescence. En particulier, si
Pon a affaire aux n vecteurs considérés au n°® 10, on a

(113) oi(u, v) =(asu + b;v)2.

En portant dans (112) et appliquant ensuite les
formules (108) et (107), on retrouve les formules (47)
et (48).

On peut aussi retrouver la construction donnée
au n° 5 pour la composition d'une ellipse et d’un vec-
teur. L'ellipse (E') résultante de Vellipse (E), définie
par (104) et du vecteur (OU), de projections a, b, a
pour équation tangentielle

(114) o' (u, v)=¢g(u, )+ (au + bo)r= wr.

On voit d’abord qu’elle est bitangente a (E), le pole
de la corde de contact ayant pour équation tangen-
tielle au + by = o, c’est-a-dire étant le point a l'infini
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sur OU. Autrement dit, la corde de contact est le dia-
métre conjugué de OU.

En second lieu, si, conservant les notations du n® 5,

‘_OB \r__OB' l , t.
nous posons A= ,6(—.] y A= —6TJ" €s cqua i0ns

(115) . o(u, v) =A(au—+ bo)?,
(116) ¢'(u,v) =N2(au + bo)?

doivent admettre une racine double en < Si Pon écrit

cette condition pour (115), on obtient une équation du
premier degré en A2, comme cela est, du reste, évident
a priori. Mais, grﬁée a (114),'équation ( 1'16) coincide
avec (115), st 'on prend :

(117) A2=224

Si A2 donne une racine double a (115), ¥'2 donnera
une racine double a (116). Comme, pour chaque équa-
tion, il n'y a qu’une valeur de X' (ou A?) satisfaisant a
cette condition, on a nécessairement la relation (117)

'

OB
entre les rapports —

(6} L, . i .
ou et ouU’. ce qui Aequnaut a

—_—2 ——2 2
OB =0B +0U.

Ainsi sont démontrées les deux régles qui caractérisent
la construction donnée au n°® 5.

On pourrait, taut aussi facilement, démontrer la
régle donnée pour la composition de deux ellipses.

23. Cas des ellipsoides. — Tout ce qui precede
s’étend, sans difficulté, a I'espace a trois (et méme a n)
dimensions.
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L’équation (104) est alors remplacée par
(118) ’ . Q(ua v, u’)_—‘r’)

o(u, v, w) désignant une forme quadratique, somme
de trois carrés, deux carrés ou un carré, suivant que
Péllipsoide ne dégénére pas, dégénére en un ellipsoide
ou dégénére en deux points.

L’indice v continue a étre donné par une équation
analogue a (105). Les formules (107) et (108) pour-
raient étre étendues, mais de fagon moins simple.

Quant aux régles données au n° 22 pour la compo-
sition des ellipses, .elles s’appliquent, sans aucune
modification, a la composition des ellipsoides, dégé-
nérés ou non. On peut, si 'on veut, en déduire les
_ constructions du n® 7. On pourrait aussi, mais avec
beaucoup plus de peine, retrouver les formules (57)
et (38).

2%. Conclusion. — La conclusion qui se dégage
du § III est que, dans les questions de probabilité de
situation d’un point dans le plan ou dans I'espace, les
coordonnées tangentielles sont d’'un emploi beaucoup
plus commode que les coordonnées ponctuelles. Elles
permettent, par une extension trés simple de la combi-
naison quadratique des écarts, de composer facilement
les probabilités indépendantes. Elles s’appliquent aisé-
ment a I’étude des groupes de points expérimentaux et,
en particulier, en Artillerie, a la dispersion du tir
fusant ().

(1) Clest ainsi que j'ai pu déduire du dépounillement d’un certain
nombre de tirs aériens la loi de probabilité du tir de l'obus &
balles de 75 dans tout son plan de tir.
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? Kt
TABLE DE LA FONCTION 8, = }Lr e ©%do (EX CENTIEMES).
"V
k.
® 0. 0,2 0,4 0,6 08 1. 1,20 L4 1,6
10....... 3 3 2 2 { 1 1 o o
20....... 6 5 5 4 3 2 1 1 o
30....... 8 8 Vi 6 4 3 2 1 I
40....... iy 1 9 7 5 3 2 1 ]
50....... 14 13 11 9 6 4 2 1 I
60....... 17 16 13 10 6 4 2 1 I
70....... 19 18 14 10 6 4 2 1 i
80....... 22 19 1 10 7 4 2 1 I
90....... 25 19 14 10 7 4 2 [ I

Pour A >1,6, 0, < o,0I.

P 2

TABLE DE LA FONCTION 8, = -Q'—Tr e s %do (EN CENTIEMES).

0

k.
° 0. 0,2 0,4 0,6. 0,8. 1. 1,20 1,4 1,6.
0

10....... 3
20....... 6 2 o
30....... 8 4 2 o
40....... T 6 3 [ o
50....... 1] 9 5 3 1 1 o
60..... .17 12 7 4 2 1 1 o
70....... 19 14 10 6 4 2 1 o
80....... 22 17 12. - 8 5 3 2 I o
90....... 25 1y 14 10 6 4 2 1 I

Pour £ >1,6, 8, < o0,01.

Nota. — Cette Table et la précédente sont extraites de
Tables plus complétes, annexées a la Note citée plus haut de
la Commission de Gavre.



( 209 )

[K'9d]
SUR UN SYSTEME REMARQUABLE DE CINQ DROITES ;
Par M. Raour BRICARD.

1. Considérons tout d’abord un systéme de cubiques
planes jouissant des propriétés suivantes: 1° elles ont un
un point double donné; 2° leurs tangentes en ce point
double se correspondent ;dans une ‘involution donnée;
3°les cubiques passent par quatre points fixes. Si 'on
prend pour origine le point O et pour axes Oz et Oy les
rayons doubles de l'involution donnée, I'équation géné-
rale des cubiques considérées est de la forme

Azd+ Bay + Cay2+ Dy3+ Ex2+ Fyi=o.

Les conditions n° 3 introduisent entre les coefficients
quatre relations linéaires. On voit finalement que les
cubiques dépendent linéairement d’un paramétre, et
I'on peut écrire ainsi leur équation générale :

(1) P4+ AP =o0,
en posant

P=ax3+ba2y+cayr+dy’+ a2,
P=a'z3+ba2y +cxzyrt+dyd+ y2.

Les cubiques (1) passent par tous les points com-
muns & P =0, P'=o0. Or ces deux derniéres cubiques
ayant en commun un point double, qui compte pour
quatre, se coupent encore en 9 — 4 =5 points, dont
quatre sont les points donnés A,, A,, A;, A,. Par con- -
séquent, les cubiques (1) passent toutes par un cin-
quiéme point fixe A;.
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" Il'est clair que I'un quelconque des cinq points A;
est déterminé d’une maniére unique par les quatre
autres, et que les relations entre ces cing points sont
symétriques. Faisons encore la remarque suivante :
parmi les cubiques (1), il en est une qui se décompose
en la conique (OA ;A;A;A,) et en la droite OA;. La
tangente en O a la conique et la droite OA; sont con-
juguées par rapport a Oz et Oy. Il existe cinq cubiques
dégénérées analogues, dont la considération permet
aisément d’obtenir par des constructions linéaires I'un
des points A;, quand on connait les quatre autres. Je
n’insiste pas la-dessus, ayant surtout en vue I'étude de
la figure corrélative, ainsi qu’on le verra toutal’heure.

2. On peut écrire
(2) = Lz*+ My?, P'=L'z*+ M'y2,
en posant )

3 L=az+0by-+1, M=cx—+dy,
) L'=dxz+ by, M=cz+dy-+r,

On voit que les points A;, qui sont sur
Lz?+ Mj?=o, L'z?2+ M'y2=o,

et pour lesquels on n’a pas a la fois

appartiennent a la conique

(4) LM — ML =o.

Cette conique joue un rdle important dans le sys-
téeme des cubiques (1). En effet, 'équation (1) peut
s'écrire

22 (L + ML)+ p2(M +2AM') = o.
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On reconnait que la tangente a (1), au point Rautre
que O ou cette cubique rencontre Oz, est

L+ 2AL'=o.

De méme la tangente a (1), au point S autre que O
ou ceite cubique rencontre Oy, est

M+ AM' =o.

En éliminant A entre les équatiovns précédentes, on
retombe sur (4). La conique (4) est donc le lieu du
point T o se rencontrent les tangentes ¢ (1) aux
points Ret S. :

3. Opérons maintenant une transformation dualis-.
tique en faisant correspondre au point O la droite de
Pinfini et aux droites Oz et Oy les points cycliques I
et J. Les cubiques (1) deviennent des courbes de troi-
sieme classe I'*, ayant pour bitangente commune la
droite de D'infini et telles que leurs points de contact
avec cette bitangente soient conjugués par rapport aux
points cycliques. Ce sontles monofocales a directions
asymptotiques rectangulaires que M. F. Girault a
rencontrées dans une étude récente (').

On voit que les courbes I'’ qui touchent quatre
droites Dy, Dy, Dy, D, entouchentune cinquiézhe D,.
Les relations entre les cing droites D;sontsymétriques
et inaltérées dans une transformation par similitude,
puisqu’une telle transformation conserve les points I
et J.

Etudions de. plus prés le systéme des cinq droites D;.

Parmi les courbes I'3, il en est cinq dégénérées cor-
respondant au cinq cubiques dégénérées du faisceau

(') Sur le cercle de Miquel (N. A., 1919, p. 452).

-
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ponctuel des cubiques (1). Chacune d’elles se décom-
pose en une parabole et un point rejeté a 'infini dans
une direction perpendiculaire a I'axe de cette parabole.
L'une d’elles sera, par exemple, composée de la para-
bole Py, tangente a D,, Dy, Dy, D, et du point rejeté a
Pinfini dans la direction perpendiculaire a 'axe de P;.
Mais ce dernier point doit étre sur D;. D est donc per-
pendiculaire a I'axe de Pj, qui est lui-méme paralléle
a la droite de Newton du quadrilatére D, D.D,D,.

On peut dire aussi que Dj; est paralléle a la direc-
trice A; de P;, c’est-a-dire a ladroite qui joint les ortho-
centres des triangles formés par les droites Dy, Dy, D,
D, prises trois a trois. De méme, avec des notations
analogues, D, est paralléle a A,, etc.

Voyons maintenant ce que donne le résultat obtenu
ala fin du n° 2, par transformation dualistique.

La conique (4) devient la conique tangente au cing
droites D;. Pour une courbe I'* correspondant a une
cubique (1), les points R et S deviennent les tangentes,
autres que la droite de I'infini, qu’on peut lui mener
par les points cycliques, et le point T devient la droite
qui joint les points de contact de ces tangentes, droite
qu’on peut appeler la directrice de T'3. Donc les direc-
trices. des courbes I'* enveloppent la conique T' tan-
gente aux cing droites D;.

Pour les cinq I'* dégénérées, les directrices sont les
directrices A; des paraboles P;. Donc ces cing direc-
trices touchent I'. Cela conduit a la propriété la plus
frappante des cinq droites D;. Considérons par exemple
les deux droites D, et D; et les directrices A, et A; des
paraboles P, et Py. D’aprés ce qu’on vient de voir, D,
et A; sont deux tangentes paralléeles a T'; de méme D
et A;. Par conséquent, le point d’intersection de Dy et
de D est symétrique, par rapport au centre w de T, du
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point d’intersection de A, et de A;. Mais ce dernier
point n’est autre que 'orthocentre du triangle D, D, D,,
car cet orthocentre est a la fois sur A; etsur Aj;.

En résumé :

Etant données dans le plan quatre droites quel-
conques Dy, D., Dy, D,, on peut leur adjoindre une
cinquiéme droite Ds, le systéme des cing droites D;
Jouissant des propriétés suivantes :

1° Chacune des droites est paralléle a la direc-
trice de la parabole tangente aux quatre autres
droites;

2° Les cing droites et les cing directrices, deux a
deux paralléles, sont tangentes a une méme
conique;

30 Le centre de cette derniére conique estle point
milieu de tous les segments ayant pour extrémités,
d'une part le point de rencontre de deux droites D;,
d'autre part Uorthocentre du triangle formé par
les trois autres.

Pour construire D;, étant données D,, D,,D;, Dy,
le plus expéditif semble étre ceci : on construit les
orthocentres H,,; et H,y, des triangles D,;D,D,
et D,D,D,, puis la droite D’ obtenue endonnanta D,
la translation définie par le vecteur H,,3Hyy,. Dy est
la paralléele menée a H,,3H,;, par le point ot D', ren-
contre D,.

En effet, la droite D; ainsi construite est bien paral-
lele a A; qui n’est autre que H,»3H,ys, et elle ren-
contre D, et D, en des points P;; et P,y tels
que P,;Hy,, et P,y H,,5 aientles mémes points milieux.
Comme il n’y a visiblement qu’une droite satisfaisanta
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ces conditions, on a bien construit la droite D; qu’il
fallait.

11 est aisé de voir, en particulier, que les cinq cotés
d’un pentagone régulier forment un systéme de la
nature considérée.

Revenant au cas général, on peut remarquer qu’il y
a réciprocité entre le systéme des cinq droites D et le
systéme des cinq directrices 4;.

I1 y a sans doute des relations nombreuses et plus ou
moins intéressantes a trouver entre les cing droites D,
et les points, droites, cercles, etc., attachés, soit a
I'ensemble des cinq droites, soit aux triangles et qua-
drilat¢res qu’elles forment, prises trois a trois ou quatre
a quatre.

|03ga]

RAYON DE COURBURE DE LA COURBE QUI EST LE LIEU DES
CENTRES DES SPHERES OSCULATRICES A UNE COURBE

GAUCHE ; »
Par M. G. FONTENE.

I

1. Soit (A) une courbe et (A’) la courbe qui est
I'enveloppe des axes des cercles osculateurs ou le lieu
des centres des sphéres osculatrices. La tangente T' en
A’ i la seconde courbe est paralléle a la binormale B
en A, de sorte que la tangente T en A est parallele a
la binormale B’ en A’; les normales principales N et N’
sont paralléles; on peut appliquer aux deux courbes le
théoréme que j’ai donné dans la Note précédente, et
utiliser les figures de cette Note.
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La courbe (A) ayant fourni la courbe (A’), celle-ci

fournit de méme une courbe (A”); les courbes (A) et
(A") ont leurs tangentes. paralléles.

2. M. Bricard a“indiqué poui‘ le rayon de courbure
R’ de la courbe (A’) la formule

&
(1) R'———Ipmp{‘)

p étant le rayon de la sphére osculatrice; j’ai donné
une démonstration géométrique de cette formule (N. A.,
question 2312, 1917, p. 80, et 1919, p. 79). Le vec-
teur CQ qui va du centre de courbure de la courbe (A)
au centre Q de la sphére osculatrice ayant pour expres-
sion

CQ=—%

dR\?
92=R2+<H> ’

do R dR  dR d?R

on a

d’ou 'on déduit

Pdo = Ndw T dw dot
dR d2R
=%(R+m>’
ou
dp R da?R
PaR = " dwt’
on a donc encore
, d*R
(2) ‘ R=‘R+m°

Selon que les normales'principales N et N' aux
deux courbes (A) et (A') sont de sens contraires ou
de méme sens, on a '
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si Pon donnait un sighe a R', d'aprés le sens relatif
des deux rayons de courbure, on aurait toujours

, (4 d*R -

Les normales principales N et N’ sont de sens con-
traires, si l'on a

d:R

dw?

d
(4) P'g% >0 ou R+ > o.
J’ai retrouvé la formule (2), avec la remarque précé-
dente, en complétant un calcul de M. Egan (V. 4.,
1918, p. 76). Les coordonnées z’, »', 7’ du point Q
sont données par les formules

x’:x—k)\R——u(T:I—R), ey
ds

dR
dw
premiére de ces formules par rapport a s, en tenant
compte des derniéres formules de Frenet

. . dR . [N s .
oulonamis T 5 au lieu de — ; s1 'on différentie la

dh _  a %
s~ RO T’
on a
_d_.z‘_' o dz' ds'
ds YAy ds T YT
dR . dR d dR
e T ha "“'&E(TE>

__,[R_ddr

dR . dR .
enremettant -~ au lieu de T —-; la demi-tangente
w ds

, . . dx’
T’ étant de méme sens que la binormale B, on a ==,
s" T
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et il reste, a disparaissant,

ds * [R__ d dR],
ds TY&H )
en reultipliant les deux membres de Uégalité par T,

on obtient
a. _ R+ 2R,
do dw?)’

selon que les normales principales N et N’ sont de sens
contraires ou de méme sens, on a (Note précédente)
do' = dw, et, par suite,

2
W=i<R+dR>.

dw?

3. Sila courbe (A) est une courbe a courbure cons-
tante, le centre A’ de la sphére osculatrice en A n’est
autre que le centre de courbure en A ; les deux courbes-
(A) et (A’) sont réciproques. La condition (4) est ici
réalisée, et en effet les normales principales sont AA’
et A'A; la formule (3), avec p =R, donne bien
R'=—R. "

Si, au lieu de supposer R constant, on suppose
R = Aw + B, la condition (4) est encore réalisée, les

normales principales sont de sens comtraire, on a
R = —R. -

IL.

4. Pour une courbe sphérique, les quantités z', y', 7’
sont des constantes. Une courbe sphérique est carac-
térisée par U'équation intrinséque

d:R

(5) . ) R+a—(~ﬂ—!=0,

Ann. de Mathémat., [* série, t. XX. (Juin 1920.) 17
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ou

(6) Rz <g%>2=const.=.p2,
ou )

) { R=psin(w—a),

? R =acosw+ bsinw, (p=yai b?);

cette derniére relation constitue Uéquation intrin-
séque la plus simple des courbes sphériques.
Avec une origine convenable pour I'arc w, la formule
(7) peut s’écrire
R = psinw;

cette formule peut s’établir directement. Elle se]con-
fondra en effet avec le théoréme de Meusnier si lon
démontre que w, angle de contingence totale pour
la torsion, est égalal'angle du plan osculateur a la
courbe avec le plan tangent & la sphére, ou mieux
que les différentielles de ces deux angles sont égales.
Cela résulte de ce que tous les points d’une sphére sont

Fig. 1.

des ombilics. L’intersection des plans tangents T et T

en deux points M et M’ infiniment voisins sur la

courbe est perpendiculaire a MM’ : soit OIl' cette

intersection, O étant le point situé dans le plan per-
.
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pendiculaire mené par MM/, et les plans osculateurs a
la courbe en M et M" étant les plans M'MI et MM'T'; a
cause de OM = OM/, le plan bissecteur 20l du diédre
obtus (T, T’) est un plan de symétrie pour chacun des
deux plans osculateurs ; la différence entre P’angle des
plans T’et MM'I" et celui des plans T et M'MI est donc
égale a l'angle des plans MM'I' et M'MI, c’est-a-dire
qu’elle a pour valeur dw.

Le fait énoncé ci-dessus peut encore s’établir en
disant : le rayon de la sphére étant supposé égal a un,
si U'on construit I'indicatrice sphérique sur cette sphére,
le rayon Ob paralléle a la binormale (axe de courbure
en A) donne un point b (péle du cercle de courbure),
qui est le centre de courbure sphérique en A, c’est-a-
dire le point de contact du grand cercle normal A6
avec son enveloppe (b), développée sphérique de la
courbe (A); si b, estune origine convenablement choi-
sie, on sait que l'arc by b de cette développée est égal
au rayon de courbure sphérique Ab, comme dans le

' Fig. 2.

plan; Vangle de contingence totale pour la torsion est
donc égal a 'angle du plan osculateur a la courbe avec
le plan tangent a la sphére.
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CHRONIQUE.

i
i

Strasbourg. — Cours et conférences de Mathématiques
en 1920-1921.

PREMIER SEMESTRE (1°° novembre-28 février).

Maruémarioues cEnEraLes. -—— MM. Denjoy, Péres
et Thiry : Eléments d’Analyse, de Géométrie analy-
tique et de Mécanique (5).

Anaryse. — MM. Valiron et Antoine : Opérations
générales du Calcul différentiel et intégral. Fonctions
analytiques. Eléments de Géométrie infinitésimale (5).

Mecanioue raTiONNELLE. — MM. Villat et Véronnet :
Statique, Cinématique, Dynamique du point (5).

Astrovomie. — M. Esclangon : Astronomie stel-
laire (2).

AnaLvse supérieure. — M. Fréchet: Eléments du
Calculdes probabilités (). Notions sur les équations
intégrales (1).

PaysiQue maTHEMATIQUE. — M. Bauer: 7Théorie des
quanta. Constitution des atomes (3).

DEUXIEME SEMESTRE (1°" mars-20 juin).

MaraEmaTIQUES GENERALES. — MM. Pérés et Thiry :
Compléments d’Analyse, de Géométrie analytique et
Mécanique (3). )
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AnaLyse. — MM. Valiron et Antoine :,Equations

différentielles et aux dérivées partielles. Compléments
de Géométrie infinitésimale (3). .

Astronomie. — M. -Esclangon : Astronomie stel-
laire (2). ’ ’
Anavyse supenievre. — M. Fréchet : Applica-

tions du Calcul des probabilités (1). Fonctions de
lignes (2).

Puvsigue maThémaTiQuE. — M. Bauer : Applica-
tions statistiques de la théorie des quanta (3).

Hyoropynamioue. — M. Villat: Recherches sur le
mouvement d’un solide dans un fluide visqueuz (2).

GFEOMETRIE INFINITESIMALE. — M. Pérés: Les trans-
Sormations des surfaces applicables sur les quadri-

ques (2).
*Thtorie pes roncrions. — M. Valiron : Séries de
Dirichlet et de factorielles.

v

Nora. — 1° Les nombres de legons par semaine sont
indiqués entre parenthéses ().

2° Les cours de recherches sont indiqués en ita-
liques.

3° En dehors des cours, trois conférences de prépa-
ration a4 Penseignement (agrégation, écoles normales,
etc.) seront faites chaque semaine.

4° Au moins une fois par mois, un colloque mathé-
matique réunira professeurs et étudiants sous la direc-
tion de M. Fréchet.

5° Pour tous renseignement, s’adresser a M. Frécner,
directeur de DInstitut de Mathématiques, 2, quai
Jacoutot, Robertsau, Strasbourg.



(222)

CERTIFICATS D’'ANALYSE SUPERIEURE.

Grenoble.
EPREUVE THEORIQUE. — 1° Etude générale de la fonction
eiz

(s2+1)V3z
points singuliers ?
2° Calculer l'intégrale définie :

/""" cosx — sinx d .
z (22
o +r(xr+1)

<¢‘z cet effet, on étudiera l'intégrale ff(z)dz prise le

f(z)=

long d’un contour convenablement choisi).

3° On pose

o= /’ cosx dr sinr dr
w +ya(z1) j +s/—(@"+l)

On demande l'expression, a l'aide de a et de b, de

U'intégrale
elzdz
[ (3F+1) /3 f
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¢ désignant un contour tel que ABCDEFDA, et \/2 ayant
la valeur + au point de départ A.

Nota. — Dans I'énoncé, x désigne une variable d'intégra-
tion essentiellement réelle.

SoruTioN. — 1° La fonction f(z) admet deux pdles simples
z===7 et un point critique de branchement z =o0; une
rotation de l'affixe de z autour de ce dernier point change le
signe de la fonction, :

Les résidus relatifs aux podles == 7 sont

e—1 e

Ri=o == (+i),  Re=———s (1 —0).
2 2y 2

Son I l'intégrale demandée. Calculons [f(z)dz le long

d’un contour I' formé d’un cercle C de rayon trés grand et de
centre z =0, qu'on quitte prés de I'axe O pour décrire un
lacet autour de V'origine. Nous avons

ff(z)dz =2ni(R; + Ry).
r

Or Vintégrale prise le long de C et du cercle ¢ du lacet
tendent vers zéro, lorsque les rayons tendent respectiverent
vers l'infini et zéro. Il reste

® ..
cosx -+ Lsinx .
—9 ——————dz =27 i(R1+ Ry),

o + V2 (1+ a2)

et 'on en déduit

® cosx + isinzx s .

f ————————— dz = — (shi1+ich1),
o +yz(1+ 2?) Vo

et

=£(sh1——chl)————ﬂ—--
2 V2e

3° Considérons le lacet { allant du point 3 =1 a l'origine
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- qu'il entoure. On a

f - [=2ﬂiR.,
ABCDA  +'T H
f = — omiRy:

*'DEFD

I'intégrale demandée est donc

-+ 'zti(Ri — Ry),
Jp
ou

'cosz + isinz ami ,

2 ———————— dz + —= (sh1—ichu),
Jo + V(1 + x?) V2

ou enfin

(Tr\/;Chl-.—-'la)—}—i(‘n:ﬁshl—-'zb).

EPREUVE PRATIQUE. — Trouver deux nombres a et b tels
que les deux fonctions

S(u)= e

o(u—w)o(u—uw)
sus(u —mw—uw) ’

(U — w— o)
— 7,
e u

g(u) = ebu

admettent les périodes 2w et 20’ ;-
a et b étant ainsi déterminés, décomposer f(u) et g(u)en

éléments simples; comparer les résultats obtenus.

SorutioN. — Le changement de u en u + 2w €t enu 4+ 2w’
multiplie respectivement '
f( w) par £20W—NW —Nw et e2aw’—in'w—ir'w’

g(u) par e2bw et 2w’

ou, en tenant cqmpte de la relation

1 ' —
nw' — o' = - =i,

1
2

f(uw) par | e2wla—2(n+") et e2w’la—2(n+n"
De 14 les conditions

=0, a=2(n+)
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On a alors

Sy =ato+o) (F) = ot ) pu—eil

sw. 6w’ o U Tyu 1 ocw. gw’ p'u
g(u)z_c 7 =3

(w+ o) cu,cou ?c(m—f—w)pu—e,

gw. oW’ , ,

.
La comparaison des résultats montre que

cw. gw’

glu)=- 2 0(w+w)du Logf(u)
(Juin 1919.)
Paris.
EPREUVE THFORIQUE. — 1. Démontrer que sur la courbe

générale du 3¢ degré, il y a, en dehors des points d’in-
Sfexion, vingt-sept points en chatun desquels passe une
conique ayant ses six points de rencontre avec la courbe
confondus en ce point. Etablir ensuite que ces vingt-sept
points sont les points de contact des tangentes menées a la
courbe par les points d’inflexion de celleci.

. Démontrer que l’inversion de l'intégrale elliptique
q & ptiq

du . -
VAw+Bu2+Cu~+D

conduit a une fonction uniforme doublement pério-
dique u(z) ayant un péle double dans chaque paralle—
logramme des périodes.

En désignant par » un tel péle, quels sont les coeffi-
cients de —— et

(2 —a)

autour de x?

Montrer ensuite qu'on peut choisir la constante p de
maniére que, en posant

— dans le développement de u(s)

H(z)=p /‘zzﬁ(z)dz,

vz,
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U'expression
Z
H(z)dz -

ev %

soit une fonction euntiére de z. En déduire que u(z) peut
se mettre sous la forme

Gi(3)

G(z)’

u(z)=

G(3)et Gy(z) étant des fonctions entiéres de z, satisfaisant
a des équations de la forme

G(3 + w)=e2:+0G (),
G(z + v') = e¥'s+0'G(3),

les a et les b étant des constantes, et les w les périodes de
la fonction u(z).

HI. Etant ‘donné un contour C et en supposant connue
la fonction de Green relative & ce contour pour tout point
intérieur, quelle est la formule permettant de trouver la
fonction harmonique continue a l'intérieur et prenant
des valeurs données sur C ?

Appliquer le résultat au cas ou le contour C est une
circonférence.

SoruTion. — I. Soit la cubique prise sous la forme normale
r=pu, y=pu

La condition nécessaire et suffisante pour que six points
soient sur une conique est que les paramétres de ces six
points aient une somme égale & une période, et pour qu "ils
soient confondus, qu'on ait

6u=2Kw+2Kuw,

Chacun des entiers K et K’ peut prendre les valeurs o, 1, 2,
3, 4, 5, ce qui donne 62 = 36 points.

Parmi ces points se trouvent les neuf points d’inﬂexion,
obtenus en considérant les tangentes d’inflexion comme des
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droites doubles. Il reste 62— 3:= a7 points de contact de
véritables coniques osculatrices.

Si ¢ est le paramétre d’un de ces points d’inflexion, on a
p p

o
3¢ = Période,

et si. w est le paramétre du point de contact de I'une des trois
tangentes menées par ce point, on a

0 + 2w = Période.
I’élimination de ¢ donne
6w = Période.

Les points w sont donc ceux ol la conique surosculatrice
a un contact de cinquiéme ordre.

II. La double périodicité de u(z) est établie dans le Traité
d’Analyse de M. Picard, 2¢ vol., p. 38 (3° édition), ainsi que
I’existence d’un seul pole double @ dans un parallélogramme
de périodes, pole & résidu nul. Si l'on substitue le dévelop-
pement ‘

u +B+y(z—a)+

:(z—a)2

dans la relation différentielle

<§E>2=Au3+ Bu?+ Cu + D,
dz

on obtient par identification

Par suite

;-
H(z):f pu(z)ds = —%Fi—a—k}‘“onctlon entiére de z.

2o

z IS
f H(z)dz contiendra un terme logarithmiqué, et
Iz,

j' H (z2)dz
e¥ %o

e
A

contiendra le facteur (z —a) Cette derniére fonction
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‘sera entiére en z si — EXI“ est un entier positif m. D’ou
: A
_ mA
: §

a sera un zéro d’ordre m pour I'exponentielle.
[N H(s)dz ~
Soit G(z) la valeur de e* 2 correspondant a m = 2,
fonction entiére qui a pour racines doubles tous les poles
de u(z) et n’en admet pas d’autres. La fonction

Gi(z) = G(2)u(s)

est une fonction entiére, les poles de u(z) étant les racines
de G(3z), au méme ordre 2; G et G; ne peuvent avoir de
racines communes, G n'ayant pour racines que les poles de u
et Gy n'admettant plus ces racines.

Par dérivation logarithmique, on obtient

G'(z) " ‘A .
Gz) __—‘/:; 5 u(3z)ds;

on en déduit, w étant I'une des périodes de u(z),

G'(z +.w) G'(s) |
G(3+ w) - G(s) _f u(z)dz

Le second membre ne dépend pas de z, 3 cause de la pério-
dicité de u(3) et de la nullité de ses résidus. Soit @ sa valeur
constante; une intégration donne, b étant vne autre constante

G(z+w)=ea:+0G(3z).
L’autre période w’ donnerait lieu a une relation analogue.

III. La formule fondamentale demandée est

U(a, b)=—f<Logr———U %)ds;

elle est établie notamment dans le Traité de M. Plcard
2¢ vol., p. 14.

Le cas ol C est une circonférence y est aussi développé et
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conduit a la fermule

’ I i U(R2— r? -
U(a:b)=;;£ Rt ) X d‘*h

—2Rrcos(y —o)+r2

ou l'on aa =rcosg, b = rsing, et ot U sous le-signe [ est

pris pour le po'int (Rcosy, Rsing) de la circonférence.

EPREUVE PRATIQUE. — L’intégrale elliptique de seconde

espéce
[ udu
J vVu(u —1)(u—x)

a deux périodes qui sont fonctions de x. Former l'équa-
tion différentielle linéaire du second ordre, & coefficients
rationnels en x, a laquelle satisfont ces périodes.

SoLutioN. — Considérons les intégrales

x 1
g — —a-l—i» / du
o VR
"udu Yudu

H :f‘ uau, H=[ 2=,
o VR o VR
/‘"' du /" du
L= —_— L|= —_—
Jy (e—1)yR o J, (u—2)V/R

ot R=u(u—1)(u—ux).
H et H, sont les périodes considérées.

1> On obtient par dérivation

dQ, L
f(u~w)x/R_ v

b wde o
dr o(u—a:‘);/ﬂ

et I'on a identiquement

i VR _wr—our+vw
du

wu—z) 2(u—x) /R ’
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ou
Hl—.’l'Ql—f—x(.l—z')Iq:O.

Eliminons Q, et L, entre les trois relations établies; a cet
effet nous leur adjoindrons :

d*H, 3L, dL,

> dar =T+x75’
dH,  3z—>» dL,
TZ‘—__ 2 Lg—\—x(l—.’t‘) ([{l‘
Il vient d’abord
dH
2T 7:;! = H1+th
dH, d2 H,
= =0 g
et enfin, ‘
Ax(l—x)dﬂ’ bz dH‘+H,_o
2° Posons
u=tr, o=t{t—1)(tx—1).

Nous aurons

Ydt tdt
Q= — H==x
.[ \/p 0 f (ta:——l)\/c

0
zx-—9+Q+L=o;
oxr

2.‘&'%E+Q+L—H=o;

( »_ fr—a2t-+1,
tr —1 2(t:v—1)‘/§’

H—-Q+ (r—1)L=o;

dQ dH
z.rd—z_—i-ll.-q—Lx:o, 2_1i_x+L_O
dH dQ I dlL
———dx—d:r+4+(x—l) = o0;
d*H dH
4:0(1——m)d2 4z-d——+-ll_o

On retrouve I’équation obtenue au 1°,
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s - 1 .
3° Cela devait étre; car si I'on pose x = 7 on obtient

1

udu ___H(y).
o Ve(u—n(ey =1 Vy’

dHl_ dH I .
&=Vl m—sh)

dﬂ{,_‘/—[ J2H _an

Hy(z) =y

2

H L dH 1 g,
dyr = T

dzxt —
4
Multiplions ces égalités respectivement par1, — 4o = _J_t,
i(r—mn
41‘ (l _ .’t’) = —-—?2—’
et ajoutons membre & membre; il vient :
d2H, dH,
fr(1—x) ey —-4.7:—2; -+ H,
— d*H dH )
£ J— —_— —_— =
+\/.}’l47(1 ¥) a7 4y dy%H]—o'
Donc Hy(x) et H(y) vérifient la méme équation différen—
tielle. (Juin 1919.)
EprEUVE THEORIQUE. — 1. Soit F(z) une Sfonction holo-

morphe dans une aire limitée par un contour G, et un
point zy a Uintérieur de cette aire. On désigne par M le
mazximum de |F(z)| sur C. Montrer que l’on a

|F(30)| <M.

Si Uon avait |F(z0)] = M, que pourrait-on dire de la fonc-
- tion F(z)?

II. Soit f(x) une fonction continue de la variable
réelle x dans Uintervalle (a, b). Cette fonction peut-elle
satisfaire aux conditions en nombre infini

b
f S(z)xrdz = o,

n prenant les valeurs entiéres o, 1,2, ..., ©?

II. w et o' étant deuzw constantes complezes, telles que
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dans le rapport —, le coefficient de i soit positif, trouver
(o]

toutes les fonctions 8(z), holomorphes dans tout le plan
telles que :

25+ W)
8(z + w) =08(3z), 8(z+m)—e “’( 8(z).

Le réseau de parallélogrammes correspondant & o et v’

étant construit, combien l’équation 8(z)=o a-t-elle de

racines dans un parallélogramme? -

IV. Soit dans le plan 0Oy, un arc de courbe AB, cor-
respondant & la relation A

ry=flz) (a<z<b),

montrer par un exemple qu’il existe des fonctions analy-
tiques de z = x + iy, définies d’un c6té de la courbe AB
mais ne pouvant pas étre prolongées analytiquement au
dela de cette ligne.

SoLuTioN. — I. La propriété est une conséquence de la for-
mule de Cauchy :
F(zo)—-—l— F(z)dsz

2% Jo 32— % .

Si / est la longueur de C et & la moindre distance de zya G,
l
on a [F(30)] = N::B’ et a fortiori |F(z,)] < M.

Si |F(z9)] = M, la fonction F(3z) est constante a l'intérieur
de C; si elle ne I'était pas, son module, dans un cercle suffi-
samment petit, de centre 3, serait inférieur 3 M: et la valeur
de |F(3,)|, égale au module de la valeur moyenne de F(z).
dans ce cercle, ne saurait étre M.

{I. Les conditions admises entrainent évidemment la rela-
. tion

b
ff(x)P(z)dx:o (b>a),

P(z) étant un polynome de degré quelconque. Supposons que
ce polynome soit. celui qui, dans l'inteivalle (a, &) différe
de f(z), en module, de moins de ¢, ¢ étant un nombre positif,
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donné & I'avance aussi petit qu'on veut, soit P(z, ¢). Nous

aurons

b b
f P2(z, &) do = f P(z,&)[P(r, &) —f(2)] de

<e .

b
f P(z, ¢)dz

Faisons tendre ¢ vers zéro. Si P(z, ¢) ne tendait pas vers
zéro, nous aurions une contradiction. Donc f(x) est égal a
zéro dans l'intervalle (a, b).

IIL. Soit ¢9(z)= Log@®(s); les zéros d’une fonction
enliére O(z)[s'il en existe| sont, d’aprés les relations de con-
dition, distribués périodiquement dans le plan; soient ay ... a,
leurs arguments dans le parallélogramme (v, w’). On a

2RIN = [dc;(z), 2zi2a: [‘z(lgc(z),

les intégrales étant prises dans le sens direct le long d'un
parallélogramme (w, w'). On obtient immédiatement :

w —+ '

n=r, a = ——— + Période.
2

Considérons alors la fonction

o+ w'
91(2):6‘“"*‘350'(5—— — )y

la fonction o étant construite avec les p<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>