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NOTE Süll LE DÉPLACEMENT INFINIMENT PETIT 
D'UN TRIÈIIKE ATTACHÉ A UNE COURBE ; 

PAR M. LEVEUGLE, 

Lieutenant-Colonel du Génie. 

Li présente Noie a pour but de faire connaître des 

formules qui sont peut-être nouvelles et qui sont 

relatives aux variations infinitésimales des arêtes d'un 

trièdre dit caractéristique dont le sommet se déplace 

sur une courbe tracée sur une surface. J'ai été conduit 

à ces formules en décembre 191 /\, alors que j'étais en 

captivité en Allemagne et que, privé de tout livre à 

ma portée, car j'ignorais alors presque totalement I» 

langue allemande, je cherchais, pour me distraire, à 

rétablir de mémoire la théorie des quaternions que 

j'avais étudiée quelque temps avant la guerre dans les 

Eléments de Hamilton. Revenu de captivité depuis 

quelques mois, je pense que ces formules, qui ont 

l'avantage, comme celles de Frenet, de ne contenir que 

des éléments caractéristiques de la courbe et de la 

surface sur laquelle elle est tracée, peuvent présenter 

A/ui. de Mathémat., série, t. X IX . (Janvier 1919.) * 
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quelque intérêt et c'est ce qui m'engage à publier celte 

Note. 

1. Je rappellerai d'abord quelques notations et 

résultats élémentaires du Calcul des quaternions. 

Soient a, ¡3 deux vecteurs unitaires (c'est-à-dire de 

longueur unité). Nous désignons par 8 l'angle plus 

petit que tz que font entre elles les directions positives 

de a et ¡3. Soit alors s un vecteur unité perpendicu-

laire au plan de a et ¡3 et dont le sens est tel que par 

Fig. .. 

£ 
A 

rapport à un observateur dont les pieds sont posés sur 

le plan (a¡3) et dont la tête est en s, le sens de rotation 

de a vers [3 soit positif (c'est-à-dire en sens inverse des 

aiguilles d'une montre); on aura 

3 
( i ) - == cosO s sin 0. 

a 

On sait de plus que l'on a, quels que soient les vec-

teurs a, ¡3, y, l'identité 

Nous désignons avec Hamilton par S, V, T les 

caractéristiques du scalar, du vecteur et du module. 

Nous rappelons que si l'on considère une courbe 

quelconque, et si l'on prend Vare s de cette courbe 
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comme variable indépendante, on a en désignant 

par o' le vecteur 

, __ dp 
** ds 9  

qui est dirigé suivant la tangente à la courbe, 

X p' — i, 

c'est-à-dire que p' est un vecteur unité. 

D'autre part, le vecteur y du centre du cercle oscil-

lateur a pour valeur 
i 

v = ? - _ 

et le rayon de courbure r est 

- T p" 

2. Trièdre normal. Formules de Frenet. — 

Soient M un point d'une courbe, C le centre de cour-

Fig. 2. 

A y. 

bure et p' le vecteur unité suivant la tangente. i\ous 

désignons par v un vecteur unité dirigé de M vers le 

centre de courbure, et par p. un vecteur unité perpen-

diculaire à p; et v et dans une direction telle que le 
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trièdre p'yfj. soit positif. Nous appellerons, pour abréger, 

le vecteur v, normale principale et le vecteur u, 

binormale. 

Soient 0 Y angle de contingence, c'est-à-dire l'angle 

des deux tangentes infiniment voisines, et T Vangle de 

torsion, c'est-à-dire l'angle de deux binormales infini-

ment voisines. 

Soit ds l'arc infiniment petit de la courbe (variable 

indépendante). Supposons que le point M se déplace 

infiniment peu sur la courbe dans le sens ds. On a 

ds = rO. 

Le trièdre p'vjx, que nous appelons trièdre normal, 

se déplace infiniment peu. Cherchons à déterminer les 

variations infiniment petites dp', cZv, diL. 

On a d'abord 

do' = o" ds = Tp'.v ds=—v = Ov. 

On a ensuite (en supprimant ici le signe V) 

p — p' v ; 

d'où 
i/tx = V dp' v -h V p' th. 

Le premier terme est nul puisque dp' est parallèle 

à v. Donc d\x est perpendiculaire à p'. Mais IJL étant 

unitaire, on sait que du. est aussi perpendiculaire 

à u ( f) . Donc du, est parallèle à Vp'fx, c'est-à-dire à v. 

D'autre part, d'après la définition de T, le module 

de dy. est zt T, et il est clair qu'il faut prendre 

d\k — — TV. 

( ' ) Car de l'équation ¡x2 = — i on déduit, par diflférenliation, 

S u. d\x = o. 
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On a ensuite 

d'où 

v = jjip ; 

dv = V ¡jl dp' V d\x p', 

ou bien, en remplaçant dp r et dpi par leurs valeurs, 

d st = Op'-h TJJU 

On a donc les formules très importantes ( formules 

de Frenet) 

l dp' — 6v (variation de la tangente), 

(F) 4 dt ——Op'4-Tu (variat ion de la normale principale^. 

| d\i.~ — TV (variat ion de la binormale). 

On connaît tout le parti que l'on tire de ces for-

mules pour l'étude des courbes gauches. 

Nous allons prendre maintenant un problème plus 

général. 

3. Déplacement infinitésimal général d'un 

trièdre. — Considérons un trièdre trirectangle y, /• 

Fig. 3. 

qui se déplace infiniment peu en tournant autour de 

son sommet O , 
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Soit Vj'k f la position infiniment voisine du trièdre. 

Nous définissons cette nouvelle position au moyen des 

angles d'Euler. Soit pour cela o un vecteur unité 

dirigé suivant l'intersection des deux plans infiniment 

voisins i O / , V O J'. Nous supposons que S est pris du 

même côté que j par rapport k i. Désignons par o et A 

les angles de i et V avec 5 et par s l'angle infiniment 

petit de k et k r. Les angles <p et A sont en général 

finis, mais leur différence est infiniment petite. 

Nous allons exprimer i'j'k 1 en fonction de ijk el 

des angles <p, A, £. On a (2) 

V V > l 10 
î 0 L 

Mais on a (1 ) 
l- = cos <!> — k' sin&, 
0 

0 . 
— = cos o -L- A sin CP. 
1

 1 4 

Exprimons d'abord k r. On a 

«;ar £ est infiniment petit et l'on peut poser 

cose = 1, sin e = e. 

D'autre part, on a 

0 = kVi = (cos9 -1- k sincp) i — îcosç -+- j sin o, 

et, par suite, 
k' = / i + 6î'sin® — £ / cos to. 

D'où 

i' = [cos^ — (k H- si sincp — tj coscp) sinij>] 

X (coscp -4- k sincp) i 

= (cos^ — k sin^ — ee sincp sin^ H- zj coscp sin^) 

X (i coscp -1- j sincp). 
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En effectuant le calcul, on trouve 

i' = i cos ( cp — <1 ) -i- j sin ( o — ù ) — i /, sin 

< )n a ensuite 
j' = k'i\ 

D'où, en remplaçant k' et ¿' par leurs valeurs et 

négligeant les infiniment petits du second ordre, 

j ' = — £ sin (CD — ) -+- j cos(cp — 6 ) -f-1k cos 

Mais la différence cp — A est infiniment petite. 

Posons 
© — ^ = g 

<1 remplaçons cos£ par i et sin^ par g\ cos'i et sin'l 

par cos o et s in es. Il vient 

i' — i - g j — £ k sin cp, 

j ' ^ - g î - h j + tk cos co, 

k' — s i sin cp — s j cos o -f- k. 

( )u bien en posant 

¿'— i — di, j' — y = dj, k'— k — dk, 

nous obtenons les formules générales 

di — gj— £À sincp, 

dj — — gi -h £ k cos cp, 

dk = £ i sin cp — £ / cos cp. 

11 est facile de voir que les formules de Frenet n'en 

sont qu'un cas très particulier. On a en effet, dans le 

cas du trièdre normal, 

i = y = v, k = (x. 

Le plan (¿, j ) est le plan osculateur de la courbe, 

dont la caractéristique n'est autre, comme on le sait, 

que la tangente elle-même, de sorte que o se confond 
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avec p f et que Ton a o = o. On a alors évidemment 

¿'• = 6 et S = T . En portant ces valeurs dans les for-

mules précédentes, on retrouve les formules de 

Frenet. 

4. Courbes tracées sur une surface. Trièdre ca-

ractéristique. — Les avantages obtenus dans l'étude 

des courbes gauches par la considération du trièdre 

normal (ou trièdre de Frenet) attaché à la courbe, 

nous suggèrent l'idée de considérer également, dans le 

cas où une courbe est tracée sur une surface, le dépla-

cement d'un trièdre mobile dont le sommet est sur la 

surface et dont l'une des arêtes i reste en coïncidence 

avec la direction de la tangente à la courbe. Les deux 

.autres arêtes seront la normale à la surface dont 

nous choisissons la direction positive vers le centre de 

courbure de la section normale plane de la surface 

suivant la tangente t, et un vecteur unité j situé dans 

le plan tangent et normal aux deux premiers, de ma-

nière que le trièdre j , k soit positif (ou à droite). 

Nous appelons ce trièdre, trièdre caractéristique 

de la courbe au point considéré. 

Les formules du n° 3 lui sont applicables. Nous 

désignerons par n le vecteur unité h. I l est facile de 

voir que, si l'on veut que p' soit encore dirigé dans le 

sens des s croissants, il faut changer ici le signe de s, 

de sorte qu'on a les formules fondamentales : 

Dans ces formules : 

e est Y angle de deux normales infiniment voisines 

à la surface aux points P et P' de la courbe; 
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o est l'angle que fait avec O x la caractéristique du 

plan tangent p'O / , c'est-à-dire Y angle de p' avec sa 

direction conjuguée. 

Il reste à examiner la signification géométrique de g . 

La méthode suivante va nous fournir, en même 

temps que l'expression de la valeur de g (que l'on 

pourrait d'ailleurs obtenir par de simples considéra-

tions géométriques), deux autres relations fondamen-

tales. 

5. Relations entre les deux trièdres. — Ceci posé, 

la courbe C a au point P un trièdre normal défini par 

les éléments p', v, ¡JL et les scalars 9, T. Cherchons les 

relations qui existent entre les éléments de ce trièdre 

et ceux du trièdre caractéristique. 

Désignons par I I l'angle du plan oscillateur à la 

courbe avec la normale à la surface. Nous avons la 

transformation 

i = p\ 

v = n cos H -+• j sin H, 

p = n sin H — j cos H. 
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D'où par differentiation 

di = dp', 

d xi = dn cos H H- dj sin H -h (y fcosH — n sin H ) dH, 

d\x = dn sin H — dj cos H — (n cos H -+- j sin H ) dH. 

Remplaçons dans ces formules dn, dj} di par leurs 

valeurs (L) et dp', dv, dp par leurs valeurs (F) où nous 

exprimons pf, JJL, V par les équations de transformation 

précédentes. Nous obtenons trois équations linéaires 

en p n dont la première ne contient pas p' 

gj -h nz sincp = 0( /i cos H -h j sin H), 

(— -p' sin cp 4- s j cos <p) sin H 

-+- ( g p f
 -4- n E cos cp ) cos H 

H- ( n cos H -h j sin H ) d\\ = — ( n cos H -h / sin H ) 7, 

(—ep' sin 9 -h s/ coscp) cos II 
— (gp' H- nz cos9) sin H 

-I- (j cos H — n sin H ) dR = — ç / 8 -h (/* sin H — j cos H) T. 

Egalons de part et d'autre les coefficients de p', / , n ; 

nous obtenons les huit équations : 

(a) g — 0 sin ï i , 

(b ) s siu cp = G cos H, 

(c) — s sin cp sin H -f- g cos H = o. 

(d) z coscp sin II -h sin H d\\ = — 7 sin H, 

(e) z cos cp cos H -h cos H d\\ = — 7 cos H, 

(f) -h £ sin cp cos H -h g sin H = 0, 

(g) z coscp cos H cos H dH = — 7 cos H, 

(h ) — scos^s inH — s i nHdH = 7 sin H. 

Or il est clair que (c) est une conséquence de (1) 

et (2) de même que ( / ) . D'autre part les équations (d), 

(e), (g), (h) sont identiques. 

On a donc finalement, comme cela devrait être, 
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trois équations seulement : 

< M ; 

¿• = 6 sin H , 

s sin = 6 cosH , 

£ COS<p = T -T- rfH, 

dont la simplicité est remarquable. 

La première de ces équations donne l'expression 

de g. Elle montre que g n'est autre chose que la pro-

jection de Vangle de contingence 6 sur le plan tan-

gent. On sait que cette grandeur s'appelle angle de 

contingence géodésique de la courbe. 

Les éléments qui entrent dans les formules (L) sont 

ainsi parfaitement définis. On voit que ces formules 

dépendent des éléments essentiels suivants relatifs a la 

surface sur laquelle elle est tracée : 

iw L'angle s de deux normales infiniment voisines h 

la surface; 

'2° L'angle de contingence géodésique de la courbe; 

>° L'angle © de la tangente à la courbe avec la direc-

tion conjuguée. 

On peut prévoir que leur importance sera analogue 

à celle des formules ( F ) pour l'étude de ces courbes. 

La deuxième et la troisième (M) expriment deux 

théorèmes remarquables. 

6. Invariants en un point relativement à la tan-

gente. — Divisons chacune des deux dernières équa-

tions (M) par l'élément ds de la courbe. On a 

— S1Q o = 
as 

e . 

E 

0 TJ = -T-COSli, 
as 

z d\\ 
ds ds 
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Soit alors dp une direction fixe tangente à la sur-

face, et considérons toutes les sections faites dans la 

surface par des plans passant par cette direction. On 

voit que j et q restent invariables. Mais est alors 
%XfS lia 

la courbure de la section plane, au point considéré, 

et est sa torsion. On a donc 
as 

cos II 
= const., 

r 

i dll 
1 — = const., 

fi as 

où est la grandeur que l'on appelle rayon de tor-

sion. 

La première de ces équations exprime le théorème 

connu de Meusnier. 

La seconde exprime un théorème du à Ossian 

Honnet. 

Je crois que les formules (L), maniées par des mains 

plus expertes que les miennes, peuvent avoir de très 

nombreuses et très intéressantes conséquences. Je me 

cjutenterai de quelques remarques élémentaires. 

[ I / l î a ] 

PROBLÈME SUR LES CONIQUES 
POSÉ PAR LA MÉTROPHOTOGRAPIIIE ; 

PAR M . M . D ' Ô C À G N E . 

Le problème, dit des cinq points, qui consiste à 

repérer sur la carte la position du point de vue d'où 

une photographie a été prise, sur plaque verticale, 
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lorsqu'on a pu identifier sur la photographie cinq 

points marqués sur la carte, revient géométriquement 

à ceci : 

Étant donnés cinq points A , B, G, D, D' et deux 

rapports anharmoniques p et p', trouver le point 

commun aux deux coniques passant tune par A , B, 

C, D, Vautre par A , B, C, D' et telles que ces points 

déterminent respectivement sur Uune et Vautre les 

rapports anharmoniques p et p f (' ). 

Puisque, si M est un point variable sur la première 

conique, le rapport anharmonique des rayons MA, 

MB, MC, MD est constant et égal à p, il conserve cette 

valeur lorsque, le point M venant en coïncidence avec 

l'un des points A , B, G ou D, le rayon correspondant 

se confond avec la tangente en ce point; d'où le moyen 

de construire cette tangente. 

Supposons que l'on ait ainsi déterminé les tangentes 

en A et en B aux deux coniques, ces tangentes se cou-

pant, dans chaque couple, respectivement en T et 

en T'. 

Le problème se trouve ainsi ramené au suivant : 

Construire le quatrième point O commun ci deux 

coniques circonscrites au triangle ABC, connaissant 

pour chacune d'elles les tangentes en & et en B qui 

se coupent respectivement en T et en T7. 

Si les droites OA et OB coupent CB et GA respec-

tivement en a et en ¡3, la droite aj3 est la polaire du 

point de rencontre de AB et OC à la fois par rapport à 

chacune des coniques circonscrites au quadrilu-

( 1 ) Voir notre Cours de géométrie pure et appliquée de VÉcole 
Polytechnique, t. I, p. 99. 
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tère ÂBCO; elle passe donc par les points T et T7. De 

là, la construction cherchée : 

Si la droite TT' coupe BC en a et AG en ¡ï, le 

point O se trouve à la rencontre des droites Va et 

[P '6f ] 
SUR UNE TKANSFOftlMATION GÉOMETKIOIK; 

PAR M. M.-F. EGAN. 

Dans la question 1969 (*), on considère le triangle 

OPQ ayant pour sommet le centre d'une ellipse et 

pour hase une corde PQ de l'ellipse; on demande la 

position lirçiite de l'orthocentre du triangle lorsque ( > 

tend vers P, et le lieu du point H ainsi déterminé. 

Il est clair que H est le point d'intersection de la 

perpendiculaire en P à OP avec la perpendiculaire 

abaissée de O sur la tangente en P. 

Remplaçons l'ellipse et son centre par une courbe (P > 

et un point O quelconques. Prenons O pour origine 

et soient (x, y) et (¡*, 'i\) les points P et H. On a faci-

lement, en désignant dy l dx par r ' , 

y 2)y' f _ ¿r 2-+-v 2  

(O 5 = xy—y xy — y 

Considérons en particulier le cas où la courbe i'P) 

est unicursale, et soient 

x 

/ ( n g{t) k{t) 

( ' ) .V. A.y 1903, p. 19?. Une solution a été publiée (1914? p. 28.» )• 
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ses équations. Celles de la courbe (H), lieu du point H, 

seront alors 
S = H = 

où l'on a mis 

(*) \ r S D ^ i p + g ^ i h f - h ' f ) . 

[ S(0 = te (fg~fg), 

(H) est donc unicursale. Dans le cas où les trois* polv-

nomes £(t) , n ' o n t Pas de facteur commun, 

l'ordre de (H) est 4 n — 2, celui de (P) étant n. L'origine 

est pour (H) un point multiple dont les 2n para-

mètres sont données par f 2~h g' 2 = o. Le polynome ; 

a n racines doubles (A = o) et 2 ra— 2 autres racines 

données par fg J — f 1 g ^ o. Pour ces .)/£ — 2 valeurs 

de t il est facile de constater que l'on a ç ;rt = — g i f'; 

donc : la courbe (H ) touche la droite ci Vinfini dans 

les n directions perpendiculaires aux asymptotes 

de (P); elle a aussi, en général, 2/? — 2 asymptotes 

perpendiculaires aux tangentes menées par O à (P ). 

Un facteur commun aux polynomes ç, rn Ç peut se 

présenter de plusieurs façons : 

a. Si les déterminants 

/ S h 

f g' h' 

ont un facteur commun d'ordre X, de la forme 

{t — ayU — bft... = k), 

l'ordre de ( I I ) s'abaisse de k. Il en est de même pour 

la classe de (P) , soit m, qui sans ce facteur serait 

égale à 2/z — 2. L'ordre de (H) est donc toujours 
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in quel que soit le nombre k. Le nombre des 

asymptotes de (H) se réduit aussi à m. 

b. Si h contient un facteur double (t— a)' 2, r,, £ 

ont le facteur commun (t — a) , Tordre de (H ) diminue 

donc par l'unité. La division par (t — à) laisse le fac-

teur (t— a) 3 dans Ç, donc (H) admet la droite ci 

/'infini comme tangente inflexionnelle, lorsque (P) 

est tangente ci cette droite; le degré de (H) est 

alors 2 n -h m — i . 

c. Si (P) est circulaire, il y aura un facteur commun 

à f'-f- ig et /¿, et un autre facteur commun kf— ig 

et /?, l'ordre de (H ) sera donc diminué par 2. 

d. Si (P) passe par (3, celui-ci étant un point ordi-

naire sur cette courbe, f et g ont un facteur simple 

commun. Le polynome f g 1 — f g• = f 2{g'f)' contient 

le carré de ce facteur, donc l'ordre de (H) s'abaisse 

par 2. 

I l s'ensuit que si (P ) touche la droite à l'infini en 

a points distincts, a en chaque point cyclique un point 

multiple (à tangentes distinctes) d'ordre ¡3, enfin si 

l'origine est un point multiple-d'ordre y, le degré de (H) 

sera 2 n -f- m — a — 2 — 2y. 

e. Supposons q u e / + ig contient un facteur carré, 

c'est-à-dire que O est 1111 foyer de(P) . Mettons 

= À, f — ig=y-, /t = v. 

les équations ( 2) deviennent 

o • h / f ! 

Si h et ¡JT contiennent respectivement les facteurs 

( t— a)2 et (t — les trois polynomes (2a ) ont le 
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facteur commun (t — a) (t— a r), donc Tordre de (H) 

s'abaisse par 2. 

A l'aide des équations (2a) , revenons sur le cas c 

où la courbe primitive (P) est circulaire. SiX et v ont 

le facteur commun ( t — a) , les trois polynomes de 

(2a) contiennent ce facteur avec les ordres de multi-

plicité respectifs 1, 3, Q, OU o, 2, 1 après la division 

par t — a. Donc, si (P) est circulaire, (H) Vest aussi 

et le point O en est le foyer double. 

Dans les cas c d , <?, l'ordre du point multiple O 

sur ( H) subira la même réduction que le degré de (H). 

Supposons, pour donner un exemple concret, que 

(P) soit une conique. Si elle est une ellipse ou une 

hyperbole, (H) sera une courbe unicursale touchant la 

droite à l'infini aux points dont les directions sont per-

pendiculaires aux asymptotes de (P) , ayant en outre 

deux asymptotes perpendiculaires aux tangentes à (P) 

issues de O . Si O est le centre, ces deux couples de 

points à l'infini se confondent; dans ce cas, Ç a deux 

racines triples et la droite à l'infini est par deux fois 

tangente intlexionnelle à (H) . 

Le degré de (H ) est 6 pour une position arbitraire 

de O, il se réduit à 4 si O est un foyer de (P) ou un 

point sur (P). 

Si (Pjest une parabole, le degré de (H) sera 5 ou 3 

suivant le cas ; la droite à l'infini est une tangente 

inllexionnelle. 

Si (P) est un cercle, ( H ) est une quartique circu-

laire ayant O pour foyer double. Elle dégénère en un 

cercle de centre Os i O est sur la circonférence (P) et 

aussi dans le cas ban il où O est le centre de ( P). 

Posons OP = ;*2, OH = p, et soit 

x costo -+- y si n<o = p 

Ann. de Afalhénnt., 4e série, t. X IX . (Janvier 1919.) 2 
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L'équation de la tangente à ( P ) au point P. Les coor-

données polaires de H sont p et o>, et l'on a facilement 

o =r-\p. Considérons en particulier le cas où ( P ) est 

un cercle de centre C et de rayon a. Prenons O C pour 

axe des x et soit OC = on a l'équation de ( H) sous 

la forme 

' lab costo ( J ) p = , 
1 a + ocosw 

qui se réduit a p — a a quand b — a, et à p = a quand 

b = o. Ecrivons cette équation sous la forme 

(3a) a(p — ibcosw) — aï-\- b-— bp cosw 

Cette équation nous donne un mode de génération 

de laquartique (H) analogue à celui d'une conique par 

foyer et directrice. Considérons en effet le cercle v 

concentrique à (P) et passant par O. Soient S le 

second point de rencontre de OH avec a-, et S la droite 

polaire par rapport au cercle (P) du point O ' symé-

trique de O par rapport à C. Désignons par Ho la dis-

tance perpendiculaire de H à S, Féquation (3 a) nous 

montre que 

US — — H 5. 
a 

Si I on multiplie ( 3 a ) par p, puis élève les deux 

membres au carré, on a l'équation cartésienne de ( H ) 

soit 
¿>2(£2-f-

Cette équation montre que les deux points doubles 

de (H) en dehors de l'origine sont les intersections du 

cercle 7 avec la droite S. 
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[0<2] 
APPLICATIONS 

D'UNE FORMULE OE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE; 
PAR M. F. BALITRAND. 

En un point M d'une courbe (M) menons la tan-

gente M.X et la normale My et prenons ces droites 

pour axes de coordonnées mobiles. Quand M décrii (M), 

une droite MM, , inclinée sur Mx d'un angle variable 9,, 

enveloppe une courbe (M, ) qu'elle touche en un 

point M i . 

Soient ,çr p, £ l'arc, le rayon de courbure, l'angle de 

contingence de (M) en M; 5,, pi, e{ les mêmes élé-

ments de (M 4 ) en M, . Si l'on désigne le segment M M, 

parr4 , on a la formule (/V. A . , i()i5, p. 4) 

Le second membre représente la projection, changée 

de signe, du contour MM, C, sur M.r. Si l'on appelle x{ 

l'abscisse du centre de courbure C, de (M , ) en M, , 

on a donc 

Cette formule qui fournit soit la valeur de x s o i t 

qui peut s'écrire 

r 1 cos 6t. 
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l'interprétation géométrique de est susceptible de 

quelques applications. 

I. Soit r, = const. Alors xt = o; ce qui montre que 

le centre de courbure C, est sur la normale en M. 

I I . Menons par M une seconde droite M Mo, inclinée 

d'un angle 02 sur Ma: et soient r2 et xs les quantités 

analogues à xt et rt. Si r{ = /'2, xK = xx \ c'est-à-dire 

que la droite qui joint les centres de courbure C< et C2 

est parallèle à la normale My. Donc : 

Si les longueurs des tangentes menées d'un 

point M à deux courbes (M , ) et (Mo) sont égales, 

la normale à (M) est parallèle à la droite qui 

joint les centres de courbure de ( M , ) et (M 2 ) aux 

points de contact. (MAJVJVHEIM, Princ. et dév. de 

Géom. ci né m., p. 

I I I . Plus généralement supposons / jzrrK/'o, alors 

Xi = K 2 # 2 ; donc : 

Si les longueurs des tangentes menées d'un 

point M à deux courbes (M , ) et (M 2 ) sont dans un 

rapport constant, la normale à (M) divise le seg-

ment C, C2 des centres de courbure de (M< ) et (M2), 

en M| et M2 , dans le rapport constant K-. 

Donc, si (M 4 ) et (M 2 ) sont deux cercles, le lieu du 

point M est un cercle, car sa normale passe par un 

point fixe de la droite qui joint les centres des deux 

cercles donnés. 

IV. Au lieu de deux courbes, considérons n courbes 

(M, ) , (M2) , . . . (M„) et supposons que les longueurs 

des tangentes menées de M à ces courbes soient 
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liées par la relation 

Par dérivation on obtient 

frt
 d ri +fr, drt -4-. . . drtt = o, 

ou bien 

7•-/»'•, 7"//', -4- • . . -r- /;., = O. 
' I ' -2 *n 

On voit que si I on affecte les centres de courbure G, . 

C2 , . . . , C„ de niasses égales à ~ // . , , . . . , i-/,^ ; 
'1 * 2 ' n 

la normale à (\I) passe par le centre de gravité de ces 

points. 

Considérons en particulier le cas de n cercles et 

supposons que les longueurs des tangentes qui leur sont 

menées de M soient liées par 

r'î -+- r l -t- . . . 4- r% = const. 

Le lieu de M est alors un cercle, car sa normale passe 

par un point fixe, le centre de gravité des centres des 

n cercles. 

Ces cercles, et d'une façon plus générale, les courbes 

(Mi ) , (M2) , . . . , (Mw) , peuvent être remplacés par des 

points, assimilés à des cercles de rayon nul. Si par 

exemple on prend une ellipse, un ovale de Cassini, 

un ovale de Descartes, qui ont respectivement pour 

équations 

rj -j- r2 = 2a, r t r2 = a2 , ar t -f- âr2 = c, 

on a 

£_i — fj_ — __ i l f t _ àrt . 
xt r-i x2 ri x-t ar-2. f  

et ces relations conduisent aux constructions connues 

des tangentes k ces courbes. 
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[ K 2 a ] 

CONDITION DE CONVERGENCE DE TROIS DROITES 
DE SIMSON; 

PAR M . PAUL B O U L A N G E R . 

La condition pour que les droites de Simson corres-

pondant à trois points M, N, P du cercle circonscrit à 

un triangle ABC soient concourantes peut être ob-

tenue d'une manière élémentaire. 

Désignons par a, m, p les angles des rayons OA , 

OM, O/N, OP avec le diamètre O x du cercle circons-

crit, qui est parallèle au côté BG du triangle. 

La droite de Simson relative au point M peut être 

construite ainsi : on prend le symétrique M' de M par 

rapport à O .f, et Ton mène la parallèle à la droite AM' 

par le milieu du segment qui va de l'orthocentre II 

du triangle au point M. D'après cela, la figure formée 

par les trois droites telles que la droite MJJL parallèle 

à AM', construites pour les trois points M, ±S, P, est 

homothétique, par rapport au centre H, de la figure 

formée par les droites de Simson des points M, JN, P. 

La convergence des deux systèmes de droites aura 

lieu simultanément. 

Or pour les droites MJ JU ï\V, PTÎT, rattachées au 

triangle MNP, la convergence s'exprime par la rela-

tion 

sin NPw sin PiNv sin NiM u. _ 

sin MP w sin MJN ^ sin PM ¡x ~~ 

L'angle PNv, par exemple, formé par NP avec j\ v. 
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m avec la parallèle N 'A , a pour mesure - (arc 

AP — arc NN'), soit 
4 ~ -H « — p — -m 

• La condition 

précédente s'écrit donc, au groupement près des 

facteurs, 

h 

. p -f- 1 » — a 
sin = 

n H- i p — a 
= i, 

et elle peut se mettre sous une forme très simple. 

Posons ; 
m -f- n -f- p — a = xs ; 

nous aurons 
( n — m\ 

{ • + — ) . 
n 

Soient : 

(m — n \ 

) 

n— /> = 2a, p — m — i f i , m — n ~ y. 
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La relation établie s'écrit encore 

Jj^sin (s — a) = JJsin{.v -b a) 

ou, en développant, 

sin?£ COSÍ cot Y •+• cos3^ = o. 

Gomme a + {î -+- y = o, on a ^ cotjâ coty = i , et la 

relation se réduit à 
COSi = o, 

ou, / étant un entier quelconque, 

m -h n ~h p — a — i{k -j-1) t.. 

C'est cette condition nécessaire et suffisante qu'on 

se proposait d'indiquer. 

Les applications de la formule établie peuvent être 

nombreuses et sont faciles. Par exemple, considérons le 

triangle formé par les droites de Simson perpendicu-

laires aux droites concourantes fournies par les points 

M, N, P. On sait que ces nouvelles droites corres-

pondent aux points M|, N l 5 P4 , diamétralement opposés 

aux points M, N, P ; pour eux, les angles de définition 

sont : 

mi = m -f- 7T, fii = -+- t:, P\~P ~ 

11 s'ensuit que l'on a 

//ii -f- /ii-h p i — a = ( ¿h\ -+-1) r 

et que les droites de Simson des points M'i, N n P4 con-

courent. 

Par conséquent, les droites de Simson des points 

M, N, P sont les hauteurs du triangle formé par 

les droites de Simson perpendiculaires à celles-là. 

C'est un théorème signalé par M. Vautrin dans le 

Journal de Vuibert (1918, question 8764). 
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SOLUTION D'UN EXERCICE PROPOSÉ AUX CANDIDATS A 
L'AGRÉGATION PAR LES « NOUVELLES ANNALES DE 
MATHÉMATIQUES » ( 1 9 1 4 , P. 5 2 2 ) ; 

PAR M. L. LONG. 

a, h, c, A, B, C sont six fonctions d'un même 

paramètre dont les dérivées respectives sont a', / / , 

A', B', C'. L'équation 

a.r -h by -+- c = sin ( Aar -+- B j ' ~~ C) 

représente une famille de courbes (S). 

i° Déterminer les points d'inflexion de la courbe 

(S0) qui correspond à une valeur particulière 10 du 

paramètre t. Quels sont les lieux des points d'in-

flexion des courbes (S) quant t varie? 

Examiner le cas particulier où = ~ = — • 

2° I, l'un des points d'inflexion et soit (T,) 

le lieu de ce point \{. Sous quelle condition la 

courbe ( r 4 ) appartiendra-t-elle à Venveloppe des 

courbes (S), le point de contact entre Venveloppe 

et cette partie de Venveloppe étant toujours un 

point d'inflexion de l'enveloppe (S)? 

3° Les points d'inflexion de (S ) étant supposés 

numérotés dans leur ordre de succession sur(S), mon-

trer qu'ils se répartissent en deux groupes : le groupe 

des points de numéros pairs et le groupe des points 

de numéros impairs, qui jouissent chacun de la pro-



( ) 
prié té suivante : si les lieux (rt) et (Tj) de deux 

points d'inflexion d'un même groupe appartiennent 

à l'enveloppe, il en est de même de tous les points 

d'inflexion du même groupe. Donner des expres-

sions générales, indépendantes de tout signe de qua-

drature, de$ six fonctions a , . . . , C, lorsque cette 

circonstance se produit par un groupe. 

4° Les conditions précédentes sont supposées rem-

plies : peut-on choisir convenablement les six fonc-

tions pour que le lieu de l'un (ou les lieux de plu-

sieurs) des points d'inflexion de Vautre groupe 

appartienne (ou appartiennent) aussi à l'enveloppe? 

Plus particulièrement encore, est-il possible de 

prendre pour les six fonctions a , c, A , B, C, des 

expressions d'un paramètre t telles que tous les 

lieux des points d'inflexion de deux groupes étant 

supposés appartenir cl l'enveloppe des courbes 

correspondantes (S) , celles-ci soient uniquement 

constituées par ces différents lieux? 

i° Soit 

(1) ax -f- by c — sin (Ax 4- B y -f- G) = o 

l'équation d'une courbe S0 . En appliquant la .formule 

*/rfyAy+ ( / y )Va*= o 

qui donne les points d'inflexion, on trouve 

(2) («B — 6 A)2sin(Aîf -4- B^-b C) = o. 

Les points d'inflexion sont donc définis par les deux 

équations 

(3) 
¡1 ax -h by -h c = o, 

( A a? -+- B y 4- C = kr> (k étant un entier). 



De (3) on tire 

Ab — B « ' 

C a — A c — «À-

A b — B a  1  

Quand l varie, le lieu des points d'inflexion des 

courbes S est représenté paramétriquement par les 

équations (4). 

Si ~ = = la première équation (3) peut être 

remplacée par la suivante : 

(3') A'x-b B > + C = o 

et dans ce cas le lieu des points d'inflexion, défini 

par (3') et la seconde équation (3), est l'enveloppe 

des droites 
Ax -+- By -i- G = ¿ ~ 

L'enveloppe des courbes S peut être définie par 

les deux équations 

Î ax -h by -h c = sin ( Ax -+- By -+- C), 

a x -4- b'y -i- c' = ( A'-h B'-h G') cos ( Aa? h- By -h G), 

entre lesquelles il suffirait d'éliminer t pour avoir son 

équation en coordonnées cartésiennes. Or les équa-

l ions (3) vérifient la première équation (5); la deuxième 

équation (5) devient, en tenant compte de la deuxième 

équation (3) et de (4), 

(ti) a[— Cb Bc -f- bkiz] -+- b'[Ca — A c — a h ] 

+ c ' ( A 6 ~ B a ) = ± ( A è - B a ) ( A ' + B '+C ' ) , 

le signe -f- convenant pour les valeurs paires de A cl. 

le signe — pour les valeurs impajres. Telle est la con-

dition cherchée. 
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(6 ' ) a[— Cb 
-hb [ Ga — A c - o.ar.ki] + c ( A 6 - B a ) 

= + ( A & - B a ) ( A ' + B'-t-C') 
et 

( 6 " ) a [ — 

+ 6[ Ga — Ac — 2a7r/c2] + c(Aè — Ba) 
= -+- ( A£ — B a ) ( A ' + B'-f- C ) 

les équations (6) relatives à deux points d'inflexion 

caractérisés par les coefficients pairs 2kn ik.±. En 

retranchant (()") de (6'), on a 

2 7r (Â j — Âj)(a'b — ab' ) — o, 
d'où 

a! b 

et, en intégrant, a = mb, m étant une constante. 

Ajoutons membre à membre (6') et ((¥'): nous obtenons 

l'équation suivante, en tenant compte de ( 7 ) : 

/«s » A. b' — B a' 
(8) c'—c— p = A'-f- B'4- G': 

A b — B a 

sous cette forme, il paraît difficile d'intégrer (8) eu 

faisant disparaître tout signe de quadrature; mais 011 

peut trouver des expressions générales des six fonc-

tions a , . . . , C satisfaisant à (8). 

De (7) on tire 

a. _ 1W // _ Ab' __ Ab — B a' 

a ~ Ba ~~ b A6 ~ Ab — Ba ' 

on peut donc écrire (8) sous la forme suivante : 
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On voit que si l'on a 

iX|) c = m^a (wi! = const.) 

on peut intégrer (8'), et l'on a ainsi 

( 30 c, = A + B + G, 

étant une constante d'intégration. 

On peut obtenir deux autres expressions 32 en 

écrivant (8') sous la forme 

c' — A' — B'— C'=c~; 
a 

on a alors, en intégrant par partie, 

c — A — B — G -h c., — f c d Log a—c Log a — j*c Log a 

{c2 est une constante d'intégration). 

Tout signe de quadrature disparaîtra si Ton prend 

e Log« = twj ( /? i j= const.) 

ou 

a c = \! (où M = ew»)-

L'expression précédente devient alors 

A -4- B —- G — m±(\jO%c — i ) -f- c -f-

( S ' ) peut encore s'écrire 

A'-u B ' + C 

On peut prendre alors 

A'-4- B'n- C' = m 3 « ' d'où A -+- B -+- G == m%a. -f-

l'expression précédente donne ensuite, par inté-

gration, 

— Log« -h c4. 
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4° Soit 

(9; a '[-C6 + B c - f k ( 2 / i ' + i)] 
-h b'\ G a -—Ac — «ttO/c'-*- 1)] -f- c (Ab — B a ) 

= - ( A / > - B a ) ( A ' + B ' + C ) ; 

la condition pour que la courbe (IV)? l*eu du point, 

d'inflexion caractérisé par le coefficient impair 2 k' + 1 « 

appartienne à l'enveloppe des courbes (S) . 

En tenant compte de (7) , la relation (9) peut 

s'écrire 

c ( a' B — // A ) -f- c (Ab — B a ) = — { A b — B a ) ( A'-f- B' 4- G' ) 

ou 

<80 c ' - ~ == — ( A ' + B ' — G'), 

relation indépendante de k{. Ce résultat montre que, si 

les six fonctions sont telles que le lieu de l'un des points 

d'inllexiop du groupe des coefficients impairs appar-

tienne aussi à l'enveloppe (en même temps que les 

lieux de tous les points d'inflexion de l'autre groupe), 

il en est ainsi pour tous les points d'inflexion des deux 

groupes. 

On tire de (S') et de (8,) les deux relations équiva-

lentes 

V' - B'-f- G' = 0, d 'où A -r- B -r- C = const. 

et 

c _ a' 

c a 

Les conditions demandées au paragraphe 4° sont donc 

\ *• = = — ou a — btn = en. 
( I O ' I « << 0 C 

i A -h B -+- G = const. 

Si les fonctions a , 6, c, A , B, C satisfont aux rela-
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l ions (10) , les équat ions ( 5 ) q u i définissent l 'enveloppe 

des courbes ( S ) deviennent 

a'x -h b'y G' = o, 

Ax H-By + G = Atc, 

et ces équat ions sont ident iques à celles q u i définissent 

les divers l ieux des points d ' inf lexion des deux groupes. 

I l suffit donc que les condit ions (10) soient satisfaites 

pour que l 'enveloppe des courbes ( S ) soit un i quemen t 

constituée par les divers l ieux des points d ' inf lexion 

des deux groupes. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1105. 

( 1872, p. :>2- ; 1917, p. 299.) 

i° Trouver Véquation des courbes qui coupent sous un 

angle constant tous les segments décrits sur une même 

corde. 

'à° Même problème pour les hyperboles équilatères con-

centriques qui passent par un point fixe. 

3° Même problème pour les ellipses homofocales. 

4° Même problème pour les cassiniennes homofocales, 

c'est-à-dire les courbes telles que le produit des distances 

de chaque point aux n sommets d'un polygone régulier 

reste constant. HATON DE LA GOUPILLIÈRE. 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Ces diverses questions sont des applications intéressantes 

des coordonnées isotropes de Darboux. Je rappelle que si l'on 
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pose 

u = x -f- iy, 

r = a? — i>, 

m et r sont les coordonnées isotropes du point ar, y , que si 

(M, P), ( a t ¿>i) sont les coordonnées de deux points M et A, 

on a 

eitùi AM = u — «i, e-t^i A\1 = v — bx, 

coi étant l'angle de Ai\l avec l'axe des x, et qu'enfin l'angle de 

deux courbes 
F(w, ç)=o, <P(u,ç)=o 

est donné par l'expression 

du 

— = • ou 

On en déduit immédiatement que les trajectoires sous l'angle o 

des courbes 

= K l f F( m) (c) = Ki, F(M) + 4»(0 = K 

ont respectivement pour équations : 

L[ F(u)] — e'9 Lf<!>((')] = const., 

et* L[F(m)] h- e'9 L[4>(r)| = const., 

£ ' ? F (m ) -4- e <i> ( v) = const. 

i° Soient A (« i « ' 1 ) , les extrémitésde la corde, si M 

est un point du cercle AMB, si 

AM.Oar = iO|, ABM.Oa? = u>2, w2—to, = const. 

Ox coïncide avec AB) , l'équation du cercle AMB sera 

w — «t v — a\ 
r~ 77" = const. 

u — b\ v — b | 

Les trajectoires sous l'angle © de ces cercles auront pour 
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équations 
a — ax ^ v — a\ 

-L —e-'r L r) = const. 
u — b ! v — b\ 

Posons, M étant un point de l'une de ces courbes, 

ÂM = pi, BM = pj, 

angle AM .AB = 0 l? angle BM .ÂB = 
On a 

u — ax— pi e^ j , u — bi = p2 e
1'®», 

p — «J = pje-'^, r — h\ = pte-M*, 

L'équat ion des trajectoires s'écrit alors 

K + lOt — Qj > eos 9 
h — e sir.ç = • 

?-

Si 9— - , les trajectoires orthogonales sont les cercles ayant 

pour diamètres les segments ayant pour extrémités deux 

points correspondants de l'involution ayant A et B pour 

points doubles. Le cas général peut d'ailleurs se traiter géo-

métriquement très simplement : en effet, une inversion de 

centre A et de puissance AB transforment les cercles AMB 

en un faisceau de droites passant par B, les trajectoires sous 

l'angle <p de ce faisceau sont les spirales logarithmiques de 

pôle B, les inverses de ces spirales sont les courbes cherchées, 

l'inversion étant celle qui est définie ci-dessus. 

Soient x-— y 2— i\xy — a 2 = 0 les hyperboles équila-

tères considérées; en coordonnées isotropes leur équation 

deviendra 
u2 -h r2— ici1 

u2 — t>; 

leur équation différentielle sera 

2 u du iv dv 

— const. , 

2 — /Z2 

iM l'équation différentielle de leurs trajectoires sous l 'angle © 

sera 
1UOU 'JU'Of 

6'? 
ut—a 2-

Ann. de Mathéniatsérie, t. X IX . (Janvier 1919.) 



dont l'intégrale générale est 

e<?L O 2 — a 2 ) — a 2 ) = const. 

En transformant cette équation comme plus haut et en con-

servant les mêmes notations, il vient 

p,P2 = 

Dans le cas où o — -» les trajectoires orthogonales sont des 

cassiniennes. 

II est facile de retrouver géométriquement ces résultats : 

Etant donnée une équation en coordonnées polaires d'une 

courbe algébrique f (pjto) = o, on sait que la transformation 

qui consiste à remplacer p et to dans cette équation par p H  

et /¿co conserve les angles (William Roberts). Or les hyper-

boles équilatères considérées ont pour équation polaire 

o2 cos (•> — Xp2 sin > txi — a - = o : 

on peut les transformer en le faisceau de droites 

a-
0 COS (X) — AS S I I I T)L> — — = O 

k 

qui passent par un point fixe P = o, p = ïl e n résulte 

immédiatement que les trajectoires sous l'angle <p des hyper-

boles considérées seront les transformées, dans la transfor-

mation ci-dessus indiquée, de spirales logarithmiques ayant 

même pôle et même axe polaire. Les trajectoires orthogo-

nales seront des transformées de cercles, c'est-à-dire des 

cassiniennes. 

Si 2c désigne la distance focale des ellipses considérées, 

leur équation sera en coordonnées isotropes 

sj(u — c)(v — c) -î- / ( u + c)(p + c) — const., 

d'où l'on pourrait déduire immédiatement l'équation diffé-

rentielle des trajectoires sous l'angle cp ; cependant, dans ce 

cas, les variables u et v n'étant plus séparées, l'emploi des 

coordonnées isotropes ne présente pas grand avantage et 

il vaut mieux procéder comme il suit : 

Soient F ( p^ p2 ) — o, f (vi, t>2) = o les équations bipolaires 
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de deux courbes planes, rapportées à deux points fixes A 

et B. 

Posons 

AB angle AM.ÂB = 6Î, angle BM.AB = 02î 

M étant un point commun aux deux courbes, ces deux courbes 

se couperont en M sous l'angle <p si l'on a 

[ r p , A - F p , A ] s i " ( Q * - 9 i ) 

ta n g e - / ; ^ [ ^ + c Q . ( 6 j _ 6 j ) ^ } + [ p ^ + cos ( 9, - 0,] ] ' 

d'où, en supposant F( pj p2) = pi -f p2 - K = o, 
f'r —f'r 

cotcp | = COt 
02-

02—0, di\— dr{ 

d'où 

v/i c2 _ ( r 2 - n)» y/( r, + r2)* - 4 c* 

équation dont l'intégrale générale est 

r2 — /'1 = 2C sin LK 
2C |/ \ 2C _ 

4° L'équation générale des cassiniennes considérées sera 

F (M) <Ï>(E) == (u — ai)...(u — an) (v — a\)...(v — a !
n) = const., 

l'équation de leurs trajectoires sous l'angle cp sera par suite 

e^ h(u — a\)...(u — an) -h L(v— — a{,) = const.; 

or 

u — ai = pie^i, ç — a\— pie~^ (i — 1,2,..., 4), 

d'où l'équation 
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qui, pour <p = se réduit à 

0, 02 -h. . . -h 0„ = const. 

1321. 
i 1879, p. 3srî ; 1917, p. a3 i . ) 

Ktant donné un ellipsoïde, on décrit la sphère qui passe 

par les extrémités A, B, G de trois rayons conjugués et qui 

a son centre dans le plan ABC; trouver : i° le lieu du 

centre de la sphère ; 2° Venveloppe de cette sphère. 

B A R BAR IN. 

S O L U T I O N 

P a r M . H . BOUVAIST. 

Soient O le centre de l'ellipsoïde, <j la section de l'ellipsoïde 

par le plan A, B, G, eu le centre de cette section. Les tangentes 

à <J en A, B, G sont parallèles à BG, GA, AB ; w est le centre de 

gravité de ABG. 

i® Le lieu cherché situé dans le plan ABG est donc le lieu 

du centre des cercles circonscrits aux triangles inscrits dans i 

et ayant u> comme centre de gravité. 
x* r 2 

Si — -+- ^ — i = o est l'équation de a, et 

+ y 2 — 2 a x — -2 B y -H y = o 

¿2-4-1 ¿2 J 
l'équation du cercle ABG, et si x = a > Y — — bi 

^ 'it  J it 

représente un point de or, le centre de gravité de ABG sera 

en w, si l'on a, ¿l7 12, /3 étant les paramètres de ABG, 

h -+- t2-h h = o, 

tlti-h /2 ¿ 3 + ^ 3 = O, 
d'où 

l6(c/2a2_f_ ¿2^2) = ( a 2 _ ¿,2)2 e t a(a* _x_ -f-27 = O. 

2° La dernière relation montre que le cercle ABG est ortho-

gonal au cercle fixe a?1-h y 2-¥  U = o, l'enveloppe de la 

sphère ABG est donc la cyclide 

I - a 16 V«5 W > 



On sait d'ailleurs que le plan ABG enveloppe l'ellipsoïde 

x 1 y 2 z* i 
^ + | ï - J = 

r2 y 2 z2 
-h — i = o étant l'ellipsoïde donné. 

1471. 
( 1883, p. ,}3a; 1917, p. a3a.) 

On donne dans un hexagone circonscriptible à un cercle 

les longueurs des trois diagonales qui unissent les sommets 

opposés; construire cet hexagone, sachant que ces trois 

diagonales sont respectivement parallèles à trois côtés de 

Vhexagone, deux quelconques de ces côtés n yétant pas con-

sécutifs. E . LEMOINE. 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Soit i9.3456 l'hexagone cherché, les diagonales 14, 25, 36 se 

coupent au point P et sont respectivement parallèles aux 

cotés 23, 16, 45; soient O le centre du cercle inscrit, ABC le 

triangle formé par les côtés 23, 45, 6i; D, E, F les contacts 

des côtés du triangle ABG avec le cercle O ; D', E', F' les points 

de ce cercle diamétralement opposés à D, E, F ; A'B'C' le 

triangle formé par les tangentes au cercle O en D' E' F'. 

Le lieu du point P obtenu en menant par les intersections ! 



( ™ ) 
et 2 d'une tangente variable au cercle 0 , avec AB et AG des 

parallèles à AG et AB, est une conique passant par ED et F 

et ayant pour asymptotes A'G' et A' B', TA et la conique ana-

logue rB d'asymptotes B'C' et B'A'et passant par D et F ont 

pour corde commune la droite C'FP. Le point P de concours 

des droites A'D, B'E, G F est commun aux trois coniques TA, 

PB» Te, c'est le point de Brianchon de l'hexagone cherché. 

P est évidemment le symétrique par rapport à O du point de 

concours P', de AD', BE', CF', ses coordonnées trilinéaires 

normales x, y, z par rapport à ABG sont 

ax _ by cz 

i a — p v.b — p ~~ ic — p  9  

ses distances o2, o3 à BG, GA, AB sont 

f 2 v '¿r 
Oi = — ('2 a — p), 0-2= -y (ib — p), 5 3 = — ( 2 C — p), 

r étant le rayon OD, on en déduit, en désignant par hu /*2, /?3 

les hauteurs de ABG issues de A, B, G et en posant 

/ = 63, m ~ i/|, n = 

l __ ahx — 4 ar-h2rp __ 2(p — a) _ ibc ^ ^ A 
— . — — • C O S 2 ; 

a ah j p p* 'i 

l __ m n 7A ~~ = 7c9 
cos2 — cos2 — cos2 — 'I 2 1 

d'où 

d'où 

(0 

on a aussi 

^ _ m _ n . 
2 2 2 » 

EF DF ED 

l __ 2 ( Ai — 2 r ) 

a hi  1  

d'où, en désignant par a, p, y? E> ri l e s intersections des côtés 

des triangles ABG, A'B'G', 

l _ m _ n _ 

¿ë - ^ - ^ - 2 -

Les relations (i) permettent de construire un triangle sem-

blable à DEF, donc une figure homothétique à la figure cher-

chée, d'où l'on déduira par une simple homothétie de centre O 

la solution du problème. 
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La seule condition de possibilité est que les relations (1) 

déterminent un triangle réel. La considération d'un des cercles 

exinscrits au triangle ABG conduirait à une solution tout à fait 

analogue. 

QUESTIONS. 

2384. Démontrer qu'il est impossible de mener une tan-

gente parallèle à une direction A, à une cardioïde à l'aide de 

la règle et du compas. En déduire la construction des tangentes 

parallèles à l'axe polaire. J. BOUCHARY. 

2385. Sur les cotés BG, CA, AB d'un triangle équilatéral, 

on marque les points a l5 Yi et leurs isotomiques a2, (J*, 72. 

Démontrer que les triangles a ^ y i et a2(32Y2 o n t même 

angle de Brocard. V. THÉBAULT. 

2386. Dans un triangle ABC dont le centre de gravité 

est G et le centre du cercle circonscrit O, on inscrit un 

triangle «1^171 tel que son centre de gravité G! soit sur la 

perpendiculaire à OG en G. Soit a2j32Y2 l'isotomique 

de a ^ Y i - Montrer que les triangles a ^ Y i et ont 

inème angle de Brocard. V. THÉBAULT. 

2387. Soient trois points a,, j^, Yi respectivement situés 

sur les côtés BG, CA, AB d'un triangle et leurs isoto-

miques a2, ¡J2, Y2- Démontrer la relation d'aires : 

Pi Yi a2 Yi •+• h Yi •+• a i Pi Y2 = A B G -

V . THÉBAULT. 

2388. Dans un quadrilatère complet, les orthopôles de 

chacun des^ côtés, pris par rapport au triangle formé par les 

trois autres côtés, sont quatre points collinéaires avec les 

orthocentres des quatre triangles obtenus en prenant les côtés 

trois à trois. 

En déduire que, dans un triangle, l'orthopôle d'une droite 

appartient à la perpendiculaire abaissée de l'orthocentre sur 

la transversale réciproque de cette droite. 

B . GOORMAGHTIGH. 
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2389. Si trois courbes de Gesàro d'indices nly /i2, «3, de 

même pôle, ont un contact du deuxième ordre en un même 

point, leurs troisièmes rayons de courbure p t , p2, Pa corres-

pondant à ce point sont liés par la relation 

(n2 — n3) (n i -+• i)2 (n:i— nx ) (/¿2-h i)2 

ô + ( 7 ^ = 0 p î 

, (ni— ft2)(tt3-f-1)2 

-1 T P3 = O. 

(n%— i ) r 

R . GOORMAGIITIGH. 

2390. Étudier la surface qui a pour équation 

x*(z — a)' 2 -h z~(y* -4- s2 — a 2 ) = o, 

les axes étant rectangulaires; droites de la surface, cercles, 

coniques, etc.; génération de la surface par le mouvement 

d'un cercle, d'une ellipse. J. LEMAIRE. 

2391. On sait que la radiale d'une chaînette d'égale résis-

tance est une droite; démontrer que la radiale de sa déve-

loppée est une parabole. F. BAUTRAND. 

2392. On considère les paraboles tangentes à une hypocy-

cloïde à trois rebroussements H3 et à la tangente et à la nor-

male en un sommet S de cette courbe. Démontrer que les 

polaires de S par rapport à ces paraboles enveloppent le cercle 

décrit sur SA comme diamètre, A étant le point de rebrous-

sement de 1I3 correspondant à S. F. BAUTRAND. 

2393. Si l'équation d'une surface en coordonnées homogènes 

est de la forme 

A(.r, y, z) x Cp» (x , y } z) — y, z) 

X - 1 (¿r, y, z)t -h ... =o. 

de sorte que la courbe représentée par les équations t = o, 

= o est une li^ne de la surface dont l'ordre de multiplicité 

est w, l'équation du système des m plans tangents à la surface 

en un point de cette ligne s'obtient en remplaçant, dans 

l'équation de la surface, y(x, y, s) par Xtpi-f-Yo'r-+-Ztp£, 

e t t p a r T . G . FONTE NÉ. 
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[L'1] 
SUR LES DROITES COUPANT UNE CONIQUE 

SOUS UN ANGLE DONNÉ; 
FAR M. R. B O U V A I S T . 

Je nie propose d'exposer ici très succinctement 

quelques-uns des résultats auxquels conduit l'étude des 

droites coupant une courbe ou une surface sous un 

angle donné, me réservant de publier plus tard une 

étude complète sur ce sujet. 

Définitions et notations. — Considérons un cycle (C) 

orienté dans le sens des aiguilles d'une montre et deux 

droites non orientées A et D . 

L'angle AD sera par définition la valeur commune, 

définie à un multiple de TT près, des angles A< D 4 , A| D 2 , 

A 2 D 4 , A 2 D 2 , que font entre elles les semi-droites A, 

et D , , A4 et D 2 , A2 et D M A2 et D 2 , tangentes à (C ) et 

parallèles à A et D . 

Si angle A D = V, D sera la pseudo-perpendicu-

laire ( V ) à A. 

Si A est tangente à une conique ( E ) en M , et si 1) 

passe par M, D sera la pseudo-normale ( V ) en M à (E). 

O X et O Y sont les axes de la conique considérée (E), 

Ox et O y le système de diamètres conjugués de ( E ) , 

tel que angle Ox. Oy = V; Ox', Oy ! étant le système 

Ann. de Mathémat, 48 série, t. XIX. (Février 1919.) 4 



( 42 ) 

de diamètres conjugués symétrique du précédent par 

rapport à OX. e t O Y , on a évidemment 

angle Ox'. Oy' = tz—V. 

Nous supposerons V < j . 

THÉORÈME. — Soient M an point quelconque du 

plan, A sa polaire par rapport à (E ) , la pseudo-per-

pendiculaire ( V ) à A issue de M rencontre Ox f et Oy 

en <xet 3, on a ^ = a ! et b' étant les demi-dia-
1 7 M p a 2 

mètres de (E) dirigé suivant Ox et Oy. 

A coupe O x et O y en A et B, A ' M parallèle à O y 

coupe Ox en A ' , A en I, la symétrique A roc.{ de O x 

par rapport à MA' coupe Ma(3 en a. 

Les triangles MA'a^ et IAA ' sont semblables : 

/ oÂ~'2 \ 
A/a ! x AA' = A'I.A'M = ¿>'2( i — - ^ - j -

a, A" parallèle à O y coupe O x en A", 

A'A" = A'oq , 
d'où 

A ' A " = ^ et OA. OA'' = a'2 — b' 2. 
OA 

Si donc M décrit A 'M , est fixe, or si M coïncide 

avec l\ intersection de O x ' et A ' M , Majâ devient Ox\ 

a et a, coïncident. 

On a 
OA'. OA = a'2, 

d'où 

OA" a ' 2 — Oa Oa 01' ai' 

OA' a 2 01' a'î—b'* a'2 b' 2' 

Oa _ a'2 — b' 1 , Ma _b' 2  

7r~ V* 

Conséquences. — Supposons que M décrive une 
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droite D rencontrant (E) en M t et M2 , nous pouvons 

énoncer les propriétés suivantes : 

Si un point M décrit une droite D , la pseudo-

perpendiculaire (Y) abaissée de M sur sa polaire 

par rapport à ( E ) enveloppe une parabole (td), 

inscrite dans le triangle Ox 1, O y , D. 

La parabole (TT r> ) touche les pseudo-normales ( V ) 

à (E) aux points M t et ML où D rencontre (E), et la 

pseudo-perpendiculaire à D au milieu m de M f M 2 . 

Ces pseudo-normales M|a4 M2a2[3:{, et la pseudo-

perpendiculaire /jia'jî', rencontrent Ox r en ajcua', 

O j en j^gop', a' et ¡3' sont les milieux des segments 

a , a 2 , [3, 

Les pseudo-normales — v) à (E ) aux points 

, jjl¡jl3, tjL/, ou les tangentes communes à (tz^) et 

à (E) touchent (E ) concourent au pôle P dé D par 

rapport à ( E). 

La parabole qui touche Ox', O y , la tangente MT 

en un point M de (E) , et la pseudo-normale (V) à (E) 

en M, touche la pseudo-normale au point y où 

celle-ci touche son enveloppe. Les pseudo-perpendi-

culaires ( V ) abaissées d'un point quelconque M' 

de MT, sur OM et sur la polaire de M ' p a r rapport 

à (E ) interceptent, sur la pseudo-normale My, un 

segment constant et égale à My. 

PROBLÈME. — Déterminer les pseudo-normales (Y) 

issues d'un point P à une conique à centre (E) . 

Les pieds M<, M2 , M3 , M4 de ces pseudo-normales 

sont à l'intersection de (E) avec la conique TP, lieu des 

points M, tels que les pseudo-perpendiculaires (V ) 

menées de ces points, sur leurs polaires par rapport 

à (E ) , passent par P; TP a pour directions asympto-
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tiques Ox f et O y , pusse par O et P si 9 désigne 

1 angle O X ' . O Y ' des diamètres conjugués égaux de (E), 

IV est une hyperbole, une parabole, ou une ellipse 

suivant que Yr est supérieur, égal ou inférieur à 6. 

r p reste invariable si ( E ) varie en restant homothétique 

et concentrique, elle passe par les pieds des pseudo-

perpendiculaires ( V) abaissée de P sur les asymp-

totes O X , , O Y , de (E) et a pour centre le milieu co 

du segment u f v\ u' et v' étant les intersections de O X ' 

et OY ' avec les pseudo-perpendiculaires (V) abaissées 

de P sur OY ' et OX' . Ces divers résultats conduisent 

aux propriétés suivantes, que je me borne à énoncer 

sans démonstration : 

Si d'un point P d'une ellipse on abaisse, sur les 

diamètres conjugués égaux OX/ et OY ' , les pseudo-

perpendiculaires (\T)dont les pieds sont a sur OX ' , 

•j sur OY ' , la droite Pm, m étant le milieu de a[3, 

est la pseudo-normale (V) à l'ellipse en P. 

Si d'un point P d'une hyperbole on abaisse sur 

les asymptotes O X , , OY", les pseudo-perpendicu-

laires ( V) dont les pieds sont a sur O X , , ¡3 sur O Y , 

la droite joignant P au pôle <p de a[3 par rapport au 

cercle Paj3 est la pseudo-normale ( V) à Vhyperbole 

en P. 

Remarquons que les rayons rectangulaires du fais-

ceau involutif, formé par les directions asymptotiques 

du faisceau linéaire (E)-f-XTP = o sont les axes OX 

et OY de (E) . On en conclut facilement que : 

Si Paa', pseudo-perpendiculaire (V ) à O X , ren-

contre O X et O Y en a et a' ; si P[3j3', pseudo-perpen-

dieu taire ( V) à O Y , rencontre OY et O X en [3 et ¡3'; 

si p est le pôle de a'¡3' par rapport ci (E) , si a, et j3, 

sont les projections de p sur O X et OY , l'hyperbole 



( 4 5 ) 

équilatère ayant pour directions asymptotiques OX 

et O Y , passant par a, et p, et ayant pour centre 

Vintersection <o de a3 et de Op, coupe (E) aux 

poîntsMi , M2 , M3 , M.Î qui sont les pieds des pseudo-

normales (V) menées de P à (E ) . 

Réciproquement : Si une hyperbole équilatère 

ayant pour directions asymptotiques les axes O X 

et O Y de (E) coupe O X et O Y en a, et ¡3,, si les 

perpendiculaires aux axes en ces points se coupent 

en p, la polaire de p par rapport « ( E ) rencontre 

O X et O Y en a' et ¡3', la perpendiculaire à a'¡3', 

issue du centrer de Vhyperbole rencontreOXet OY 

en a et ¡3, les droites aa', ¡3|3' se coupent en un point P, 

où concourent les pseudo-normales (V) , menées 

à ( E ) en ses points d'intersection à l'hyperbole 

équilatère. 

Propositions qui, transformées par polaires récipro-

ques, la conique directrice étant (E), conduisent à la 

suivante : 

Si M|, Mj, M:{, M.t sont les pieds des pseudo-

normales ( V) issues d unpoint P à une conique (E j, 

les tangentes à (E) en M, , M 2 , M3 , M, , touchent une 

conique (s) tangentes aux axes de (E ) . Cette 

conique (z) demeure invariable, si Von remplace (E) 

par une conique quelconque homofocale à (E ) . 

Si par l'un quelconque des sommets de (E ) on 

mène des parallèles aux tangentes à (E)ew M h M 2 , 

M.j, Mt, les quatre points ¡J.,, ¡JU, ¡¿3, [¿4 où ces paral-

lèles rencontrent à nouveau (E) sont sur un même 

cercle. 

Etant donnée l'une des cordes commmunes M,\ M. 
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il (E ) et r p , proposons-nous de déterminer la seconde 

corde commune correspondante M3 M* : 

M, Mo rencontre Ox* en a, O y en £5, M 3 M4 ren-

contre Ox' en a', Oy en jï'; l ' involution déterminée 

sur O x' et Oy par les coniques (E ) -f- A TP = o donne 

O a . O a ' = — a " , O p . O p ' = — V * ; le pôle JA,, de 

M 2 par rapport à (E) se projette sur Ox f parallèle-

ment à Oy'en a, sur O y parallèlement à Ox en 

et I o n a O a . O a , ~ O f J . Q p , = b' 2. M 3 M4 est 

donc lit symétrique, par rapporta O , de ^ . Si est 

I«i svmctrique de M% par rapport à O , les droites M< M_», 

M:, M; sont également inclinées sur les axes de (E) . 

Si P décrit la pseudo-normale ( V ) à (E) en M 4 , les 

cotés du Iriangle M, M2 M3 enveloppent une parabole 

(TT,,), tangente à Ox' et Oy et ayant pour foyer le 

pied / d e la pseudo-perpendiculaire (V)abaissée de O 

sur la tangente à (E) en M|. La pseudo-normale (V ) 

à ( L) eu M', rencontre O./-' en R , O y en S; le point P' 

qui se projette en R parallèlement à Oy ' , en S paral-

lèlement à O x , est le point de concours des pseudo-

normales (TT — V)a (E) , aux points de contact sur (E ) 

des tangentes communes à (E ) et Les points P 

et P7 sont visiblement isogonaux par rapport au trian-

gle ¡J.|2 [¿<3 formé par les pôles par rapport à (E) 

d e M , M a , M f M 3 , M o M ; , Donc : 

Si Mi , M 2 , M 3 , M4 sont les pieds des pseudo-

normales ( V) menées d 'an point P à une conique (E); 

si M'4 est le symétrique de M* par rapport au centre O 

de (E) , si f est le pied de la pseudo-perpendiculaire 

( V ) abaissée de O sur la tangente à (E ) en M'4, si la 

pseudo-normale (V ) à (E) en M'4 coupe Ox' en R , 

O y en S, les parallèles à Oy' menées par R , àOx 

menée par S se coupent en P', les points Mfl,
: M2 , M:,, 
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/ , M'4, les pieds des pseudo-perpendiculaires (tz— V) 

abaissées de P' sur les langet&es à ( E ) M M , , M 2 , M 3 

sont sur un cercle JV , dont le centre Q est sur la 

perpendiculaire élevée au milieu de PP'. Si le 

pointé décrit la pseudo-normale (V ) à (E ) en M 4 , 

les côtés du triangle M 2M 3 enveloppent une para-

bole tangente à Ox' et O y et ayant pour foyer f . 

Le centre du cercle circonscrit au triangle M, M 2M 3 , 

Vorthocentre et le centre de gravité du triangle 

décrivent des droites. 

On voit du reste que si M, , M2 , M3 sont les points 

d'intersection de (E ) avec un cercle variable passant 

p a r / e t M^, les côtésdu triangle M|M2M3 enveloppent 

une parabole de foyer/, tangente à O x ' et O y . Donc : 

Si f est le pied de la pseudo-perdendiculaire (V) 

abaissée du centre O de (E) sur la tangente à cette 

conique en M';, un cercle variable passant par !M4 

et/, coupe (E) en Mj, M2 , M 3 ; les pseudo-normales 

(V ) à (E) en M , , M2 , M3 concourent en un point P 

de Ici pseudo-normale ( V) à (E) au point M4 symé-

trique de M'4 par rapport à O . 

Soit P, le point où la pseudo-normale (V ) à (E ) 

en M4 rencontre à nouveau la conique ; / e s t le pôle 

de M', Pi , par rapport à (E), et les pseudo-normales 

(V) à (E) aux points d'intersection de la conique et de 

la polaire de P' par rapport à (E) se coupent en P. O / 

et OP' sont symétriques par rapport à l'axe focal de (E) 

et l'on a O / .OP ' = c2, c étant la demi-distance focale 

de (E) . D'où les propositions suivantes : 

Par un pointM4 d'une conique (E) de centre O 

et par le pied f de la pseudo-perpendiculaire (V) 

abaissée de O sur la tangente M\f à (E), on peut 
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faire passer quatre cercles qui touchent (IL) en W 4 , 

W 2 , W 3 , W 4 . Ces quatre points W T , W 2 , W 3 , W 4 

sont sur une hyperbole équilatère de centre M', ayant 

pour directions asymptotiques les axes O X d O Y 

de (E ) . Les pseudo-normales (TC— Y) à (E) en W n 

W 2 , W „ W , , concourent au point P', tel que 0 / 

et OP ; soient symétriques par rapporté Vaxe focal 

de ( E ) et que Von ait O / . O P ' = c 2 . 

La pseudo-normale (V) en un point M4 de (E) 

touche son enveloppe en P4 et la coupe en P4 , P2) P3 , 

P4; les tangentes à cette enveloppe en P N P2 , P;}, P4Î 

sont les pseudo-normales (V) à (E) en W M W 2 , 

\Y /,, les pseudo-normales (T: — V ) à (E) en ces 

points concourent au point V. 

Nous allons supposer maintenant que le point P se 

confonde avec le point M4 et qu'il décrive la 

conique (E), des considérations géométriques simples 

montrent que : 

Le cercle ,lv passant par les pieds M, , M2 , M3 des 

pseudo-normales (V) menées à une conique {E) par 

un point P de cette courbe, reste orthogonal à un 

cercle fixe concentrique à (E) et ayant pour rayon 

— (a2 - f- b~), a et b étant les demi-axes de (E ) . Il 

enveloppe quand P varie sur (E) une spirique. 

Si ¡Ji|2, ¡Jii3, p.23 sont les pôles des côtés du 

triangle M I M 2 M 3 par rapport à (E) , le cercle ¡JLî2, 

[A23 passe par le centre O de (E ) . 

La tangente à (E) au point P' diamétralement 

opposé ci P sur (E ) et les côtés du triangle ¡¿<2, 

u23 sont tangents ci une parabole de foyer O. 

Les pseudo-normales (V ) à (E) en M4 , M2 , M:i 

rencontrent en m{, m2l ra3 ; si par P on mène 

les vecteurs P m\, P ML, P m'À équipollents à mKM{> 
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m2M2, m3M3, les points m\, m'z sont sur un 

cercle tangent à (E) en P. 

J'arrête ici cette étude, croyant avoir été assez loin 

pour montrer comment des considérations géométriques 

simples permettent de généraliser et d'énoncer sous 

leur véritable forme les propriétés classiques des nor-

males aux coniques. Je n'ai parlé que des coniques à 

centre, et encore j'ai laissé de côté le cas où l'angle 

donné V est égal à l'angle cles diamètres conjugués 

égaux de la conique donnée ( cas où, comme nous l'avons 

vu, la conique TP est une parabole), il m'a semblé 

inutile d'insister davantage, car le principe de conti-

nuité de Poncelet montre immédiatement comment il 

faut modifier nos énoncés, lorsqu'il s'agit de ce cas 

particulier, où des pseudo-normales (V) sont menées 

d'un point à une parabole. 

|_M4e] 
suit LES SPIRALES SINUSOÏDES OSGULANTES; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

1. Le nombre de spirales sinusoïdes d'indice donné n 

étant simplement infini, une telle courbe oscule une 

courbe donnée (M) en un point M lorsqu'elle a avec 

celle-ci un contact quartiponctuel en M; alors les deux 

premiers centres de courbure G et G| coïncident pour 

les deux courbes. 

Désignons par O le pôle de la spirale sinusoïde (S) 

d'indice n osculant la courbe (M) en M, et soit N le 

point de MC déterminé par la relation CN = / iMC; 
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d'après une propriété bien connue des spirales sinu-

soïdes, le point N appartient à la perpendiculaire 

élevée en O sur le rayon vecteur de (S ) en M. Si Pest 

le milieu de MN, on a 

( i) CP : P M - ( i - n ) ; ( i -h /?), 

et par conséquent 

(•>.) (TÂT :*CP = »2 ; ( I _ n). 

La relation (1) montre que le lieu (P) du point P 

est la développée intermédiaire d'indice (i—n):(î-f-/i) 

de la courbe donnée (M). Soit Q le point où la nor-

male en P à la courbe (P) rencontre GG, ; on sait que, 

le rapport MP : GP étant constant, le rapport des seg-

ments que Q détermine sur GGt est égal au rapport 

des segments que P détermine sur MG (4 ). On a donc 

CTg: QC = (i — n) : (i-b n), 

et par swite « 

(3) cq : Ï ïc7^ - ( / ^ i i 

( 1 ) Voir MANNHEIM, Principes et développements de Géométrie 

ci ne matiq ue, p. 20. 
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Si R désigne le point où la parallèle à PQ menée 

par M à PQ rencontre CC, , on a 

CQ : cïï" = cp : CM, 

ou, en tenant compte des relations (2) et (3), 

(4) CCT: C ¥ = (1 —n) : (r-f-n). 

On sait que le rayon vecteur d'un point d'une spi-

rale sinusoïde d'indice n divise le rayon de courbure 

de la développée correspondant à ce point dans le 

rapport de — ( n -f-1) à 2n; par conséquent, la 

droite MR est le rayon vecteur de (S) correspondant 

au point M, et le pôle O de (S) est le symétrique de M 

par rapport à la tangente en P à la courbe (P). Le 

cercle de centre P et de rayon PM touche donc l'une 

des branches de son enveloppe au point O . On a par 

suite le théorème suivant : 

Le lieu des pôles des spirales sinusoïdes d'indice n 

qui osculent une courbe donnée est la seconde 

branche de Venveloppe des cercles obtenus en dila-

tant les cercles oscillateurs de cette courbe dans le 

rapport constant ^ ( n 1) par rapport à leurs points 

de contact. 

La démonstration qui précède montre aussi que la 

tangente en P à la courbe (P) est la directrice de la 

courbe de Ribaucour (R ) d'indice n qui oscule la 

courbe (M) en M. En effet, d'après la définition des 

courbes de Ribaucour, la relation (2) montre que P 

appartient a la directrice de ( R ) ; comme d'autre part 

la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque 

d'une courbe de Ribaucour sur sa directrice divise le 

rayon de courbure de la développée dans le rapport 

— ( n + i ) : 2/i, on voit, d'après la relation (4), que la 
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tangente en P k (P) est la directrice de ( R ) . On 

retrouve donc ainsi ce théorème de M. Braude ( ' ) : 

L'enveloppe des directrices des courbes de Ribau-

cour d'indice n qui osculent une courbe est la déve-

loppée intermédiaire d'indice ( \ — n) : (i — n) de 

cette courbe. 

2. Gesàro a déterminé (Natü r l i che Geometrie, 

p. 79, 80) les courbes telles que le lieu des foyers des 

paraboles osculautes soit une droite, ainsi que celles 

pour lesquelles les centres des hyperboles équilatères 

osculantes appartiennent k une droite. Le théorème 

concernant les spirales sinusoïdes démontré ci-clessus 

montre que, plus généralement, les courbes telles que 

les pôles des spirales sinusoïdes d'indice n qui les 

osculent soient en ligne droite, sont les courbes telles 

que leurs cercles oscillateurs dilatés dans le rap-

port i ( / i-f-i) , par rapport à leurs points de contact, 

aient une tangente commune A; ce sont donc les 

courbes représentées par l'équation intrinsèque 

/ - n /1 + 1 dp , -, ) s = . / • r — y 

II — 1 / / n-f-1 J var-' 
s et p désignant l'arc et le rayon de courbure. Pour 

n — — I e t n — — 2, on retrouve les résultats obtenus 
2 • 

par Gesàro pour les paraboles et les hyperboles équi-

latères osculantes. 

( l ) Voir L. BRAUDIÎ, Les coordonnées intrinsèques [Scientia 

{Phys. Math , rr 34), p. 63], où cette proposition est démontrée 

analvtiquement ; le cas particulier relatif aux paraboles osculantes 

( n = — 2 ) est mentionné par Cesàro ( Natilrliche Geometric., 

P- 78>-



( 53 ) 

On peut aisément déduire des considérations qui 

précèdent une définition connue des courbes (5). 

Puisque la développée de (M) est la caustique par 

réflexion de la courbe (P) pour des rayons incidents OP 

perpendiculaires k A, le centre de courbure y de (P) 

en P est dans ce cas le symétrique de P par rapport 

k Q . Si a désigne le point où PQ rencontre A et ¡3 le 

symétrique de a par rapport k P, on a 

= 2PQ : p~P = 2 PC : MP = i(\ — n) : (i -+- n). 

La courbe (5) est la seconde branche de Venve-

loppe des cercles qui ont leurs centres sur une courbe 

de Ribaucour d'indice m \ (i — n), et qui touchent 

la directrice de cette courbe. 

3. Considérons une cycloïdale décrite par un point M 

d'un cercle o> de rayon r roulant sur un cercle Q de 

rayon R ; soient C le centre de courbure de la courbe 

en M, P et P' les points où MG rencontre Q, le point P 

étant le point de contact des cercles o> et Q. On a, en 

désignant le module de la cycloïdale par n, 

MP = ±!1±±_ MG, MP' = 2 B + i ' M C , 
2(71-1-1) 2 n 

et l'on est donc amené k considérer les spirales siiju-

soïdes osculantes d'indices, 

2 n -+-1 _ n 2 /1-h i ___ n -+-1 

n h- 1 n -h 1 ' n n 

Le lieu des pôles des premières est le lieu du symé-

trique de M par rapport k la tangente en P k Q, c'est-

k-dire la cycloïdale de module — n qui a les mêmes 

rehaussements que la cycloïdale considérée. 

Le lieu des pôles des secondes spirales sinusoïdes 

est le lieu du symétrique de M par rapport k la tan-
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gente en Pf kÛ . Or la cycloïdale décrite par M peut 

encore être considérée comme une cycloïdale de mo-

dule — (n-\- i) obtenue par le roulement d'un cercle 

de rayon (n -{- i ) r sur Û. Le lieu cherché est donc une 

cycloïdale de module n-+- i . On déduit de la ce théo-

rème ( ' ) : 

Les lieux des pôles des spirales sinusoïdes d'in 

dices ^ ^ et  n  1 qui osculent. une cycloïdale de 

module n sont des cycloïdale s de modules — n 

et n -f- i. 

Par exemple, si n ~ — l a cycloïdale est une 

hypocycloïde à trois rebroussements, et l'on considère 

les paraboles et les hyperboles équilatères osculantes ; 

on retrouve donc ces propriétés bien connues : 

Le lieu des foyers des paraboles qui osculent une 

hypocycloïde à trois rebroussements est une épicy-

cloïde ayant les mêmes rebroussements. 

Le lieu des centres des hyperboles équilatères qui 

osculent une hypocycloïde à trois rebroussements 

est une ëpicycloïde étoilée ayant les mêmes rebrous-

sements. 

[ B 2 b ] 

m DES SÉRIES REMARQUABLES; 
PAR M . MATHIEU W E 1 L L . 

I. En intégrant par parties, on a, m étant entier et 

( l ) La deuxième partie de ce théorème a été indiquée par Gesàro ; 

voir Natürliche Geometrie, p. 80, où cette propriété est démontrée 

analytiquement. 
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positif, 

Jx» le x dx = e x\xm — mxm l -4- m(m — .. 

On en déduit l égalité 

¿pm-bï Xm~ > r 3 m-4-4 
c 4- 1 1 H — 7- . . . 

m -h i m + 2 1.2.(m-4-3) i .a.3.(m-4-4 ) 

Î X X 1 X 3 "1 
ï H 1 i 7 • . 

I 1 . 2 1 .2 .3 J 

X [a?/M— mxm" i -h m(m — i)a?m-2—...]. 

Egalons les coefficients des mêmes puissances de#, 

nous aurons 

m ni (m — i ) m( m — i ) ( m — i ) 
o = i — — H - h . . . , 

I 1.2 i .2 . i 

i __ m m(m — i ) 

• /n + i ~ 1.2 1.2.3 ' " ' 

i _ i m m(m — i) 

(p — i)\(m-+-p) ~~ /Tl "" (/>-hi)! (p-h2)! 

011 

p _ m m(m — i) 

ni-hp p -+-1 (p -+-i){p -+• 2) 

m(m — i){m— 2) 

~~~ (P + i)(P + *ï(/>•+• 

en supposant m et p des entiers positifs, et p différent 

de zéro. 

Mais, si l'on suppose m et p quelconques, en excep-

tant les valeurs p = o et m — —-1, et si la série du 

second membre est convergente, elle aura pour somme 

—-—• Or, la condition de convergence est 
m -+- p  7  n  

m -f- p > o. 

On a donc le théorème suivant : 

THÉORÈME. m et p étant des nombres quel-
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conques, en exceptant les valeurs p = o, m = — 1, 

si /'o/i a 

w -h p > o, 

la série convergente 

m ^ m(m — i) m ( m — i)(m — 2 ) 

P 
a pour somme — 

1 m p 

Faisons m = p%, il vient 

1 p y. p cl (p cl — 1) 1 -f- a p -h 1 ( p -+- 1 ) ( p -+- 2 ) 
d'où 

, r — 0 1 
I />4-I """ (/>+!)(/> -H a) " J ( 1 -I- a). 

En faisant p -- 1, on retombe sur un résultat obtenu 

au commencement, où a est remplacé par m, et si, en 

outre, nous prenons pour a un entier positif, nous 

aurons une égalité numérique. 

Dans la série générale, faisons m = p, nous aurons 

I = ,. p -+-y , P(P — 0 

— l)(p — 1) 

développement valable pour p ^> o. 

Dans l'égalité 

P* 

égalons les coefficients de a dans les deux membres, 

nous aurons une égalité valable si le coefficient de a, 

dans le second membre, est une série convergente, ce 
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qui a lieu pour p ;> o; on en déduit 

i i i 1.2 
_ — ( 1 
p p~h 1 (p -*-!)(/>-+• -i) (p-r- i) (/?-+- '±)(p-h 3) 

d'où 

! I •>. 2 . 3 

~~ p — 2 ( /> 2 ) ( /> -4- 3 ) ^ ( /> 2 ) -+- 3 ) (/> 4 ) . ' ' '' 

I _ » , 3 ; M 

et ainsi de suite. 

I I . Considérons une suite de quantités quelconques 

a t a>2 . . . a„ rangées dans l'ordre indiqué par les indices. 

Posons 

. ax-r-a.> a2-i~a:i a„ t- ax />, = , h., = , • • . y bn — , 

b\ H- h± b2 --t- b3 bn h- b, 
C'j = j C.) —~ • • • » C/j — — y 

et ainsi de suite, puis 

"î = («i — a*)*-- (a* — ft-z)" -H.. .--f- («„.—axy, 

f/2=z (/>,— biY-^i b2 — . .-H {bn — bl 

= ( Cl — C2 )' 2 -h ( Co C'a X2 . . • r- ( C,* ('i )2, 

et ainsi de suite. 

La série tt{ -{- a2 -f- u^ 4- . . . est convergente et a 

pour somme — 

' Pour démontrer ce lliéorème, que j?aj énoncé et 

démontré dans le Bulletin des Sciences mathéma-

tiques et physiques élémentaires de M. xNievven-

glowski ( i5 janvier 1900), je considère un système de 

n points, les milieux des segments obtenus en joignant 

ces points, deux à deux, dans un ordre déterminé, puis 

Ann. de Mathêmal.. ]* série, t. \IX. (Février ^ 



( 58 ) 

les milieux des côtés du nouveau polygone ainsi formé, 

et ainsi de suite; le point-limite est le centre des 

moyennes distances des n points donnés; on envisage 

ensuite les carrés des distances d'un point du plan aux 

systèmes successifs des points obtenus; on arrive ainsi 

très simplement au résultat énoncé, en supposant les 

points en ligne droite. 

Cette série est remarquable à deux points de vue : 

i° Elle échappe aux règles de convergence connues; 

•2° La somme reste la même lorsqu'on écrit les quan-

tités ai a2 • • - an dans un ordre quelconque. 

On peut facilement généraliser le théorème précé-

dent en considérant, par exemple, les quantités 

a\ 4- at -+- a:i a* -r u3 -4-
Ox — > u± — ? • • • i 

> i 

bx -1- b2 -+- b.> -h b:i -h ¿4 
C\ = > Co = — J 

[ J2e ] 
SLR I V PROBLÈME h t PROBABILITÉ ; 

P va M. J. H A AG. 

I . Soient deux quantités indépendantes x et y* 

obéissant à la loi de Gauss, la valeur moyenne de cha-

cune d'elles étant zéro. On sait que leur somme obéit 

aussi à la loi de Gauss, avec un écart unitaire se dédui-

sant par combinaison quadratique des écarts uni-

taires de x et de y . C'est là une propriété dont on fait 
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fréquemment usage dans le calcul des probabilités et 

particulièrement dans la théorie des erreurs. 

On peut se demander s'il existe une propriété ana-

logue pour le produit xy et, si cette propriété n'existe 

pas, à quelle loi de probabilité obéit ce produit. Indé-

pendamment de son intérêt pratique, cette question 

conduit, comme on va le voir, à des développements 

mathématiques intéressants et constitue un bel exemple 

d'application numérique de diverses théories d'ana-

lyse. 

2. Appelons a et b les écarts unitaires de x et de y 

et cherchons : 

1" La probabilité c£P pour que le produit z ~ xy 

soit compris. en valeur absolue, entre z et z -f- dz\ 

a" La probabilité V pour que cette valeur absolue 

suit inférieure à z. 

Si l'on considère le point kM(.r, y), cela revient 

ù calculer la probabilité entre les deux hyperboles 

voisines 

( i) xy — z et xy — z H- dz, 

ainsi que la probabilité dans la région du plan exté-

rieure à la première de ces courbes. 

Faisons le changement de variables 

( -a ) x = 10 a cos cp, y = to b si n ç. 

Il faut calculer, dans chacune des régions ci-dessus, 

1 intégrale double 

~ J* J a f o o dcp, 

Ce calcul est élémentaire et conduit, en tenant 



( 6o ) 

compte des symétries, aux deux formules suivantes : 

¿ p = 1É1 f 1 e~«t,»in?co*? , 
ir ab J si n <p cos © 

s 
| > — , — 2 \ - e ¿ f o . 

Posons 

(3) . 

il vient 

(4) Q = •7T »'o Sin<Jr 

( 5 ) P = I — — J Î E 
73 «A 

La formule (4) se déduit d'ailleurs de la formule (5), 

par différentiation sous le signe j* . 

3. Les intégrales ( i ) et (5) ne se ramènent pas aux 

fonctions élémentaires. On pourrait les calculer, pour 

différentes valeurs de t, par la méthode des tra-

pèzes. Ce procédé est surtout avantageux pour P, poul-

ies grandes valeurs de i, car l'exponentielle est, dans 

ce cas, très petite et l'intégrale (5) peut être évaluée, 

avec une précision suffisante, au moyen de quelques 

trapèzes seulement. Ceci correspond, du reste, au fait 

que P tend vers î , pour t = - f oo, comme il est évident 

a priori. 

Pour les petites valeurs de t, la méthode des tra-

pèzes paraît jongue et peu pratique. Nous allons en 

indiquer une autre, qui sera beaucoup plus propice 

aux calculs numériques. 

i . Cherchons, si possible, une équation différen-

tielle simple, à laquelle satisfasse la fonction O de t. 
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Remarquons d'abord que cette fonction n'a de sens 

que si t est positif. Pour elle est infinie. I l est 

donc entendu que nous ferons varier t dans l'intervalle 

( i0 , -f- oo), où i0 désigne un nombre positif quelconque, 

arbitrairement petit. Dans un tel intervalle, on peut 

différentiel* Q sous le signe Ç autant qu'on veut. 

Nous avons 

Q' 

Q' 

Q 

Q' 

Donc, la fonction Q satisfait à l'équation différentielle 

linéaire du second ordre 

(6) t.O" Q'—tQ = o. 

Au changement près de t en it% on reconnaît un cas 

particulier de Véquation de Bessel. Du reste, on sait 

que l'intégrale générale de cette équation peut s'ex-

primer par des intégrales définies, suivant la méthode 

de Laplace. L'intégrale (4) en est un cas particulier, 

comme on le voit en faisant le changement de variable 

i 

ÍT - T V 

71 
I Í 7 - —~ cos* tL dû 

= e sin'b cot6 —¿ I - e în^ . T • T ; 

— — / /  2 e SIN ——i— -i- t Q ; 

ri ' db 
= "e S ' N ^ ~—"TT } 

J 0 sin3 ^ 

On trouve, en elle t. 

(7) Q = 
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forme classique des intégrales auxquelles nous venons 

de faire allusion. 

o. L'intégrale générale de l'équation de Bessel peut 

être développée en série au voisinage du point o. 

Pour le cas particulier de l'équation (6), on sait que le 

développement est de la forme 

Ces séries convergent avec une grande rapidité et, 

par suite, se prêtent bien au calcul numérique. Il est 

donc intéressant pour nous de les utiliser pour l'inté-

grale particulière à laquelle nous avons affaire. Et pour 

cela, il nous suffit de calculer les valeurs des cons-

tantes C et C qui conviennent à cette intégrale. 

(). O11 a tout d'abuxl 

O 
(10) G' = Jim • 

/ = o*og/ 

Pour calculer cette limite, qui se présente sous la 

forme ^ > partons de la formule ( " ) , en y faisant le 

changement de variable 

(11) * V = ut, ' 

ee qui donne 

(8) Q = CJ - C'( J logi — I), 

en posant 

(], G ' = con st. 
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Désignant par t' un nombre positif quelconque, nous 

pouvons écrire 

r
v
 e-v e « 

J, Jr s/^-t* 

Laissons fixe t 1 et faisons tendre ivers zéro. La seconde 

intégrale, qui est, comme on le voit aisément, unifor-

mément convergente quand t varie dans tout intervalle 

intérieur à l'intervalle (— -f- ¿'), a pour limite 

r + <* e-v 
( 13 ) Ki= j —dv. 

Quanta la première, elle peut s'écrire, d'après le théo-

rème de la moyenne, 

Qi = e  t" [ log ( t' -t- — t- ) — log /], 

t'r désignant un certain nombre compris entre ¿-et 

Nous avons alors 

Q _ _ z„ Q2-f- e- 'Mog (/'-;- y/Y* - /») 

ïôgt~~~e î~ôgt # 

Si, laissant t' fixe, nous faisons tendre t vers zéro, le 

second membre tend vers — 9 désignant la limite 

de t". Or, cette limite est certainement comprise entre 

o et t', et, comme t f peut être choisi à l'avance aussi 

petit qu'on veut, 9 ne peut être que nul. Donc, la 

limite de r^- est éçale à — i et l'on a 
logf n 

(14) C' = - i . 

Nous avons maintenant 

(15) G = lim(U H- log/)-
t=o 

Cette limite se présente sous la forme oo—oo. D'après 
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ce qui précède, elle est égale à 

H 2 -h log s/'-f- Jim ( / " l og / ) . 

Mais, nous ne connaissons pas la limite de t" log/, qui 

est certainement dépendante de puisqu'il en est 

ainsi de la somme R 2H log it'. 

On peut songer à chercher la limite de cette limite, 

quand t' tend à son tour vers zéro. Mais il est plus 

simple de reprendre la question de la manière sui-

vante. 

Donnons-nous un nombre positif quelconque k^> 1. 

.Nous pouvons écrire 

6
 d, - ( . 

Or 

Q I - f dv - f = Q 3 H - Q I . 

J, A 8-/» Jk, * 

Qa = e 1'" log (/• -+- v/^'— O, t < /"'< kt\ 

l i«" <">3=-- log (/" -h \JA"2 — I ) 
/ 0 

P u i s 

dv " v  

H-
'ht 

-1 \dv: 
y/V2 — /2 | 

O ; -f- log/ l o g / '— lOg/, 

r • Ju V<'2-/2 

Pour / — o, la première intégrale devient 

. . # ,, 
( I 6 ) It, r / — </c\ 

' r * . o 

La seconde s'écril 

• -"['««('-V'-S) 
¿7 étant compris entre kt et t f. Sa limite, pour t = o, 
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est, en appelant 6 la limite de t 

<H>[loga — log(A-b y/A-2— i) -t-log/c]. 

Finalement, nous avons 

(17) C = Rs-f- loç (A -+-A*2 — i ) -4- log*' — log A h- Hi 

-h [log* — log (A- -4- -f- logA], 

où fi est un certain nombre, dont nous savons seule-

ment qu'il est compris entre o et La première ligne 

de (17) est indépendante de lr, comme on le voit en 

prenant la dérivée. Il en est donc de même de la 

seconde et, par suite de 0. Comme 6 est compris entre 

o et t! et qu'on peut choisir arbitrairement petit, on 

a nécessairement 0 — o. Nous avons finalement 

( 1 8 ) G = Bt-t- R.2-+- log xi'. 

7. Reste à calculer la valeur numérique de cette 

constante. 

Nous avons d'abord 

oc 

// — I 

Cette série converge quel que soit mais d'autant 

plus vite que t ! est plus petit. Pour calculer R^, appli-

quons la formule asymptolique de Stieltjes : 
' e-<' T r -il :>! ni 1 

Cette série est divergente, quel que soit l' ; néan-

moins, si l'on prend la somme de ses n premiers 

termes, on sait que l'on obtient une valeur approchée 

de R 2 , l'erreur commise étant inférieure en valeur 

absolue au dernier terme pris et de signe contraire à 

ce terme. 
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Or, si 2, la série commence par converger, pour 

diverger ensuite. Le terme minimum est égal, si t' est 

entier, a e * —r~ • t'f 

On peut le rendre aussi petit qu'on veut, en prenant 

(' assez grand. Par conséquent, en arrêtant le dévelop-

pement à ce terme minimum, on obtient une valeur 

aussi approchée qu'on le veut de R 2 . 

Prenons ¿f ~ 4. Nous trouvons les deux valeurs 

approchées par excès et par défaut 

0,004007 et o,oo358. 

En prenant la moyenne, nous obtenons 

R2"^O,ooj79, 

à o, 0002 près. 

En calculant ensuite 11, par la formule (i<))< on 

trouve, à 0 , 0 0 0 1 près. 

Ri = — 1.96732. 
Enfin 

log 8 = 2,07944-

Finalement, nous avons 

C = + 0,11 >9, 

à environ 0,0 o o\ p rè s. 

8. ÏNous connaissons maintenant le développement 

de Q . En intégrant la formule (4) de o jt /, nous en 

déduisons 

P - — f Q dt. 
x
 Jo • 

Or 
Q — — J log/-h r-hCJ. 

Doit 

— = — / J log / di -f- f i di -f- G f J dt. 
1
 Jq Jq <1 
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Si l'on pose 

Jt = / J dt, 

on a 

r l r* i
 d t 

I J log/dt = J, log/ — / J t y 
«̂0 • 0 

Donc 

P = i [ j , ( C - l o s O + j T ' ( l ^ - 7 ) < 4 

En tenant compte des formules (g) et intégrant terme 

à terme, 011 trouve finalement. 

(21) P = ^ [A -h B (o, 115<) — log/)], 

en posant 
» 00 

(22) A a„ B = 2 a«, 

« = 0 « = o 

/ o 1 \ 4 / » ' 1 

( •>. ) > f( n ~ -—L—, a„ = I -4- S • 
2 /i H- I ( /i î j2 ' •>. /* 2 /I — I 

s i r on appelle et b„ les coefficient de (— ) 

dans A et B, leurs valeurs pour les premiers termes 

sont les suivantes : 

aK) = 1, a\ — - -- o, 444 • • • 1 «2=0.oS5. a4 — o,007S42, 

ak — o,ooo4233, = 0,00001499, «c — 00000037:) ; 

ù 0 = i . ¿>1 = ^ = o,333. . ., b% =0,0"), 63 = o,oo39<i8, 

h', == 0,0001929, = o jooooo(>31, ¿>6 = 0.000000148. 

Ces 

termes sont suffisants pour calculer P jus-

qu'à / = 4. 
9. Nous avons fait le calcul numérique de P au 
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moyen de la formule (21), pour des valeurs de t éche-

lonnées de 0,2 en o, 2 jusqu'à t = a et de o,4 en o,4 

jusqu'à t 4- Nous avons poussé l'approximation jus-

qu'au —!— 
1 1000 

A titre de contrôle, nous avons calculé P par les tra-

pèzes, pour t —J^, 5; 3 et 4- Nous avons retrouvé exac-

tement les trois mêmes nombres que par la première 

méthode. 

Nous avous ensuite construit une courbe, d'où nous 

avons déduit le Tableau ci-dessous,qui donne la loi de 

probabilité cherchée. 

t. 

O , 02 . 

I\ 

0,060 

0 , 0 4 0 , I I 0 

0 , 0 6 O , I 5 I 

0,08 0,186 

0,10 0,218 

0 , 2 . . . . . . . 0 ,348 

0 , 3 0 . 4 4 5 

0 ,4 0 . 5 2 > 

o,5 0, 590 
O, 6 O , 64 4 

0.7 o, 689 

0,8 0,728 

0. 9 0,762 

1,0. 0,792 

1.1 0,817 

. , 2 o,838 

i , 3 0,857 

0,874 

i , 5 0,888 

1,6.* 0,901 

1, ; 0,912 
1,8. 0,922 

ï ,9-

2 .0 . 

2 .1 . 

2.2. 
2 . 3 . 

2 /,. 
2. :>. 
2 , 6 . 

2,7. 

I». 

O , 93 I 

0.938 

0,945 

0,9 >1 

. 0 ,957 

. 0,962 

. 0,966 

. 0,970 

. 0 ,973 

2 , 8 . . . . . . 0 , 9 7 5 

. 0,977 

o, 980 

. 0,982 

. 0 , 9 8 3 

. 0 ,985 

. 0,986 

. 0,988 

0,989 

• ° î 9 9 ' 

. 0,992 

• 0 ,993 

,6. 

3,8 

3,9-

4,o 0,994 

La probabilité P a une allure très différente de la 

loi de Gauss, c'est-à-dire de la fonction 
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Elle est égale k o , 5 pour t = o,363. On peut com-

parer la valeur correspondante de qui joue le rôle 

d'écart médian, au produit des écarts médians 7. et 3 

de x et de y. On a 

%z %z * z 

Pour t = o,363, on trouve s = ajî x o, 798. Donc, 

8 
l'écart médian en z est à peu près les ~ du produit des 

écarts médians en x,y. Mais, tandis que, dans la loi 

de Gauss, la probabilité augmente rapidement au delà 

de o, 5, elle augmente beaucoup plus lentement avec la 

loi actuelle. Par exemple, si 5 est égal à \ écarts 

médians, la probabilité P est seulement de 0,882, au 

lieu de 0,993 avec la loi de Gauss. Par contre, pour les 

petites valeurs de la croissance de P est plus rapide 

dV 
que celle de la fonction 0 . La dérivée est d'ailleurs 

iniinie pour / = o. Autrement dit, la courbe qui, dans 

le problème actuel, remplace la courbe classique dite 

« en chapeau de gendarme », présente une asymptote 

pour t = o. Le sommet du chapeau est à l'infini. Tou-

tefois, cet infini, est atteint très lentement; car il est 

de l'ordre de log£. 

SOLUTIONS DE Q U E S T I O N S J W O S É E S 

1483. 
(1883, p. 528; 1917, p. 233.) 

Soient V le volume \d'un tétraèdre et Vj le volume du 

tétraèdre obtenu en menant par un point quelconque des 
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droites égales et parallèles aux plus courtes distances a, 

y. des arêtes opposées du tétraèdre donné : on a 

GENTV. 
i 2 VV| = a2 p*?». 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

I Venions comme origine O un sommet du tétraèdre donné, 

soient Sj, S2} S3 les trois autres sommets; posons 

OSi = OS-2 — q, OS 3 — r, 

les coordonnées d e Sj, S2, S3 seront 

i' x ~ p a i, 

y = q b u 

v - = qcu 

et l'on a 

. .r = qa 2 , 

S 2 J = qb%, 

[ z = <y c2, 

« 1 ¿ 1 CJ 

tt2
 c2 

«3 

, x = /-a3, 

s3 ! r = 
! ~ = /v;3, 

- ZpqrA. 

Si A/, B/, C/ désignent les mineurs de A correspondant 

à a,\ bi, c/, les coefficients angulaires de la perpendiculaire 

coinmutie à OSt et S2 S3 seront 

< / A s + r À 2 q A t —/• A3 q A 2 — r A t 
; , , , 

!T| 0" [ (Tj 

= [(</ A f> )2 -+-- ( y A1 -h /• A:, )'
2 — ('q A > ~ - /• A j )2 , 

d'où 

f> cr, s3 

Y A 3 -i- / ' A 2 ^B3-4-/ ,B.2 F/C3-F-RG2 

pK%-±-rKx yoBs-hrB! /?C3-hrCt 

/)A2-f-^Ai /?B2-l-^B1 />C2-w/Gi 

1 q ^A t . 
(i 7,a2T3' 

AAi = 

d <>ii 

o r A q A 

/A o pA 

<7 A /? A o 

= 2 pqr\%, 

18 V, V =7?®^«r2 A3 
aBv 3 j 

a, a2 73 
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le plan mené par S2S3 parallèle à OSj a pour équation 

(x — qat) {q Aâ-j- rA2) 

{y — q b*)(q B,i-+- rBâ) -+- ( z — qc*) (r/C3-f- rC2) = o, 

a, distance de ce plan à l'origine, est égale à d'où 

<T! 

Q P Ï Q Ï R T A 3 

a j a2 a 3 

d'où enfin i8VV|= 

L'énoncé est donc partiellement inexact. 

1502. 

( 188V, p. ioo; 1917, p. 2.r{.) 

On donne dans, Vespace deux droites A et B. Une hyper-

bole H doit avoir la droite A pour directrice et être un 

méridien d } une surf ace gauche de révolution contenant la 

droite B. On demande le lieu du foyer de M correspondant 

à la directrice A . HALPHEN . 

SOLUTION 

P a r M . B . BOUVAIST. 

qqI _j_ i/2 
Soit ^ —— 1 = 0 la surface gauche de révolution 

considérée; soit O son centre; B rencontre le cercle de gorge 

en a, le plan OA en y; soient P et P' les pieds sur A et B de 

la perpendiculaire commune à A et B, D l'intersection de A 

avec le plan du centre de gorge, ¡3 l'intersection de la paral-

lèle à A menée par y avec ce même plan. 

Posons 
-

P P = d , 3 0 a = 0, ¡ 3 * 7 = ? -

On a 
c . a2cosO 

tango = - , a — a » 
a 

d — a( 1 — cos o cosO), PD — a sin6 sine. 

Soit F le foyer de la méridienne située dans le plan OA et 
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correspondant à la directrice A, 

DF = a coso tang2©. 

Soient P" la projection de P' sur le cercle de gorge, F' la 

projection de F sur la perpendiculaire en D à DP", 

DF' — DF si«i 0 ; 

d'où 
PD ; 

DF' ~~ tan g s* 

— ^ cosç tan g* s 

i — cos © cosO 

Ges deux relations montrent que le lieu cherché est la sec-

tion par le plan r mené par PP' perpendiculaire à B, du cy-

lindre parallèle à A ayant pour directrice l'ellipse (E ) située 

dans le plan mené par PP' perpendiculaire à A, et ayant pour 

foyer P, pour centre P', pour demi-axe focal ^ » pourdeini-

coso 

axe non local, dtangcp. 

Il en résulte immédiatement que it est un plan cyclique du 

cylindre et que le lieu cherché est le cercle de centre P' de 
rayon ^ » situé dans le plan t.. J COSO 1 

\uire solution par M. FAUCHEUX. 

1508. 

\ 1 NXi, |t. ',2S; ly 17, p. 2.Î.Î.. 

On sait que les cordes d'une conique qui sont vues d'un 

point C de la courbe sous un angle droit passent par un 

point fixe P: la polaire de ce point, par rapport à la co-

nique, est une corde commune à cette courbe et au point G 

considéré comme un cercle infiniment petit. 

Cela posé. soient A et B deux points quelconques de cette 

polaire. Par les trois points A, B, C, on peut faire passer 

trois coniques ayant un contact du second ordre avec la 

conique donnée aux points L, M, N, respectivement. Les 

droites GL, GM, GN sont normales aux côtés d }un triangle 

equilateral, et il en est de même des droites qui joignent G 
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aux quatrièmes points de rencontre des trois coniques 

osculatrices deux à deux. GBNTY. 

SOLUTION 

Par M. R. BOUVAIST. 

Si après avoir fait correspondre aux points A et B' les points 

cycliques dans une transformation homographique, nous 

prenons l'inverse de ia conique transformée par rapport au 

point G, la proposition à démontrer devient la suivante : 

Si Von joint le point double C d yune cubique nodale 

aux trois points d'inflexion I j , I2, I3 de cette cubique, les 

rapports anharmoniques des faisceaux formés par les 

tangentes au point double et les droites C l t C I * , C I 2 C I 3 , 

CI 3CI i sont égaux aux racines cubiques imaginaires de 

Vunité. Il en est de même pour les faisceaux formés par 

les tangentes au point double et les droites GTiCTj, 

CT 2 CT 3 , CT3CT1 ; TJ, T2 , T 3 étant les sommets du triangle 

formé par les tangentes d 'inflexion. 

Soit en eft'et (x -h y -h z) 3—ijxyz — o l'équation cano-

nique de la cubique, les côtés du triangle de référence sont 

les tangentes d'inflexion, la droite x h- y -4- z = o joint les 

points d'inflexion, le point x = y = z est le point double, les 

tangentes en ce point sont 

x — t v + = o 
„ avec t l—i+i = o. 

x - V 1 y — t z — o 

Les rapports anharmoniques (l t I2), (1213), ( I 3 I i ) sont ^ ^ 1 

t — 1 
¿(1 i t ) ' ' C S R A P P O R T S ENHARMONIQUES ( T ^ T J ) , ( T 2 T 3 ) , 

( T j T j ) sont — t2, — j , valeurs qui, d'après la relation 

¿2 __ 1 1 = 0 ) satisfont à l'énoncé. 

1528. 

(1885, |). rai ; 1S17, p. 235.) 

Soient PA, PB, PG les trois normales menées d Jun 

point P à une parabole donnée; on considère les centres 

Ann. de Matkèmat4* série, t. XIX. (Février 1919.) 6 
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0, 0 \ O", O'" des quatre cercles tangents aux côtés du 

triangle ABC. 

i° Si le point P est sur la directrice, il coïncide avec 

Vun des points O, O', O", Om. Les trois autres sont sur la pa-

rabole lieu des sommets des angles droits normaux à la 

parabole donnée. 

3° Par les points O, O', O", O '"on peut faire passer trois 

hyperboles équilatères, telles que les normales à chacune 

d*elles en ces quatre points soient concourantes. Les trois 

points de concours Q1} Q2 , Q3 sont sur un cercle concen-

trique au cercle circonscrit au triangle ABC et de rayon 

triple, et sur les rayons de ce cercle qui passent par les 

centres des hyperboles correspondantes. Pour quelles posi-

tions du point P les trois hyperboles sont-elles réelles ? 

Vune de ces hyperboles a son centre sur Vaxe de la para-

bole. Si le point Q correspondant est sur la parabole, 

l'hyperbole correspondante passe par le point P. 

3° En général, quel est le lieu du point P tel que Vune 

des hyperboles précédentes passe par ce point ? Quel est le 

lieu du point de concours Q, du centre de Vhyperbole, des 

points O, O', 0", O"'? 

4° Quel est le lieu des points Q t , Q2 , Q3 si le point P 

décrit une droite donnée. J. HADAMARD. 

SOLUTION 

P a r M. H. BOUVAIST. 

S o i e n t ^ 2 — x p x = o la parabole donnée; x0y y0 le point P, 

nous aurons 

BG s? xti \/Tp -h t\y + py0= o, \{x = t\, y == \Z7p), 

CX^xtis/Tp -htly-hpyo^ o, B(x = I|, y= hs/Tp), 

AB ^ x h /vp + + pyo = o, C (x = t\, y = h yfxp), 

11, ¿21 h étant racines de l'équation 

¿3 — t y/zp(x0~p) —py0 = o. 

Le triangle ABC est conjugué aux deux hyperboles équila-
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télés : 

( H | ) = 2xy-+-py0=o, . 

(H2) = x2 — y2 — «2(p -f- x0)x - 4 - yy0 •+• x\ — p* = o; 

les points d'intersection de ces deux courbes sont les points 

0, 0', 0% 0\ 

î" Si #0 = — — > on a 

H ! = ^ — JTo) = o, 

(X -h ^ ^ r - _ r ( r - r o ) = o, 

et les points d'intersection de H t et Hj autres que P sont sur 

la parabole 

2 x -- y y 0 == o 

ou encore sur la parabole 

rT , px 3/> 2  

7T T: — 11., = V2 1 = o, 
" 4 

lieu des sommets des angles droits normaux à y- — ipx = o. 

9.° Soient a, ¡3 les coordonnées de Qj, l'hyperbole d'Appol-

lonius de ce point par rapport à l'hyperbole XH 1-4-H î=o 

doit faire partie du faisceau linéaire déterminé par Ht et H2, 

d'où les relations 

— Xa -h p -h 2 X ( p -h x0 ) & — o, 

a -h ] 

— + f- Xo^—pyo- 3*- X(rF| —/>*) =o ; 

I — Xa 

1 2 

( I ) j a -4- A p -f- (/> H- .r0 ) — X jk0 = o, 

i 

d'où, par élimination de a et ¡3, 

équation qui déterminera les trois hyperboles répondant à la 

question. 



( 7« ) 

Soit u> le centre du cercle ABC, ses coordonnées sont 

p x o 

4 

Des deux premières relations (i) on déduit par élimination 

de X 
a24- p» — i<xx{û— 2 — 8(a?î> 4- y%) = o, 

équation d'un cercle concentrique au cercle ABC et de rayon 

triple. 

Le centre de l'hyperbole XHIH-H* est à l'intersection des 

droites : 

x 4- \y = 2#(I), 

— Xa7-4-jr = 2JKo), 

ou, en transportant l'origine en a>, 

x y — xM — XjKw, 

dans les mêmes conditions les deux premières relations (i) 

qui déterminent a, ¡3 s'écrivent 

— Xa -h ¡3 -f- 3 ( X 4 - y ^ = o, 

a -h X[3 -h 3 O w — X ^ ) = o ; 

la droite OJQJ passe donc par le centre de XH|4-H 2 =o et 

l'on a en désignant par xc, yc les coordonnées de ce point 

a = i(p 4 - xQ) — 3XC, 

L'équatiori (2) peut s'écrire 

|x(ar04-/>)4- ^ J jjx2(a?o — /')•+• 3X—-2(a?o-Ha/>)J = O. 

Les trois hyperboles 

X /H ,+ Hs = o (I = I , 2 , 3 ) 
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seront réelles si l'on a 

9y% H- 3s(ar0-+-a/>) ( * • — />) > o ; 

le point Q correspondant a pour coordonnées 

y = ro. 

L'hyperbole considérée passera par le point P, si l'on a 

c'est-à-dire P étant quelconque si le point Q est sur 

3° D'une façon générale, l'hyperbole 

xy — + + + ^ —P 2 = o 

passera par P, si l'on a 

c'est-à-dire si le point P est de 

!

•' y 2 — ipx — o sur la directrice, 

y 2-h- 2p(x -+-/>) = o sur la parabole, 

y z(£x — 5p) — 2 p * ( x — p = o) sur la cubique. 

a. Lieu du point de concours Q et lieu des centres des 

hyperboles. — Nous avons d'une façon générale 

(p 4- lXo)[yl 4- 2/>(#o4-^)J = o, 

y 2 — 2 p x = o. 

(2a7o-+-y?)(XjKo —p) = O, 

# a = 2 ( /? 4- A?0) — 3A?C ET xc — 
14- X* 

(Q) 

yp = yo~~ 3 7« c 
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Les relations ( I ) permettant d'exprimer p-+-x0 et y0 en 

fonction d'un même paramètre et l'équation (a) donnant X en 

fonction de ce même paramètre, on obtiendra sans difficulté 

les équations paramétriques des divers lieux; ces calculs ne 

présentant aucun intérêt particulier, nous ne les effectuerons 

pas. 

¡3. Lieu des points O, 0 ' , O", 0"'. — Ces quatre points sont 

à l'intersection des hyperboles 

ixy -hpy0= o, 

xi yi__ Xo)x -h yy0-*~ —P i ~ 

Si P décrit la directrice de y 2— ipx = o, nous savons que 

les lieux cherchés se composent de la directrice et de la para-

bole lieu des sommets des angles droits normaux à 

y 2— ipx = o. 

Si P décrit la parabole y 2 -t- ip(x -+-/>) = o, nous poserons 

Vo — t \A/>, 

-+"/> = — t 2, 

et nous éliminerons t entre les deux équations : 

i xy p ^ipt •=. o, 

x 2 — y 2 -h t \f*py 2 t*(p -h x) -h = o, 

d'où 

4 x^y* -h -f- p)p* — 2 xytpS-h p*(x*— y2) = o. 

Si P décrit la cubique, nous poserons 

et l'équation du lieu s'obtiendra comme précédemment. 

4° Si le point P décrit une droite donnée, nous aurons, 
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comme plus haut, pour les coordonnées de Q f , Q*, Qs, 

a(Xi-Hi) > 

X étant déterminé par l'équation (2) eta?0, yo exprimés linéai-

rement en fonction d'un paramétre. 

2312. 

( 1917, p. «0.) 

Soient G une courbe gauche et Ci la courbe qui est le 

lieu des centres des sphères osculatrices à G. Si l'on 

désigne par R le rayon de courbure en un point M de C, 

par p le rayon MMj de la sphère osculatrice au même 

point, par Ki le rayon de courbure de Ci au point Mj > 

on a, lorsque R n'est pas constant, 

( a ) 

R . B RICARD. 

Si R est constant, on a 

(b) R 1 = = p = R. 

SOLUTION 

F a r M . G . FONTENÉ. 

Étant donnée une eourbe gauche C, la courbe qui admet 

comme plans osculateurs les plans normaux a pour tangentes 

les axes des cercles osculateurs et pour points les centres des 

sphères osculatrices. Si O est le centre du cercle osculateur 

en M, on a immédiatement 

dR 
(1) O M I = = — , 

rj étant l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, 

et dR étant mis pour On déduit d'abord de là la for-
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mule connue 

<0 O M , = T f , 

T étant le rayon de torsion. Mais on en déduit aussi bien 

(i") = 
as i 

puisque 7) est en même temps l'angle de contingence .de la 

courbe Cj . Si M' et M't sont sur les courbes G et Ct deux 

points correspondants infiniment voisins des points M et M t , 

et si l'on mène M' tP perpendiculaire à MMj, comme MJ M'-

est égal à M't M en négligeant un infiniment petit du second 

ordre, on a 

p asx dsi 

on a donc bien 

Si R est constant, OMj est nul. La courbe Ci est lieu des 

centres de courbure pour G. Il est bien connu que, inverse-

ment, la courbe G est lieu des centres de courbure pour Cf. 

On a bien R t = p = R. 

Autres solutions, par MM. R . BOUVAIST, M. FAUCHEUX, R. GOOR-

MAGHTIGH, J. ROSE, L . MALOUK et Un Abonné. 
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[M4n] 
su i t L m i C O Ï B E GAUCHE; 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E . 

1. Dans notre Cours de Géométrie pure et appli-

quée de VEcole Polytechnique (t. I, p. 3 io) , la 

théorie de l'hélicoïde gauche a été prise pour l'un des 

exemples d'application de la méthode de Mannheim, 

fondée sur l'emploi des principes de la Géométrie ciné-

matique. 

Nous avons précédemment fait voir (Bu l l e t i n de la 

Société mathématique de France, 1896, p. 114) 

comment un procédé plus strictement géométrique 

permet d'étudier les surfaces gauches à cône directeur 

de révolution les plus générales, dont PhélicoVde gauche 

ordinaire (à noyau cylindrique de révolution) n'est 

qu'un cas particulier. Toutefois, les simplifications qui 

apparaissent quand on se borne à ce cas méritent 

d'être mises en évidence. C'est ce qui va être fait 

dans la présente Note où se rencontreront d'ailleurs 

quelques remarques nouvelles. 

2. Soit, en projection sur un plan de section droite 

(perpendiculaire à l'axe) de la surface, pris comme 

plan horizontal, un point m de la génératrice D. 

Si z est la cote, par rapport à ce plan de section 

droite, du po in tp où la génératrice D touche le noyau 

cylindrique de la surface, et si o est l'inclinaison de 

< otte génératrice sur ce plan, on a 

pm = z cot«p, 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. X IX . (Mars 1919.) 7 
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d'où 
d.pm = cot© dz 

Mais, si dtù est l'angle correspondant dont tourne op7 

dz = h dixJ, 

h élant le pas réduit de l'hélicoïde. Donc 

d.ptn = h cotcp d<a. 

Or, si la normale en m à la projection de la section 

droite coupe en n la normale op à l'enveloppe de mpr 

on a (1 ) 
d.pm = on dtù. 

Par suite, 

( i ) on = h coto. 

Le point n est donc le même quel que soit le point m 

( 1 ) Cours de Géométrie pure et appliquée, t. I, | . 127, 

formule {IX bis). 
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fois le pôle de cette génératrice sur la projection consi-

dérée. Lorsqu'on fait varier la génératrice D, ce pôle 

décrit un cercle (n ) de centre o, dit cercle polaire. 

Les normales aux sections droites le long de D , 

toutes horizontales, rencontrant la génératrice D et la 

verticale du pôle n, engendrent donc un paraboloïde 

hyperbolique que nous appellerons TZ0. 

Quant aux normales à la surface le long de D , qui 

engendrent, comme on sait, également un paraboloïde 

(que nous représenterons par 7^), comme elles se pro-

jettent suivant les droites mn, on voit qu'elles ren-

contrent les deux mêmes directrices. 

3. Cherchons, surD, le point a de la courbe d'ombre 

produit par des rayons parallèles à une direction 

donnée, inclinée à l'angle sur l'horizon. Celui de ces 

rayons qui passe par />, ayant pour trace, sur le plan 

de section droite de m, le point r, tel que 

pr = ^cot^, 

mr est la direction de l'horizontale du plan tangent en u7 

et, par suite, ce point se trouve sur la perpendiculaire 

abaissée de n sur mr . 

Appelons q le point où nu rencontre la perpendi-

culaire abaissée de o sur pr, droite fixe puisque la 

direction de pr l'est elle-même. 

Le triangle on q, semblable au triangle pmr ( côtés 

deux à deux perpendiculaires), donne 

oq pr cot«}' 
on ~~ pm cot cp ' 

ou, d'après ( 1 ), 

(2) oq = &cott}>. 

Le point q est donc un point fixe. On l'appelle, en 

projection, le pôle de la courbe d'ombre. 
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Lors donc qu'on fait varier la génératrice D on voit 

que la construction de la courbe d'ombre, point par 

point, est la suivante : on joint le pôle n de D , qui 

décrit le cercle polaire (n), au pâle fixe q; la 

droite nq coupe D au point u qui décrit la courbe 

d'ombre. 

Déduisons de là la normale à la courbe d'ombre. 

Pour cela, nous appliquerons au triangle variable npu 

le procédé de Mannheim (Cours de Géométrie pure 

et appliquée, t. I, p. 126) en remarquant que les 

côtés np et un pivotent respectivement autour des 

points o et q, que le côté mp a pour enveloppe le 

cercle (/>), que les sommets n et/? décrivent les cercles(n) 

et (p) de centre o. Si donc la Anormale cherchée à la 

courbe (u) coupe en v etwla normale op au cercle ( p ) 

et la perpendiculaire élevée à un au point q, qui elle-

même rencontre en s le rayon op, on a 

d(n) no d( p) po d(u) uw 

d(p) po' d{u) uv' d(n) ns ' 

d'où, par multiplication membre à membre, 

no.uw 

uv. ns 

Ou 
uw ns 

uv no 

Mais, si l'on tire par w, à op, la parallèle v'w' qui 

coupe oq en v' et qs en on a 

ns uw' 

no uv' 

Donc 
uw' _ uw 

uv' ~~ uv ' 

ce qui montre que vv' est parallèle à ww\ c'est-à-dire 
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perpendiculaire à nu. De là, la construction cherchée : 

prendre le point de rencontre v de la droite fixe oq 

et de la perpendiculaire élevée en u à D ; mener 

de v r à nu la perpendiculaire v'ç qui coupe on en v ; 

uv est la normale à la courbe d'ombre. 

Si l'hélicoïde est à plan directeur (ici confondu avec 

le plan horizontal), le pôle q de la courbe d'ombre 

reste le même, mais celui n de la génératrice D va à 

l'infini sur op; dès lors, le point u est le pied delà 

perpendiculaire abaissée de q sur D ; autrement dit, la 

projection (u) de la courbe d'ombre devient la podaire 

du cercle ( p ) par rapport au point q. Dans ce cas, le 

point c' se confond avec le point q et le point v avec le 

pied de la perpendiculaire abaissée de q sur op ; on re-

trouve bien ainsi la construction classique de la nor-

male à la podaire. 

4. Nous allons maintenant déterminer le centre de 

courbure c de la section droite répondant au point m. 

Pour cela, jnous appliquerons le même procédé que ci-

dessus au triangle npm. Les sommets de ce triangle 

décrivent respectivement le cercle (zi), le cercle (p) et 

la section droite dont la normale est mn ; son côté np 

pivote autour du point o; son côté pm reste tangent au 

cercle (p)m, l'inconnue est le point c où mn touche son 

enveloppe ; on a 

d(n) no d(p) po d(m) _ me 

d{p)~ po d(m) mn d(n) nk 

si k est le point où on rencontre la normale à l'enve-

loppe de mn, c'est-à-dire la perpendiculaire élevée 

en c à mn. 

De là, si l'on multiplie membre à membre, 

no. me 
= I 

mn.nk 
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OU 

nA me 

no mn 

Tirons la parallèle cl à no, qui coupe mo en L Nous 

avons 

me _ cl 

mn no 

I l résulte de là que cl — nk, et, par suite, que Ik est 

parallèle à ne. Si donc ml coupe ck en y, il vient 

jm _ cm __ cm cm 

jl kl ne en 

Elevons en n la perpendiculaire ng à mn\ cette 

droite étant parallèle à cj\ de même que no l'est à c/, 

les triangles nog et clj sont homothétiques par rapport 

à m, et l'on a 
gm jm 

!F> ~ ~Jï 

ou, d'après l'égalité précédente, 

gm cm 

go en 

Si donc la droite cg coupe no en le triangle mno 

coupé par la transversale cig donne 

cm in go _ 

en io g m ' 

ou, en vertu de la précédente égalité. 

in __ 

io ~~ 

ce qui montre que le point ¿est le milieu de on. 

La construction du centre de courbure c se réduit 

donc à ceci : prendre le point de rencontre g de om 
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et de la perpendiculaire élevée en n à mn; la 

droite qui joint ce point g au milieu i de o n passe 

par le centre de courbure c. 

Si le noyau cylindrique de l'hélicoïde se réduit à son 

axe, autrement dit, si la génératrice D rencontre cons-

tamment cet axe, l'hélicoïde devient une surface de vis 

à filet triangulaire. Dans ce cas, l'angle mon étant 

droit, le point n est l'extréfnité de la sous-normale 

polaire rapportée au pôle o. Le lieu de cette extrémité 

est donc alors le cercle (n) , ce qui caractérise une 

spirale d'Archimède. Telle est, en effet, comme on sait, 

la section droite de la surface de vis à filet triangulaire. 

Voyons ce que devient alors la construction du centre 

de courbure c. Faisant la figure dans cette hypothèse, 

on voit que le triangle mng-, rectangle en admet no 

pour hauteur. Le centre de courbure c se trouve alors 

sur la droite joignant le sommet g au milieu de i de la 

hauteur issue du sommet de l'angle droit; on sait que 

cette droite n'est autre que la symédiane issue de g 

dans le triangle mng ; on retrouve ainsi un résultat que 

nous avons obtenu jadis ( I V . A . , 1880, p. 292). 

5. Etudions le lieu du centre de courbure c pour les 

points m distribués le long de D. Le point c est donné 

par la rencontre de deux droites issues de points 

alors fixes n et i, l'une joignant le point n au point m 

variable sur D, l'autre joignant le point i au point 

de rencontre g de mo et de la perpendiculaire élevée 

enn à mn. 

Les deux faisceaux au moyen desquels on engendre 

ainsi la courbe (c) ne sont pas homographiques, 

attendu que, si à une droite ne ne correspond qu'une 

droite icy en revanche, à une droite ic correspondent 

deux droites ne; néanmoins cette courbe est une 

conique; on peut le voir comme suit : elle passe par 
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le point /?, avec lequel le point c coïncide lorsque le 

point m est à l'infini sur D , et ce point est évidemment 

simple sur la courbe; or, ce que nous venons de dire 

montre que, sur chaque droite issue de /?, il n'existe, 

en dehors de /?, qu'un seul point c du lieu; ce lieu est 

donc bien une conique. 

Il est facile d'en obtenir les directions asympto-

tiques. En effet, le point c s'éloigne à l'infini lorsque gi 

est parallèle à mn ; mais, en ce cas : i° le point g est 

le milieu de om et, par suite, se trouve sur la parallèle o 

à D, à mi-distance du point o; 2° l'angle ign est droit 

et le point g se trouve sur le cercle y décrit sur on 

comme diamètre. Les droites joignant le point n aux 

points communs à la droite S et au cercle y font con-

naître les directions asymptotiques cherchées. 

Pour qu'elles soient réelles et, conséquemment, 

pour que la conique (c) (qui a, dans tous les cas, un 

axe dirigé suivant on) soit une hyperbole, il faut et il 

suffit que la droite 3 rencontre en des points réels le 

cercle y, ce qui a lieu si pn est inférieur à 

Lorsque n se confond avec le milieu de po, la 

conique (c) est une parabole. Elle est une ellipse 

lorsque n est plus éloigné de p que le milieu de po. 

Dans l'espace, le lieu des centres de courbure c est 

à l'intersection du cylindre vertical T ayant pour base 

la conique (c) sus-définie avec le paraboloïde que nous 

avons appelé ~0 au n° 2. Ce cylindre et ce paraboloïde 

ayant en commun la verticale du pôle n de la géné-

ratrice D, le reste de leur intersection est une cubique 

g auche ; tel est donc le lieu cherché. 

Remarquons que, si nous pratiquons dans la surface 

une section normale par la tangente en m à la section 

droite, section que, pour abréger (nous pourrions 
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appeler une section normale droite le long de D) , le 

théorème de Meusnier montre que le centre de cour-

bure de cette section se projette également en c sur le 

plan horizontal. Le lieu de ce centre de courbure est 

donc à l'intersection du même cylindre T que ci-dessus 

et du paraboloïde des normales le long de D, désigné 

par 7T, au n° 2. Ces deux quadriques ayant encore en 

commun la verticale de /i, on voit que ce lieu est 

également constitué par une cubique gauche. 

[ P b a ] [ K 2 3 a ] 

suit UNE HOMOGRAPHIE PARTICULIÈRE 
ET SON APPLICATION A LA PERSPECTIVE; 

PAR M. M. n'OCAGNE. 

Cette homographie peut être définie comme le pro-

duit d'une homologie par une rotation d'angle quel-

conque autour du pôle de cette homologie. 

C'est sur sa considération qu'est fondé l'ingénieux 

procédé de mise en perspective du colonel de la 

Fresnaye, auquel est consacrée la Note 2 de VAppendice 

de notre Cours de Géométrie pure et appliquée de 

VEcole Polytechnique (t. I , p. 349). 

Le but de la présente Note est de faire connaître une 

démonstration extrêmement simplifiée d'une des pro-

priétés fondamentales de cette homographie. 

Rappelons d'abord sa définition précise: soit[M (] la 

figure homologique de [M] pour le pôle O« et l'axe LL 
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d'homologie, et soit [M7] ce que devient [M4] après 

une rotation d'angle a quelconque (rétrograde sur la 

figure ci-jointe) autour du pôle O j . 

. Le théorème de M. de la Fesnaye consiste en ce 

que, si DD est la droite double de Vhomographie qui 

fait correspondre [M7] ci [M], et si cette droite est 

coupée par ladroiteMW au point M", l'angle MOM" 

est constant. 

Soit ¡3 la grandeur de cet angle constant. Si cette 

grandeur est connue, ainsi que la droite DD, 

on voit comment on pourra construire le point M 

répondant à un point M7 donné. Faisant pivoter autour 

du point O le faisceau invariable que forment, avec 

une droite A, deux autres droites A' et M' respecti-

vement inclinées sur la première des angles a et ¡3 , on 

amène la droite A' à passer pas le point M' ; la 

droite A'7 coupe alors D D en un point M7; par M7 et M77 

on fait passer le bord d'une règle qui rencontre la 

droite A au point M cherché. Moyennant l'usage de ce 

faisceau et de cette règle, on peut donc marquer sur le 

plan la position du point M sans avoir à tracer aucune 

ligne de construction. Or, si LL est la ligne de terre, 

H 

L 
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«pie point principal de fuite, O le point situé sur la per-

pendiculaire abaissée de ç sur LL , à une distance <pO 

de ce point égale à la distance principale, [M] est la 

perspective de la figure géométpale rabattue de front 

autour de L L en [M4] et identique à [M']. 11 

suffit donc de fixer cette figure géométralé (au besoin 

dessinée sur un transparent) dans la position [M'] pour 

obtenir la perspective [M]sa/is lignes de construction. 

Tel est l'ingénieux procédé imaginé pour la mise en 

perspective du géométral par le colonel de la Fresnaye 

et qu'il a complété, en ce qui concerne la mise en 

hauteur, par la remarque bien simple que voici : si z 

est la hauteur d'un point à mettre en perspective 

sur la verticale du point M, lorsqiCon fait tourner 

le faisceau mobile autour de O de façon que la dis-

tance du point M 7 à M devienne égale à z, la dis-

tance du point M à la nouvelle position de A est 

égale à la hauteur mise en perspective au-dessus 

de M. 

La démonstration de la constance de l'angle MOM' 

et la détermination de la valeur de cet angle sont 

données, à l'endroit cité, sous une forme très simple 

que nous allons rappeler ici en quelques mots pour 

que le lecteur n'ait pas à s'y reporter : 

En premier lieu, l'angle des rayons OM et OM' 

étant constant (égal à a), ces rayons engendrent deux 

faisceaux homographiques dont les rayons doubles sont 

les droites isotropes issues de O . Les droites doubles 

de l'homographie qui fait correspondre [M] à [M'] 

sont donc, outre la droite réelle DD , ces deux droites 

isotropes. 1.1 en résulte, si la droite MM7 rencontre une 

de ces droites isotropes en K , que le rapport anharmo-

nique (MM'M"K.) est constant, donc aussi celui du 

faisceau O (MM'ftP'K.), et comme les angles que font 
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entre eux trois de ces rayons, O M , OM ' et OK., 

sont constants, il en est de même de l'angle que fait le 

quatrième OM" avec l'un quelconque d'entre eux. 

Pour obtenir la grandeur de l'angle ¡3, il suffit de 

construire un point M" au moyen de deux couples de 

points M et M7 pris sur les mêmes positions de A et A'. 

Faisons coïncider A avec OA et prenons sur cette droite 

les points A et © situés à sa rencontre avec LLe t H H , 

droite conjuguée de la droite à l'infini de [M,] (ligne 

d'horizon dans le cas de la perspective). Le point A< 

coïncidant alors avec A, le point A's'obtient en faisant 

tourner OA de l'angle a autour de O , et le point <p, 

étant à l'infini sur OA, ©'est à l'infini sur OA', ce qui 

montre que le point A'; s'obtient en faisant tourner y A 

de l'angle a (pris avec son sens) autour de © ; joignant 

ensuite OA", on a, en A O A", la grandeur de l'angle ¡3 

cherché. 

Reste à déterminer la droite double DD qui se 

confond avec A"M". Elle n'est autre que la perpendi-

culaire élevée en A" à OA". C'est cette dernière pro-

priété qui se trouve assez laborieusement établie à 

l'endroit cité et qui, comme nous allons le faire voir ici, 

peut s'obtenir très simplement. 

Si nous considérons le point de rencontre I de OM 

et de HH , son correspondant l{ est à l'infini sur OM ; 

donc I' est à l'infini sur OM' et la droite II ' , qui passe 

par M", est parallèle à OM'. Il en résulte que le 

triangle OlM" est de similitude constante et, par suite, 

que Je rayon vecteur 01 fait avec le lieu de I, qui est 

la droite HH, le même angle qne OM" avec le lieu 

de M'7, qui est la droite DD . Lorsque le point I vient 

en ©, le point M" vient en A"; donc, de même que la 

droite HH est perpendiculaire à O ç en cp, la droite D D 

est perpendiculaire à OA" en A". C. Q. F. n. 
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[Nv lf ] 
SUR UNE CLASSE DE COURBES PLANES REMARQUABLES; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

Les courbes T dont l'équation intrinsèque a la forme 

dç> 

(D -2XV 

s et p désignant l'arc et le rayon de courbure, com-

prennent comme cas particuliers plusieurs familles de 

courbes remarquables. Lorsque 

l'équation ( i) représente une courbe de Ribaucour 

d'indice n. La courbe T est une spirale sinusoïde 

d'indice n si l'on a 

n n -
A = zrz , V — 

Quand Xy = i , on déduit de ( i ) une équation de la 

forme 

et les courbes T sont donc alors les cycloidales. 

Pour A v = i , l'équation ( i ) représente une dévelop-

pante à point triple d'une cycloïdale. Si v = i , la 

courbe F est Y antiradiale d'une spirale sinusoïde 

d'indice X; sa courbe de Mannheim est alors une 
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courbe de Ribaucour d'indice 2X— 1. Enfin, si l'on a 

\
 1 

A — — T 
n — 1 

l'équation (1) s'écrit 

n 1 ^ do 
s = 

les courbern&t>résentées par cette équation sont telles 

que leurs cercles oscillateurs dilatés dans un rapport 

constant, par rapport à l̂ juirs points de contact, aient 

une tangente commune. 

D'une manière générale, la di^gjoppée de la 

courbe ( 1 ) a pour équation intrinsèque 

cette équation caractérise les courbes auxquelles 

M. Haton de la Goupillière a donné le nom de courbes 

barocentriques ( ' ) et qui sont telles que l'abscisse en 

un point soit proportionnelle à une puissance de 

Ceci posé, nous allons démontrer plusieurs théo-

rèmes généraux relatifs aux courbes T; quelques-unes 

de ces propositions comprennent comme cas spéciaux 

un grand nombre de propriétés particulières connues 

des différentes familles de courbes que nous venons 

d'énumérer. 

1. Définition géométrique des courbes T. — En 

l'arc 

( l ) Recherches sur les centres de gravité ( Journal de VÉcole 

Polytechnique y 1870). 
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vertu d'une propriété générale des courbes de Cesàro, 

la perpendiculaire abaissée d'un point d'une courbe de 

Ribaucour surla directrice divise le rayon de courbure 

correspondant de la développée dans un rapport cons-

tant. Cette propriété conduit à considérer le problème 

suivant : 

La normale au point M d'une courbe fait avec 

une droite fixe un angle © ; déterminer les courbes 

telles que la droite menée par M et faisant avec la 

normale un angle X© divise le rayon de courbure 

de la développée dans un rapvort constant. 

Soient C et C4 les deux premiers centres de cour-

bure de la courbe correspondant au point M ; prenons 

comme axes mobiles des x et des y la tangente et la 

normale au point C de la développée, la direction posi-

tive de Taxe des x ayant le sens de MC, celle de l'axe 

des y ayant le sens de CC4 . Désignons par p, et s% le 

rayon de courbure et l'arc de la développée, l'origine 

des arcs étant telle que le point M ait pour coor-

données ( — ^ , 0 ) . La condition imposée se traduit 

par la relation 

sx tangÀ<p = vpt = — v • 

On en déduit en intégrant 

cosXcp = 6«XV. 

Si l'on dérive par rapport à sK, en tenant encore compte 

de la relation = on a 
pi ds\ 

sinX<p = vòpjS!^"1. . 

En éliminant o et en posant fe = a~~Xv, on trouve 

l'équation * 

" - V i s r -
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identique à (3) ; par conséquent, les courbes cherchées 

sont les courbes T. 

Quand on suppose A = rb i , on retrouve la propriété 

des courbes de Ribaucour, rappelée ci-dessus. 

Dans le cas particulier d'une spirale sinusoïde d'in-

dice la droite menée par M et divisant le rayon de 

courbure de la développée dans le rapport de —(tt-f-i) 

à 2 n est le rayon vecteur du point M, et la propriété 

générale des courbes F que nous venons d'obtenir 

donne cette propriété bien connue : 

Lorsque le rayon vecteur tourne uniformément 

autour du pôle, la tangente tourne uniformément 

autour du point de contact. 

La signification des paramètres "X, v ressort des con-

sidérations qui précèdent ; il est utile d'observer qu'une 

courbe F caractérisée parles paramètres A, v peut aussi 

être considérée comme correspondant aux paramètres 

— A,' —v. 

2. Causticoïdes d'indices ±: a des courbes T.— 

Soit A la droite fixe considérée dans la définition des 

courbes F, et proposons-nous de déterminer les causti-

coïdes d'indices zt produites par des rayons paral-

lèles à A, c'est-à-dire les enveloppes des droites qui 

font avec la normale M G les angles ± As. En vertu 

d'une remarque qui précède, il suffit de chercher, par 

exemple, l'enveloppe de la droite qui fait avec MC 

l'angle A© ; l'autre enveloppe se déduit du résultat 

obtenu en considérant la courbe comme étant définie 

par les paramètres —A, —v . La droite considérée a 

pour équation 1 

/ O , y, y - (x^-s t) tangXcp = o; 
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les coordonnées du point où elle touche son enveloppe 

s'obtiennent en résolvant le système formé par cette 

équation et 

on trouve 

, j r àf à/ 

. î | . c o s s X i p p i n c o s 
X ; ^ | , y — ? • 

I — A J I — A 

On déduit de là, d'après les formules de Ceskro, 

Z x C O S X G f . ( 2 X — l ) Si s i l l X o ~ l 
— en? A© H —- f 

l — A | ' pi J 

o y s i n Xcp [ . ( *> X — i ) s* s i n X © 1 

<1S\ t — A J pi J 

Si l'on désigne par s' et p; l are et le rayon de cour-

bure de la causticoïde, on a donc 

' / s ' I f . ( 'X A — l ) . V | s i l l X o l 
-7— — . COS A es ï 
ils i »—>1  4 pi ] 

l - 4 - ( '}. X I ) \ 

I — A 
bs>: 

- p] I -r- CsX — I J\ 

' I - A (I— X)2 

En supposant 

(4 ) XV -;- ! y (>, I ~r \ l)v ^ O, 

et en posant 

_ l + ( ' ¿X — I )V r ^ 

on trouve, pour l'équation intrinsèque de la causti-

coïde d'indice A, 

( X v - f - i ) . v ' a j ¡s \ -
V ( I — X j V \ c 

/ I _ ) >.v -+- 1 __ , : 

cette équation représente une courbe barocentrique, 

Aun. de Aíathémat.) 4* serie, t. XIX. (Mars i<>i«).) & 
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développée de la courbe F d'équation 

v ( f — X ) dp 
( 5 ) AV -h I / / 2 >,V 

On a donc ce théorème : 

Les causticoïdes d'indices =b A des courbes F sont 

des courbes barocentriques. 

Par exemple, pour une courbe de Ribaucour d'in-

dice 7i, on a 

_ n 1 

~ ' n — i ' 

et l'équation ( .Y) sVcrit 

J m 
Les caustiques par réflexion des courbes de 

/iibaucour, pour des rayons incidents perpendicu-

laires ci la directrice, sont les développées des 

courbes telles que leurs cercles osculateurs dilatés 

dans un rapport constant, par rapport à leurs 

points de contact, aient une tangente commune ( '). 

Si la seconde condition (4) n'est pas remplie, la 

courbe T est une spirale sinusoïde d'indice n définie 

par les paramètres 

l'une des causticoïdes se réduit au pôle, l'autre est, 

d'après l'équation (5), la développée d'une spirale 

( ' ) Cette proposition ne diffère pas essentiellement d'un théo-

rème connu dù à Ccsàro {Cf. § 4). 
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sinusoïde d'indice ™ 7 [ e Ce résultat est identique à 

cette proposition connue : 

La podaire d'une spirale sinusoïde d'indice n 

par rapport au pôle est une spirale sinusoïde d'in-

dice —— • 
n -+- i 

Quand F est un cercle, l'équation (5) prend la 

forine 
il— a <ji 

par conséquent, toutes les causticoïdes du cercle 

sont des cycloïdales ( 1). 

Si T est une cycloïdale, 011 trouve comme causti-

coïdes des cycloïdales. 

Enfin, lorsque T est une des courbes (2), la causti-

coïde d'indice h~ - est une courbe de Ribciucour. 
1 

Dans le cas où A 7 = — 1, on trouve de même, comme 

équation des causticoïdes, 

Ov A / 
s'= — — V/ e 1 • 

v rt i w 

Par exemple, quand F est la syntractrice 

la causticoïde d'indice — ^ pour des rayons incidents 

parallèles à l'axe de symétrie est une tractrice; cette 

( ' ) LORIA-SCHLTTK. Spezielle ebene Kurven, t. II , p. 3n . 
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proposition résulte d'ailleurs immédiatement des pro-

priétés connues de la syntractrice. 

3. Courbes directrices des courbes IV — Cher-

chons maintenant les développées intermédiaires d'in-

dices ±: i de la courbe F, c'est-à-dire les lieux (N) 

et (]V) des points ÎS1 et iV tels que 

< T N : N " \ Ï : = V , < ! Y — V 

Le point JN a pour coordonnées 

et l'on a 

or, s, v 

ds, ( v n- i ) p i v -f- i  r' 

L\ tangente à (JN) en IN est donc perpendiculaire à 

la droite menée par M et taisant l'angle Kz> avec la nor-

male MC ; quand T est une courbe de Ribaucour, cor-

respondant à \ = i, le lieu de N est donc une droite, 

et l'on retrouve la directrice. Par analogie avec ce cas, 

nous désignerons sous le nom de courbes directrices 

des courbes F les développées intermédiaires (M) et(N') 

considérées. 

Si s' et désignent Farc et le rayon de courbure du 

lieu de IN, on a 

v , -v1, "Av 

ds, ~~ ( v -h i > sii» X» ( v -h i )l>}\ 

' = v / ' 

- . — * / 

X ds t . , . r-7 
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et l'on en déduit, pour l'équation cherchée, 
> - A ) n 

- -, f 

on l'on a posé 

/ 1 /V 

\ ( 0 ~ 

( V I ) ( I — A ) 

L'équation de la développée intermédiaire d'in-

dice — - s'écrit de même 
V 

dp" 
n») 

v( i -t- /) n <*f 
I - AV / / ->/.v 

J V ( £ ) " -
Les développées intermédiaires d'indices zt ~ des 

courbes F sont aussi des courbes F. 

Dans le cas d'une cycloïdale, les développées inter-

médiaires (N) et (N') se confondent avec le cercle 

directeur. Les courbes directrices des développantes à 

points triples des cycioïdales sont des cycloïdales. L'une 

des courbes directrices d'une spirale sinusoïde d'in-

dice n est une spirale sinusoïde d'indice — — • L'une 

r i — n 

des courbes directrices d'une courbe de Ribaucour est 

la d irectrice rectiligne ; l'équation de la seconde courbe 

directrice s'obtient en faisant dans (6) 

A = i. v = • 

On trouve ainsi l'équation 

n r /  è do'' 

n / / „ «+i J v ( f e r -
analogue à (2). On a donc ce théorème : 

Les lieux des conjugués harmoniques des points 
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où les normales des courbes de Ribaucour rencon-

trent la directrice rectiligne, par rapport aux 

extrémités des rayons de courbure correspondan ts, 

sont les courbes telles que leurs cercles osculateurs 

dilatés dans un rapport constant, par rapport à 

leurs points de contact, aient une tangente com-

mune. 

4. Cercles osculateurs dilatés. — Considérons le 

cercle de centre IN et de rayon NM; le point M' où ce 

cercle touche la seconde branche de son enveloppe est 

le symétrique de M par rapport à la tangente à (N ) en JN 

et appartient, en vertu de ce qui précède, à la droite 

menée par M et faisant avec MC l'angle Xcp. Soient T 

et C les points où MM' et NM7 touchent leurs enve-

loppes ; les points C, T, C' sont collinéaires (<). D'autre 

part, il est aisé de voir que la droite NM'enveloppe la 

causticoïde d'indice X : ( X — i ) de la courbe (N) : on 

déduit de là, au moyen du résultat établi au para-

graphe 2, que cette droite reste normale à une courbe T 

d'équation 

(7) s = l) / * r-

J \Aî) -
Comme on a en outre 

v -+- i 

av(i — X) 

i 

v(aX - i)' 

on voit que la seconde branche V de l'enveloppe, lieu 

MT 

M l 
et, par suite, 

Ne7 _ 

NM"' 

( 1) Nouvelles Annales, igi5, p. 435; 1916, p. ">. 
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de M', est la courbe (7) et que la courbe directrice (N) 

de T est aussi une courbe directrice de F'. On a un 

résultat analogue en considérant la courbe F comme 

étant définie par les paramètres —A, —v, et l'on peut 

donc énoncer le théorème suivant : 

Lorsqu'on dilate les cercles oscillateurs d'une 

courbe T par rapport à leurs points de contact dans 

le rapport constant v : (v ± 1), le lieu des centres et 

Venveloppe des cercles obtenus sont des courbes F, 

et la corde de contact de ces cercles avec leur enve-

loppe reste normale à une courbe T. 

Les trois dernières courbes F correspondent respec-

tivement à ces valeurs des paramètres 

Cesàro a démontré (M que, si Von dilate dans l<> 

courbe (2), par rapport à leurs points de contact, les 

cercles obtenus sont tangents à une droite, et leurs 

centres appartiennent à une courbe de Ribciucour 

d 'indice '  n • 
n — 1 

Cette proposition est un cas particulier du théorème 

que nous venons d'obtenir; il suffit de faire, dans les 

expressions (8), 

rapport  1(n -j- 1 ) les cercles oscillateurs d'une 

n -+- 1 
V 

n — 1 

et de prendre dans ces expressions les signes inférieurs 

(') Naturliche Geometric, p. G5. 
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là où figurent les doubles signes. En outre, la dernière 

partie du théorème général permet d'ajouter à la pro-

position de Cesàro la propriété suivante : 

! j i corde de contact du cercle dilaté avec son 

enveloppe reste normale à une courbe de Ribaucour 

d'indice - (n — i). 
'i

 1 

Par exemple, si n = la courbe ( 2 ) est une né-

phroïde de Proctor; le lieu des centres des cercles 

osculateurs contractés dans le rapport | est le cercle 

directeur, et les cercles considérés touchent un dia-

mètre du cercle directeur; les cordes de contact de ces 

cercles avec leur enveloppe sont normales a une 

courbe dè Ribaucour d'indice — elles enveloppent 

donc une astroïde régulière. 

5. Les courbes T comme roulettes. — M. Braude a 

démontré (1 ) qu'on peut faire rouler, sur la développée 

intermédiaire d'indice ¡JL d'une courbe (G) d'équation 

intr insèque/(s , p) ~ o, la radiale de la courbe 

(9) (» - =<>, 

de manière que la roulette du pôle de la radiale soit la 

courbe (G ) ; on peut de même faire rouler, sur la déve-

loppée intermédiaire, la courbe de Mannheim de (9) 

de manière que la base de cette courbe de Mannheim 

enveloppe la courbe (C ). 

Par conséquent, on peut faire rouler sur la courbe 

( l ) Les coordonnées intrinsèques [Scientia (Phys.-Mathn°34), 
p. g3]. 
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directrice (iN) d'une courbe F la radiale de la courbe 

de façon que le pôle décrive la courbe T, ou faire rouler 

sur (N) la courbe de Mannheim de ( io) , de façon que 

la base enveloppe F. Or la radiale de ( io) est une spi-

rale sinusoïde d'indice Àv, sa courbe de Mannheim est 

une courbe de Ribaucour d'indice 2Xv — i ; on a donc 

ce théorème : 

On peut faire rouler sur chacune des courbes 

directrices d'une courbe T, définie par les para-

mètres )v, v, une spirale sinusoïde d 'indice Xv et une 

courbe de Ribaucour d''indice 2Av— i de manière 

que le lieu du pôle de la spirale sinusoïde et Venve-

lappe de la directrice de la courbe de Ribaucour 

soient la courbe F. 

Cette proposition généralise plusieurs propriétés 

connues. Si l'on suppose d'abord que T soit une 

courbe de Ribaucour et qu'on prenne comme courbe 

directrice sa directrice rectiligne, on retrouve ce théo-

rème de Bonnet : 

Quand une spirale sinusoïde d'indice n roule sur 

une droite, son pôle décrit une courbe de Ribaucour 

d ' indice ( n — i ) : ( // -f- i ). 

La seconde partie du théorème général donne ensuite 

cette proposition : 

Quand une courbe de Ribaucour d 1 indice n roule 

sur une droite, sa directrice enveloppe une courbe 

de Ribaucour d 1 indice (n — i) : (n -f- ¿J ). 
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On obtient de même, en considérant comme courbe F 

une spirale sinusoïde, le théorème suivant : 

On peut faire une courbe de llibaucot.tr d indice 

9.n—i sur une spirale sinusoïde d indice n. de 

façon que la directrice de la courbe de Ribaucour 

enveloppe une spirale sinusoïde d'indice ti \ (n-\- «)• 

Si Ton suppose Xv = i , on retrouve cette définition 

bien connue des cycloïdales : 

Lorsqu' un cercle roule sur un cercle, l'enveloppe 

d'un diamètre du cercle mobile est une cycloïdale. 

En considérant le cas où Xv = on voit qu'o/i peut 

faire rouler une cardioide sur une cycloïdale de 

manière que le point de rebrou sseme nt se déplace 

parallèlement à une cycloïdale, ou faire rouler une 

cycloïde sur une cycloïdale de manière qu'une 

parallèle à la base enveloppe une autre cycloïdale. 

6. Courbes de Cesàro osculant les courbes F. — 
Dans ce qui suit, nous prenons comme axes mobiles 

des x et des y la tangente et la normale au point 

variable M de la courbe Y ; et nous désignons par o2 

et p3 les troisième et quatrième rayons de courbure 

correspondant au point M de Y. On déduit facilement 

de Féquation (i) , par deux dérivations, la relation ( ' ) 

(il) ~p2-+- (Xv — Opî-f- 0p2 = O. 

Cette relatioç donne lieu à une construction simple du troi-

sième centre de courbure correspondant au point M de F, quand on 

connaît C et C{ (voir C E S A R O , Natürliche Geometrie, p. 77). 
En dérivant encore par rapport à s, on obtient la relation 

, * \P1P1 
V « p 

on peut en déduire une construction simple du quatrième centre de 
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D'autre part, d'une manière générale, si P et H 

désignent les invariants 

P = ( n — I y- pi -4- -i n( n -f-.i ) pj — ( r- t ) ppu 

11 — L o 2 -h ( -+- n — i ) ox — ( n-— i) zp2 
n H- i  1  1  1  

des courbes de Ribaucour et des spirales sinusoïdes 

d'indice le cercle directeur de la courbe de Ceskro 

d'indice n qui oscuie une courbe en un point où les 

trois premiers rayons de courbure sont p, pM p*, a pour 

centre le point O de coordonnées 

(ta) > i = p , ! = p , 

ce cercle a pour rayon 

o» 
H =(n — 0 pr V̂— ( i -i- i)H 

et pour équation ( 1 ) 

(13) + ' } { n - { ) p m n + x)pix + {n-\)py} 

' P 

Si l'on pose dans l'expression de P 

n 1 / X» ' ( n — ï)2p+ = o . 

Av — ] 
n = ; 

on a 

-h 

par conséquent, si la relational i)est vérifiée, la valeui 

p = (xdrTji ; + M(Xv - , ) ? ï + pp.] j ; 

courbure correspondant à M quand on a déterminé les trois pre-

miers cenires de courbure [voir notre Note Sur les troisième et 

quatrième centres de courbure des courbes de Cesàro (Nouvelles 
Annales, 1919). 

( ' ) CESARO-KOYVALEWSK I , Natürliche Geometrie, p. 77, 
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de P s'écrit 

et les expressions ( ta) se réduisent à 

Av 

I — À- 1 " I —À* 

Le pôle de la courbe de Cesàro d'indice 

(Àv - i) : (h* i) 

qui oscule en M la courbe T se projette sur les deux 

premiers rayons de courbure en des points qui 

divisent ces rayons de courbure dans des rapports 

constants. 

On peut déduire de cette propriété une construction 

simple du centre de courbure du lieu des pôles des 

courbes de Cesàro d'indice (Xv — i ) : (Xv -+- 1) osculant 

la courbe 1\ Soit, en elï'et, Q le point où MO ren-

contre CC, ; le lieu de Q est, d'après les expres-

sions (12), une développée intermédiaire de la déve-

loppée de T. La normale au lieu de Q est donc connue 

quand on connaît le troisième centre de courbure de F 

en M. D'autre part, la tangente en O au lieu de ce 

point est la droite MQ , et le point O divise le seg-

ment MQ dans un rapport constant ; la construction 

cherchée est donc ramenée à un problème connu ( *). 

7. La propriété suivante est caractéristique pour les 

courbes F : 

Les courbes Y sont les courbes telles que le cercle 

( 1 ) Voir MANNBKIM, Principes et développements de Géométrie 
cinématique, p. 20. 
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directeur de la courbe de Cesàro d 'indice donné qui 

oscule la courbe en un point soit vu de ce po(nt sous 

un angle constant. 

Proposons-nous, en eflet, de déterminer les courbes 

qui jouissent de cette propriété; la condition du pro-

blème s'exprime par la relation 

îî + r ^ a R», 
OU 

( a i )« p J -v- (n - \ y p2 ~t- a n( n — i )'2 p2 

-î- 3t(/i -i- i) ['1/1--+- n — i)pf — a(/i-hi) (/¿* — i )pp2= o, 

ou encore 

( n — i ) ( a // r- i i 
a \ n-h i )-

^ z ( J - i ) 1 " "h 1 " — 0] P? ~ ppt = o. 

On reconnaît au premier membre l'invariant d'une 

courbe f . En identifiant (i i) et (i 4)? 011 trouve 

on en déduit que,.dans la définition d'une courbe T de 

paramètres A, v, par la propriété énoncée ci-dessus, il 

faut considérer les courbes de Cesàro osculantes d'in-

dice (v-f- i) : (v — i) ou d'indice ( v— i) I (v —|— i). 

Quant à la constante a, elle a pour expression, suivant 

que l'on considère les premières de ces courbes de 

Cesàro ou les secondes, 

I X V 
a = — rî 

-}. Av ±v + 1 

On peut démontrer de la même manière d'autres 

propriétés des courbes T; si l'on remarque, par 
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exemple, que la puissance de M par rapport au 

cercle ( i3) est 

F ' 

on obtient aisément la proposition suivante : 

Le carré du rayon de courbure en un point d'une 

courbe T est proportionnel à la puissance de ce 

point par rapport au cercle directeur de la courbe 

de Cesàro d'indice (Xv — i) : (Xv -H i) qui oseule la 

courbe en ce point. 

8. Courbes de Ribaucour et spirales sinusoïdes 

oscutant les courbes T. — D'après un théorème de 

\t. Braude ( 4 ) , l'enveloppe des directrices des courbes 

de Ribaucour d'indice n qui osculent une courbe est 

la développée intermédiaire d'indice (i — n) : (i -h n) 

de cette courbe. D'autre part, nous avons montré (2 ) 

que le lieu des pôles des spirales sinusoïdes d'indice u 

qui osculeut une courbe est la seconde branche de 

l'enveloppe des cercles obtenus en dilatant les cercles 

oscillateurs de la courbe dans le rapport ^ ( n 4- 1), par 

rapport à leurs points de contact. Les théorèmes trouvés 

aux paragraphes 3 et 4 peuvent donc s'énoncer ainsi : 

Les enveloppes des directrices des courbes de 

Ribaucour ci'indices (v± i) : ( v zp i) qui osculent 

une courbe T, définie par les paramètres X, v, sont 

des courbes T de paramètres 

— X : (X I ) , — v(i qi À ) ( I AV). 

(') Les coordonnées intrinsèques, p. f>3. 

( -) Sur les spirales sinusoïdes ,osculantes ( Nouvelles Annales, 
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Les lieux des pôles des spirales sinusoïdes d'in-

dices (v db i) : ( v i p i ) qui osculent une courbe V de 

paramètres X, v sont des courbes Y de paramètres 

— X : (2X±i) , v :(-2X±i). 

Ces théorèmes contiennent toutes les propositions 

particulières rencontrées par Cesaro dans l'étude des 

paraboles, hyperboles équilatères et spirales sinusoïdes 

oscillantes (1 ). 

Par exemple, si l'on considère la parabole comme 

courbe de Ribaucour d'indice — 2, on retrouve que les 

directrices des paraboles osculant une hypocycloïde à 

trois rebroussements sont tangentes au cercle directeur, 

et que les dilectrices des paraboles qui osculent une 

hyperbole équilatère enveloppent une spirale sinusoïde 

d'indice — 

Dans le cas des cycloïdules, on obtient cette propo-

sition : 

Les lieux des pôles des spirales sinusoïdes d *in-

dices  n ^  1 ou - qui osculent une cycloïdale de 

module n sont des cycloïdales de modules n -i- 1 

et — n. 

Enfin, pour les courbes remarquables (2), on a le 

théorème suivant : 

Le lieu des pôles des spirales sinusoïdes d in- ' 

dice n qui oscule la courbe (2) est une droite. 

( ' ) Natiirliche Geomctrie, p. 78-80. 
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CORRESPONDANCE. 

M. F. Balitrand. — Au sujet des foyers rationnels 

des courbes. — Etant donnée dans un plan une 

courbe (C), si l'on prend sa polaire réciproque par 

rapport à un cercle de centre (a, fi), on obtient une 

courbe (C«). Les points cycliques du plan donnent les 

droites isotropes issues de (a, [$); les tangentes à (C) , 

issues de ces points, donnent les points d'intersection 

de ces droites isotropes avec (C , ) ; les foyers de (C) 

donnent les droites qui joignent deux à deux ces points 

d'intersection. 

Comme en général (C) n'admet pas les points cy-

cliques comme points multiples, de même en général 

(C , ) n'admet pas les droites isotropes issues de (a, ¡S), 

quel que soit (a, ¡3), comme tangentes multiples, c'est-

à-dire ne possède pas de foyers rationnels. Il semble 

donc bien que l'équation 

[ (./• — a)2 -h (i — ¡})2] Qs < .r, r) ^ I>2M,.) ) 

doit être envisagée plutôt comme définissant une classe 

de courbes remarquables, que comme fournissant 

l'extension aux courbes de degré quelconque de la 

définition donnée par ,1. Bret pour les foyers des 

coniques. 

Dans le cas où une courbe admet un foyer rationnel, 

en le choisissant pour origine, son équation prend la 

forme 
(.r»--+-r«)/ï(.r, y) = o*(.rïtr): 

et 1 on voit que cette courbe est la transformée, par 

dualité, d'une courbe de direction de Laguerre. 
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La cdasidéraiiron des droites, qui joignentdeux à 

deux les points d'intersection d'une eeutfb© a>vec les 

droites isotropes issues d'un poiiàt de son plan, remonte 

au moins à Laguerre (Bu l l e t i n de la Sociétéphiloma-

thique, 1867; Œuvres complètes, t. 2, p. 27). 11 les a 

appelées droites conjointes. 

Dans les coniques, les lignes conjointès, envi-

sagées d'abord par Terquem et Chasles, ont permis à 

M. M. d'Ocagne (M. A-, 189&, p. 353) de déduire de 

leurs propriétés, au moyen d'une transformation par 

polaires réciproques, celtes des foyers de ces courbes. 

Dans l'espace, on peut de même envisager les cônes 

qui passent par l'intersection d'une quadrique et d'un 

cône isotrope et déduire de leurs propriétés, par la 

même transformation, celles des foyers et des focales 

des surfaces du second ordre. Cette déduction a-t-elle 

été faite? 

M. M. d'Ooagne. — A propos de quelques appli-

cations géométriques de la théorie des infiniment 

petits. — Il s'agit de celles envisagées par M. M. Weil l 

dans une Note récente (N. A., 1918, p. 424)-

La formule trouvée par cet auteur pour résoudre le 

problème de la tangente au lieu du sommet d'un angle 

circonscrit à des courbes données est une variante de 

celle donnée pour le même objet par M. Bouvaist 

(N. A.. 1918, p. 164). Il est d'ailleurs bien facile de 

passer de l'une à l'autre. 

En effet, avec les notations de M. Weil l , si la 

tangente au lieu (M) du sommet de l'angle (voir la 

figure, toc. cit., p. foS) coupe la corde ÀB des contacts 

en T, la formule de M. Bouvaist s'écrit 

AT PB R' 

Ann. de Mathémat4* série, t. XIX. (Mars 1919.) 9 
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Or , h et h' étant les distances des points A et B à la 

tangente M T , on a 

AT __ h 

BT ~~ h r 

De plus, S et o! étant les distances du point P à A M 

et BM, on a, par la comparaison des aires des triangles 

M A P et M BP, 

a.AM _ PA 

S'.BM ~ PB * 

Les deux dernières formules écrites permettent de 

transformer immédiatement la précédente en 

bm2PB2 av/'R' 

i r a 2 

c'est la formule de M. We i l l . 

Quant à la détermination géométrique des maxima 

et minima de certains éléments liés à un segment de 

droite variable, indiquée par M. Wei l l dans la seconde 

partie de sa Note, elle rentre dans la méthode générale 

que nous indiquons dans notre Cours de Géométrie 

pure et appliquée de VÉcole Polytechnique (t. I, 

p. 146) après en avoir fait de nombreuses applications, 

notamment d»ans notre Note Sur les cordes normales 

de la parabole (N. A., 1896, p. 274) où l'on trouvera 

(p. 278) le théorème sur les courbes quelconques qui 

termine la Note de M. Wei l l (/oc. cit., p. 429). 

M. R . Bouvaist. — Au sujet de la question proposée 

n° 2374 (M. D ' O C A G N E ) . — Je signale la construction 

suivante qui généralise la question proposée : 

Soient O un point d'une courbe (M) orientée, M un 

point de cette courbe, G le centre de gravité de l'arc 
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OM, lorsque M se déplace sur (M), G décrit une courbe 

(G) , qui jouit des propriétés suivantes : 

i° La tangente à (G ) en G est la droite G M . 

2° Le plan osculateur en G à (G) contient la tangente 

en M à (M). 

3° Si l'on mène par G un vecteur parallèle à la 

tangente en M à (M) et si l'on prend sur ce vecteur un 
2 

segment GK = a r cQM> perpendiculaire élevée en K 

à GK dans le plan osculateur à (G ) en G rencontre la 

normale principale à (G) en G au centre de courbure 

de (G) en ce point. 

M. d'Ocagne. — Sur les courbes algébriques sin-

gulières sous le rapport des bar y centres cycliques. — 

Le premier des théorèmes contenus dans une Note 

récente sur les cercles bitangents à la parabole 

(N. A., 1918, p. 464) n'est qu'un cas particulier 

d'une propriété depuis longtemps connue (voir 

Journal de Mathématiques spéciales de Longchamps, 

1891, p. 97). Je ne mentionne ici le fait que pour 

avoir occasion de signaler à nouveau la généralisation 

que j'ai par la suite donné de cette propriété de la 

parabole. 

Ayant remarqué que le barycentre G des points de 

rencontre d'un cercle et d'une courbe algébrique quel-

conque ne dépend que du centre G de ce cercle, et non 

de son rayon, j'ai donné à G le nom de barycentre 

cyclique de G par rapport à cette courbe, et fait voir (') 

que les coordonnées de G s'expriment en fonction 

linéaire de celles de G, ou encore que la relation 

entre G et C n'est autre qu'une affinité. 

( 1 ) Bulletin de la Société mathématique de France, 1902, p. 83* 
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Toutefois, il est u»e classe importante de cmirbes 

algébriques, singulières à ce point de vue, et dmiLJ'ai 

donné la définition la plus générale ( 1 ) , pour lesquelles 

les bary centres cycliques G , de tous les points C du 

plan, sont situés sur une même droite A de ce plan, 

tous les points C qui correspondent à un même point G 

de A appartenant à une même droite D perpendiculaire 

à A et dont la distance 8 à G est, au reste, constante. 

La parabole est la plus simple de ces courbes sin-

gulières; pour elle, A se confond avec son axe et la dis^ 

lance est égale à son paramètre. 

Les paraboles d'ordre supérieur appartiennent à la 

même catégorie, mais, pour elles, dès le troisième 

oopdre, 'ù est nul . 

Les coiarbes de Lamé 

Xm Ym 

h T~ = » am bm ' 

d'ordre impair, offrent également ce caractère, 

avec S = o* 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES-

2313. 
(1917, p. »79.) 

L*équati0n d'ime c&nique étant f i x , y, s) = o, on pose 

i Car̂ /i,-*-

( £ p c . *oit., p. 86. 
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Si un polygene de n côtés Mt M t . . . est circonscrit à la 

¿ionique* on a 

/ i l X . . . X / „ „ = ( — l)*/l« X . . . xfn\. 

G . FONTENÉ. 

SOLUTION 

P a r M . L . MALOUE. 

En écrivant que le point î\i2 appartient au faisceau des 

tangentes issues de Mj, on a 

/ 1 1 A 2 — / 1 2 . 

En multipliant membre à membre cette relation et les rela-

tions analogues, on trouve 

/ 1 1 / 2 2 • • - f n n = — / 1 2 / 2 3 . . . . / n i 1 

La relation indiquée est donc obtenue, au signe près. 

Pour l'établir complètement, on peut procéder géométri-

quement, en démontrant le théorème suivant : 

Quand un polygone est circonscrit à une conique, les 

points de contact qui sont extérieurs aux côtés correspon-

dants sont en nombre pair. 

On reconnaît en effet aisément que le choix du signe, dans 

la relation à démontrer, résulte immédiatement de cette pro-

position. 

Quant à la proposition même, voici l'esquisse de sa démons-

tration : si l'on considère un polygone quelconque circonscrit 

à une ellipse et que, laissant fixe tous les côtéô de ce polygone, 

à l'exception d'un seul, on fasse varier ce dernier côté en le 

laissant tangent à la courbe, on remarque que, chaque foi» 

qu'il passe «n coïncidence avec l'un des côtés fixes, le nombre 

des points de cojitact extérieurs ne varie pas, ou bien varie 

de deux unités dans un sens ou dans l'autre. Le nombre ne 

change donc pas d« parité. Or on peut passer, au moyen de 

cette opération, d'un polygone convexe circonscrit à l'sHipse, 

polygone pour lequel le théorème est vérifié, à un polygone 

quelconque. La proposât ion est d©nc établie tpour r^lJip&e. 
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On Tétend ensuite par projection à l'hyperbole, en remar-

quant que si des points sont marqués sur les côtés d'un poly-

gone, une projection conique n'altère pas la parité du nombre 

des points qui sont extérieurs aux côtés correspondants. En 

effet, les seuls côté§ dont les régions extérieure et intérieure 

soient échangées par l'opération sont ceux qui sont rencontrés 

intérieurement par la droite projetée suivant la droite de 

l'infini. Or ces côtés sont en nombre pair. Donc, etc. 

Mais cette démonstration suppose essentiellement la réalité 

du polygone. Pour établir le théorème dans toute sa généralité, 

il faut procéder analytiquement. Nous nous y prendrons 

comme il suit : 

On peut, d'une infinité de manière, définir un changement 

de coordonnées tel que l'on ait identiquement 

/(*, y, z) = F (X , Y, Z) = X « - aYZ. 

De l'identité valable, quel que soit X, 

f(ocx -+- Xar2, y\ -4- Xy2.
 zi ^ = F(X t -h XXj, . . .} 

on tire 

/ I Î = F12 = X tX2 — Zt Y* — Yi Z2. 

Un point de la conique 

X*— 2YZ = O 

peut être défini paramétriquement par 

X = 2U, Y = if-, Z = 2. 

Soit Ui le paramètre du point de contact du côté M/^M/ 

(en posant M0 = M„). On trouve, par un calcul facile, 

Xi =«!-+- YjrsMjMj, Z 1=2, 

Fil = ( " 1 —Wfi)s, Fii = — (Ui— Ui)(Ui~ M 8 ) . 

Par multiplication de ces relations et des relations ana-

logues, on obtient bien celle qu'il fallait démontrer. 

Aut res so lu t i ons p a r M M . J . ROSE et M. FAUCHEUX. 
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QUESTIONS. 

2394. Posons C& = ap , Cfn désignant les combinaisons de 

m lettres p à p. Calculer 

p = m — 1 

2395. Si trois surfaces tétraédrales symétriques d'indices » j , 

n2, n3 ayant même tétraèdre de symétrie se touchent en un 

même point M, les courbures géodésiques GJ, G2, G3 de leurs 

lignes de courbure qui se touchent en M sont liées par la 

relation 

— rc3)Gi-t- (nz— WI)G2-4- (rii— n2)G3 = o. 

2396. Soit t: la parabole circonscrite à un quadrilatère ins-

criptible et considérons les normales a, b, c, d à tc aux som-

mets du quadrilatère. Les orthopôles de la directrice de ir par 

rapport aux quatre triangles obtenus en prenant les droites a , 

6, c, d trois à trois sont quatre points collinéaires. 

2397. Soient P et Q les intersections d'une conique (S) avec 

les tangentes à une conique (S ) issues d'un point variable M 

de la première. On sait que PQ enveloppe une conique appar-

tenant au faisceau (S, S). Démontrer que le point de contact 

de PQ avec son enveloppe est, par rapport au segment PQ, 

le conjugué harmonique de l'intersection de cette droite avec 

la polaire de M par rapport à (S). G. BOULLOUD. 

p = 1 
JEAN BOCJCHARY. 

R . GOORMAGHTIGH. 

R . GOORMAGHTIGH. 

2398. Si H, I et a> sont respectivement les orthocentres et 

les centres des cercles inscrit et d'Euier d'un triangle ABC et 
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m A est la tancent« commune à ces cercles, la distance de H 

à A a pour valeur -7-7—• G. BOULLOUD. 
41 w 

2399. Soient 

ai et a2, pi et jà2, yj et f i les milieux des 

arcs BC, CA, AB du cercle circonscrit à un triangle ABC 

et a't et atg, ¡3'j et y'i e t T2 leurs symétriques par rapport 

aux éôtés BG, CA, AB respectivement. Montrer qtfe tes 

quatre cercles ai y ! , ai g>2 Pi a2Ï2 ï ï i a2 P'2 s e cottpeHt 

à l'orthocentre H du triangle ABC. Indiquer les centres 

et les rayons de ces cercles. V. THÉBAULT. 

2400. Des points de contact D, E, F du cercle inscrit I à 

un triangle ABC, on mène les parallèles et Dy2 à BA 

et AG, E^ i et Ea2 à GB et BA, F« ! et F £ 2 à AG et GB. 

i° Les droites a lp2> Yi*2 rencontrent respectivement 

GB, BA, AG en trois points d'une droite perpendiculaire à la 

ligne des centres 01 des cercles inscrit et circonscrit; 

Les droites Ao^, Bp î , Cyi et Aa 2 , B p2, concourent 

en deux points Ki et K2 qui sont en ligne droite avec le centre 

du cercle inscrit au triangle ABG et symétriques par rapport 

à 01. 

2401. Soient G et Gj les premier et second centres de cour-

bure en un> poiiot M d'une chaînette d'égale résistance. On 

projette le milieu P de MG ea> N sur MGi et l'on joint GN. 

Démontrer que cette droite passe par le troisième centre de 

coud>ii*?e de la chaînette en M. F. BÀLITRAND. 

2402. Si l'on joint un point d'une ellipse aux deux sommets 

situés sur un axe et le point diamétralement opposé aux deux 

sommets situés sur l'autre axe, les quatre droites ainsi obtenues 

et les axes de l'ellipse sont six tangentes d'une parabole. 

F . BALITRANÛ. 

2403. S*oit AAii un diamètre d'une ellipse rencontrant ( « 1 

le cercle de Motige de la conique; démontrer que te rayon de 

(MA v M'A')* , 
courbure «a À a pour expression p =» >•- • ^ — - ; at et « 

étant les demi-axes de l'ellipse. F. BÀLITRAND. 
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SUR UNE APPLICATION ÉLÉMENTAIRE D'UNE METHODE 
GÉNÉRALE DONNANT LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 
D'UN SYSTÈME; 

PAR M. P. APPELL. 

I . Pour l'enseignement élémentaire de la dynamique, 

il ne sera peut-être pas sans intérêt de faire connaître 

une méthode générale qui permet d'écrire les équations 

du mouvement d'un point à l'aide de dérivations par-

tielles, et cela dans les hypothèses les plus générales. Le 

point peut en effet être libre, ou assujetti à glisser sans 

frottement soit sur une courbe, soit sur une surface 

pouvant dépendre du temps; il peut être soumis à des 

liaisons qui s'expriment par des relations différentielles 

non intégrables ; le point peut être rapporté à un système 

quelconque de coordonnées dont la définition dépend 

du temps; enfin les paramètres employés pour définir 

le mouvement peuvent être liés aux coordonnées carté-

siennes par des relations différentielles non inté-

grables ( 1 ). 

I I . Rappelons d'abord quelques formules tout à fait 

élémentaires de la Géométrie analytique de l'espace, 

en axes rectangulaires. 

i° Soient c les coordonnées d'un point libre P 

et a, p, y les coordonnées d'un point fixe II. Le carré 

( ! ) Voir Comptes rendus, t. 129, séance du 6 août 1899, p. 317, 
et P. APPELL, Traité de Mécanique rationnelle, t. II. 

Ann. de Mathémat., 46 série, t. XÏX. (Avril 1919.) 10 
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de la distance des deux points 

2 R = r 2 = ( a — a ) 2 -h (¿> — fi)2 4 - ( c — y ) 2 , 

a évidemment pt>ur*minimum zéro', les valeurs de 

b, c dortnàfnt le minimum sont fournies par les équations 

<m dR <m 
-r- ~ o, -rr = o, — =0 . 
da db oc 

Supposons que le point P (a , ¿>, c) ne soit plus 

libre, mais assujetti à rester sur un^plan donné 

(1) Aa B 6 Ce - h D — o. 

La position du point P rendant la distance I IP, ou 

son carré 2R, minimum, s'obtient évidemment en 

abaissant du point II la perpendiculaire sur le plan. 

Les coordonnées <2, ¿>, c de cette position sont données 

par l'équation (1) associée aux trois équations 

( 2 ) a — a = X A , b — (3 = X B , c — Y = X C , 

où X est un multiplicateur auxiliaire. 

D'ailleurs, la valeur de X correspondant au minimum 

est 

_ __ A<x -H B|3 H- C y-F - D 

A 2 -h B 2 -4- C 2 

On peut aussi écrire les équations (2 ) 

( a ) 5 ? = x c -

3° Supposons enfin que le point P soit assujetti à 

rester sur une droite définie par les deux équations 

( A a + B 6 + C c + D = o 

Alors le minimum de la distance I IPou de son carré 
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2R est donné par les valeurs de a, 6, c correspondant ai* 

point où le plan, mené par II perpendiculairement à la 

droite (3), rencontre cette droite. Les coordonnées a,V>, c 

de ce point sont définies par les équations (3) jointes-

aux trois relations 

a — a = XA + jjlà', 

b — ¡^XB-bjxB', 

c — V = XC -f- fxC', 

où X et jji désignent deux multiplicateurs auxiliaires-

On peut aussi écrire ces dernières équations 

Ô R W », àïi * r> r», 
— = X A -f- pl A' , — = H B -4- IL B ' r 
àa 1 db  k  

(3') { 
— = A C -4-M. G . 
de  r  

I I I . Ces formules étantrappelées, imaginons un point 

matériel de masse m, de coordonnées z, en mouve-

ment; distinguons les forces oui agissent sur lui en» 

forces directement appliquées dont la résultante a pour-

projections X , Y, 7j, et en forces de liaison s'il y en a. 

Appelons x\ y f, z\ x\ yz" les dérivées premières efe 

secondes de y , z par rapport au temps t. Considérons» 

enfin la quantité 

< ' -—=> • - c - - = > " 3 -

dont la signification géométrique est simple : si l'on» 

mène à partir de l'origine un vecteur J équipollent 
p 

à l'accélération et un vecteur — équipollent à la force-

F divisée par la masse, R est, au facteur ™ près, le-

carré de^la distance des extrémités de ces deux vecteurs^ 

i° Alors, si le point est libre, s'il n'y a aucune liaison,. 
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Vaccélération que prend le point à chaque instant 

est celle qui rend R minimum, c'est-à-dire nul dans 

le cas actuel, car on a, 
— > 

m J = F. 

Les équations du mouvement sont donc, comme on 

le vérifie immédiatement, 

dK oR <m 

d F ^ 0 ' ^ 0 ' * ? 5 * 0 ' 

Si le point n'est pas libre, s'il existe des liaisons 

imposées au point, l'accélération que prend le point, à 

un instant quelconque est, parmi toutes les accélé-

rations compatibles avec les liaisons, celle qui rend 

R minimum. C'est ce que nous allons montrer, en pre-

nant successivement le cas d'un point assujetti à rester 

sur une surface donnée ou sur une courbe donnée. 

Point sur une surface. — Supposons que les coor-

données 3?, y, z soient liées par vine relation donnée 

(A) 0 = o 

pouvant contenir le temps. Géométriquement, cela 

revient à dire que le point est assujetti à glisser sans 

frottement sur la surface (A.) qui peut dépendre du 

temps. En dérivant deux fois la relation (A) par rapport 

à on a 

fjc ^fyf H~fz +ft = O, 

( s) fjo x n -+-/;y z" = o, 

où les termes non écrits ne renferment pas x t f, y", z r. 

On peut dire que la liaison imposée au point établit à 

chaque instant entre x u, y", z"\a relation (S). Dès lors, 

cherchons les valeurs de x n', y , z' r qui vérifient la rela-

tion linéaire (S) et qui rendent R minimum. Nous 
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aurons le problème 2° du n° II , sauf le changement de 

¿7, 6, c en s*, . . . Les valeurs cherchées de 

y 7, z" sont données par 

ou 

m ^ - X = X/i, m / - Y = \fJy mz"-Z = l f z , 

X désignant un coefficient arbitraire. Or, les équations 

ainsi obtenues sont précisément les équations du mou-

vement, telles qu'on les écrirait en introduisant la 

réaction normale de la surface (A), réaction qui a pour 

projections X/ j , kf'y, \fl. 

La valeur de X correspondant au minimum donne 

cette réaction en fonction de x, y, z, x\ y\ z r e11. 

Point sur une courbe. = Si x, y, z vérifient deux 

relations données 

(C) f( xi y>  zt t) = o, y(x,y,z,t) 

on obtient entre y", z" deux relations 

( / > ' + n + £ » * " + • • • = ». 

( •+• iyy" -t- y-z" •+• ©i*^'2 -+- • • • = 

Les valeurs de x", y 3', zrendant R minimum sous les 

deux conditions linéaires (T), sont alors données par 

ou 

m a?'"— X = X/ i -+- j-t «pi, 

mz n — Z = X / i 

on obtient ainsi les équations classiques du moiive-
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ment, la réaction normale de' la courbe ayant pour 

jjrojections X / i • • • • 

Le principe est ainsi démontré. 11 va de soi que, dans 

son énoncé, on peut remplacer R par toute autre 

expression qui ne diffère de R que par des termes indé-

pendants de x\y !\ z", par exemple par 

R = ~ (x" 2
 - + - y 2 ) — ( X x" - + - Y y" - + - Z z"). 

"On a alors 

R = - M J ! — F J COÀ 
2 F J 

•où le premier terme est l'énergie d'accélération et le 

second le prodûit intérieur de la force F par l'accélé-

ration J . 

IV . Voici maintenant les conséquences pratiques 

-qu'on peut tirer de ce principe, pour écrire les 

•équations du mouvement. 

Point libre. — Prenons un système quelconque de 

•coordonnées q{y q2 , q$ liées à x, y, z par des relations 

-connues 

y = 

Z = k(qu q2, qz,t). 

Pour trouver x, y, 5 en fonction de il suffit de 

connaître qt, q2, q3 en fonction de t; or, on a 

, àx , ôx . dx , dx 
x  = ^  + Si' 

+ *LqV+ ** & + Ç f 
^ î 

avec des expressions analogues pour y" et s"* 



( I 2 7 ) 

Formons alors la quantité 

S = 

en y remplaçant x", y", z t r par leurs valeurs ; nous aurons 

pour S une fonction du second degré de ql, q"v ql. 

Formons d'autre part la quantité 

FJ cos FJ\= XzT-*- Yy-4- Zz\ 

nous trouverons une expression linéaire en q[, q\, q 

de la forme 

où Q i , Qo, Qa ont les valeurs classiques 

Q , = X - ^ + 
ûçi àq x -dq i 

• 

de telle façon que Q t ùq{ soit le travail de la force F 

correspondant au déplacement fictif ox, Sz obtenu 

en laissant q2, q*,t constants et faisant varier q{ de Sg^. 

Les équations du mouvement s'obtiendront en 

cherchant les valeurs de ql, q\, qz qui caractérisent 

l'accélération, de façon que 

soit minimum. On devra donc écrire 

dR _ ÔR _ dR __ 

ou 

Point sur une surface. — Supposons que x^y, z 

soient liés par une relation donnée 

(A) *,*) = ©• 
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On pourra toujours exprimer les coordonnées x, y, z 

vérifiant cette équation en fonction de deux coor-

données q» et q2 par des formules 

a ?= ${qnq*i y'— Kqu'q* *)>  z = Hqu q2, 

de telle façon que l'élimination de q{ et q2 conduit à 

l'équation (A) . Les composantes de l'accélération du 

point sont alors données par 

„ <)x „ dx „ â îx d*x 

dqi  v  1 âq2 Oq |  v àt i  

Elles dépendent de et q\ : en donnant à ^¡toutes 

les valeurs possibles, on aurait toutes les accélérations 

x\ yz" compatibles avec la condition (A). Dans ce 

cas, l'énergie d'accélération 

S = L m ( x ' ' * s " * ) 

devient une fonction du second degré de q'[, q2; puis 

-f- 7uz'r devient une fonction linéaire 

de q[y q\. Les équations du mouvement s'obtiennent en 

cherchant les valeurs de q[ et q\ qui rendent R 

minimum : elles sont 

àR _ <m _ 

ôq\ ~ ôq; "" 

ou 

E X E M P L E . — Un plan parfaitement poli passe 

par un axe horizontal fixe Ox, autour duquel il 

tourne avec une vitesse angulaire constante w : 

trouver le mouvement d'un point pesant assujetti 

à glisser sans frottement sur ce plan. 
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Soient Oy e t Os deux autres axes perpendiculaires 

à Oar, O y horizontal, Oz vertical ascendant. Le plan 

mobile a pour équation. 

y sin u) t — z cos co / = o 

On peut, dans le plan, définir la position d'un point 

par deux paramètres q{ et q2
 e n posant 

x = qu y — q2 cos w/, z = qt sinw/, 

où q2 est le rayon vecteur de la projection du mobile 

sur le plan ^ Os . Calculant x y , z'\ on voit que 

S = ^ V * - * - + *•*) = ^ q V - 2 to* ^ ç \ ] + . . . , 

les termes non écrits ne contenant ni q[ ni q\. D'autre 

part, la seule force donnée étant le poids, on a 

X = O, 

d'où l'on déduit 

àq i àq{ àqi 

_ dx vr Oy dz . 
q — X h Y h Z - — = — mg sin to t 

dq2 àq2 (tyi 

Les équations du mouvement (5) sont alors 

ql = o, — = — £sin wi, 

d'où en intégrant 

q j = x = ¿r0 -h t, 

elùt^ e-lùt e<ût e-lùt rr 
q, = r0 h G 1 sin wt 
* 2 2 î w ' 

O Ù 

U 2U> 

et rQ désignant les valeurs initiales (¿ = 0) de q{ et q2, 

x'Q et r0 les valeurs initiales de leurs dérivées. 
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Point sur une courbe. — Dans ce cas, on peut faire 

choix d'un paramètre q sur la courbe et exprimer les 

coordonnées d'un point de la courbe en posant 

* = g(q,t), y = /i(q,t), z = k(q,t), 
d'où 

„ àx „ d^x tM d^x , à*x 

àq * dq 2 * àqdt  1 dt 2  

e t p o u r y , z" des expressions analogues. 

Pour déterminer les composantes x", y", , de 

l'accélération compatibles avec la liaison, il suffit de 

connaître q". Portant dans S, on voit qne S devient une 

fonction du second degré de q J. Puis, portant ces 

valeurs dans FJ cos FJ , on voit que 

où 
Q = X F + Y 

dgr d̂ r 

de telle façon que Q soit le travail élémentaire de F 

pour un déplacement fictif Sx, oy, oz obtenu en laissant t 

constant et faisant croître q de oq. L'équation unique 

du mouvement est alors 

<«> sH-
E X E M P L E . — Régulateur à force centrifuge. — 

Une circonférence de rayon a tourne avec une 

vitesse angulaire constante co autour d"*un diamètre 

vertical fixe Qz; mouvement d'un point pesant 

glissant san$frottement sur la circonférence. 

Soient O le centre de la circonférence, Oz la verticale 

descendante, Ox et Oy deux axes horizontaux rectan-

gulaires. Prenons comme paramètre q l'angle du 
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rajon OM, allant au point mobile M, avec Oz. On a 

x a sin q cos w y == a sin q sin toi, -3 r= a cos q 

d'où, en dérivant deux fois, 

S = — - 4 - y* -H *'«) = [q"* — 2Ui«sin q cos q q<\ -+-..., 

les termes non calculés ne contenant pas q[[. D'autre part, 

. dx ày dz 
O = X - — h Y - f + Z — — — mga sm 

dq dq dq 

L'équation du mouvement est doïic 

g 
q"— co2 sin q cos q = — — sin gr, 

facile à intégrer par quadratures. Les positions d'équi-

libre relatif sont données par les valeurs de q pour 

lesquelles q" = o. 

V. La forme des équations indiquées ci-dessus s'ap-

plique également quand qiy ne sont plus de 

véritables coordonnées, mais sont liés à x, y, z par 

des relations différentielles du premier* ordre non 

intégrables, ou encore quand le point y, z est 

assujetti à des liaisons non exprimables en termes finis. 

C'est ce que je pense exposer dans un autre article. 

[ O ^ a ] 

SUR LES CENTRES DE COURBURE DES UGNES DÉCRITES 
PAR LES POINTS D UNE FIGURE PLANE MOBILE DANS 
SON PUN; , 

PAR M. il. D'OCAGNE. 

La construction classique de Savary permet de déter-

miner ces centres de courbure lorsque l'on connaît les 
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centres de courbure de la base et de la roulante au 

moyen desquelles le mouvement de la figure mobile 

peut être engendré; mais, en général, ce mouvement 

n'est pas défini de la sorte; il l'est, plus ordinairement, 

par les trajectoires de deux des points de cette figure. 

La question se pose dès lors, si l'on connaît les centres 

de courbure répondant à ces deux points, de construire 

celui qui correspond a tout autre point de la figure 

mobile. 

D'élégantes solutions de ce problème ont été données 

naguère par M. Farid Bouiad dans les Nouvelles 

Annales (1908, p. 128). En voici une qui pourra 

paraître un peu plus simple. Elle se déduit du théorème 

suivant qui se trouve démontré dans notre Cours de 

Géométrie pure et appliquée de VEcole Poly-

technique ( t . ï , p. 274)" 

Il existe sur la normale commune à la base et à 

la roulante, issue du centre instantané I , un point H 

(c'est le point conjugué du centre de courbure de la 

base par rapport au cercle de courbure de la roulante) 

tel que la droite qui joint un point quelconque M 

de la figure mobile à ce point H passe par le point de 

rencontre de la perpendiculaire élevée en I à la 
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normale MI et de la parallèle à \H menée par le 

centre de courbure JJL répondant à M. 

11 suffît donc de connaître ce point H {fig* i )pour 

que s'ensuive la détermination du centre de courbure 

JJL répondant a tout point M, et, par suite, toute la 

question revient k déduire ce point H des centres de 

courbure [JL et JJL' répondant à deux points Met M'. 

Or, pour trouver le lieu du point H correspondant à 

un centre de courbure donné, il suffit de remarquer que 

la parallèle à IK menée par H est homothétique de cette 

droite IK par rapport à M, le rapport d'homothétie 

étant ^ÎL» Si donc on tire par [ji une droite quelconque 

[AK0 qui coupe en K 0 la perpendiculaire IK à MI, et 

que l'on mène par I la parallèle IH0 à [JiK0, qui coupe 

MK 0 en H 0 , le point H se trouve sur la perpendiculaire 

abaissée de H0 sur MI. 

Procédant de même avec le centre de courbure uf 

donné sur la normale M'I, on obtient de la sorte une 

seconde droite passant par H, et ce point se trouve 

déterminé. 

Afin de réduire le nombre des lignes à tracer, on 

peut faire un choix judicieux des droites uK 0 et tu/K0 

menées arbitrairement par ¡JL et par PT/. On peut les 

faire coïncider toutes deux avec uu' . Mais le choix i i 
comportant la plus grande simplicité de tracé semble 

consister à prendre JJLK0 et U/K'0 respectivement perpen-

diculaires à M'I et MI. 

I l convient de remarquer que, si le point M passe 

par une inflexion sur sa trajectoire, la droite HH0 passe 

par M et, par suite, que, dans ce cas, le lieu correspon-

dant du point H est tout simplement la tangente en M 

à cette trajectoire. Cela montre, au reste, que le lieu 

de ces points d'inflexion est le cercle décrit sur IH 
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comme diamètre, ce qui, comme nous en faisons la 

remarque dans notre Cours (p . 275), est une manière 

très simple de retrouver géométriquement un théorème 

bien connu du à Bresse. 

[ I l ] 
SUR L'EXTRACTION, A UNE UNITÉ PRÈS, DE LA RACINE m1* 

D'UN NOMBRE QUELCONQUE A L'AIDE DES LOGARITHMES; 
PAR M. P.,DELENS. 

Lorsqu'on a à extraire la racine m iéme d'un nombre 

quelconque, on a généralement recours aux loga-

rithmes, et si le nombre donné contient beaucoup de 

chiffres, comme il n'est pas possible d'obtenir la valeur 

exacte du logarithme qui lui correspond, on forme 

d'ordinaire celle d'un nombre s'en rapprochant le plus 

possible en prenant dans le nombre considéré autant 

de chiffres qu'on le peut, afin que l'erreur du résultat 

trouvé soit très faible. 

I l est cependant facile de montrer que si l'on veut 

simplement calculer la racine m ,è,ne, à une unité près, 

d'un nombre très grand (ce qui suffit pour la trouver 

ensuite avec une approximation quelconque), on peut 

d'ordinaire considérer le logarithme d'un autre nombre 

ayant avec le premier un très petit nombre de chiffres 

communs, sans altérer le résultat, ce qui permet ainsi 

d'abréger sensiblement le calcul. Nous allons, pour le 

démontrer, établir la règle suivante, peut-être nouvelle 

sous cette forme, qui repose sur une remarque très 

simple : 

Pour extraire à une unité près la racine m a m% 
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contenant k chiffres, d 1 un nombre quelconque, on 

peut considérer le nombre formé en conservant les 

k premiers chiffres de gauche du nombre donné et 

en remplaçant tous les autres par des zéros; la 

racine m l h n e en tière du nombre ainsi obtenu, calculée 

au moyen des logarithmes, donne la solution cher-

chée. 

La valeur maximum du nombre k des chiffres de la 

racine dépend de l'étendue des tables de logarithmes 

que l'on emploie; elle est égale à 5 avec les tables 

ordinaires à 7 décimales, qui donnent les logarithmes 

des nombres de 1 à 100000 ; à 4 o u à 3, si l'on se sert 

des tables à 5 ou à 4 décimales, qui fournissent 

ceux des nombres de 1 à 10000, ou à 1000; enfin, 

si k = 2 ou k' = j , on peut avoir recours simplement à 

la règle à calcul pour former les logarithmes. 

La démonstration de la règle énoncée plus haut peut 

se faire de la façon suivante : 

Soit N le nombre donné; supposons que sa racine 

mieme e n t i è r e a i t fc chiffres. Nous pouvons toujours 

écrire 

N = A x 10*4- B, 

ce qui nous donnera les inégalités 
logA x io/'g logN < log(A 4-1) 10/' 

ou encore 

logA x IO^ < logN Jog(A 4- I)IO/> 

m ~ m m 

Si nous prenons maintenant p de te Lie sorte que le 

nombre des chiffres de A soit précisément égal à A*, et 

si nous employons les tables donnant les logarithmes 

des nombres de 1 à ioA au moins, nous voyons qu'en 

posant 
logN = logA x 10^4- a. 
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a sera la partie du logarithme de N qui proviendra de 

la partie B laissée de côté dans ce nombre; d'ailleurs, 

a est évidemment inférieur k la différence tabulaire A 

correspondant a logÂ, d'après les inégalités primitives. 

Nous en déduirons 

1 m/TT logN log A X loP 
log v ^ = ~ = 

— ; 

ni m m 

par suite, si ~ est inférieur k la différence tabulaire A7 

, , LOG A x 10p T , . ,. 
correspondant a ^ , comme cela a bien lieu 

d'ordinaire, il en sera de même a fortiori de — , et les 7  J m 

k premiers chiffres du nombre trouvé dans la table 

pour la valeur de ^ correspondront évidem-

ment k la racine cherchée de N approchée à une unité 

près. 

I l sera bon'toutefois de prendre souvent ce nombre 

de telle sorte que la mantisse correspondante de la 

table, si elle n'est pas égale exactement k la mantisse 

trouvée, en soit approchée plutôt par excès que par 

défaut, afin de tenir compte de l'inégalité 

logN log A x i«'1 

m ~ m 

et d'avoir ainsi une valeur plus exacte de la racine, qui 

pourra même être, dans cette manière d'opérer, appro-

chée par excès. I l est facile d'ailleurs de déterminer 

plus complètement encore la valeur de cette racine en 

se reportant aux inégalités fondamentales établies plus 

haut et en calculant le nombre qui correspond 

, log (A -f-Olo' 1 . , . , mnrr . , . 
a -- , qui est supérieur a yJN, et qui ne doit 

pas cependant différer de plus d'une unité de la valeur 

déjk obtenue. 
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En résumé, on voit que, pour obtenir par ce procédé 

la racine mièine a une unité près d'un nombre donné N, 

il suffit de connaître : 

i° Le nombre exact des chiffres du nombre N; 

2° Les k premiers chiffres (à gauche) de ce 

nombre, si la racine cherchée doit avoir k chiffres. 

O n peut appliquer la règle que nous vënons d'indi-

quer k la recherche des racines m ièmes suivantes, à une 

unité près, de nombres dont les chiffres arbitrairement 

choisis sont remplacés par des points : 

i° Racine 196e du nombre de 62 chiffres : 3 . . . ; 

20 Racine 19e du nombre de 55 chiffres : 162...; 

3° Racine 11e du nombre de 45 chiffres : 29108... . 

Les racines cherchées, a une unité près par défaut, 

sont 2, 713 et 11020. La première ayant un seul chiffre, 

i l suffira pour la trouver de connaître les logarithmes 

des dix premiers nombres avec deux décimales; la 

seconde, ayant trois chiffres, pourra s'obtenir en se 

servant d'une table de logarithmes k quatre décimales; 

pour la troisième, il faudra avoir recours k une table a 

sept décimales puisqu'elle a cinq chiffres. 

[ K 1 2 ô ] 

SUR I/ORTIIOI'OLE; 
PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

1. Soient 

a(\ — tj) ibt, 

-TÏTT' TTTf ( l = ' ' 2 ' 3 ) 

les coordonnées de trois points A l ? A 2 , A 3 d'une 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIX. (Avril 1919.) H 
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ellipse E. Appelons B n B2, B3 les milieux des côtés 

du triangle A f A 2 A 3 ; les coordonnées de B| s'écriront 

et celles de B2, B3 auront des expressions analogues. 

Soient encore P a et P^ les orthopôles du grand axe et 

du petit axe de E par rapport au triangle B<B2B3. Le 

point P^ étant à l'intersection des perpendiculaires 

h B2B3 , B 3B, , B< B2 menées par les projections de B n 

B2 , B3 sur le grand axe de E, ses coordonnées 'r\a) 

s'obtiennent en résolvant le système 

i -t\t\ 1 

i-t\t\ 1 

J 6( i-ia*i)L 

•et s'écrivent par conséquent 

(i — — — M») 
(I-H -f- ¿H)(l -h- ' 

_ at (tj-h t*)(i*+ ¿i)(*i-+- *») 
b (I-+- ¿'i){t$){i-+-e'i) ' 

Or les coordonnées çw, r\M du centre to du cercle 

•circonscrit au triangle A{ A2 A3 ont pour valeurs 

Ç2 (l — t2h)(l — htl)(l— MO 

A (1-4- t'i){ I-+- t;l)(l + fj) 

I l s'ensuit que les points P a et o> sont en ligne droite 

avec le centre O de l'ellipse E et qu'on a 
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on a donc aussi, par analogie, 

c2 

On obtient ainsi ce théorème : 

Les orthopôles des axes d'une conique circon-

scrite à un triangle par rapport au 

triangle formé par les milieux des côtés, sont en 

ligne droite avec le centre de la conique et le centre 

du cercle airconscrit au triangle et sont symétriques 

par rapport au milieu du segment compris entre 

ces deux centres. 

Le centre du cercle A , A 2 A 3 divise le segment 

compris entre les deux orthopôles en segments 

inversement proportionnels aux carrés des axes 

correspondants. 

Dans le cas de la parabole cette proposition prend 

la forme suivante : 

Vorthopôle de Vaxe d'une parabole circonscrite 

au triangle A , A 2 A z , par rapport au triangle des 

milieux des côtés appartient au diamètre de la 

parabole passant par le centre du cercle At A 2 A S . 

Quand la conique considérée est une hyperbole 

équilatère, les orthopôles P a et sont confondus au 

milieu de O03. 

En considérant le cas où la conique est un cercle, 

on trouve cette propriété facile à établir directement : 

Dans un triangle les orthopôles de deux droites 

rectangulaires menées par Vorthocentre sont symé-

triques par rapport à ce point. 

2. Le théorème énoncé ci-dessus fournit une solu-
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tion du problème qui consiste à déterminer le centre 

et la nature de la conique définie par trois points A , , 

A 2 , A 3 et l 'un de ses axes A. I l suffit de construire 

l'orthopôle P de A par rapport au triangle formé par 

les mil ieux des côtés de A , A 2 A 3 . Le diamètre wP du 

cercle A , A 2 A 3 passe par le centre cherché O et la 

conique sera une ellipse si P est extérieur à Oto, une 

hyperbole si P est intérieur à O w , une parabole si O P 

est parallèle à À. D'ailleurs si P' désigne le symétrique 

de P par rapport au milieu de Ow , le rapport Pco : wP' 

fera connaître le carré du rapport des axes. 

De la construction précédente il résulte que, si Pun 

des axes d'une conique circonscrite à un triangle passe 

par un point fixe, le centre décrit en général une cu-

bique ; si le point fixe appartient à l 'un des côtés du 

triangle des milieux des côtés, ou est à l ' infini, ou 

appartient au cercle des neuf points, le lieu considéré 

est une conique. On voit de même que, si le centre, 

d'une conique circonscrite à un triangle décrit un 

diamètre du cercle circonscrit, ses axes enveloppent 

la parabole qui est conjuguée au triangle et a ce dia-

mètre pour directrice. 

[C2h] 

SUR QUELQUES INTÉGRALES TRIGONOMÉTRIQUES; 

IVVR M. M.-F. EGAN. 

1. Pour mettre ea évidence le caractère élémentaire 

de ce qui va suivre, je rappelle ici la démonstration 
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que j'ai donnée ailleurs (*) de la formule classique 

Ç m sin* 

J0 ** 

X , TZ 

dx — — • 
2 

On constate sans peine que l'intégrale existe et 

qu'elle est la limite de l'intégrale 

flTZ TZ 
' 2 « ¡ I l 2 T» T / * 2 c i n î i r 2 sm2.r _ I r2 sin*nx , i T 

I — dx — — I dx = — 

lorsque l'entier positif n tend vers l'infini. 

Or, I;J est comprise entre 

2E 
0 F I sin2 nx . TZ 
S« = / —r—-— dx — n-

,/0 sm 2 x 2 

et 

rt 
sin2/ia? col2x dx Zn— f sir 

in 2nx dx = S/t— / si 
"o 

TZ TZ 

= n , 
2 4 

d'où la limite cherchée. 

2. On a donc, r étant un entier positif, 

, N /*" i — cos rx , r n i — cos rx , 
(i) / dx = nz — i dx. 

x- J0 1 — cosx 

Soit ®(x) un poljnome en cosx, s'annulant pour 

x = o ; on peut écrire 

©(#) = ^ a r (i — cosr ar), 

d'où 

,jx)dx = r* o(x) dx 

i — cos a: 

(*) Mathematical Gazette, 1916. 
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Intégrons le second membre par parties. L'origine 

est un zéro d'ordre 2 pour donc le terme intégré 

s'annule aux limites, et il reste 

(3) r ?(*) s ' r // x i ^ 
I JJL-s dx =z I v'(x)cot-x dx. 

c/ ar» *Jn 2 . 

3. Ainsi , par exemple, si p et q sont des entiers 

positifs, dont q peut être nul, on a 

sin'/'arcos'/a? 
'</», q)= f 

J— a 2?2 

11 sin2/'a? costar _ 
arc - T — 

0 ff 1 

= I sin2/>~2# (cos?# H- cosr/+ia7) dx. 
do 

Or, 

tiz r 

r I sin2aa? cos2/M_1 x dx = o, 
•A» 

n 

'0 

donc 

r ^ - i V (/n-+-1) 

(4) F (/S 2/?? i ) = F(/>, 2m) — V i Z + p ) • 

Soit encore 

<p(<a?) = 1 — cos"^, 

et appliquons la formule (3). On a ) 

x r i coswx J _ — 5 5 — ^ 
r* 1 

= n I cos" -1 a? s i n c o t - x dx 
Vo '2 

— n i (cos"-1 a : - f - c o s n x)dx , 

(*) Pour cette intégrale, voir le travail de T. STEFAN, Zeit-

schrift für Math. u. Phys. (Schlömilch), Band VII, t. 1862, p. 356. 
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d'où 

r ( — ) r ( L ) C ( » ) = » V 2 / W ( n pair). 

(5) • < • ' 

r ( ? ) r ( 0 
G ( n ) — n ; (n impair). 

Posons encore 
, x sm px 

o(x)=p r-^— • 
' sm # 

On a facilement 

f / N i ©(a?) t — cos »a: sinpa: 
?'(#) COt - X H 1 — — p — - r-^—y 

1 i — cosa? r i — cosar sina? 

d'où, par les identités (2) et (3), 
ne \ r ( sin px\ dv „ G(P)=J ^ - - j — j _ 

'1 J I COSJ7 S1I15? 

•2 r 1JQ smx 

on a donc 

G (p) = (p pair), 

( 6 ) ! I 
G(p) = 0 (/? impair). 

4. Mettons = y dans (6), il en vient 

£ ayant la valeur o ou 1 suivant le cas. On conjecture 
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qu'on doit avoir 

-¿K-WZ-i 
11 n'est pas difficile de montrer que II — H(/>) tend 

vers zéro avec i : p , mais il est plus simple de déduire 

(7) de l'égalité 

1 — cos.r , \x— sina?!^ x — sina? . 

en faisant tendre p et a vers 00 et —00. 

5. Jusqu'ici les nombres p, q, m, n sont supposés 

entiers. On peut lever cette restriction des formules (4) 

et ( 5), mais non pas de (6). Soit en effet o(x) une fonc-

tion paire, de période 2tc, ayant une racine double à 

l'origine, et telle que la série 

s ( * ) = y , a?<*> v J AÂ (x + 'irtz 
icp(x) __ y(x) 

)* i — cos a? 

puisse s'intégrer terme à terme de o à 21t. On peut 

remplacer les deux dernières conditions, si l'on veut, 

par celle plus simple quoique plus restrictive que 

o(x) : x- soit bornée. Alors 

— X) = V)(x — 2 7T) = f(x), 
d'où 

( 8 ) r »<*> d x = \ r s ^ d x 
J0 1 — cosa? 2j0 l — COSX 

1 r™ 
— - I S(a?) dx 

. 0 

= y f î u * ( a ° dx 

:L ^ d x . 
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I l s 'ensui t q u e les ident i tés ( 2 ) et ( 3 ) sont encore 

valables. E n exam inan t les démonstra t ions de ( 4 ) et ( 5 ) , 

o n constate q ue y , m , n peuvent être des fractions 

positives à dénominateurs impairs. I l faut toutefo is 

q u e d a n s ( 4 ) , et q ue n ^ 1 dans ( 5 ) . 

W o l s t e n h o l m e ( f ) d onne l ' énoncé 

•n 

sin2x r i 

~ - / ( s i n 2 # ) dx = J f($\iï*x) dx, 

q u i é qu i v au t à ( 8 ) . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1710. 
11896, p . 5 6 ; 1917, p . 244.) 

Une série de bougies, de compositions et de hauteurs 

différentes, sont posées verticalement sur une table et 

allumées au même instant. Démontrer : i° que généra-

lement le centre de gravité du système formé par les 

bougies décrit une série d'arcs d'hyperboles successives ; 

qu'à un instant quelconque l'hyperbole correspondante 

a une asymptote verticale qui passe par le centre de gra-

vité primitif des parties consumées des bougies qui 

brûlent encore à l'instant considéré. WÀLTON. 

SOLUTION 

P a r M. R. GOORMÀGHTIGH. 

Soient oc/, p/, 0 les coordonnées des points P/où sont posées 

( l ) Mathematical Problems, 1919 (23), p. 332, 2* édition (1878). 
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les bougies B/ de longueurs JJ./ les masses par unité de 

longueur des bougies; pendant le temps t la longueur de la 

bougie B/ est réduite de X,i, X/ étant un coefficient dépendant 

de la composition de la bougie B/, supposée homogène. Les 

centres de gravité des bougies ont pour coordonnées 

a,., p,-, J ^ - X , * ) 

et sont affectés de masses Xz(Z/—X,-i). Les coordonnées du 

centre de gravité G du système formé par les bougies sont 

donc 

= Sg/Z/t*/— ¿Sa/X/fr- = SP/Z/tA/— tZ&hV-i  
x S//{!/— iSXfX/ ' r iSX/fX/ ' 

- S M ? — a * S fr W s f*/ . 
iS.X/jx/) ; 

les signes sommatoires s'étendent à toutes les bougies qui 

brûlent encore à l'instant et les sommes qu'ils représentent 

changent quand t prend une des valeurs //: X/. Les équations 

paramétriques qui précèdent montrent que le lieu de G se 

compose de coniques. Considérons celle relative à un inter-

valle compris entre deux valeurs consécutives de ¿¿: X,-.Quand 

le paramètre est infini, z est infini et les expressions de x et y 

s'écrivent. 

S \ ¡¿i % X/ # 

zinxi ' s x ^ ' 

ce sont les coordonnées de la projection, sur le plan xy, du 

centre de gravité primitif y des parties consumées des bougies 

qui brûlent encore pendant l'intervalle considéré, puisque le 

centre de gravité primitif de la partie consumée de B; était 

affecté de la masse pA/t. Par conséquent, pour les valeurs 

de t. comprises entre deux valeurs consécutives de X/, 

G décrit une hypefbole dont une asymptote est la verticale 

menée par le point -y correspondant. 

Autres solutions, de MM. H. BROCARD, P. CARISSAN et P. FAU-

CHEUX. — M. Brocard fait très justement remarquer qu'ici le zéro 
caractérise une discontinuité, et non une transition ; et que c'est 
probablement ce fait qui a retardé si longtemps ta solution. 
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1721. 
(1896, p. i!>i; 1917, p.244.) 

Déterminer unpolynome entier du degré n, f'n(x), tel que 

le résidu de la fonction 

(i \ xm~ l  

— ) - (m nombre eiltiér positif) 

relatif au point x = o soit égal àzèro quand m et n soni 

différents, et à Vunité quand m = n. J . FBANEL. 

SOLUTION 

Par M. L . VARCHON. 

xm~~ 1  

I. Développons, autour du point x = o, la fonction 
i — x' n  

On a 

(, — x f n)~i = i -H xm-h x i / n-+- x 3 m-h.. ,-f- x^-V» 1-*- . . . 

et 
xm~ l  

- ¿r"' 

ces développements sont valables dans le cercle de rayon i7 

autour du point x = o. On a, d'autre part, 

A A , _ L _ _ I _ A " ' : A 0 H 1 -H - + . . . H « 
x x' 2 x .r" 

Le terme de moindre degré dans le développement 

(i \ 1 

x) î lë™ C S t P ° u r q116 Ie point x = o 

soit un pôle, il faut que le degré de ce terme soit au plu» 

égal à — i. On doit donc avoir 

m — n — i IL— i ou m^n. 

Si nous faisons m = n, le développement de la partie infinie 

A 
se réduit à — :donc A„ = i. 

x 
Pour déterminer les autres coefficients, nous donnerons 

à m successivement les valeurs n — î, n—2, En écri-
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vaut chaque fois que le coefficient de ~ dans le développement 

est nul, nous aurons n — i équations de la forme 

( i ) k,n -i- A2 ,M H- A 3 M -h... = o, 

qui nous permettront de déterminer les n — i coefficients 

A„_i, Art_j, A„_3, Ai; car, chaque équation du système 

renfermant une nouvelle inconnue qui n'entre dans aucune 

des précédentes, le déterminant se réduit à son terme prin-

cipal qui, dans ce cas, est l'unité. 

Nous avons ainsi un système d'équations linéaires qui dans 

chaque cas particulier nous permettra de calculer les coeffi-

cients du polynome f'n{x). 
Nous allons maintenant aborder la résolution du système 

des équations (i) dans le cas le plus général. 

II. Considérons d'abord les valeurs de m qui ne divisent 

pas /i; les équations correspondantes ne renfermeront pas ri n 

ni aucun des coefficients dont l'indice soit diviseur de n. Si N 

est le nombre des diviseurs de n, nous aurons ainsi un système 

de n — N équations linéaires et homogènes, distinctes puis-

qu'elles font partie du système considéré au paragraphe I, 

pour déterminer les n — N coefficients correspondants; donc 

ces n — N coefficients sont nuls. 

III. 11 nous reste à déterminer les coefficients A m dont 

l'indice m est diviseur de n. Considérons d'abord les valeurs 

de m telles que ~ = a soit un nombre premier. Désignons 

par DÄ une telle valeur; on a ^ = Da , et l'équation(i) devient 

ADa-f- Ajd^-h- ASDa-l-.. .-t~A(a_i)Da-+- A « = o , 

ce qui peut s'écrire, en tenant compte des résultats du para~ 

graphe II, 
Ai)a-h A n = o, 

d'où 

A B « = - I = ( - > ) ' • 

Faisons maintenant m = Daß, en désignant par Dsß le 

quotient de n par le produit de ses deux diviseurs premiers a 

et ß. Daß est le plus grand commun diviseur des nombres D x 
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et Dp; en tenant compte des résultats du paragraphe II, 

Téquation (1) peut alors s'écrire 

Aiysn- ADocAD«A/i= o, 

d'où 

Appelons, pour plus de simplicité, « diviseur principal 

d'ordre A: », le quotieut de n par le produit de k facteurs pre-

miers différents. Nous venons de voir que les coefficients dont 

l'indice est diviseur principal du premier ordre sont égaux 

à ( — i ) 1 , que ceux dont l'indice est diviseur principal du 

deuxième ordre sont égaux à ( — i ) 2 ; la loi est générale et les 

coefficients dont l'indice est diviseur principal d'ordre k sont 

égaux à ( — i ) * ; pour le montrer, il suffit d'établir que si la loi 

est vraie pour k = p — i, elle est vraie pour k = p. 

Soit donc 

D - —H— 

un diviseur principal d'ordre/?; il est facile de voir que Daia,...a.t 

est diviseur d'autant de diviseurs principaux d'ordre q, qu'il 

y a de combinaisons q à q des p lettres ai, a2, . . . , 

soit 

En faisant m = Daia,...ap dans l'équation (i), et en rem-

plaçant les coefficients connus par leurs valeurs on obtient 

+ c /,(- i)v+...-+- c* (-1)«+ c;,(-1) = o. 
Or on a 

( - 0 ' + <?-'(- O"-1-^ c p ( - i ) " - » 

C ? ( - 1 ) 7 + . . . + C j ( - 0 S + C'p(- ') = [(- 0 +•]" = », 

d'où 

= ( - « ) " • 

IV. Il nous reste à considérer le cas des diviseurs de n qui 

ne sont pas des diviseurs principaux; soit d un tel diviseur. 

Considérons le quotient^ et soient a t, a2, . . . ap tousses 

diviseurs premiers distincts, d divise alors le diviseur prin-
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cipal d'ordre />, Daiaa...apî et c'est le seul diviseur principal 

d'ordre p qu'il divise. 

Supposons d'abord que le quotient de Da,a,...ap par <isoit 

un nombre premier aj par exemple. En faisant /n = rfdans 

l'équation (i), on aura au premier membre : le coefficient A^, 

puis des coefficients dont l'indice est le produit de d par un 

multiple de «j et dont la somme est nulle en vertu de 

l'équation (2); puis des coefficients dont l'indice est le pro-

duit de d par les diviseurs du produit a2a3#..a/>,ce qui revient 

au même, le quotient par aj d'un diviseur principal d'ordre 

inférieur à p\ enfin nous aurons d'autres coefficients qui seront 

tous nuls en vertu du paragraphe II. 

Nous sommes donc amenés à considérer le cas où d — d\ 

ne divise que des diviseurs principaux d'ordre inférieur à p 

et finalement le cas où il ne divise qu'un diviseur principal du 

premier ordre, D a par exemple. 

On a alors 

Si nous faisons successivement X = 1, 2, 3 . . . et que nous 

portions les valeurs obtenues dans l'équation (1), nous aurons, 

$n tenant compte des résultats connus : 

A,/,-4- ADft-f- A n = o, d'où A ^ = o ; 

AJ2-+- Ar/t-+- ADa-+- A„ = o, » A f/2=o; 

Ar/â -4- A - + - kat -+- ADw -+- A„ = o, » A,/3 = o, 

et d'une façon générale A o . 

Admettons maintenant que le coefficient A,n soit nul pour 

toute valeur de m, non diviseur principal, mais qui divise un 

diviseur principal d'ordre ( p — 1 ) au plus. Le coefficient A^, 

considéré plus haut, où d est le quotient d'un diviseur prin-

cipal d'ordre /?, par un nombre premier, est évidemment nul. 

De même si nous considérons le diviseur d' quotient d'un 

diviseur principal d'ordre p par le produit de deux nombres 

premiers, différents ou non, et si nous faisons m — d'dans 

l'équation (1), nous aurons au premier membre : le terme Ad<, 

puis des coefficients dont l'indice est le diviseur principal con-

sidéré ou ses multiples et dont la somme est nulle; enfin des 

termes qui sont tous nuls, soit parce que l'indice est le quo-
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tient d'un diviseur principal d'ordre p par un nombre premier, 

ou que cet indice ne divise que des diviseurs principaux, 

d'ordre inférieur à py soit parce que ce sont des termes con-

sidérés au paragraphe II. Donc 

A r f ' = o . 

On voit alors facilement comment on peut démontrer de 

proche en proche que tout coefficient dont l'indice est un 

diviseur non principal de n est nul. 

En résumé le polynome//*(#) sera déterminé de la façon 

suivante : tout coefficient dont l'indice est égal au quotient 

de n par le produit de p de ses facteurs premiers, ces facteurs 

premiers étant tous différents, est égal À(— I)P ; tous les autres 

coefficients sont nuVs, à l'exception de A0 qui est arbitraire. 

En particulier, si n est premier, on ne peut avoir que p = o 

ou p = i, ce qui donne, pour p = o, 

A* = r, 
pour p = i, 

A 1 = : - l 

et 

f'n(x) = A0. 

Autre solution par M. L: P O L I . 

2244. 

(1915, p . 143.) 

Etant donné un parallélépipède à base carrée et le 

cylindre circulaire droit qui lui est circonscrit, on consi-

dère le solide que Von obtient en unissant la base infé-

rieure de l'un à la base supérieure de l'autre au moyen 

de la surface engendrée par une droite qui s'appuie sur 

le contour de chacune de ces bases et dont le prolongement 

rencontre l'axe commun des deux solides donnés. Evaluer 

le volume du solide ainsi engendré en fonction du côté c 

de la base du parallélépipède et de sa hauteur h. On cal-

culera le coefficient numérique qui entre dans cette expres-
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sion à 0,0001 près, et Von se rendra compte de l'erreur 

relative que Von commettrait en substituant au volume 

ainsi obtenu la moyenne des volumes du parallélépipède 

et du cylindre. M. D'OCAGNË. 

SOLUTION 

Par M. PHILBERT DU PLESSIS. 

La surface qui limite latéralement le solide se compose de 

quatre fragments de surfaces géométriquement distinctes, 

d'ailleurs identiques. Chacune d'elles, engendrée par une 

droite qui rencontre un cercle, l'axe de ce cercle et une 

droite parallèle au plan de ce cercle est une arrière-voussure 

de Montpellier. 

Faisons l'épure de ce solide. Toute génératrice rectiligne 

de sa surface latérale rencontrant l'axe projeté horizontalement 

en O, a une projection horizontale ab passant par O, d'où la 

projection verticale a'b' coupée en m' par un certain plan 

horizontal H'. En projection horizontale, le lieu du point m 

fait connaître, en vraie grandeur la section du solide par le 
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plan H'. On a immédiatement 

bm b 1 ni' fi' p.' 

ba b'a' (3'a'' 

ou, si l'on pose Orn = p, 

c 
P- 2 COSO) 

C c V 

c'est-à-dire1 

c (h — « / -\ 

P = —T- ( !" , 1 2/i \ COSW / 

A 
équation de la forme p = 1-B'qui, en coordonnées 

1 costo 

polaires définit une conchoïde de Nicomède (conformément 

à l'énoncé de la question 2243, résolue, 1916, p. 44 0- O'1 e n 

déduit, pour l'aire du secteur de la courbe compris entre O i 

et O a, 

1 r w c - r 
- J p2 diû = — z) 2 tangw -h 2 \/iz(h — z ) l n 

X tang -+- -+- 2^(0 j , 

In désignant un logarithme népérien. 

TU 

Faisant — — et multipliant par 8, on a pour Taire totale S 

de la section du solide par le plan H', 

S = ^ — 2 2 2X- i) fo-H^J, 

où l'on a posé 

3tt 
X = In tang — = o,88i36. 

o 

Il vient ensuite, pour le volume demandé, 

Ann. de Mathémat4e série, t. XIX. (Avril 1919.) 12 
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ou, en remplaçant X et n par leurs valeurs, 

V = i ,2724 c^h. 

La demi-somme des volumes du parallélépipède et du 

cylindre est 

V ' = - c 2 h = 1,2854 c«A. 

En prenant la valeur V' au lieu de V on commettrait donc, 

par excès, une erreur relative de 

1,¿854 1,2724 __ 0 O I3 

1,2724 

2306 et 2307. 

(1917, p. 79.) 

2306. Soient OA et OB deux tangentes rectangulaires 

d'une hypocycloïde à trois rebroussements (H3). Une 

conique quelconque qui touche OA et OB a, avec (H3), 

quatre autres tangentes communes. La parabole qui les 

touche a pour foyer le symétrique de O \par rapport au 

centre de la conique et son axe est parallèle à la tan-

gente à ( H 3 ) issue de O. F . BALITRAND. 

2307. On considère une conique quelconque tangente en 

un point O à une hypocycloïde à trois rebrousse-

ments ( I I 3 ) . Elle a, avec (H3), quatre autres tangentes 

communes. La parabole qui les touche a pour foyer le 

symétrique de O par rapport au centre de la conique et 

son axe est parallèle à la tangente à (H3) issue de O. 

F . BALITRAND. 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Ces questions sont des cas particuliers de la proposition 

suivante : 

Soient OA et OB deux tangentes quelconques d'une 

hypocycloïde a trois rebroussements (H3). Une conique 

quelconque qui touche OA et OB a, avec ( H3 ), quatre autres 

tangentes communes. La parabole qui les touche a pour 
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foyer le symétrique de O par rapport au centre de la 

conique et son axe est parallèle à la tangente à (H3) issue 

de O. 

En effet soient OA et OB les axes, 

(H3) == M 2— %uv cos6) -4- uv(au -h pv), 

la conique considérée sera 

( r ) =s uv -4- w ( A u -h B v h- C w ) — o. 

Les tangentes communes à (H3) et(T) autres que OB, OA, 

touchent la parabole 

( T : ) = = ( M 2 + P 2 - IUV cosÔ)— ( A M - F I P ) ( A M + B ^ + G W ) — o. 

(n) a pour foyer le point 

A FI + B v 4- C w = O : 

le point à l'infini sur son axe est 

a u -r ¡3 v = o ; 

(c) a pour centre le point 

A i i + Bp-haGwp» = o, 

et le point à l'infini sur la troisième tangente à (H3) issue de 

O est 

a u -h — o. 

La proposition est démontrée. 

Autres solutions, de M M . M .-F . E G A N et J . L E M A I R K . 

2308. 
(1917, p . 7 9 . ) 

Soient M un point d'une hypocycloïde à trois rebrousse-

ments H3 et O le centre de son cercle tritangent. On mène 

à la courbe la tangente MT issue de M et l'on joint MO. 

Démontrer que les angles 6 et to, que font avec la tangente 

en M les droites MT et MO, sont liés par la relation 

tangO = 3 tangco. 
F . BALITRAND. 
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SOLUTION 

P a r M . M . - F . E G A N . 

Un cercle (G) de rayon a roule dans un cercle (D) de 

centre O et de rayon 3 a. Soient B le point de contact des deux 

cercles, A le point de (G) opposé à B, M le point correspon-

dant de (H3). AM est la tangente à (H3) en M. Abaissons la 

perpendiculaire OB sur AM. 

On démontre sans peine que la tangente à (H3) issue de M 

est parallèle à OAB, donc 0 = OAB. 

D'autre part, les triangles OAR, BAM sont semblables, 

donc 
A M = 2 A R , BM = 3 AR, 

d'où 
tang6 = OR : AR = 30R : RM = 3 tangw. 

c. Q. F. D. 

Autres sol u lions, de MM. R. B O U V A I S T , R. G O O R M A G I I T I G H , 

J . L E M A I R E e t M . F A U C H K U X . 

2309. 
( 1917, p. 8o.) 

D'un point P on mène à une hypocycloïde ci trois rehaus-

sements les trois tangentes dont les points de contact sont 

A, B, C. Démontrer que le cercle circonscrit au triangle 

PAB, par exemple, admet pour tangente en P la conju-

guée harmonique de PC par rapport à PA et PB. 

F . BALITRAND. 

SOLUTION 

P a r M . R . G O O R M A G I I T I G H . 

Les tangentes PA, PB, PC sont les hauteurs d'un triangle 

â Y qui a l'hypocycloïde donnée pour hypocycloïde deSteiner, 

et les longueurs PA, PB, PC sont respectivement égales aux 

hauteurs de ce triangle. On déduit de là, en considérant une 

inversion de centre P, qu'une parallèle à la tangente en P au 

cercle PAB détermine sur PA et PB des segments PA', PB' 

proportionnels à et oq, donc inversement proportionnels 

aux sinus des angles de PC avec PA et PB. Par conséquent, 

le milieu de A'B' appartient à PC; il en résulte que la tan-
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gente en P au cercle PAB est la conjuguée harmonique de PC 

par rapport à PA et PB. 

A u t r e s s o l u t i o n s , de M M . R . BOUVÀIST, M . - F . E G A N et J . LEMAIRE. 

2310. 
11917, p. 8o.) 

On considère une tangente fixe d'une hypocycloïde à 

trois rebroussements (H3). Démontrer que les couples de 

tangentes rectangulaires à Vhypocycloïde déterminent 

sur cette tangente fixe des segments qui ont tous même 

point milieu. F. BALITRAND. 

SOLUTION 

P a r M . H . BROCARD. 

Pour la démonstration demandée, il y aura avantage à se 

reporter tout d'abord à la solution de la question 2311, dont 

l'énoncé 2310 devient manifestement un corollaire. 

En effet, adoptant les notations de la réponse 2311, soient 

OEA une tangente fixe à (H3); PIG, PJD deux autres tan-

gentes rectangulaires rencontrant OEA en G' et D'. OA étant 

une corde de l'hyperbole équilatère de centre P et d'asymp-

totes PC, PD, on sait que le milieu E de OA est aussi le 

milieu de C D ' . 

Si deux autres tangentes rectangulaires partent d'un autre 

point P' du cercle (K), les deux nouveaux points G", D" déter-

minés sur OA auront encore leur milieu en E. 

Plus simplement, mais toujours d'après la description des 

hyperboles du n° 2311, toutes ces courbes admettront pour 

cordes communes OA, OB, AB, dont les milieux 1, J, L sont 

aussi les milieux des segments de ces cordes compris entre les 

asymptotes de toutes les hyperboles équilatères circonscrites 

au triangle OAB. 

A u t r e s s o l u t i o n s , de M M . R . BOUVAIST, M.-F. EGAN, R . GOORMAGH-

TIGH et J . LEMAIRE. 

2311. 

(1917, p. 8o.) 

Soient OA et OP, PG et PD deux couples de tangentes 

rectangulaires d'une hypocycloïde à trois rebroussements 

(H3); A et B, G et D étant, les points de contact de ces tan-
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gentes : démontrer qu'il existe une hyperbole équilatère 

circonscrite au triangle OAB et ayant pour asymptotes 

Cette proposition paraît pouvoir être formulée d'une autre 

manière. 

Soient (K) un cercle donné (J), qui sera tritangent à (H3); 

MY la tangente en M à ce cercle ; 0 un point du même cercle; 

ME l'arc moitié de MO et pris de l'autre côté du diamètre MX 

du cercle et de (H3). 

On sait que la corde OE est tangente à ( H3) en un point A 

symétrique de O par rapport à E. 

Soit EKF le diamètre mené par E. La corde OF sera tan-

gente à (H3) au point B symétrique de O par rapport à F. 

AB est, par construction, parallèle à EF et double de EF. 

Soient P un autre point pris sur le cercle (K) et MJ l'arc 

moitié de MP. La corde PI sera tangente à (H3) au point C 

symétrique de P par rapport à I, et la corde PJ perpendicu-

laire à PI sera tangente à (H3) au point D symétrique de P 

par rapport à J. 

Il reste à construire l'hyperbole équilatère de centre P, 

d'asymptotes PC, PD et circonscrite au triangle OAB rec-

tangle en O. 

Cette construction est possible, car le lieu des centres des 

hyperboles équilatères circonscrites à un triangle OAB est le 

cercle d'Euler, ici le cercle EMOF qui passe au point P. 

Autres solutions (comme à 2310). 

les droites PC et PD. F . BALITRAND. 

SOLUTION 

P a r M . H . BROCARD. 

QUESTIONS. 

240i. Soient Pi la sinusoïde d'équation 

r , la chaînette d'équation 

(') Le lecteur esl prié de faire la figure. 
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f 3 la cycloïde définie par 

x — a(6 -4- sinÔ), y z=z a( i —cosô). 

Chacune de ces courbes admet, en son sommet O, où elle 

est tangente à Oar, une conique surosculatrice (contact du 

cinquième ordre) Yi> Y* ou y3. 

Soient, de plus, G le point de O y d'ordonnée y= 3a, 

0 et ô' les droites issues de O, qui font entre elles un angle 

de et sont symétriques par rapport à O y. 

Chacune des coniques yj, y2 et y3 a pour centre le point C. 

En outre, Yi a s e s points à l'infini, ses sommets du petit 

axe, Y3 s e s foyers, sur 0 et (et, par suite, les sommets du 

petit axe de y2 coïncident avec les foyers de Y3)-

M . D ' O C A G N E . 

2405. L'équation 

•-(;)'"-( M» = <>, 

a et ¡3 étant des quantités positives, a deux racines positives, 

si 
m'n nn

 . nx 

(/72 H - / l ) ' " + • " V 

On a 
kmn 

/,\m-t-« m n itl n /(X/it-H/* 

^ (m -h n)' n+ n  > \%) 

A . P E L L E T . 

2406. Si l'équation, où les a et f désignent des quantités 

positives, 

i = i ;=1 

a deux racines positives, la plus petite est inférieure à 3 , 4 e t 

la plus grande supérieure à 1 ft > a désignant la plus grande 

ù , 4 p 
des quantités a,- et 8 la plus grande des quantités fij. 

Si l'on a 1 >> gap, le premier membre de cette équation est 
positif pour x compris entre 3A ET-R- A. PELLET. 

p 

2407. L'étude de l'équation modulaire conduit à ce théo-

rème : 
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Soit la série holomocphe 

f ( x ) — x k-f- ax -h. .. -f- anx
n-\-..., 

les coefficients a étant quelconques ; l'équation f*{x)— i ~ o, 

autrement dit l'une des quatre équations : 

/ ( * ) = ! , f ( x ) = — I, 

f(x)-h = O, /<>)— \/~l = O, 

a une racine de module inférieur à 2, ou la série est diver-

gente pour x= k\/ 2. À. PEIXET. 

2408. Sur la normale en un point donné M0 d'un parabo-

loïde on prend un point P : on peut mener de ce point quatre 

autres normales à la surface; le point P se déplaçant sur la 

normale en M0, l'enveloppe des sphères qui passent par les 

pieds des quatre normales est un ellipsoïde de révolution 

dont le centre est sur l'axe du paraboloïde, avec l'abscisse 

x0-^(p±:q) , _ 
2 

et dont l'axe est parallèle à la projection de la normale en M0 

sur le plan tangent au sommet de la surface 0 ) . 

G . FONTENJÉ. 

2409. Si deux triangles sont à la fois homologiques et 

orthologiques, les deux centres d'orthologie sont sur la per-

pendiculaire abaissée du centre d'homologie sur l'axe d'homo-

logie. 

Application. — Soient M et M' deux points inverses 

par rapport à un triangle ABC, leurs pro-

jections sur BG, GA, A B ; si les droites AFJ^, B JJL2, C»JL3 et 

Ap.J, BJJ.2, Gfj.3 sont concourantes, elles se coupent sur MM' 

et les axes d'homologie des triangles ABG, (¿1 FX2 u3, ABC 

et jjtj |I>2 (X3 sont perpendiculaires à MM'. R. BOUVAIST. 

2410. Construire une conique connaissant un point M, le 

cercle osculateur en ce point et deux tangentes (ou deux 

points). * A. PELLET. 

(*) Le lieu des centres de ces sphères a été demandé au Con-

cours général pour la classe de Mathématiques spéciales, en i883 

voir Ar. A., 1883, p. 423). 
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SUR LA M E T H O D E n e P O I N C A R É 

POUR ÉTUDIER LA STAB IL ITÉ DE L/ÉQI I IL IBRE ; 

PAR M. P. A P P E L L . 

ï . Poincaré a donné, pouV étudie* la nature des 

positions d'équilibre d'un système, une méthode 

remarquable basée sur la considération des figures de 

bifurcation, des figures limites et des échanges de 

stabilité. Cette méthode est exposée dans le Mémoire 

Sur Véquilibre d'une masse fluide (Acta mathe-

matica, t . VU), et dans l'Ouvrage de Poincaré : 

Figures d'équilibre d'une masse fluide (Paris, Gau-

ihier-Villars) ; elle est indiquée dans une Notice que 

je publie cette année dans Y Annuaire du Bureau des 

Longitudes ( i 919); elle sera exposée dans le Tome IV 

de mon Traité de Mécanique rationnelle. 

Je me borne ici, en vue de l'enseignement de spé-

ciales et de licence, à exposer la méthode dans le cas 

le plus simple et à en donner des exemples élémen-

taires. 

II. Imaginons un système matériel, à liaisons sans 

frottement, dont la position dépend d'une seule coor-

donnée q; admettons que les forces données, qui 

agissent sur le système, dérivent d'une fonction des 

foroes U(qr X) contenant, outre qh un autre para-

mètre X indépendant de q. 

0** sait q<uie les valeurs de q correspondant aux 

positions d'équilibre, paur une vaifeur don-née de X, 

s'obti«nnent en cherchant leis valeurs de q qui rendent 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIX. (Mai 1919.) l 3 
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U(gr, A) maximum ou minimum; à une valeur de q 

rendant U maximum, correspond une position d'équi-

libre stable. 

Ceci étant rappelé, la condition d'équilibre est 

donnée par l'équation 

Considérons deux axes O q et OX {fig- i) et cons-

truisons par rapport à ces axes la courbe '¿{q, X) = o. 

Pour une valeur donnée de X, q a plusieurs valeurs 

donnant des points A, B, C, . . . de la courbe. A cha-

cune de ces valeurs répond une position d'équilibre 

qu'on peut caractériser par le point correspondant de 

la courbe © = o. Quand \ varie d'une manière continue 

en croissant, chacun de ces points décrit une branche 

de courbe; on a ainsi des séries linéaires de figures 

d'équilibre. 

Supposons que pour X — A 0 = OP 0 , deux valeurs 

de q deviennent égales et que ces valeurs se séparent 

de nouveau pour A >> X0 de telle façon que la courbe 

présente un point double E : à ce point correspondra 

une position d'équilibre de bifurcation où deux séries 

linéaires A et B se croisent. Supposons au contraire 

que deux valeurs de q correspondant aux points Cet 1> 

deviennent égales pour A = X1 = OP1 , puis imaginaires 

pour \ : alors la position correspondante L est 

une position d'équilibre limite. I l peut arriver qu'une 

position H soit à la fois limite et de bifurcation si, 

pour une certaine valeur X = A 2 = O P 2 trois valeurs 

de \ correspondant aux points P, Q , R devenaient 

égales, de façon que P, Q , R se confondent en un 

point H où passe une branche simple Q qui continue 

et une branche PR à tangente verticale : alors pour 

X > X2, q Saurait plus qu'une valeur réelle. Le point H 
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est k la fois une position limite et une position de 

bifurcation. 

I l pourrait arriver inversement que pour X = X 3 = O P j 

{fig- i , IV), trois valeurs de q soient égales, dont une 

Fig. i . 

seule existerait pour X<^X3 , les trois étant réelles 

pour X > X 3 . Le point correspondant K serait à la fois 

limite et de bifurcation, mais il serait limite pour des 

valeurs de X décroissantes jusqu'à X3. 

La courbe 0 = 0 divise le plan en deux régions; 

dans la première, la fonction cp(gr, X) est positive : elle 

est couverte de hachures; dans la seconde X) est 

négative. En un point de la courbe tel que A cp est 

nul, au-dessus cp o, au-dessous cp<[o; si donc, 

v ! , , . , 09d*U 

A étant constant, q croit, la derivee ~ = est posi-

tive en A ; donc U(</) y est minimum et A est une 

position d'équilibre instable. Au contraire, pour des 
raisons analogues, = iLi! est négative en B ; donc & ' dq àq^  0 ' 

la position correspondante est stable. Ainsi une posi-

tion est stable ou instable suivant que la région au-

dessus du point figuratif est blanche ou hachurée. 

On voit alors immédiatement sur la figure 1 les faits 

suivants : 

i° Si deux suites linéaires de positions d'équilibre 

se croisent en un point E, figure de bifurcation, les 

stabilités s'échangent : la suite B, qui était stable. 
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devient instable en W; la suite A, qui était instable, 

devient stable en A'. 

2° Si deux suites linéaires D et C se réunissent en 

un point limite L, l'une donne des figures stables, 

l'autre des figures instables; on peut dire aussi, en 

suivant Parc DLC, que les figures correspondantes 

forment une seule suite linéaire dont les stabilités 

s'échangent quand on passe par L. 

3° Si une figure H ou K est à la fois limite et de 

bifurcation, en suivant la branche simple oblique Q Q ' 

on obtient des figures dont la stabilité s'échange; mais 

en suivant la branche PR, à tangente verticale en H 

ou K, on obtient des figures de même nature toutes 

stables ou toutes instables; il en est de même quand on 

change de branche, par exemple le long du contour 

PH.Q' les figures sont stables, avant et après H ; il en 

est de même de RK.Q. 

PREMIER EXEMPLE. — Régulateur de Watt. — 

Cherchons les positions d'équilibre relatif d'un point 

pesant M qui glisse sans frottement sur une circonfé-

rence tournant avec une vitesse angulaire constante o> 

autour d'un diamètre vertical fixe. En prenant comme 

origine le centre O , comme axe des y la verticale 

descendante, et comme axe des x l'horizontale, on a 

u = gy -+- — 

où x et y sont les coordonnées du mobile. Soient a le 

rayon de la circonférence, q l'angle du rayon OM 

avec Oy, on a 

d'où 

U = ctg j cosç -+- - X sin*^ I > 
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X ayant la valeur positive : X = ^co2. On obtient tous 

les points de la circonférence en faisant varier q de —tz 

à 7i. On a done 

— tz < q O S À . 

Ceci posé, on a 

®(q, X) = ^ t= ag sin q [X cos# — ij. 

La courbe cp (y, X) — o ( . 2) se compose de plusieurs 

branches : 

(OX) q = o, (AA') q ~ tz, (BB') q=—r, 

et 

(CHC) X cosgr — 1 = 0; 

cette dernière branche, construite en faisant varier q 

de — ^ à -b ^ pour que X soit positif, a la forme indi-

quée ( f ig. 2) : elle est symétrique par rapport à OX et 

Fig. 2. 

B B' 

a pour asymptotes q = — Dans la figure, nous avons 

couvert de hachures la région pour laquelle cp(gr,X)>o. 

Si X est plus petit que 1 (point P sur OX, il existe 

deux positions d'équilibre correspondant aux points 

V(q = o) et Q(Q = TZ) ; la première, d'après la dispo-

sition des hachures, est stable; la deuxième, instable. 
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Si X prend la valeur 1, P vient en H équilibre limite 

et de bifurcation, stable. Si on a le point 

P ' ( O P ' = A), dont l'ordonnée coupe la courbe en 

quatre points C', P', C, A' ; à chacun de ces points cor-

respond une position d'équilibre (C7 stable, P' instable, 

G stable, A' instable). On voit que, quand A atteint 

et dépasse i , la série linéaire des positions P, qui était 

stable, devient instable en P ; , et deux nouvelles séries 

linéaires de figures symétriques G et C' apparaissent, 

stables toutes deux; on a ainsi un exemple très 

simple d'un équilibre H à la fois limite et de bifur-

cation, avec échange de stabilités. 

DEUXIÈME EXEMPLE. — Imaginons, dans un plan ver-

tical, la courbe définie par les équations 

y^SqUl — q 2), ^Ti 
Xi = l\q (3 — q 1), dxx 

par rapport à deux axes rectangulaires .z^Oj^ . Cette 

courbe a la forme indiquée dans la figure 3 avec deux 

Fig. 3. 

// / 
V'\ A 

I 
R I 

points de rehaussements, R et R' , correspondant 

à q — ±i. Elle est symétrique par rapport à Oy\-
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Appelons a l'angle de O x t avec Y horizontale et 

prenons un axe vertical ascendant O y . Un point maté-

riel pesant M glisse sans frottement sur cette courbe ; 

trouver les positions d'équilibre du point. 

Appelons y l'ordonnée de M par rapport aux axes 

xOy : on a, pour la fonction des forces 

U = — mgy ~ — mg[xx sina -4-yt cosa] 

= — mg — q*)l -f- — 9 2)], 

en posant X = tanga. Nous supposerons que a varie 

entre — - et -f- Alors la fonction ©(<7, X) = ^ est, 
•2 % 1 x 7 ' àq 

à un facteur positif près, égal à 

©(?, X) = - ( I — -+-

La courbe <p(q, X) = o se compose (fig. 4) des trois 

Fig. 4-

droites q — \, q = — i , q = — X. La partie du plan 

cp(y, X) > o est couverte de hachures. 

Si — I i X ̂  + I, en prenant OP = X, on voit qu'il 

y a trois positions d'équilibre représentées par les 

points A, B, C : A et G instables (points de rehausse-

ment); B stable. Il faut se représenter le point M placé 

en un rebroussement comme un point posé sur une 

pointe. 

Si X ;> i , en prenant OP' = X, on trouve de même 

trois positions représentées par A', B', G ; les positions 
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correspondant à A' et B' sont stables, G' instable; il 7 

a un échange de stabilité entre les séries linéaires BT 

B' et C, C . Au point de rebrou&sement {position 

stable) il faut se figurer le point M comme placé au 

fond d'un tube pointu. 

Si le facteur cosa dans U est négatif ; la 

figure est la même, mais les parties hachurées sont 

blanches et inversement. 

T R O I S I K . V I F : K M Î M P L E . — Exercice : Equilibre d'un 

point glissant sans frottement sur une paraboley~= 2px 

et repoussé par un point de Taxe (x — X, y = o) pro-

portionnellement à la distance. 

En prenant comme coordonnée cj l'ordonnée y du 

point, on a une figure analogue à (2). 

I V . G É N É R A L I S A T I O N S . — On trouvera dans Poincaré 

l'étude des cas où la position du système dépend de 

plusieurs coordonnées q{, q2, .qn-

On peut aussi imaginer un système à une coordon-

née q, dont la fonction des forces contient plusieurs 

paramètres. Par exemple, si cette fonction contient 

deux paramètres X et pt, U(</, X, [/.), eri posant 

on pourra, par rapport à trois axes rectangulaires OA , 

Op., Oq, considérer les surfaces f (<7, X, ¡j.) = 0 et les 

régions cp (q, X, p) <0 . 

Un exemple simple est fourni par l'équilibre d'un 

point sur une parabole, ce point étant repoussé par un 

point fixe donné dans le plan de la courbe, propor-

tionnellement à la distance. 
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SUIt LA DÉTEMIHITNM DES MRFACtS MfiMMA ; 
PAR M. G. C L A P I E R . 

D'après les formules deMonge, une surface minima 

peut être déterminée comme lieu des milieux des 

cordes qui s'appuient sur deux lignes de longueur 

nulle. Celles-ci doivent satisfaire à k relation 

dx2 -f- dy' 1 dz* — o 

que I on peut écrire 

(dx -f- idz) ( dx — idz) = — dy 

Nous pouvons poser 

dx -+- i dz o dx — i dz 9 
= rang- , — cot - , 

— dy  0 2 dy 1 

d'où Ton déduit, en introduisant une fonction arbi-

traire qui caractérise la ligne isotrope, 

_ ± — = = — d - ± — = #(*)<*? 
1 — tang2 X 2 tang i -h tang22^ 

et, par suite, avec une nouvelle fonction de ç, 

^ dx — coscp t/cp, 

(1) < dy — sin<p «?(©) ¿ftp, 

f = i$(f)do. 

On aurait une deuxième ligne isotrope, en posant 

| dx = cosW $i(W)dW1 

(2) d y = s i n W ^ l ( W ) d W t 

( dz = — i 

Soient M a et M*deux points quelconques pris respec-
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tivement sur ces deux lignes isotropes, la surface 

minima (M) est déterminée par 

(3) X ^ f t t f Ô , y = I«±y>L, 
7 O • r» r» 

formules qui contiennent deux fonctions arbitraires 

f( t f ) et 

On aura des points réels, en prenant ces deux fonc-

tions imaginaires conjuguées, ainsi que les paramètres 

0 et W. 1 
Les quadratures peuvent s'effectuer, dans le cas où 

chacune des fonctions est la somme de la dérivée 

première et de la dérivée troisième d'une autre fonc-

tion 

= + ¿1(40 = / ' ( + ) -h .TW ! 

on obtient alors, sous forme explicite, 

i xa = F' si n cp -+- F" cos <p, 

y a = — F' coscp -h F" sincp, 

za=i( F-4-F"); 

I Xb— f sin ^ -h f" cos 

yb — — f cos<]> H- f" sin ty, 

«6 = - » ( /+/" ) • 

Si l'on porte ces valeurs dans les.égalités (3), on a 

les formules trouvées par Ribaucour, en considérant 

une surface minima comme la surface moyenne d'une 

congruence isotrope. Nous donnerons une démonstra-

tration géométrique de ces formules et la signification 

géométrique de l'angle cp. 

iNous avons, pour J'élément linéaire de la surface 

minima (3), 

(dxa-+- dxb)
%* (dya^rdyb)* {dza+dzhy d* = 4 - + 4 4 ' 

. ds* = ^ ( dxa dxb -+- dya dyt> -t- dzx dzb ), 
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•et les formules ( i ) et (2) nous donnent 

nous avons, avec les lignes isotropes (A ) et (B), 

(4) (F'h-F'") (/'-{- / ' " ) c o s » ? ~  W dvdW. 

Cherchons la représentation sphérique de la sur-

face (M) . I l est évident que par le point M passe deux 

lignes de longueur nulle dont les tangentes sont 

parallèles aux tangentes aux points M a et des 

lignes isotropes (A ) et (B). De sorte que les cosinus 

directeurs (c, c', c") de la normale doivent vérifier les 

conditions 

c cos cp H- c s m ç + ic = o, 

c cos^F -+- c' s'inW — îc" = o. 

O n en déduit 

. o - h W © -4- W . . 9 — 9 — 
— sin cos- t s i n- cos 

2 2 2 2 

et, pour l'élément linéaire de la représentation sphé-

rique, 

(5) dv*= ! -dvdW. 
m IJT 

COS2 -

Remarque. — Plaçons-nous dans le cas des surfaces 

réelles. Les fonctions F et f étant imaginaires conju-

guées, nous poserons 

<p = a-hiP, ^ = a — «p. 

Déterminons un point de la sphère-unité par sa 
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longitude v et sa co'latitude u, 

— sin a 
c — sin a cosv = — > 

cosz p 

cos a 
c = sin sinP = TTT i 

COS I ¡5 

c* = cos w = i tang ¿¡3. 

On en déduit 

T 
1 — V, 

2 
—(ifat-Hrfßi). 

„ . U COS2 I ß 
— p = log cot 4 

Ge sont les formules qui permettent de faire une 

projection géographique de la sphère par le système 

de Mercator. 

A toute représentation géographique de la sphère 

correspond un système de formules qui définissent les 

surfaces minima. 

Ainsi la représentation par projection stéréogra-

phique nous donne la formule bien connue de 

Weiers trass. 

Le problème de la détermination des surfaces 

minima est lié à celui des Cartes géographiques, c'est-

à-dire à celui de la détermination des systèmes iso-

thermes de la sphère. 

Si dans les form u l'es de Ribaucour, appliquées aux 

surfaces minima réelles, on change F en ¿F et / e n — ifr 

on obtient une surface minima (M7) conjuguée de (M)* 

Lignes de courSure. — Les formules (4) et (5 ) 

nous permettent d'obtenir le rayon de courbure prin-

cipal R.Nous avons 

d s * = : R * d 7 * , R* = (F '-h F " ' ) ( / '+- f " ) cos4 L Z - Z . 
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De phis on a, pour deux directions conjuguées, 

dx 8c -h dy 8c'-+- dz 8c" = o, 

ou bien, d'après les formules (r) et (2), 

(coscp 8c -h sin <p 8c' 4- i 8c") § dy 

-h (cosW 8c -+- sin ^ 8c' — i 8c") §x dW = o. 

En différentiant les relations qui expriment que la 

normale est perpendiculaire aux deux lignes isotropes 

qui passent en M, 

cos cp 8c -h sin cp 8c' -+- i 8c" = (c sin cp — c' cos <p) 8cp, 

cos 8c H- sin W de'— i 8c" = (c sin W — c' cos^F) SW. 

Et comme on a aussi 

c(sin cp — si 11 W) = c'( coscp — cos 4»), 

on a, pour l'équation de directions conjuguées, 

(6) (F'+Fw)rfif3T + (/'+/ , ')rfVÎ<F = o. 

Il en résulte pour celle des lignes asymptotiques 

y/F' -+- F" d* ±l i sjf h- /"' dW = o ; 

et pour l'équation différentielle des lignes de courbure, 

( 7 ) y/F'-f- F'" dy zt //'-+-./'" dV = O. 

Ces lignes seront algébriques, si J d o s/W -f- Fw est 

uae expression algébrique. 

Démonstration géométrique. — Une ligne iso-

trope (À) peut être considérée comme l'arête de 

rebroussement d'une développable isotrope. Celle-ci 

jouit des propriétés suivantes : 

i° Ses plans tangents sont parallèles à leur perpen* 
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diculaire; 2° ses génératrices rectilignes, lignes de 

longueur nulle, sont normales à la surface. I l en 

résulte que toute ligne tracée sur la surface est ligne 

de courbure, admettant pour développée l'arête de 

rebroussement. 

Désignons par (A4 ) la trace de développable sur le 

plan des xy et par (a ) la développée de cette courbe. 

La normale à la surface en un point A^ de cette courbe 

plane, envisagée comme ligne de courbure, n'est autre 

que la génératrice A, A ; elle a une enveloppe qui n'est 

autre que l'arête de rebroussement; le point de con-

tact A doit être situé sur la droite polaire menée par 

le point a, perpendiculaire au plan des xy. 

Il en résulte que la développée (a) de la trace (At) 

de la développable est la projection de l'arête de rebrous-

sement (A) sur le plan des xy. Si l'on prend une 

deuxième arête rebroussement (B), on voit que le 

milieu M de iVB se projette au milieu de ab. 

Si les tangentes aux points correspondants des 

traces (A , ) et (B<), sur le plan des ont pour 

équation 

x cos cp -h cp sin cp = F(cp), 

x cosW -+- cp sin W = / ( W ) . 

On en déduit les deux premières formules deRibaucour. 

La droite A, A est une droite isotrope qui va passer 

par un point l du cercle imaginaire de l ' infini; elle se 

projette suivant A Ka. De même B4 B est une droite 

isotrope qui va passer par un point J du cercle imagi-

naire; et nous avons 

A a = za= i Ra, Ai a — 

= = — IR*, 176 = R6; 

R a et Kb sont les rayons de courbure de ( A< ) et (B f 
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On a donc par le point M, milieu de AB, 

Za-+- ¿b • Ra— Rô 
Z = . ' = l f 2 2 

et comme 

R A = F -H F " , R * = / + - / " , 

nous retrouvons la troisième formule de Ribaucour* 

L'angle'f est l'angle de la normale &Ka avec l'axe 

des x \ c'est aussi l'angle de la normale à la développée 

avec Taxe des cp. 

Si l'on suppose les arêtes de rebroussement (A ) et(B) 

confondues, on a une développable double à laquelle 

correspond une surface minima qui admet la dévelop-

pée double (a) comme ligne géodésique. 

S étant l'axe de cette géodésique, son rayon de 

courbure R< e t comme (A ) est une développable 

de (a) , ds — c/Ra ; donc 

acp 

De sorte que l'on a, pour la surlace minima correspon-

dante, 

2 2 2 

<p et <p, étant les paramètres de deux points de la géo-

désique. 

D'après la formule (4), l'élément linéaire 

dS* = Rf cos* 2 — î i df dyx 

et la formule (7) nous donne pour l'équation des lignes 
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de courbure 

y/RT dy zt I i = 

Exemple. — Déterminons la surface minima qui 

admet comme géodésique la première podaire négative 

d'une parabole. Nous avons, en désignant par p le rayon 

vecteur de la parabole et cp l'angle polaire, 

3 

a
 u _ dl? ^ , _ 2 

a 

cos2 — 4 eosv-t-

p-^ r dv © Rj âfcp = / î = a t tangy < 
/ 2 cos2 -
/ i 

Les ligues de courbure et les lignes asyinptotiques 

«ont algébriques. 

La surface est elle-même algébrique. Ses lignes de 

courbure étant déterminées par la relation 

cp 117 
t ang — zb tang-— = const., 

eel)e-ci s'écrit avec les paramètres des formules de 

Weierstrass : 

u ± ai = const. (u = a — ¿¡5, ut = a H- ¿fi). 

La surface envisagée n'est autre que la surface 

d'Enneper; elle correspond à 

a.3 
| ¿r = a-h — y , 

\ Û5 

j z + iL, 

\ r = ( i ) 

( 1 ) Voir ma Thèse : Sur les surfaces minima ou élassoïdes 
(G^uthier-VHiars, 1919). 
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S U R UN P R O B L È M E D E G É O M É T R I E I N F I N I T É S I M A L E ; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

1. En chaque point M d'une courbe (M) prenons 

sur la tangente à la courbe un segment variable MT 

égal à une fonction r de 1 angle de contingence © de (M) 

au point M ; proposons-nous de construire la normale 

et le centre de courbure 7 de la courbe (T) , lieu de T, 

au point T. 

Soient p, tjii les deux premiers centres de courbure 

de (M) en M ; r', r" les deux premières dérivées de r 

par rapport à La construction de la normale en T à 

la courbe (T) s'obtient immédiatement en observant 

que, si N désigne l'intersection de Tx avec M p , le 

segment ¡JLN est égal, d'après une relation connue (<), 

à.la dérivée de r par rapport à cp. 

Pour déterminer le point 7, considérons la déforma-

tion du triangle MTN. Soit J le point où la normale 

en N à l'élément décrit par ce point rencontre JJLJJL̂  ; le 

segment ¡jt, J est égal a rf/. On a, d'autre part, en dési-

(*) MANN H KI\I, Principes et développements de Géométrie ciné-

matique, p. 44« 

Ann. de Mathemat4e série, t. X IX . (Mai 1919.) 
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gnant par V l'intersection de NJ avec la perpendicu-

laire élevée en T sur TT, 

d( M ) _ Ml¡ d{T) _ TT d( N) _ ÑJ  

< * ( T ) ~ T N ' d Ï N ) - m ' 

Par suite, si }' est la projection de J sur TN, on a 

TT __ _ 

W ~~ ÑJ ~ W 
ou 

i __ i i 

Nx ~~ W W 

On déduit de ce qui précède les constructions sui-

vantes pour la normale et le centre de courbure de la 

courbe (T) au point T : 

Le point N obtenu en portant sur M ¡A un seg-

ment inN égal à rT appartient à la normale cher-

chée. Soit J le point obtenu en portant sur pLjjLf le 

segment jjl, J égal à r' ! ; le centre de courbure 

cherché t est le milieu du segment compris entre N 

et le conjugué harmonique de N par rapport àT et 

la projection de J sur TN (1 ). 

Ayant déterminé le point J sur ¡JI¡JLI; on peut aussi en 

déduire T par la construction suivante : 

Soit K le point où JT rencontre la perpendicu-

laire élevée en N sur TN ; la droite qui joint K au 

milieu I de NJ passe par le centre de courbure 

cherché. 

2. Courbes tractrices. — Si r est une constante, 

( ' ) Dans cette construction, il y a lieu de tenir compte des signes 

de r' et r". 
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(T) est une courbe équitangentielle de (M), et (M) une 

courbe tractrice de (T) ; on retrouve facilement, au 

moyen de ce qui précède, la construction donnée par 

M. d'Ocagne pour obtenir le deuxième centre de cour-

bure p.4 d'une courbe tractrice ( M ) d'une courbe (T) 

quand on connaît le centre de courbure T de (T ) 

en T (4 ). 

3. Conchoïdes. — La tangente MT à la courbe (M) 

coupant une courbe (T) en T, considérons le lieu (T4) 

du point T4 obtenu en prolongeant MT d'un segment 

constant TT4 ; la définition du lieu (T4) généralise 

celle des conchoïdes. La construction ( 2 ) du centre de 

courbure de (T4) indiquée dans les Nouvelles Annales, 

1917, p. 434? découle de la construction générale 

trouvée ci-dessus. 

4. Courbes isoptiques. — Menons par le point T 

une droite faisant avec MT un angle constant; cette 

droil^f touche son enveloppe (M') au point M ; , projec-

tion de M s-ur cette droite; la courbe (T) est une 

courbe isoptique.de (M) et (M'). Soit p/ le centre de 

courbure de (M7) en M'% La droite NJ est la normale 

de la courbe décrite par N ; or cette courbe est une 

isoptiquedes développées de (M) et (M'); par consé-

quent, la perpendiculaire élevée en t*7 sur M'ji/ passe 

11) Les propriétés iaiinitésirna les des courbes équisootines {Inter-

médiaire des Mathématiciens, 1910, p. io5, 177, 272; p. I5I) 

se déduisent immédiatement de celles des tractrices. 

( 2 ) On peut déduire de cette construction celle du centr« de 

courbure de la conchoïde de Durer. Elle permet en outre de 

retrouver ce théorème, dû à Rivais : 

Les centres de courbure des éléments décrits simultanément 

par des points marqués sur une droite qui se déplace dans un 

plan appartiennent à une conique. 
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par J . On retrouve donc cette construction connue du 

centre de courbure T de l'isoptique (T) de deux courbes 

( M ) E T ( M ' ) C ) : 

Soit N Vintersection de MJJL, M'JJL7; le cercle NJJLUL' 

coupe TN en J'. Le centre de courbure T est le milieu 

du segment compris entre N et le conjugué harmo-

nique de 1\ par rapport à T et J'. 

5. Développées intermédiaires. — Portons sur la 

tangente à (M) en M vers l'origine des arcs un seg-

ment MM, égal à l'arc de (M) en M; le lieu (M,) de M, 

est une développante de (M) et le lieu du point T qui 

divise Mi M dans le rapport constant A est la déve-

loppée intermédiaire d'indice X de (M 4 ) . 

La normale à la développée intermédiaire (T) 

passe par le point N qui divise le deuxième rayon 

de courbure le (M,) dans le rapport Pour obtenir 

le centre de courbure T de (T), on projette en J' sur 

la normale à (T) le point qui divise le troisième 

rayon de courbure de (M, ) dans le rapport X; T est 

le milieu du segment compris entre N et le conjugué 

harmonique de ce point par rapport àT et J' (2 ) . 

6. Courbes tan gen tie lie s. — Sur la tangente au 

point M d'une courbe (M) on porte un segment MT tel 

que sa projection sur une droite fixe A soit constante; 

le lieu (T) de T est une courbe tangentielle de (M)(3). 

( ' ) MANXHKIM. Principes et développements de Géométrie ciné-

matique, p. 33. 

(*) Voir L . Bu AU DE. Les coordonnées intrinsèques (Scientia, 

n° 34, p. 57); ce résultat y est obtenu analy l iquement . 

( 3 ) Au sujet de cette transformation, voir HOCUHEIM, Tangen-

tialkurven der Kegelschnitte (Zeitschrift für Math. u. Phys.y  

1S70); BETALI, Sopra una corrispondenza [m, /*] (Rendiconti Ist. 

Lomb., 1899). 
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Si les parallèles menées par M à A et par T à M pi 

se coupent en L, la normale en T à (T) est parallèle 

à ¡¿L. 

La perpendiculaire élevée en L sur ML rencontre 

MT en P; soient Q le symétrique de T par rapport 

ci P, J celui de Q par rapport au milieu de MJJLI, 

N Vintersection de la normale à (T) avec MJJL. Le 

centre de courbure est le milieu du segment com-

pris entre N et le conjugué harmonique de N par 

rapport à T et la projection de J sur TN. 

Réciproquement, connaissant la normale et le centre 

de courbure de la courbe (T) en T, on peut obtenir 

les deux premiers centres de courbure u et pi, de la 

courbe (M) en M. En particulier, quand on considère 

une logarithmique (M) et son asymptote (T), on 

obtient des constructions simples pour les deux pre-

miers centres de courbure de la logarithmique. 

7. Courbes définies par leur équation polaire. — 

Si l'on suppose que la courbe (M) se réduise à un 

point fixe M, le problème général revient à la construc-

tion du centre de courbure des courbes définies par 

leur équation polaire r = / ' (?)• 

a. Radiales. — Par un point fixe M du plan, on 

mène des segments MT équipollents aux rayons de 

courbure d'une courbe F; le lieu (T) du point T est la 

radiale de T. 

Par le point N on mène les segmen ts MN, MJ 

équipollents aux deuxième et troisième rayons de 

courbure de T; TN est la normale à la radiale en T. 

Soit K le point où la perpendiculaire élevée en N 

sur TN rencontre MT; la droite qui joint K au 
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milieu de NJ passe par le centre de courbure de la 

radiale. 

p. Centre de courbure des spirales de degrés 

quelconques r h== a kcp : 

La normale en T à la spirale rencontre en N la 

perpendiculaire élevée en M sur MT, celle élevée 

en N sur NT coupe MT en K ; on prend sur MK le 

segment MJ égal à (1 — k) MK ; la droite qui joint K 

au milieu de NJ passe par le cen tre de courbure de 

la spirale ( 1 ). 

y. Rosaces. — Dans le cas d'une rosace d'indice n, 

le point J s'obtient en prenant sur MT le segment 

MJ = « 2MT. 

S. La méthode générale permet de déduire la con-

struction du centre de courbure des courbes r=f(no) 

de celle du centre de courbure de la courbe r = / '(©); 

on pourra, en particulier, obtenir une construction de 

la normale et du centre de courbure des courbes 

à n ventres en observant que ces courbes sont les 

transformées des coniques qui ont le pôle pour foyer 

et l'axe polaire pour axe focal. 

8. Une méthode de généralisation. — Revenons 

aux considérations générales du paragraphe 1. Par un 

point fixe M0 du pian, menons un segment M0T0 équi-

pollent à MT, et considérons le lieu (T0) du point T0 . 

( ' ) Dans le cas de la spirale de Fermât, J est le symétrique 

de K par rapport à M. Pour la spirale d'Archimède, le centre de 

courbure appartient à la droite qui joint K au milieu de MN. Dans 

le cas de la spirale hyperbolique, la perpendiculaire élevée en K 

sur Tk passe par le centre de courbure; on retrouve donc une con-

struction indiquée par M. Balitrand (Nouvelles Annales, 1916, 

p. 223). 
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Si l'on connaît la normale et le centre de courbure T 

de (T) en T, on peut en déduire la normale et le 

centre de courbure de (T0) en T0 , et réciproquement. 

Soit, en effet, N0 le point où la normale en T0 à (T0) 

coupe la perpendiculaire élevée en M0 sur M 0 T 0 ; le 

segment M 0 N 0 est égal à fxN; de même, si J0 désigne 

le point analogue à J, on a 

M0 Jo = Ki J. 

Cela posé, envisageons, par exemple, la transformation 

par inversion qui fait correspondre au lieu (T 0 ) de T0 

le lieu (T'0) du point T'0 tel que 

M0T0.M0T
,
0 = A-«; 

considérons alors, plus généralement, la transforma-

tion qui fait correspondre au lieu (T) du point T le 

lieu (T') du point T de MT tel que 

M T. ¡VIT' = k-. 

Connaissant le centre de courbure T de (T) en T, on 

peut en déduire le centre de courbure T0 de (T0) en T®; 

d'après une propriété connue, M 0 T 0 passe par le centre 

de courbure T'0 de (T^) en T'0 ; connaissant le point T'0, 

on en déduit le centre de courbure T' de (T') en T'. 

On simplifie les constructions en faisant coïncider, 

pour chaque position de M sur la courbe (M), le 

point M0 avec le point M. 

La méthode que nous venons d'indiquer pour le cas 

particulier de l'inversion a une portée tout à fait géné-

rale : la tangente en un point M de la courbe (M) 

coupant n courbes (T^^Ta) , ...,(TW) enT 4 ,T 2 , ..., T„, 

considérons le lieu (T') du point T' de MT tel que 

MT' = /(MIT, MT2, . . . , MT„). 
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On pourra toujours résoudre le problème de la con-

struction de la normale et du centre de courbure de la 

courbe (T') quand on en connaît une solution pour le 

cas particulier où la courbe (M) se réduit à un point. 

[ R 8 a a ] 

SUK UN PROBLÈME DE MECANIQUE; 
PAR M. É t . DELASSUS. 

11 s'agit du problème de ¡Mécanique donné à l'agré-

gation en 1903 et qui, en supprimant certaines restric-

tions inutiles et généralisant quelque peu, est l'étude 

du mouvement d'un solide fixé par son centre de gra-

vité, dont l'ellipsoïde central est de révolution et qui, 

suivant cet axe, est percé d'un canal de section infini-

ment petite à l'intérieur duquel se meuvent symétri-

quement et suivant une loi donnée deux insectes iden-

tiques. 

Les trois premières parties de l'énoncé étaient des 

jalons pour indiquer aux candidats qu'on leurdemandait 

d'appliquer, avec les modifications appropriées, la 

méthode d'Eulerqui donne les équations bien connues 

du mouvement d'un solide autour d'un point fixe. 

Je me propose de montrer que l'application régulière 

des méthodes générales que je préconise et expose 

dans mes Leçons sur la dynamique des systèmes 

matériels conduit directement et bien plus simplement, 

sans aucune intégration effective, au résultat cherché. 

Comme mes recherches et mes leçons sont bien posté-

rieures au problème considéré, ce n'en sera pas une 

critique, ce sera simplement un exemple d'un cas, 

d'ailleurs peu fréquent, où, bien que l'intégrale des 
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forces vives, même généralisée, n'existe pas, l'appli-

cation des équations de Lagrange fournit néanmoins 

la solution. 

Les axes mobiles sont tout indiqués ; désignant par 

z et—z les z fonctions de t qui déterminent la position 

des deux insectes on a, en supprimant un terme z12 

équivalent à zéro, la fonction génératrice 

2 G = <ï>(*)(4>'2 s in20 -h 6'2 ) -+- C ( <]/ cos6 -h »')* 

qui est homogène et dans laquelle on a posé 

<T> ( t) = A H- 2 mz* \ 

elle met en évidence 0 comme paramètre principal et 

<p, <i comme paramètres secondaires donnant les deux 

intégrales linéaires immédiates : 

<]/cos 0 -h cp' = r0, 

«KO<|/'s¡ i*e = ^ — C/o cos6. 

Gomme il n'y a pas d'intégrale de force vive, nous 

devons former la fonction génératrice réduite relative 

à l'inconnue principale (voir mes Leçons, Cliap. V t 

Section I I I ) et, dans ce but, porter les valeurs de cp' 

et <V dans 

2 G — 2 G — 2Cp — , — 2 - 7 - 7 > 

1
 àv 

ou, plus simplement, puisque 2G est homogène dans 

r> v d G > à G i> à G A'  à G r > m* 

qui est linéaire. Après suppression d'un terme constant, 

on obtient 
F 2 ( 6 ) 

avec 

I?/FL\ —CROCOSO O 0 — X cose  
P ( 6 ) = SÏÏ8 ' F ( 9 ) = síñ*6  
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«et Ton en déduit l'équation de Lagrangé en 6 

•équation que l'on intégrerait bien facilement, sans rien 

préciser, au moyen du changement de variable 

dt 

la ramenant à la forme bien connue 

-fi 

6) = o. 

Le fait que le problème admet bien évidemment, 

comme le problème d'Euler, toutes les intégrales R 

autour du point fixe conduit à prendre pour axe fixe 

O^Î la position initiale du moment résultant en O de 

la quantité de mouvement. Getle particularisation se 

traduit ici par 

Pa^(h) __ <?o<*>i O __ O o 
sin 60 sincp0 sin60coscp0 cos60 

d'où l'on déduit immédiatement 

e j = o, 

puis 
G r o 

c'est-à-dire 

T 0 4>( i 0 )cosô 0 

C r 0 — X cosG0 = o 

F ' ( 8 0 ) = o. 

En vertu de cette condition, on voit immédiatement 

que l'équation en 8 admet la solution 

= const. : 

qui, répondant aux conditions initiales 60
 e l % — e s t 

la solution cherchée. 
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Les deux intégrales immédiates donnent alors 

H et K étant deux constantes, donc 

ty = H S -h const., cp = r0t -H -4- const., 

& étant le temps auxiliaire défini plus haut par une 

quadrature. Le problème général est donc terminé sans 

avoir eu à faire la moindre intégration effective 

d'équation différentielle. 

Dans la quatrième Partie, on demandait d'étudier le 

cas de /*0 = o. L'intégrale relative à cpf montre que r 

estconstammentnulle, donc le cône roulant de la repré-

sentation du mouvement du solide est ici le plan 

des xy. 

Les composants pK, qK, rK de la rotation sur les axes 

fixes donnent alors 

donc la rotation fait avecO^ l'angle constant^ — 0 et 

le cône fixe est de révolution autour de . On a donc 

le roulement d'un plan sur un cône de révolution, mais 

ce roulement n'est pas uniforme, il ne se fait pas pro-

portionnellement à t, mais à G. 

Quand, comme dans la cinquième Partie, on précise 

la fonctions, c'est-à-dire, en définitive, la fonction $ (¿), 

le seul résultat qui en découle est l'expression explicite 

de S, d'ailleurs complètement inutile pour la suite. 

Si, comme cela existe pour laloi donnéedansl'énoncé, 

les insectes ont un mouvement asymptotique, la fonc-

tion ^ ( i ) tend asymptotiquement vers une valeur 

finie et non nulle, de sorte que o' et 'V tendent vers 

<des valeurs asymptotiques et que <p et A croissent 

indéfiniment. 
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Si, en outre, nous considérons les expressions 

/ • = cons t . , /?2-h q% = <j/2 s in 26, 

r0— ©' sin26 , • ,„ . 

ces 6 ' = 

nous voyons qu'elles tendent vers des valeurs asymp-

totiques finies, donc que les deux cônes sont asymptotes 

à deux cônes de révolution et que le mouvement du 

solide tend asymptotiquement vers le roulement uni-

forme d'un cône de révolution sur un autre cône de 

révolution. 

La valeur asymptotique de 'V n'est jamais nulle, 

mais celle de y' peut l'être. Alors pK et q{ tendent vers 

zéro, le cône fixe est asymptote à O ^ et le mouvement 

du solide tend vers une rotation uniforme autour 

de O : , . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

424. 
( 1838. p. 33 ; 1916, p . :>i8.l 

Etant données les erreurs absolues a, ¡3, y commises sur 
la mesure des côtés d'un triangle sphérique, en calculer 
les effets sur les angles. GAILLET. 

SOLUTION 

P a r M . H . DE M O N T I L L E . 

Gette ques t ion ' reço i t une i nd i ca t i on de so l u t i on même dans 

ce r ta ines T r i g o n o m é t r i e s ( Traité de Trigonométrie, de 

Se r r e t , de rn i e r C h a p i t r e ) sous fo rme de fo rmu les d i f fé rent ie l les 

dédu i tes des re la t ions fondamenta les, de même que dans des 

cours connus d 'As t r onom ie t héo r i que et des cours d'Ecoles. # 

Vo i c i une réponse : 

T r a i t o n s les e r r e u r s a, ¡i, y en d i f fé rent ie l les respect ives des 
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va r iab les indépendantes a, b, c. L ' e r r e u r A A commise sur 

l 'angle A opposé à a, peut , dans ce qu i su i t , ê t re remplacée 

par la d i f férent ie l le d A ( le reste de la série de T a y l o r étant 

a lo rs de second o rd re ) . 

O r la d i f ferent iat ion de la fo rmu le classique 

cos a — cos b cos c -H sin b sin c cos A , 

mise sous la forme 

. . . cos a — cos 6 cos c 
( , ) cos A = . . . » 

sin b sin c 

donne 

s*in a.da sin a 
— sin A d\ — — 

sinb sine sin2b sin2c 

H- [sine (cos c — cos a cos 6 ) 

-H sin b (cosè — cosa cosc)], 

ou , sous forme abrégée, à l'aide de deux re lat ions homologues 

à ( i ) : 

( 2 ) S j n ^ s i n6 s ine <iA = da — cos G db — cosB de. 
sin a 

Sous cette forme classique, ainsi que dans les deux équa-

t ions parei l les donnant rfB et ¿/G, on doit, par la pensée, 

remplacer au deux ième membre les cosinus des angles par 

leurs va leurs expl ic i tes (1) en a, b, c. 

Quan t à **?" , va leur commune des rappor ts de la re la t ion 
^ sin a 

des sinus, pou r avo i r son expression symét r ique et exp l ic i te 

en a, b, c, i l suffit de mu l t i p l i e r en t re eux 2 cos2 — et atsin2 — 
r 2 2 

donnés par les fo rmules de Borda [celles-ci s 'obt iennent en 

faisant la somme, puis la différence membre de la re la t ion (1) 

avec l ' ident i té 1 = 1]. Posant is = a -b b -b c, on t rouve 

sin2 A î . A A 
( 3 ) . „ = -v-— 4 sin^ — cos2 -

' sin2 a s i n 2 a •>. 2 

sins sin (s— a) sin (s — b) sin (s — c) 

s i n 2 a sin2 b s in 2c 

Q V 
= ( 5 y 

\ sin a sin b sin c / 

en posant 

{ 4 ) Q 2 = s i n s s i n ( s — a ) sin (s — ¿>) sin (s — c), 
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Q ainsi défini (4) explicitement au signe près, le problème-
proposé est résolu par le système des trois équations ( 5 ) sui-
vantes, jointes à ( i) et (4) : 

Les t rans fo rmat ions b ien connues qu i v i e nnen t de donne r 

cet te so l u t i on résoud ra ien t aussi, pa r les p rop r ié tés du 

t r i a ng l e po la i re , le p rob lème, sans ana logue en t r i g onomé t r i e 

r ec t i l i gne , é tant donnés les t ro i s angles et l eu r s e r r e u r s de 

mesure, de dé t e rm ine r les cotés du' t r i a ng l e sphé r ique avec 

l ' e r r e u r moyenne qu i les affecte ( les t ransfo rmées des fo rmu les 

de Borda donnan t les côtés). 

L 'u t i l i sa t ion pratique des fo rmu les ( 5 ) suppose qu 'on ré-

solve au préa lab le, au mo ins app ro x ima t i v emen t , le t r i ang le , 

pou r avo i r c/À, rfB, dC : les f o rmu l e s de réso lu t i on de Bo rda 

donne r on t le calcu l de 12 tou t p répa ré . S i l 'on se passe de 

connaissant A , B, G, c'est la fo rmu le ( 2 ) qu 'on appl i-

quera. 

L 'énoncé est muet su r les e r r eu r s re la t i ves, ce qu i s impl i f ie 

la discussion. S i l ' un des côtés a a son s inus i n f i n imen t pe t i t 

( a vo is in de O ou de TC), on sait géomét r i quemen t que s in A 

l'est aussi, a ins i que b — c. O n est a lors mal éc la i ré par les 

fo rmu les (5 ) , ce qu i est n a t u r e l pu i squ 'une i nconnue A ( ou 

p l u t ô t s in A ) t ombe au r a ng de g r andeu r des e r r e u r s ; seules 

des e r r e u r s re la t i ves b ien spécifiées préc ise ra ien t le pro-

blème. 

E t même alors, le cas des t ro is côtés i n f i n imen t pet i ts, le 

p lus in té ressant en Géodésie, se ramenan t , par la mé thode de 

Legend re , à un t r i a ng l e r ec t i l i gne ayan t p o u r angles les 

d ièdres co r r igés du t i e rs de l'excès sphér ique, la ques t ion fa i t 

r e t o u r à la t r i g onomé t r i e r ec t i l i g ne . 

Soit un cylindre circonscrit à une surface de révolu-
tion; de chaque point de la ligne de contact, on abaisse 
des perpendiculaire s sur Vaxe; on obtient une surface 
gauche; circonscrivons à cette surface un second cylindre; 

û dk. = s i n a (a — $ cosC — Y c o sB ) , 

( 5 ) 

592. 
( 1861, p. 21Ü ; 1916. p. 5if). ) 
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coupant les deux cylindres par un plan, la section du 
second cylindre est la développée de la section du premier 
cylindre. M . DUNESME. 

SOLUTION 

P a r M . M . FAUCHEUX. 

Le théo rème énoncé sous cette fo rme générale est év idem-

men t f a u x ; s' i l est v r a i pou r un p lan pa r t i c u l i e r , i l n'est pas 

v r a i p o u r un p lan que lconque. Nous a l lons le vé r i f ie r dans le 

cas où le deux ième c y l i n d r e a ses générat r ices paral lè les à 

celles du p r em ie r , les deux cy l i nd res é tant coupés par un 

p lan pe rpend icu la i r e à Taxe de la surface de r é vo l u t i on . 

P r enons cet axe pou r axe des z\ pou r p lan des xz un plan 

para l lè le à la d i r ec t i on des générat r ices. So ien t 

a? = pcos8, ^ = p s i n 6 , 

es équat ions de la surface de r é vo l u t i on . So ien t 3, ¡3, y les 

cos inus d i r ec teu r s des générat r ices. 

Des calculs s imples donnen t pou r la courbe de contact 

Y = a / ' ( p ) c o s 6 , 

et pou r la t race du plan tangent le l ong de cette courbe su r 

le p lan des xy 

(1) X cos6 - h y s i n d ^ - Ç ^ = p = o. 
J (?) 

D'au t r e par t , la surface gauche a pou r équat ions 

x = x, y = x tangO, z=f(p), 

p et 6 é tant l iés par la même re l a t i on que plus hau t . 

De nouveaux calculs mon t r e n t que le l ong de la courbe de 

contact on a 

y tang*8 

df{?) 

et que la t race du p lan tangen t a pou r équat ion 

(2) X s in0 — Y cos 9 I sin 0 / ( p ) . 

L 'équat ion (2) représente une d ro i t e pe rpend icu la i r e à la 

d ro i t e (1) et est p réc isément ce l le à laque l le on pa r v i e n t en 

d i f fé ren t ian t (1) par r appo r t aux paramètres qu i y figurent; 

donc la d ro i t e ( 2 ) qu i est tangente à la sect ion du second 
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c y l i n d r e est n o r m a l e à l ' e n ve l oppe de ( i ) , c'est-à-di re à la 

sec t i on du p r e m i e r c y l i n d r e , ce q u i d é m o n t r e la p r o p o s i t i o n . 

598. 
( 18; 1, p. 216. ) 

Pour quelle longitude O du Soleil le temps que son 
disque met à traverser le méridien est-il ou maximum ou 

I l y a l o ng t emps que le R e cue i l d i dac t i q ue i n t i t u l é Exer-
cices astronomiques (1889, éd i t . H e r m a n n , p. 297 ) , p a r L.-J-

G r u e y , d i r e c t e u r de l ' O b s e r v a t o i r e à Besançon, a r a ngé e t 

réso lu cet e xe r c i ce comme que s t i o n c o u r a n t e d ' a s t r o nom i e 

s p hé r i q u e . 

E n appe l an t , avec cet a u t e u r , (D la déc l i na i son du So l e i l 

pa r r a p p o r t à l ' équa t eu r v r a i , «¡A» son ascens ion d r o i t e v r a i e , 

d«Ao la v a r i a t i o n de A» p o u r une h e u r e de temps m o y e n , r le 

r a y o n v e c t e u r de l ' o r b i t e t e r r e s t r e ( m e s u r é avec l ' u n i t é ast ro-

n o m i q u e t rès v o i s i n e du v e c t e u r m o y e n ) , A0 le d i amè t r e appa-

r e n t d u So l e i l à l ' u n i t é a s t r o n o m i q u e de d i s tance, la du r ée 

s idé ra l e , en secondes, d u passage du ¿fe/m-diamèt re, e t m u n e 

cons tan t e , l ' a u t e u r é t a b l i t d ' abo rd , à l ' e xe r c i ce 126, que 

•s 'expr ime pa r Aséc(Ê) — > A é t an t le d i amè t r e a ngu l a i r e au 

m o m e n t de l ' obse r v a t i o n . Cela r é su l t e avec év idence, si l ' on 

me t à p a r t le f ac t eu r — ! — » de la cons i dé ra t i on du t r i a n g l e 1 J — fl 
sphé r i q u e f o rmé, p o u r l ' ob se r v a t eu r , pa r la t r ace de l 'axe des 

pô les géog raph i ques s u r la sphè re céleste, le c en t r e d u So l e i l 

e t u n p o i n t de con t ac t m é r i d i e n . D ' a i l l e u r s p. est la dé r i v ée 

de Ao p a r r a p p o r t au temps. 

A l ' e xe rc i ce 127, la r e l a t i o n p r e n d la f o rme 

minimum? DUNESME. 

SOLUTION ET BIBLIOGRAPHIE 

P a r M. H . DE MONTILLE. 

(M) 

q u i m o n t r e que la du r ée du passage du d i sque est : 

i ° maxima q u a n d r c o s f à est minimum; 

minima q u a n d r c o s ( 0 est maximum. 
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7 ra 2 i / ï — e 2 c o s i , . 
La constante m est m = — — - — : — (a est le 

12 x 36oo x 366,24^2 

demi-grand axe de l ' o rb i t e t e r r es t r e , e son excen t r i c i t é ac-

tue l l e , I l ' ob l i qu i t é v ra i e de l ' éc l i p t i que ) . E t 265 représente 

a lors la du rée co r respondan te du passage. 

Remarques. — I . I c i s 'a r rê ten t les ind icat ions succinetes 

de cet a u t eu r . 

L 'as t ronome, v u l ' imposs ib i l i t é d ' e xp r ime r en termes finis, 

non seu lement les racines en 0 de l 'équa t ion — ( r c o s ( Ô ) = o, 

mais même tou tes les équat ions où le temps se ra i t i nconnue 

exp l i c i t e , n'a admis év idemment , p o u r ob t e n i r l ' i nconnue, 

so i t O , soi t le temps que les méthodes d 'app rox ima t ion 

usuel les en as t ronomie. 

I l a déjà fa i t une app ro x ima t i on , très l ég i t ime , en rempla-

çant, dans ce qu i précède, ^ pa r 1 -+- (JLJ. 

I I . Equations de résolution. — Nous a r r i v e r i o n s aux équa-

t ions de réso lu t ion de la man iè re su i van te (en p renan t la nota-

t i on 8 plus usuel le que (£)) : 

(1) ( r cos 8) i = r't cos 8 — r s i n f y = o ; 

a( 1 - e 2) 
( a ) r — —p=r , 

1 H- e cos ( O — m) 

* m étan t la l ong i t ude du pér igée dans l 'o rb i t e apparen te du 

So le i l . 

O r la r e l a t i on des sinus appl iquée au t r iang le-rec tang le que 

fo rmen t la l ong i t ude , l 'ascension d ro i t e et la décl ina ison 

donne : 

( 3 ) s inô = s i n 0 s i n l ; 

donc 

( 4 ) cos8 = sin I c o s O 0 f . 

E t la re la t i on (1) dev ien t , en t enan t compte successivement 

de (4) , de ( 3 ) : 

r' 1 
~t cos*8 = s in 8 s i n l c o s O G)'t = - s i n 2 I s i n2 O Ot-
r 1 • 

Ann. de Mathémat., 4E série, t. X I X . (Ma i 1919.) 
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O r , la différen da t i on loga r i t hm ique de ( 2 ) donnera 

d'on 

r f e s i n ( 0 = m) 

r i -+• e eos ( O — ® ) ' 

( 5 ) e s i n ( 0 — w ) ( i — s i n 2 I s i n 2 © ) 

= - s i n 2 I sin 2 0 [ n - e cos ( © — w] © { . 

O n peut, dans l 'équat ion finale (5 ) , e xp r ime r Q J par la dé-

r i vée d'une série de Lágrange, b ien connue, donnant l 'anoma-

l i e v ra ie en fonct ion du temps, et résoudre, comme i l est d i t 

ci-dessus, par approx imat ions successives, soit par la méthode 

de New ton , soit par cel le de Gauss, l 'équat ion transcen-

dante (5) . I l est év ident, en effet, qye la dér ivée de l 'anomalie 

v ra ie par r appo r t au temps est iden t ique à cel le de la longi-

tude écl ipt ique v ra ie . 

En déf in i t i ve, on sera amené, pou r une année ent ière, à cal-

cu le r deux maxima de presque confondus avec les sols-

tices, et deux minima, l ' un su i van t de près d'une semaine 

Téqu inoxe de mars, l ' a u t r e précédent d'autant l 'équ inoxe de 

septembre. 

Pa r t an t de cette app rox imat ion presque év idente avec la 

fo rmu le ( M ) , ou de l ' i n te r va l l e u n peu plus resserré, de la 

Connaissance des Temps, on about i ra , quand les dernières 

va leurs se confondron t , à qua t re racines en t qu i supposent 

le mouvement r igou reusement e l l ip t ique ou képlér ien. E t si . 

l 'on veut t en i r compte des pe r tu rba t ions, on en cor r ige ra r , 

© » O ' i ^ dans les équat ions ( 4 ) et (2)', ce qu i condu i t à une 

équat ion ( 5 ) rectif iée. 

E n dern iè re app rox imat ion , on a quat re racines ¿*, l*., ¿4 

en temps. O n en dédu i ra, par les éphémérides, les valeurs de © 

toutes affectées des effets d 'aber rat ion en angle et en temps, 

de la précession et de la nu ta t ion . 

I l est bien év ident que, à chacune des époques r igoureuses 

t rouvées cor respond un mér id ien vér i tab le, l ieu des po in ts 

te r res t res qu i v e r r on t précisément le passage à l ' instant du 

max imum ou du m in imum. 

Toutefo is, la durée du passage 2 ~ — l - — s { i h — - r j 
r i 5 r cosò \ r eos 8 / 

n'a été expr imée que pou r une observat ion géocentr ique. La 

durée locale en un l i eu do i t êt re corr igée de la para l laxe en 
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déc l ina ison. A l o r s , en appe lan t L la l a t i t ude géocent r iqwe ré-

du i t e du l i en, m la pa r a l l a x e du So le i l e t p son r a y on équato-

r ia l , on app l i q ue r a i t la co r rec t ion usue l le - r » s i n ( 8 — - L ) . 

E n ce q u i concerne l ' obse r va t i on qu i ne change pas dép lacé, 

les zones t e r r es t r es q u i on t , par moments , d e u x passages du 

So l e i l en 24 heu res ( rég ions po l a i r e s ) r esse r r en t au m a x i m u m 

l ' i n t e r v a l l e en t r e la date r i g ou r e u se ca lcu lée e t la date rée l l e 

d 'un passage mér id i en p o u r l ' obse r va to i r e fixe. 

617. 
(1863, p. 156 ; 1916, p. S19). 

THÉORÈME. — Soit w =; u iv une fonction monodrotne 
et mono gène : une courbe fermée d y équation f(x, y) = o, 
dans le plan horizontal des indices de z : un cylindre ver-
tical qui a f (x,y) pour base; deux plans verticaux P et 
P' rectangulaires. Supposons que w ne devienne ni nulle 
ni infinie dans Vintérieur de f{x, y) = o, et que l'indice 
de z parcoure f(x,y). Sur chaque génératrice du cylindre 
portons, à partir de la base, les longueurs u et v corres-
pondantes; nous obtiendrons ainsi deux courbes U et V. 
L'aire de la projection de U ou de V sur le plan P est 
égale à Paire de la projection de V ou de U sur P. 

DEWULF. 

SOLUTION 

P a r M . H . DE MONTILLE. 

S u r la surface du c y l i n d r e ( G ) env isagé, cons idérons u n élé-

men t d'a i re cou rbe , compr i s en t r e la cou rbe de base ( B ) , d e u x 

généra t r i ces i n f i n imen t vo is ines, et les arcs de chacune des 

courbes ( U ) e t ( V ) t racées su r (G ) . So i t ds l ' é lément d'arc de 

cou rbe de base ( B ) pou r des accro issements é lémenta i res dx 

et dy : les a i res in f in i tés ima les découpées su r ( C ) o n t respec-

t i v emen t p o u r par t ies p r inc ipa les U ds et \ ds. 

O r , en menan t les p lans P et P ' pa r l ' o r i g i n e O , on ne 

pe rd ra r i e n su r la géné ra l i t é ¡des conc lus ions conce rnan t les 

p ro j ec t i ons des a i res s u r ces p lans. 

Donnons donc à ceux-c i , a ins i qu'à l eu r s t races s u r le p lan 

des xy, les équa t ions su i van tes : 

( P ) X ~ x costo -hy sina», 

( P ' ) Y == x s in ta —y cos w ; 
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Les signes s d ' iden t i t é ci-dessus déf in issent une t rans fo r-

mat ion de coordonnées par r appo r t aux p lans ( P ) et (P')> 

xOy : écr ivons-la comme i l su i t : 

a? = X c o s w — Y s i n w , 

dx = cos dX — s i n CD ¿¿Y, 

y = X s i n CO -+-Y COSÜ), 

dy = s in w dX-\- cos w dY. 

Cet te subs t i t u t ion l i néa i re o r t hogona l e [( modu l e ) = i j est 

sans effet sur la v a l e u r de l 'é lément d'arc de cou rbe 

ds = + d Y 2 = rfS, 

qu i a un rô le d ' i n va r i an t , de même que le modu le x 2 H-JK2 de z 

ou de x -\-yi. qu i dev i en t le modu le X 2 -+- Y 2 de X Y i = Z. 

I l y a un iquemen t une dif férence d 'a rgument , de o>, en t r e 

z — x-hyiet Z = X- f-Yz ' ; en effet, les re la t ions {i) don-

nen t : 

( 3 ) x -+-yi = (cos (jj -f- isinio)(X -h Y i ) = X -+-Yi ); 

cela résu l te de ce que les axes on t t ou r né de u>. 

Je dis ma i n t enan t que la fonc t ion w , monogène en x et y, 

se t r ans fo rme en une fonct ion W monogène en X et Y . E n 

effet, la monogéné i té de w s ign i f iant que w n'est fonct ion que 

de la combina ison x-hyi, on vo i t que sa t rans fo rmée W 

n'est aussi fonc t ion que de la t ransformée de x - h y i , c'est-à-

d i re de e u i ( X + Y / ) en v e r t u de l égal i té ( i ) . E n déf in i t i ve , 

e t ù i é tan t constant, W n'est fonc t ion que de X -+- Y / ; W est 

donc monogène en X , Y. 

Ec r i v ons alors W sous la forme W = K + L i j et affectons 

de l ' ind ice i toutes les va r iab les et fonct ions se r appo r t an t à 

une même aff ixe considérée : xx, y u zx ; X l 5 Y t , Z j , etc. La 

t r ans fo rma t i on (2) en t ra î ne 

K ) = U , ; L | = V[. 

O r , l 'a i re é lémenta i re Ujdfc a pou r p ro j ec t i on 

\]ids~=VidX 

su r le p lan des X , pu isque ds — dS; cette p ro j ec t i on vau t 
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donc K i d X . On ve r r a de même que L t d Y est la p ro j ec t i on de 

l 'a i re su r le p lan des Y . 

E t pou r un con tou r fini a l lan t , su r la base ( B ) de z0 à z, 

ou de Z 0 à Z, les a i res pro jetées cor respondantes se ron t 

( 4 ) f KdX et f LdY. 

Prenons la dé r i vée de chacune de ces expressions d'aires 

par r appo r t à la va r i ab l e qu i donne son nom à l 'axe bo rdan t 

l 'a i re. E n d i f fé ren t i an l sous le signe d ' i n tég ra t ion , ces dér ivées 

se ron t 

<4)' .C%dx et 

O r , les deux dér ivées par t ie l l es sous le s igne J sont préci-

sément égales, l e u r égal i té e x p r i m a n t une des deux cond i t i ons 

de monogéné i té de W = K -+- L i , qu 'on v i e n t de m o n t r e r mo-

nogène. P a r su i te, les dér ivées ( 4 ) ' é tan t égales, leu rs fonc-

t ions p r im i t i v e s ( 4 ) ne d i f fèrent que par une constante, cette 

constante est d 'a i l l eu rs nu l l e , nos a i res pro jetées é tant nu l l es 

à la généra t r ice i n i t i a l e . 

La deux ième cond i t i on de monogéné i té de W p r ou v e r a i t 

l 'égal i té, au s igne près, des ai res obtenues en i n te r ve r t i s san t 

les plans su r lesquels on p ro je t te . 

Autre solution par M. M. FAUCHEUX. 

693. 
( 1864, p. i:t<j. ) 

Trouver Véquation des courbes parallèles aux ovales de 

Descartes. STREBOR. 

SOLUTION 

P a r M. H . BROCARD. 

Cet te ques t ion de Strebor ( W i l l i a m Robe r t s ) , proposée 

en 1864, pa ra î t r emon t e r au moins à l 'année i863. Sa solu-

t i o n ana l y t i que en t r a î n e r a i t ce r ta inement à une t rès g rande 

compl ica t ion, e t i l est pa r fa i t emen t l ég i t ime de c ro i r e que 

W . Rober ts èn ava i t r e ncon t r é une so lu t i on géomét r ique. 

Cet te i nduc t i on est s i ngu l i è r emen t co r robo rée pa r l 'é tude 

parue ici Sur les surfaces d'égale pente, par M. A. Myl ler 
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( i § i 7> p. 4 i3-42o), don t la conclus ion donne , en effet, p o u r 

la so lu t ion désirée, l 'é légante p ropos i t i on que les courbes pa-

ra l lè les au x ovales de Descartes admet ten t une t r i p l e généra-

t ion pa r cercles don t les cent res déc r i v en t u n cerc le fixe e t 

don t les rayons sont p ropo r t i onne l s au x distances des cent res 

à un au t r e cerc le fixe. 

S i ce r ésu l t a t ava i t été déjà au moins pa r t i e l l emen t ob tenu 

par W . Robe r t s , cela aura pu l u i suggére r la quest ion 693, 

pu isqu 'e l l e para î t ainsi abordab le par l 'analyse. 

Je n'ai pas poussé plus l o i n cette i n ves t i ga t i on , mais i l est 

à c r o i r e que cette remarque donne ra des faci l i tés nouve l l es 

pou r y pa r ven i r depu is 54 ans que la ques t ion 693 a été pro-

posée. 

880. 
( 1868, p. 23g; 1917, p. i58, ) 

P étant le produit des entiers inférieurs et premiers au 
nombre N, la différence P — i est divisible par N si N n'est, 
ni premier, ni le double d'un nombre premier, ni une 
puissance d un nombre premier impair, ni le double d'une 
telle puissance. L IONNET. 

SOLUTION 

P a r M . H . DE M O N T I L L E . 

Se r r e t , dans son Traité d'Algèbre supérieure, énonce et 

démon t re ce théorème, sous le t i t r e généra l de t h ^ r è m e de 

W i l s o n général isé, sans men t i onne r d ' a t t r i b u t i on de p r i o r i t é 

ou de découve r te . C'est au T ome I I ( §296, p. $ 7 ) qu'on l i t 

cet énoncé, don t le n° 880 n'est qu 'une pa r t i e : 

Si P désigne le produit des p (M) nombres premiers 
avec M et non supérieurs à M , on a P ± 1 ( r n o d M ) , c'est-
à-dire que P donne le même reste de division par M que 
zb 1, savoir : 

P == — 1, si M est égal à une puissance d'un nombre im-
pair, ou égal au DOUBLE d'une telle PUISSANCE, OU égal à 4 ; 
et P = -h 1 (mod M).— c'est l#«oncé 880 — dans tous les 

autres cas. 

La démons t ra t ion qu# donne Se r r e t , débarrassée de la nota-

t ion et du langage j tes congruences, est t rès é lémenta i re . Je la 

résume, avec ¿e* no ta t ions simpl if iées : 

So ien t a, y» ••• 'es <p(M) n o m b r e s ' p r e m i e r s avec M et 
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non supé r i e u r s à IV! ( e t a un n omb r e a r b i t r a i r e de ce t te su i te). 

Cons idé rons les restes des d i v i s ions, pa r M , de l eu r s p r odu i t s 

pa r un nomb r e a : a a , a j î , ay, Ces restes r e p r o d u i r o n t 

dans u n ce r ta in o r d r e les nombres a, p, y, ••• eux-mêmes. E n 

pa r t i c u l i e r , i et M — i y f i gu ren t . Cons idérons le p r o d u i t a% 

qu i donne pou r reste i ; Se r r e t appe l le a e t a des associés d u 

p r em i e r gen re , si a a. S i a = a, avec 1 pou r reste du p ro-

d u i t a 2 = jaa, on vo i t que — 1 (ou, i\J — 1 qu i l u i est équiva-

l e n t ) est le reste de a ( M — a ) ; a e t a son t a lo rs associés du 

second genre, et sont a lo rs racines con juguées de l 'équat ion 

x2 — 1 = m e de M : el les f o r m e n t JJI couples. 

O r , le p r o d u i t de tous les nomb res du p r e m i e r gen re est de 

la fo rme m e M -+- 1. 

Ce l u i de tous les nombres du second gen re est m e M H- (— i)1'. 

Donc P — 1, si fjt est pair, est multiple de M . 

O r , dans les seules hypo thèses que nous laisse L i o n n e t 

p o u r résoud re en en t i e r s or2— 1 — m e de M , ou 

(1) (x — i ) (a? + i ) = m< de M , 

M do i t ê t r e de la fo rme a*» ...aft•>, n é tan t au moins égal 

à 2 . 

De p lus, si al est 2 et ctl = 1, i l faut , pa r hypo thèse , 2. 

— S e r r e t fa i t remarquer qu'il faut exclure, en p lus, M égal 

à 4. 

I l s'agit de m o n t r e r que, cela posé, JJ. est pa i r : le ra ison-

nemen t de S e r r e t ( t . I I , § 29-) se base s u r ce que, d'après 

l 'équat ion (1), le n omb r e des couples de va l eu r s con juguées 

de x est le nomb re de décompos i t ions de M en deu x fac teu rs 

A. et B ayan t au p lus 2 pou r p lus g rand commun d i v i s eu r : 

i ° S i le fac teu r 2 es t absent, ce nombre est 

n (n — 1) 
1 + / I H - -T- . . . = 2 " = U. 

1.2 

2° S i a®* = 2, la pa r i t é reste la même en ne cons idé ran t que 

les au t res facteurs, et JJL est encore puissance de 2. 

2° S i M = 2 k m , m é tan t le t ype de nombres de la p r em iè r e 

hypo thèse , on ne change pas la pa r i té , en comp tan t les dé-

compos i t ions de m, so i t 2 V ; pu is, en affectant les deux fac-

teu r s de m des fac teu rs 2*~ l ,2 ou 2 , 2 A _ 1 . Ce t te de rn i è r e opé-

r a t i o n n 'a jou te r i e n si k = S i , de p lu« *n = 1, c'est le cas 
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de M = 4, où [x est impa i r , except ion que ment ionne Se r re t . 

S i m, p remie r avec 2, est quelconque et K > 2, ft est pa i r . 

1446. 
11883, p . 240; 1916, p. 3g5• ) 

Les nombres de Bernoulli et d'Euler, définis symbolique-

ment par les relations 

( B 4 - 1 )/>— B/; = o, 

( £ -4-1 )#>-+- (£ — 1)̂  = 0, 

satisfont aux relations symboliques 

( 2 B + i ) P = ( a — a / ^ B p , 
(4 B -h ! )/»= ( 2 — a/») B p — />6p_i, 

( 4 B 4 - 3)/' = (2 — 2^) B p - h / ? e p _ ! . 

E. CESARO. 

SOLUTION 

Par M. L. POLI. 

On peut vo i r dans Lucas ( Théorie des nombres, p. 24*) 

la re la t ion 

(Ba?)/'-+- (Bx -4- . . . H- (Bx -4- x — 1)/' = xBp. 

On en dédu i t pou r x = 2 

(1) ( 2 B + i ) " = ( 2 - 2 ^ ) B p ; 

puis, pou r x = 4, 

4/'Bp-F- (4 B -H O^-H 2 B -F-1)^4- ( 4 B -F- 3 = 4 Bp ; 

d'où, à cause de (1), 

( 2 ) ( 4 B - h i y - h ( 4 B -4- 3 ) / ' = 2 ( 2 — 2/') B P . 

D'aut re par t , on a (Ibid., p. 258 et p . 25 i ) 

p £p_t = (2 B -4- I)P - (4 B 4 - I)P 

qui, avec (1) et (2), donnent les deux autres re la t ions deman-

dées. 
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[ H 5 a ] 

RÉDUCTION A UNE FORME NORMALE D'UN SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 
1,1 MEURES A COEFFICIENTS CONSTANTS; 

PAR M . H . V O G T . 

1. Nous emploierons le symbole L) pour représenter 

la dérivée ( ' ) , et nous écrirons une expression 

différentielle linéaire et homogène 

ri"'y d'i'-i y rf.y 

sous la forme symbolique 

< > , D " ' -F- . « „ , , D + a m ) y . 

Nous étudierons un système de n équations diflcren-

tielles linéaires simultanées à n fonctions inconnues, 

que nous écrirons sous la forme 

a,, ( D)jki + «12 (D)jK2-f-.. .+ aXn (D ) j „ = uu 

ai\(D)^i-h a22 ( D + . . a l n ( D ) y n = w2, » 

«.Vi( • .-1- a/in(D)yn = un; 

nous supposerons que les seconds membres sont des 

fonctions connues de x , que les coefficients a/y ( D ) des 

inconnues sont des polynomes à coefficients constants, 

Les condit ions clans lesquelles peut être ut i l isé le symbole 1> 

et la légi t imité des opérations effectuées sur les fractions rat ion-

nelles de ce symbole sont discutées et précisées dans un article : 

Sur le calcul symbolique et ses applications à Vintégration des 
équations différentielles de Vélectrotechnique (Revue générale 
de Vélectricité, t. Il, p. 4§3 et 563). 

Ann. de Mathémat., 4E série, t. X IX . (Juin 1919.) 16 
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et nous nous limiterons au cas où le déterminant de 

ces coefficients 

A(D) = | a-ij(D) ] (i,y= i, ^ n) 

est différent de zéro, nous réservant d'examiner plu-

tard le cas où il est identiquement nul. Nous montre-

rons que le système ( i ) est équivalent à un autre sys-

tème d'équations différentielles renfermant chacune 

une seule fonction inconnue, la somme des ordres de 

ces équations étant égale au degré de A (D) ; nous non.-!, 

appuierons pour cela sur le lemme suivant : 

En composant symboliquement les équations (i) 

avec les éléments d 'un système de polynomes entiers 

(t'a( D ) ( i, j = 1.2, . .., n ) 

dont le déterminant A ' (D ) se réduit à l'unité, on 

forme un système d'équations 

j -- n / /. : - n \ k = // 

U) ( i ' l k a j ' J ) •V/' 11 h' ( '' = 1 ' " " > " ) 

/ = 1 \ /.'— 1 / 

équivalent au premier. 

Cela résulte de ce que le système ('i)se déduit inver-

sement des équations (2) en composant ces dernières 

avec les éléments du système complémentaire de «•,(!)), 

et tous ces éléments sont des polynomes entiers; 

toute solution du système (1) satisfait au système (2) 

et réciproquement. 

2. Considérons le déterminant A ( D ) des coefficients 

aij) désignons par A, (D ) le plus commun diviseur de 

ses mineurs rela tifs aux éléments de la première colonne, 

et d'une manière générale par Ay(D) le plus grand 
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commun diviseur des mineurs de A ( D ) ne renfermant 

aucun élément des j premières colonnes, mineur» 

d'ordre maximum tirés de la matrice 

M / = || mj+i aij+2.. . a¿n || (¿ = 1,2, . . . , n ) ; 

nous obtenons une suite de polynomes auxquels nous 

adjoignons \n (D ) = i ; celte suite 

A ( D i, A , ( D ) , A •> ( D ) , . . . . A„ ( l>> 

Hst telle que chacun de ses termes divise le précédent ; 

nous formons ensuite les quotients successifs 

7 / m A ( D ) / / n \ / / m A » - i ( î h 

Ai (D) 7 A ,{D)  / Aw(l>. 

dont le produit est égal à À ( D ) . 

Les mineurs A/, de A relatifs aux éléments de h* 

première colonne on! pour plus grand commun divi-

seur A, ; on sait calculer par des opérations élémeii-

l ¡lires des poi viiomes entiers que nous appellerons ¿ ^ (D *. 

lels que l'on ait identiquement 

bn VM -+- A21 —... -r- bn[ = Ai : 

nous pouvons écrire le premier membre sous forme 

d'un déterminant que nous appelons B, et qui est 

B == | bna jo jU ï • • • ain | = A, . 

Considérons de même les — mineur.«. 

} ^ i.'A, /.• = i, 2, .... n ; // > Z } 
0a/tX t*a/rî 

lires de là mal rice 

M2 ~ y alZan. .. ain.|| 

mineurs qui ont pour plus grand commun diviseur A. 
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nous savons calculer des polynomes entiers l^k tels que 

Y on ait 

7. Ihk 3 rr— = A2 ; dahl date 

par analogie, nous écrirons le premier membre de cette 

égalité sous la forme d'un déterminant que nous appel-

lerons C et que nous écrirons 

C = | C/iC/2«/3 . . . « / » I = A 2 . 

Nous introduisons, dans l'écriture de ce détermi-

nant C, 2ii éléments c/,, qui ne sont pas déterminés 

complètement par les conditions précédentes; leur 

existence sous forme de polynomes n'est même nul-

lement prouvée, mais elle n'est pas nécessaire ; nous 

n'aurons en eiîet à utiliser, dans les calculs ultérieurs, 

que des développements de déterminants suivant la 

règle de Laplace, et que les déterminants du second 

ordre tirés de la matrice 

Iknc/sll, 

ces déterminants sont précisément les polynomes 

Il en est de ces éléments c comme des racines imagi-

naires ou idéales de certaines équations dont les fonc-

tions symétriques interviennent seules dans les calculs. 

De la même manière, nous considérons les mineurs 

de A tirés de la matrice 

mineurs ayant pour plus grand commun diviseur A3 ; 

nous savons calculer des polynomes entiers dont les 

produits par ces mineurs ont une somme égale a A3 ; 

ces polynomes peuvent être considérés comme les 

déterminants du troisième ordre tirés d'une matrice 

Il dix di2 du || 
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et entrant dans un déterminant que nous appelle-

rons D , tel que l'on ait 

D = | du dédisait... ain | = A3. 

l'existence et le rôle des éléments d donnant lieu aux 

mêmes remarques que pour les éléments c. 

Nous continuerons de la même manière jusqu'au plus 

grand commun diviseur A , ^ , des éléments et 

jusqu'à un déterminant H ayant pour valeur 

H — | hnhf2...hinalu \ = A„_i. 

3. Nous considérerons les déterminants successifs 

A , B, C, D, H 

et les mineurs du premier ordre de chacun d'eux par 

rapport aux éléments a de la première de leurs colonnes 

qui renferme ces éléments; nous formerons ainsi un 

tableau de polynomes entiers : 

A u B , , C , , . . . H , „ , 

A „ lì.,. c « • . . H , „ , 

A , „ B.,. • , H n a 

dont les éléments de la première colonne sont divisibles 

par A, , ceux de la deuxième par A 2 , et ainsi de suite, 

nous effectuerons les quotients de ces éléments par ces 

diviseurs respectifs, et nous obtiendrons un nouveau 

tableau dont nous désignerons le déterminant par 

A — -̂-i-1 —— . . • " 
~ At Au 

Ce déterminant est égal à Vanité; s i .nous le 

multiplions en effet par le déterminant A ( D ) , nous 
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obtenons pour Je produit la valeur 

— ar 
i 

i\ ai\ ~r~ — Ait 

- 1 B/2 a,-, 

— 1 H/« 
-\n 

in 

ies sommes étant effectuées pour les valeurs de /égales 

Mais, dans ce produit, les éléments de la diagonale 

principale sont respectivement égaux à 

<ïeux qui sont à droite de cette diagonale sont tous nuls 

comme développements de déterminants ayant deux 

•colonnes identiques : on voit donc que le produit A A 

est égal à dK, d2,... dn ou A, par conséquent A est 

¿gai à l'unité. 

Les autres éléments du déterminant AA nous seront 

utiles; ce sont des polynomes entiers qui peuvent s'ex-

primer sous forme de déterminants et que nous dési-

gnerons par a// y ) ; ils ont pour \aleurs 

i . Puisque le déterminant A est égal à l'unité, la 

a i , 2 , . . . , n 

— T" I il ix a /3 a''* ' • * a<" I > 

| Cil Ci><- (il . • . «in ! 

*32 — ~ I Ci 1 C/2 cii* ai', . .. ain | , 

«ww-l = T I /'/l • • . /'///-1 "in—\ |. 
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composition du système des équations (i ) avec les élé-

ments de ce déterminant fournit un système équivalent 

au premier; les coefficients des inconnues dans les pre-

miers membres des nouvelles équations sont précisé-

ment égaux aux éléments du déterminant AA que nous 

venons de calculer; quant aux seconds membres, ils 

sont respectivement égaux à 

V A/i V V 

/ i i 

ils peuvent du reste être écrits sous forme de détermi-

nants et nous les désignerons par 

('l ^ T" !  1 1 i  aià  a>'* • • •  ain i, J\l 

r , ~ J . j bix U i a.iz aik . . . a i u 

»':; = T~ | Cil C/2 . . . bin 

Vn = — I h, ! hi2 . . . llin _1 Ui |. 
^ fi 

Finalement, le système des équations données (i) est 

équivalent au système 

/ di (D)yt 

\ a« (D)yi-\-d2 (D)jk2 = 

( 3 ) "{ A:{2 ( D ) jKi -I- A32 ( D ) -H ( D )yz = P 3 , 

que nous dirons de forme normale; en faisant passer 

dans les seconds membres les termes de coefficients a/y 

nous arrivons au résultat suivant : 

Lorsque le déterminant A ( D ) des coefficients des 
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inconnues dans les équations données n'est pas nul, 

le système de ces équations est équivalent à un autre 

système de forme normale constitué par de s équations 

successives 

d\(D)y\—wx, r/2(D)/2= iv2, dH(U)yn= wn\ 

le premier membre de chacune d'elles renferme une 

seule fonction inconnue ; son second membre est une 

fonction déterminée des quantités données et des 

solutions des équations précédentes. 

S. Nous terminerons par les remarques ¡suivantes : 

Remarque 1. — La somme des ordres des équations 

de forme normale est égale au degré du déterminant 

A ( D ) ; le nombre des constantes arbitraires entrant 

dans la solution générale est égal à ce degré. 

Remarque I I . — Le nombre des constantes entrant 

dansa i est égal au degré de ¿ ^ (D ) ; comme on peut 

diriger le calcul de façon qu'une fonction quelconque 

donnée à l'avance entre dans la première des équations 

finales, on arrive à ce résultat : 

Pour trouver le nombre des constantes dont 

dépend la valeur d une fonction inconnue, on déter-

mine le plus grand commun diviseur des mineurs du 

déterminant A ( D ) par rapport aux coefficients de 

cette fonction ;*le nombre cherché est égal'au degré 

par rapport à D du quotient de A ( D ) par ce plus 

grand commun diviseur. 

Remarque I I I . — Le cas le plus simple est celui où 
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les mineurs de A (D ) par rapport aux coefficients d'une 

inconnue sont des polynomes premiers entre eux dans 

leur ensemble; nous pouvons supposer que cette 

inconnue estyK . Elle est alors fournie par la première 

équation normale 

et l'on obtient simplement cette équation en appliquant 

au système donné la règle de Cramer utilisée dans la 

résolution des équations algébriques linéaires. 

Les autres fonctions inconnues sont ensuite déter-

minées sans aucune intégration nouvelle par des équa-

tions normales 

y2 = «>2, jr3 = w3f . . ., yn=z <*>„, 

dont les seconds membres sont des fonctions détermi-

nées de y{ et des quantités connues. 

Remarque IV. — Dans le cas général, on peut appor-

ter des simplifications aux coefficients des équations (3) 

lorsque certains des polynomes ¿/(D) se réduisent à des 

constantes. Si, pour fixer les idées, dp (D ) est une 

constante, y p est déterminée sans intégration au moyen 

y n y • • • ̂  yp-\ ? o n peut ensuite combiner l'équa-

tion de rang p avec chacune des suivantes, et annuler 

dans celles-ci le coefficient d e j ^ . 

En résumé, on peut former des équations normales 

de la forme (3) de façon que les coefficients a¿p soient 

nuls pour toutes les valeurs de i dès que dp(D) est 

constant. Cette simplification peut du reste êtreobtenue 

a priori en choisissant convenablement les éléments 

/>, c , . . h des déterminants B, C , . . . , H . 
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[ M ' 5 g ] 

LE THÉORÈME DE FEIEBBACII BA\S LES CUBIQUES; 

PAR M . M A L G O U Z O U , 

Enseigne de vaisseau. 

Soil (L ) une cubique quelconque. 

11 existe trois cubiques (U,) ? (l-'a), (U3) dont (L7 i 

est lu liessienne. J'appellerai ces cubiques les anti-

hessiennes de (L ). A chaqueantihessienne correspond 

un des trois modes de correspondance des points de 

( IJ). Dans tout ce qui suivra, je ne considérerai qu'un 

seul mode de correspondance, par exemple celui rela-

tif à l'antihessieime ([] <). 

Soit A une droite quelconque coupant ( U ) aux points 

/t, r, et admettant pour poles relativement à (U«j 

les quatres points P, Q , R , S. Les trois centres A , B, 

C du quadrangle PQRS appartiennent à (L ' ) et sont 

respectivement les correspondants de a, /;, c. 

a B et C ; b C et A ; c A et B sont en ligne droite. 

11 existe une conique tri tangente à (U ) aux points 

A , B, C. Cette conique est la poloconique de A rela-

tivement h (U î ) ; cette conique sera dite associée à A. 

Considérons la transformation quadratique (T) 

admettant le triangle A B C comme triangle fonda-is o 

mental et les points P, Q , R , S pour points doubles: 

Par la transformation (T), la cubique ( L ) se trans-

forme en elle-même. Deux points correspondants de 

( U ) sont deux points conjugués de cette transformation. 

Toute conique (S) , circonscrite au triangle A B C , 
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coupe la cubique (U) eu trois autres points A'" B ' C 

qui sont aussi les points de contact d'une conique tri-

tangente à (U). 

Soient a , b', c les correspondants respectifs de 

A B ' C , ils appartiennent à une même droite A' trans-

formée de (S) dans la transformation (T). 

A tout système de deux droites A et A' correspond 

une conique (S) . 

Cercle d'Euler dans les cubiques. — Le lieu des 

points tels que leur conique polaire relativement à ( U < ) 

soit une hyperbole équilatère est une droite. 

Prenons cette droite pour droite (A) et la droite de 

l'infini pour droite (A ). Je dis que la conique (S ) 

relative à ce système de deux droites est un cercle. 

En effet, dans le cas considéré, le groupe de points 

P, O , R, S forme un groupe orlhocenlrique. La trans-

formation (T) devient une transformation isogonale. 

La conique (S), transformée de la droite de l'infini, 

est par suite le cercle circonscrit au triangle A B C . 

J'appelle ce cercle cercle d'Euler par analogie avec 

le cas du triangle où la cubique (U) se réduit à trois 

droites. Aux points A, B, C correspondent les pieds 

des hauteurs ; aux points A', B', C , les milieux des 

côtés du triangle. 

Cercles tritangents à une cubique. — Pour abré-

ger, je dirai tritangente pour conique tritangente. 

La condition pour qu'une tritangente (T) passe par 

un point donné I est que la droite A associée à cette 

tritangente reste tangente à la conique polaire de I rela-

tivement à (U| ). 

En effet, la tritangente de A est la poloconique de A 
relativement à (U*). Considérons deux tangentes (t) et 
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( t') k la tritangente (T) ; soient m et m les pôles de 

ces droites relativement à (U 4 ) qui se trouvent sur A. 

Quand (t) et (t r) viennent coïncider, il en est de même 

de m et m'. La conique polaire du point d'intersection 

de ( t ) et (t') contient m et m. Donc la conique po-

laire d'un point I de (F) est tangente à la droite asso-

ciée à (F) et le point de contact est un des pôles de la 

tangente en (1) à (F). 

Par deux points donnés I et J passent quatre tri-

tatïgentes. — Les droites associées à ces tritangentes 

sont les quatre tangentes communes aux coniques po-

laires de I et J relativement à (U|). 

Par mode de correspondance, il existe quatre cercles 

tritangents a une cubique. 

i l suffit de prendre pour points I et J les points 

cycliques. 

Le cercle d Euler est tangent aux quatre cercles 

tritangents. — Les triangles ABC et A B C envisa-

gés plus haut étant inscrits à la conique (S) sont cir-

conscrits à une même conique (S). Les droites A et A' 

sont également tangentes à (S). 

Prenons pour A' la droite de F infini et pour A une 

droite quelconque. Les coniques S sont des paraboles. 

Le lieu des foyers de ces paraboles est le cercle cir-

conscrit au triangle A'B'C/, autrement dit le cercle 

(FEuler. 

Considérons maintenant le cercle (s) circonscrit au 

triangle ABC (A quelconque). I l contient le foyer de 

la parabole (S). 

Ce cercle coupe la cubique (U ) en trois autres points 

A|,B|)C|. I l existe une parabole inscrite au tri-

angle A<B4C,. Les foyers des paraboles (2) et (S, ) 
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sont les deux intersections ^ et ^ du cercle d'Euler et 

du cercle (s). Si (S) est un cercle tritangent à (U), 

les paraboles ( £ )e t (2| ) se confondent; il en est de 

même de A et de Le théorème, extension de celui 

de Feuerbach, est donc démontré. 

[ M 1 6 b a ] 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE CHASLES 
SUR LES ARCS ÉGAUX DE LEMNISCATE ; 

PAR M . F . B A L Ï T R A N D . 

Chasles a appelé arcs associés sur une conique deux 

arcs dont la différence est rectifiable par la ligne droite. 

Quand la conique est une hyperbole équilatère, il a 

énoncé la proposition suivante (C . R. Acad. Sc., des 

à?) octobre 1843 et 21 juillet i845) : A deux arcs 

associés sur une hyperbole équilatère correspon-

dent, sur la lemniscate qui est sa podaire centrale, 

deux arcs égaux. 

11 n'a pas donné la démonstration de ce théorème, 

qui ne figure pas non plus dans le commentaire de 

De Jonquières (Mélanges de Géométrie pure, p. 55 

à 113). Elle ne se trouve pas davantage, crovons-nous, 

dans les ouvrages classiques de MM. Gomes Teixeira 

et Gino Loria sur les courbes remarquables, aux cha-

pitres consacrés à la lemniscate. La seule démonstra-

tion que nous connaissions est celle qui a été donnée 

par M. R. Bricard (jV. A., 1902, p. i5o). Nous nous 

proposons, dans ce qui suit, d'en donner une nouvelle, 
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basée sur des considérations de géométrie infinitési-

male. 

Soient M| et M 2 deux points d'une conique limitant 

un arc associé. Chasles a démontré que lorsque cet arc 

se déplace sur la courbe, les tangentes à ses extrémités 

se coupent en un point M qui décrit une conique homo-

focaîe à la conique donnée. 

Désignons par s, p, s, l are, le rayon de courbure et 

l'angle de contingence de (M) en M; par les mêmes 

lettres, affectées des indices 1 et 2, les éléments corres-

pondants de la conique donnée en M f et M2 . 

La normale en M à (M) est la bissectrice de l'angle 

M< M Mo ; elle coupe en I, et I2 les normales en M, 

et M2 à la conique donnée. Le.point 1« étant le centre 

instantané de rotation pour un déplacement infiniment 

petit du segment MM, , on a 

dsi __ p 1 

Us  = ML * 
ds = MI, 

De même 

et par suite 

ds, _ Oo 
ds ~ MI2

;  

dsi p, MU 

dZ " ^ X Mi; ' 

Si l'on appelle 26l'angle Mi MM.,, puisque MI412 est 

la bissectrice de cet angle, on a 

MM, = Mf, cosO, M \ L ^ Mf, cos0: 

donc 
ds{ __ £1 MM, 

ds\ " p2 X MM, * " 

Mais dans une conique les rayons de courbure 

en deux de ses points sont entre eux comme les 

cubes des portions de tangentes correspondantes, 

comprises entre leur point de concours et les points 
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de contact. Par suite, 

ds [ 

ds* m 
Cela posé, supposons que la conique donnée soit une 

hyperbole équilatère et considérons la lemniscate qui 

est sa podaire par rapport à son centre O . Soient ¡JL, 

et ¡JU les points correspondant à et M 2 ; et dz2 

les éléments d'arc de la lemniscate en ces points. 

D'après une formule connue, on a 

. C M , . _ O M , 
dii = dsi, flj» = ds% ; 

?i ps 

(I ou 
1 

dGi OMj 
dz, ~ OM>  X  

Mais dans l'hyperbole équilatère le rayon de courbure 

en un point est proportionnel au cube du rayon vecteur 

de ce point. Donc d<5s --- dn*. c. Q. F. P. 

[D3a] 

SUIt LES CONDITIONS POUR QU'UNE FONCTION 
y) y) SOIT MONOGÈNE ; 
PAR M. MAURICE F R É C H E T 

(Strasbourg, Bas-Rhin;. 

I . Dans un précédent article publié ici-même (*). 

j'ai montré après W.-H. Young comment les énoncés 

( l) Nouvelles Annales de Mathématiques, 4E série, t. XII, 1912. 
p. i-35. 
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de la théorie des fonctions de plusieurs variables se 

modèlent plus exactement sur ceux relatifs aux fonc-

tions d'une variable, si l'on formule d'une certaine 

façon la définition de la différentielle totale. 

Je faisais remarquer, en outre, que non seulement 

cette définition, qui semble due à Stolz, est ainsi, 

comme W.-H. Young semble le premier l'avoir 

montré, plus avantageuse, mais encore que si l'on se 

place au point de vue géométrique, cette définition 

s'impose. 

Si, en effet, on dit qu'une fonction z = f\x,y) a 

une différentielle totale en xQ, lorsque la surface 

z =f (x,y,) a un plan tangent non parallèle à O : , 

au point y0 , = f(x{)<y0) et si, l'équation de ce 

plan étant 

on appelle pdx + qdy la différentielle de f(x,y) 

en y 0 , on voit, comme je l'ai prouvé dans cet 

article, que cette définition est équivalente à la sui-

vante, qui est celle de Stolz à la forme près : 

Une fonction / ( ¿F ,y ) a une différentielle totale au 

point r0 , y 0 , s'il existe une fonction linéaire des 

accroissements des variables pàx -f- q Ar qui ne diffère 

de l'accroissement de f que par une quantité infini-

ment petite par rapport à l'écart du point ./0, r 0 , et du 

point voisin .r04- A.x, y0+ A)\ Autrement dit 

A/-plx -+- q \y s(| lx\-h 

où s tend vers zéro avec |A#| -f- |A)'|. Il en résulte, en 

particulier en faisant &x ou Ay nul, que / a une 

dérivée partielle par rapport à r, qui est p , et par rap-

port à qui est q. 

11. Cette définition permet de formuler correcte-
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ment et simplement les conditions auxquelles une 

fonction de la variable complexe z = x + iy soit 

f(z) = \>(x,y)->r-iQ{x,y) * 

est une fonction monogene de z 

On dit qu'une fonction définie dans un do-

maine D, est monogène en un point xQ, y0 de D si elle 

a une dérivée en ce point. Dans les Traités d'Analyse, 

on énonce comme la condition nécessaire et suffisante 

pour qu'il en soit ainsi, que l'on ait 

àP_ _ àQ àP _ ÓQ 

àx0 ~ dyo' dyQ àx0 

Ceci suppose donc d'abord que P et Q ont des déri-

vées partielles par rapport à x et à y; et en fait, non 

seulement on le suppose, mais on suppose que ces 

dérivées partielles sont continues, sans d'ailleurs 

prouver que cette continuité est nécessaire. 

I I I . A l'aide de la définition de la différentielle qui 

vient d'être rappelée, il n'y a aucune difficulté à pré-

ciser les conditions nécessaires et suffisantes. 

Si, en eflet, / est monogène en x0, y0J on a 

/ ( * )--/ ( *o) ,, 
; — ; A , = z — 

tu étant une quantité qui tend vers zéro quand z tend 

vers z0 ; ou encore (en posant ^ = z0 -f- Ax -f- /Ar et 

/ ( * ) - / ( 5 O ) = A P - M A Q ) 

AP -f- i A O 
; ^ /_ = 10. 

Ax i Ay u "9 

Si l'on pose fiQ = p -+- iq, <o = s, -f- i 

AP 4- iAQ — [ (/> Ar — q fy) i(pLy qkx)\ 

= i\ Ix — E2 TY -+- I ( T Y -r- A r. ), 

Ann. de Mathémat4* série, I. XIX. (Juin 1919.) *7 



D'où 

Or 

( 2 , 8 ) 

A P — (pkx — q ty) =1 Z^lx — £2 A y, 

A O — (p -F- qlx) = £J AJK SI A.R. 

O n peut donc remplacer 

z^x — etty pa r z(\\x\-H |AJK|), 

où s tend vers zéro avec \lx\ -f- |Ay|. Par suite, P a 

une différentielle totale pdx — qdy au point x0< j v 

De même, Q a une différentielle pdy-^-qdx en ce 

point. Alors 

dP -f- ì¿Q (p dx — q dy ) h- i(p dy -f- q dx ) 
dx -h idy dx -h i dy 

p dz f- iq dz 
- dz  = P^ l q-

Finalemen t, si f ( z ) = P ( x, \' ) -f- i Q ( x, r) es t 

monogene en xQi y0 : 

i° P(j*, y) et Q ( x , y) ont chacun une différen-

tielle au sens de Stolz au point x(r y0; 

•2° Et le quotient de la différentielle de f par la 

différentielle de z, soit 

dP -h idO 
dx -h idy 

est indépendant de dx et de dy. Le quotient sera 

d'ailleurs la dérivée f'z<j. 

La réciproque est vraie. Car alors on aura 

AP -RFP = £ (\ix\-T-\ly\) 

tendant vers zéro avec A z. 



D'où 
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A / __ A P -J-* ¿ A Q 

Iz A#-f- ily 

dP -f- idQ 
dx -^-idy ̂  

Le premier terme du dernier membre est, par hypo-

thèse, une quantité p -f- iq indépendante de dx =t= A / 

et de dy — A}'. Dans le dernier terme, s-f-fV tend 

vers zéro avec A^ et le module de 

que soit la manière dont A.r et Ay tendent vers zéro. 

IV. On remarque du reste que les conditions i" 

et 2°, nécessaires et suffisantes pour que f ( z ) soit 

monogène en ,r(M y0j peuvent s'exprimer ainsi : 

a. P(./', y ) et Q (# , y) ont des dérivées partielles 

par rapport à x et par rapport à y au point .r„, r„ 

(cette condition est en général sous-entendue). 

(cette condition est en général la seule exprimée). 

c. Les quantités 

sont infiniment petites par rapport à \ \x\ -f- [Ay| (cette 

condition est généralement soit omise, soit remplacée 

par la condition inutilement restrictive de la conti-

nuité des dérivées premières de P et de Q ) . 

Ix -f- ily 

est inférieur à y/2. Donc ^ tend vers p -f- iq, quelle 

b. On a 

— - ^ — — «teo ~~ ày0 ' ày0 ~~ daf0 
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[ L ' l l a ] 

GROUPES DE POINTS SUR L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE ( ' ) ; 

P A R M . J . S E K . 

Tout en gardant les notations de M. Appell, je sup-

primerai les indices pour les sommets A , B, G, D du 

premier quadrilatère Q en désignant par A , , B,, G,, D, 

les sommets du quadrilatère Q4 formé des orthocentres 

des quatre triangles de Q , et par Aw , Bn , G n , Dw les 

sommets du quadrilatère Q„ obtenu en répétant n 

fois la même opération. 

Je désignerai par xn, yn, les coordonnées d'un som-

met de en mettant, s'il y a lieu, l'un des indices a/ l7 

bni Ont d n , pour le sommet correspondant. 

L A . Définissons un point auxiliaire a par ses coor-

données 

(0 ; = x(lxfjxcxd, rt = yaybycy<h 

% 

En vertu de la relation rappelée par M. Appell, 

(2) x(lyxbxcxd—— 

nous avons l'égalité fondamentale 

et par suite 

c'est-à-dire 

(*) Exercice proposé par M. P. Appel l (A r. A 1 9 1 8 , p. 40-
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et d'une manière générale 

(3) 

Etudions au moyen de ces formules la variation du 

point UL„, et comme conséquence celle des points 

B», C„, D n . 11 y a deux cas à distinguer. 

i° Les sommets de Q situés sur une même branche 

de l'hyperbole sont en nombre pair, le quadrilatère Q) 

est convexe. 

ç et v] sont positifs et ç, etrH le sont aussi ; les points 

u n sont donc sur la branche positive. 

Si nous supposons à l'origine \ Î le point JJL est 

au-dessous de la bissectrice x~y\ mais comme 

est alors << I , le point JJL, est au-dessus. Les points ¡JL;Î 

sont alors alternativement des deux cotés de la bissec-

trice; ils s'éloignent de plus en plus à l'infini dans la 

direction de Ox pour les indices pairs, dans celle de O r 

pour les indices impairs. Nous avons, en effet, 

lim;2/,-M = o. 

C'est l'inverse si c < r. 

Voyons comment se comporte un sommet A. Nous 

avons successivement 

— .r2*ji= — , 

\n -1 Çrc — 2 . • • £ = ( l)'* 
et par suite 

( — 3)»— 1 

(4) X n = ( — ( _ iyix£ * . 

Donc xn change de signe suivant la parité de n. Les 

sommets A n vont d'une branche d'hyperbole à l'autre. 

En outre, au bout d'un certain nombre d'opérations, 

xn est plus grand ou plus petit que i , suivant le signe 

de l'exposant de £ dans la formule (4)- Par suite, il 

passe tantôt au-dessus tantôt au-dessous de la bissec-
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trice en s'éloignant à l'infini dans la direction des 

asymptotes. 

Si les points situés sur une même branche sont en 

nombre impair, un des sommets de Q étant alors inté-

rieur au triangle formé par les trois autres, les résultats 

sont analogues, mais reste toujours sur la branche 

négative, et les sommets de même lettre An restent tou-

jours sur la branche d'hyperbole où ils se trouvaient 

au début. 

On peut étudier la variation du quadrilatère d'une 

autre manière. Les formules (4) peuvent s'écrire 

( ' Ois) ^ — ^ — / ^ — ̂  — — <j 1 Va" rb " y a ~ yi> ' " 

Elles nous montrent immédiatement que l'on peut 

passer du quadrilatère Q au quadrilatère Q r l au moyen 

d'une projection cylindrique dont il est facile de déter-

miner les conditions. 

Supposons d'abord A et a positifs. Comme Aut=: s, 

on peut considérer A par exemple comme le cosinus 

d'un angle réel, o. Par l'axe Ox du plan de ( ) faisons 

passer un plan P' faisant avec celui-ci l'angle es et pro-

jetons le quadrilatère O orthogonalement en Q' . Nous 

aurons pour les coordonnées d'un point de Q f 

x'=zl.r, y' = y-

Coupons maintenant le cylindre projetant Q par un 

plan passant par Oy y projection de Oy sur P' et faisant 

avec P' le même angle o. Soit xa yn les coordonnées 

d'un point de P,,, nous aurons 

i / x„ — X — A X. yn = y y = XL y. 

L'ensemble de ces deux formules est bien équivalent 

aux formules (4 bis). 



( » 3 ) 

La construction est analogue, si c'est ¡JI qui est < i . 

Mais si h est négatif, il y a une modification importante 

à faire. Après avoir construit le quadrilatère Qw en par-

tant de la valeur — X au lieu de A, il faudra prendre le 

symétrique de celui-ci par rapport à l'origine pour 

avoir le quadrilatère répondant à la question. 

Ce mode de construction nous donne des renseigne-

ments importants sur la continuité de la déformation 

du quadrilatère, mais il y a surtout lieu de signaler la 

propriété suivante : 

La sur/ace du quadrilatère Q ou celle d'un des 

triangles tel que ABC reste constante, quel que 

soit n. 

Nous avons, en effet, entre les surfaces E, E 'e tE„de 

trois éléments se correspondant dans les plans P, P' el 

P„ les relations 

E ' = X E , E r t = < j i E ' = E . 

B. Pour qu'un sommet An puisse à un moment donnr 

coïncider avec un sommet de même lettre A , il faudra 

que nous ayons 
••>)" — i 

x,,= {—r 7a?£  4 — x, 

et dans ce cas tous les sommets du quadrilatère Q „ 

coïncideront avec les sommets de même lettre de Q . 

En posant J* = eS, la condition devient 

S n i pou r n impa i r , 

S == itzi pour n pair, 
4 

le signe = indiquant l'égalité à un multiple de 21zi 

près 
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Pour n — o, on voit directement que Ç — — i , et la 

formule ( i ) montre alors que chacun des quatre sommets 

de Q est l'orthocentre des trois autres. 

Ce cas exclus, à chaque valeur de n correspond un 

certain nombre de valeurs de S qui sont toutes des 

imaginaires pares. Les quadrilatères correspondants 

Q sont composés de points imaginaires non conjugués 

deux à deux. Toutefois, deux de ces points peuvent 

être réels, mais ils sont alors symétriques par rapport 

à la bissectrice. 

C. D'autre part, rien ne s'oppose à ce qu'un sommet 

B,* d'un quadrilatère réel Q« puisse coïncider avec 

un sommet de lettre différente A. I l suffit que les coor-

données initiales satisfassent à la condition 

( — 31 " — 1 

{ 6 ) X!,n = Xa — (•— I ) n xb [ Xa X/, Xc X(i]
 4 . 

Pour qu'un second sommet Cn coïncide en même 

temps avec un autre sommet de Q , B par exemple, il 

faut une seconde condition, celle-là indépendante de n 

et facile à exprimer; on la déduit des formules 

"^('n ^O. & b 
X a X () Xb Xc 

Et, en posant 

il vient 
a - fi ^ ¡3 - v . 

En particulier, pour que, B„ coïncidant avec A, An 

coïncide avec B, il faut xb ~ x*. Les points A et B 

doivent être symétriques. 

11 peut arriver enfin qu'un troisième sommet D^ 

puisse en outre coïncider avec C. Il y aura alors en plus 
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de la condition les égalités 

Mais, pour qu'il y ait simultanément coïncidence des 

quatre sommets (les lettres correspondantes étant diffé-

rentes), il faudrait les conditions 

dont on déduit immédiatement que la valeur commune 

à tous les termes devrait être —; les quadrilatères cor-

respondants ne seraient pas réels. 

I I . On peut se rendre compte des résultats qui pré-

cèdent par la transformation suivante, laquelle, si elle a 

l'inconvénient de faire correspondre des points imagi-

naires à des points réels, conduit à une conclusion 

extrêmement simple. 

A tout point M (#, y) du plan P de l'hyperbole, fai-

sons correspondre un point M' (x\ y') d'un plan P' par 

[es formules 

A l'hyperbole correspond donc un cercle de rayon I. 

Remarquons maintenant que, si nous considérons 

trois points du plan de l'hyperbole, A, B, C, à la droite 

menée par A perpendiculairement à BG et qui a pour 

équation 

(x — xa) (xh — xc) + (y — ya)(yb — yc) = <>, 

correspond dans le plan du cercle, la droite 

(8) (a?'— x**) (x'ô-x'c) - (y'~ y'a) (y'b- y'c) = o. 

Elle passe par A' et sa direction est perpendiculaire à 

la symétrique de B C par rapport à O'x'. Si la droite 

a — t3 = p — y = Y — ô = ô — a, 

<7) 
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B C fait un angle u avec O cette droite (8) fait 

avec cet axe un angle - — a . 

A l'orthocentre du triangle ABC correspond donc 

un point commun aux trois droites telles que (8). Si 

les trois points A' B' C se trouvent sur le cercle, le 

point en question s'y trouve naturellement aussi, 

comme on le vérifierait d'ailleurs sans difficulté. Il eu 

résulte que pour déterminer ce point il suffit dans ce 

cas, de prendre l'intersection du cercle avec une des 

droites (8) . 

Soit maintenant Q ' le quadrilatère qui correspond 

au quadrilatère Q de l'hyperbole. Considérons les deux 

points B'j et A', qui correspondent dans le plan P' aux 

orthocentres des triangles ACD et BCD. Nous les 

obtiendrons en menant par les points A' et IV respec-

tivement des droites, parallèles entre elles puisqu'elles 

ont comme direction commune celle de la droite per-

pendiculaire a la symétrique de C'D' par rapport à 

O 'x et en prenant le second point d'intersection avec 

le cercle. 

Nous remarquons immédiatement que la corde Ai B^ 

est égale à la corde A'B' ; comme il en est de même 

des cinq autres cordes analogues, nous en déduisons ce 

résultat remarquable que le quadrilatère Q't est super-

posable a Q . On l'obtient en faisant tourner ce dernier 

d'un angle 6 que nous allons calculer. 

Soit u l'angle de A'B' avec 0 ' x\ r celui de C D . 

L'angle 8 est celui de la droite A[ B^ avec A'B' égal 

à deux fois l'angle A', B'A . Nous avons donc 

angle de A ' B ' avec O r x ' = u ' - h h i z , 

angle de A', B ' avec O' x' = — — p'-h â t , 

T 6 
ang le de A'4 B ' avec A ' B ' = - — {U! -h P') -h (K — l)r. — - , 

2 2 
8 — T: — 2( i f '-B P') = T:— S'. 
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Gel angle S est la somme, comme on le vérifierait faci-

lement, des angles <x! -f- jî'4- y'4- o' que font les droites 

OA', OB', O G , OD^ avec O'x' . I l a aussi l'interpréta-

tion géométrique suivante : Si l'on considère les trois 

systèmes de droites passant par les quatre points A , 

B\ G , D', ils ont leurs systèmes de bissectrices paral-

lèles. Soit co' l'angle que fait rune d'elles avec , 

nous avons 
S' === •>.( u' -f- v" ) == 4 <*>', 

le signe = indiquant l'égalité à un multiple de 2 - près. 

Si maintenant désigne l'angle A't O x\ nous avons 

y.\ = a 0 
et par suite 

27.; = S't = V % > ^ 40 = S' = S'-t- ;»(T — S' u 

ce qui nous conduit à la relation 

-H 3S'= o, 

identique à la relation donnée par :V1. Appell à la page 

¡2 [loc. cit.) et équivalente à la relation (3). 

On en déduit 

a i = iz — S\ . . a „ = z'n ^ -h T: — 

et finalement 

Pour que les points A;, et A' coïncident, il faut que 

les angles correspondants ne diffèrent que de 2 ir, ce 

qui nous conduit à une formule identique à la for-

mule (5). 

Les raisons de ces équivalences sont évidentes; les 

formules fondamentales (7) montrent, en effet, que 
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On interprète donc immédiatement les conditions 

supplémentaires indépendantes de n trouvées pour que 

deux ou plusieurs sommets de lettre différente coïn-

cident. Par exemple, l'égalité 

a — ¡3 — ¡3 — Y o u ' a' — ¡3'= — f 

signifie que les deux côtés \B et BG du quadrilatère 

sont égaux. 

I I I . Je terminerai par une remarque; nous avons 

examiné la suite des quadrilatères Q , et Q'j déduits de 

O et Q' ; on aurait pu se proposer le problème inverse 

et étudier les quadrilatères dont O et Q' peuvent être 

considérés comme déduits. 

Le problème se trouve résolu par les formules trou-

vées, puisqu'elles s'appliquent sans aucun doute aux 

valeurs négatives de n. 

11 y a lieu, toutefois, de remarquer que, tandis qu'il 

n'y a qu'un seul quadrilatère déduilde Q, il y a trois 

quadrilatères En outre, si () est réel, un seul des 

quadrilatères O , est réel, e tc'est celui qui correspond à 

la racine réelle de c. 

Quant aux quadrilatères Q i l s se construiront au 

moyen de la trisection de l'angle S'; ils seront réels en 

même temps que Q'. Mais nous avons déjà fait remar-

quer qu'il n'y a pas correspondance entre les éléments 

réels des deux plans P et P'. 

CORRESPONDANCE. 

M. d'Ocagne. — Sur la détermination de la nor-

male à une courbe définie par une relation entre les 
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distances tangentielles de ses points à n courbes 

données. —Le théorème énoncé récemment à cet effet 

dans les Nouvelles Annales (1919, p. 21) y a déjà été 

explicitement donné, il y a une trentaine d'années 

(1890, p. 291), et même à titre de corollaire d'une 

proposition beaucoup plus générale. La délicate 

question de signe que soulève l'application de ce théo-

rème a été élucidée dans une note subséquente 

(N . A . , 1898, p. i i 5 ) . 

A V I S . 

L'Université de Strasbourg, qui a été réouverte 

le 1 5 janvier de cette année, est en cours de réorgani-

sation. A la rentrée prochaine, elle sera en plein fonc-

tionnement (tous les cours se faisant en français). 

Au point de vue mathématique, grâce à ses cinq 

professeurs et ses trois maîtres de conférences, ce sera 

le centre mathématique le plus important de France 

après Paris. L'Institut Mathématique y offrira un 

grand nombre de cours dont nous publierons prochai-

nement le programme. La préparation à l'agrégation y 

sera organisée. Les candidats aux bourses de licence 

peuvent, dès à présent, choisir Strasbourg pour y faire 

leurs études. 

Les étrangers trouveront aussi toutes facilités pour 

y compléter leur éducation mathématique ou y entre -

prendre des recherches. 
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ANCIENNES QUESTIONS NON KÉSOLUES 

Numéros des questions des Nouvelles Annales 
(de 1842 à 1918, n"* 1 à 2383) pour lesquelles il n'a pas 
été reçu de solutions au 31 mai 1919 : 

62 — 266 — 333 — 598 — 604 — 643 — 703 — 730 — 731 -
732 — 791 - 803 - 812 — 880 — 888 — 891 — 893 — 947 — 967 -
1000 — 1042 — 1058 — 1063 — 1107 — 1108 — 1149 — 1206 — 
1234 — 1236 — 1256 - 1305 — 1365 — 1366 — 1499 — 1519 — 
1571 — 1596 — 1599 — 1600 — 1609 — 1631 — 1647 — 1686 — ' 
1687 — 16S9 - 1690 — 16.1 - 1692 — 1693 - 1694 — 169;> — 
1705 — 1715 — 1731 — 1738 — 1747 — 1762 — 1763 - 1776 — 
1777 — 1810 — 1824 — 1828 — 1854 — 1859 - 1884 — 1885 — 
1886 — 1889 — 181)0 — 1892 — 1911 - 1937 —1944— 1956 — 
1988 - 2,03 - 1010 — 2045 — 2057 — 2116 — 214-1 - 2145 — 
2156 — 2173 — 2182 — 2206 — 2110 — 2221 - 2232 - 2293 — 
2326 - 2334 - 2340 — 2342 - 2343 — 2349 — 2350 — 2*56 — 
2362 — 2363 — 2372 — 2373 - 2378 — 2383. 

SOLUTIONS HE QUESTIONS PROPOSÉES. 

999. 
(1870, p. ¡:;o; 1917, p. i;>r,-. 

('L'énoncé de 1917 compor te une e r r e u r de signe : 

S„,= —(a»'-r-b'» ) 

vl non am -r- bm ). 
désignant la somme des puissances mU m e s des racines 

de Véquation 

A i x" -f- \2x
n- 1

 -h . . . -t- A / w . r "- ' " + i - h . . . H - A n + 1 = o, 
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où l'on fait, pour abréger, 

am—b>» 
A ni — 7 » 

a — b 

on a, depuis m — î jusqu'il m = /i inclusivement, 

S m = — (a'»-h 

0/i déduit àe là que, a b étant réels, Véquàtion consi-

dérée ne peut avoir deux racines réelles. 

S. RÉ AU s. 

SOLL'TÏOX 

P a r M . M . F A U C H E U X . 

O n vé r i f i e fac i l ement la f o rmu l e pou r m = r, e t i l suff i t de 

d émon t r e r que si la f o rmu l e est v ra i e pou r t ou te va l eu r de m 

j u squ 'à p < JI, e l le est v r a i e p o u r O n sait que 

Ai Ŝ h-i -r- Aj S/; -f- A3 S/,-1 -f- . . . 

— A/, Sp-2-k-r- . . . 4- A / > + 1 S 1 ( p -- Î) A /M_2 == <>• 

S i la f o rmu l e est v r a i e j usqu 'à m = />, 

{ (a2— ¿p) + — ) 

_ ) -4- (aP+t — b!>+-*)(a-hb) — (p -h i ) ( a />+ 2 — \ 

S i l 'on déve loppe le n u m é r a t e u r , chaque t e rme de la fo rme 

est éc r i t d e u x fois avec des signes d i f férents, sauf ceux 

p r o venan t de (at'+ i — bP+ l ) (a -+- b) ; tou tes réduc t i ons 

fai tes. 

bP+*-— aP-*— abP+i-h- baP+l , ,, , 
SJtJ.t = = — (aP^t bP l) 1 • a — b 

et la f o rmu l e est é tab l i e . 

Fo rmons l ' équa t i on 

f(x) s= r t -4- t\x f i+ l -r- .. . -4- rnvlx -+- = o 

ayan t p o u r rac ines a , b e t les rac ines de la p roposée. S i l 'on 



( 232 ) 

désigne par a,n les sommes analogues à S 

r i -+- r t = o, 

/'i d2 -+- r2.CT| -h 2 = o, 

-H 4- r 3 or„_2 --h .. . s -+- = o, 

e l comme 

= !j2 = . ; . — cr,i == o, 

on a imméd ia temen t 

/\2 = r 3 = . . . = r n h l — o 
et 

/ ( . r ) == /•iiP»+s+ril+1«P + r ^ j . 

f'(x) = o est une équat ion b i nôme ; si n est pa i r , e l le a une 

rac ine rée l l e ; f ( x ) = o a deux rac ines rée l les a, b ; la propo-

sée n'a pas dé r a c i n é rée l l e . 

S i n est impa i r , f (x) = o a deux rac ines rée l les ; f ( x ) = o 

en a t ro is , don t a el b; la proposée en a seu lement une. 

1074. 
( 1872, p. rgo ; 1917, p. 228.) 

Etant donné un polygone plan et convexe dont deux 
côtés consécutifs quelconques font un angle constant, on 
sait que le lieu du point, tel qu'en projetant ce point sur 
les cotés du polygone et joignant les projections consécu-
tives par des droites on forme un polygone d'une aire 
donnée, est une circonférence. Quand la valeur de l'aire 
varie, on obtient diverses circonférences qui ont toutes 
même centre O. Démontrer que ce point O est le centre des 
moyennes distances des sommets du polygone primitif, ou 
plus généralement des points qu'on obtient en prenant les 
centres des deux côtés séparés par un même nombre k de 
côtés. Ce point O est aussi le centre des moyennes dis-
tances de ses projections sur les côtés du polygone. 

Voir ce que deviennent ces théorèmes quand ces côtés 
deviennent infiniment petits et que le polygone se trans-
forme en une courbe plane et convexe. On retrouvera en 
particulier une proposition bien connue de Steiner rela-
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tive au centre de gravité de masses appliquées aux diffé-
rents arcs infiniment petits égaux de la courbe et 
inversement proportionnelles aux rayons de courbure cor-
respondants\ F. D inox. 

SOLUTION 

Par M. J . SER. 

2. h 71 
I . Dés ignons pa r cp/t une des m va l eu r s , où h va r i e 

de o à m — i . So i t D 2 l e côté du po l ygone qu i a p o u r équa-

t i on car tés ienne 

0) x coscp/j -h y sincp/i — pà — o. 

P o u r s imp l i f i e r les calcu ls, posons 

(•¿) x iy — z, x — iy = = 

Remarquons que les X et les JJL son t des rac ines d i f férentes 

d'une même équa t i on X m = i e t qu' i l s son t l iés pa r la r e l a t i o n 

^/i {¿/i = » 

qu i e n t r a î n e 

^h v-h+fc = l¿/c, X/i-h/c p/1 = X/c-

L 'équa t ion ( i ) d e v i e n t , après t r a n s f o rma t i o n , 

\hz -h ii/i t — xyn — o. 

A . La sur face du t r i a ng l e j o i g n a n t un po i n t M(-sf) à ses 

p ro jec t ions l/ t e t I^-M s u r d e u x côtés consécut i fs d u po l ygone 

a p o u r v a l e u r 

i îH 
Sfr* = gSin — (\hz-*rnht — 2/?/,) ( A/^i¿-h [M+i t— 'iph+i)-

L e l i eu des po in ts M , te ls que la somme de ces surfaces a i t 

une v a l e u r constante donnée A , a donc pou r équa t i on 

h-fi ? /̂f = A. 

Ann. de Mathémat. 4e série, t. XIX. (Juin 1919.) 18 
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Développons-la en r ema rquan t que 

= ZLÎ / I + i = O, 2 pfy IXfi-n — o, 

2 TZ 

SX/i J j i / t= m(X-f- n ) = im cos — > 

^hPh-bt -h X / J4- != 2 /?/I(X/h_i -4- X/t—i ) 
= ( X - H F L ) 2 / > / I X A = 2 C O S — 2 Phlhy 

21T 

s HhP/i+i -+- KA-f-1 />/* = 2 cos — 2 />/* {X/,, 

et en posant 

12/7/t fx/t = m Zq , 2 2/?/, X/4 = /?i ¿o, 

• air sm — = 2 B, 

. nous obtenons pou r le l i eu che rché l 'équat ion 

m — t0
 z

 — O = 8(A — B). 

C'est b ien l 'équat ion d'un cerc le ayan t pou r cen t re le po i n t 

fixe z0t0. 

B. Le po i n t M^"1"* d ' i n te rsec t ion de deux côtés D/ 0 D/h-a 

a pou r coordonnées Ç/, 

- __ 2 Ph W-h+k — P/1+k P/i _ a ph H-//-4-A- — Ph+k \*-h ^ 
1 ht /̂,-Hfc JM X/iH-A |xk— \k 

et le cen t re des moyennes distances de tous ces po in ts est b ien 

le po i n t O(*o*o)) pu isque 

¿à m(fJLA-X/,) i d m 

Lo r sque k = i , les po in ts sont les sommets du po ly-

gone donné. 

P o u r les au t res va leu rs de A:, les po in ts sont les som-

mets de d i ve rs po l ygones ; l 'angle des d ro i tes D/i, Dh+ k est 

constant que l que so i t h> et égal à 

C. So i t P l ' o r i g i ne des coordonnées; le p ied P^ de la per-



( 2.35 ) 

pend icu ia i re abaissée de P su r le côté D^ a p o u r coo r-

données 

f Ph Ph * 
\k = Y~ = Ph 7 ) ^ = — = X/#. 

L e cent re des moyennes distances de ces po in ts est donc 

y V Ph Ph ¿0 V P-h <0 

Ce cen t re des moyennes distances est donc au m i l i e u de la 

d ro i t e O P 

et i l coïncide avec O lo rsque O et P sont con-

fondus. 
I I . S i le nomb re des côtés du po l ygone g rand i t indéf in i-

1 TZ 
ment , la l im i t e — = A<p représente l 'accro issement cons tan t 

i n f i n imen t pe t i t de l 'ang le des no rma les à la cou rbe G 

l i e u des sommets du po l ygone donné, c'est-à-dire des 

po in ts M/E+1. 

L e po lygone l im i t e des points et une cou rbe isoptique 

de la courbe G, de chacun des po in ts de l aque l l e on v o i t la 

courbe C sous l 'ang le a = l i m t ! î21. 

m 
Le l i eu des po in ts P r e l a t i f s au po i n t O est la poda i re de 

la cou rbe C par r appo r t au po i n t O. 

Nous a r r i v ons donc aux conclusions su ivantes : 

A. Le l i eu des po in ts M tels que la poda i re de M pa r rap-

po r t à une cou rbe donnée G a i t une a i re égale à A est un 

cerc le Le cen t re de ce cerc le est u n po in t O ayan t pou r coor-

données car tés iennes 

3**+ eo V Phdh+V-h) i Ç , 
—— = 1 , m2i m  = t.J P C O S (? d (? 

(p et cp dés ignant les coordonnées pola i res de la p ro j ec t i on de 

l 'o r ig ine su r une tangente à la cou rbe G ), 

y0 = L J* P sin <?<-/. 

, 2 
Le r a yon a pou r ca r re — ( A — B ) . 
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La va l eu r m i n i m u m B que peu t p r e nd r e A p o u r que le 

cerc le soi t rée l est l 'a i re de la poda i re r e l a t i ve au po i n t O . 

B . Le po i n t O est le cent re des moyennes distances des 

sommets de t r o i s sor tes de po lygones don t les sommets sont 

définis comme cor respondant à des va l eu r s égales de Acp : 

i ° s u r la cou rbe C ; 2° su r une i sop t ique de cette cou rbe G ; 

3° su r la poda i re de la cou rbe C pa r r a ppo r t au po i n t O . 

So ien t , dans l ' un de ces t r o i s cas, x' y' les coordonnées de 

l ' u n des t r o i s sommets : en p r enan t le po i n t O pou r o r i g i ne , 

nous au rons les re la t ions 

O = l i m ^ T cp, O =-J y' Acp. 

So i t ma i n t enan t A s' le côté du po l ygone ad jacent au 

po in t x'y', et so i t p' la fonc t i on de cp qu i rep résente le rap-

A.v' , . 
po r t — : on peu t ec r i r e 
r Acp 

r rx'As' r r y As' 

J x Acp = I =z o , J y Acp — j — = o , 

et à la l im i t e 
rx' ds' r y' ds' J ~y~

 = 0 ' = 

d'après la p rop r i é té b ien connue de l ' indépendance de la 

va l eu r de l ' i n tég ra le par r appo r t à la l o i de d i v i s i on . 

L e po i n t O est donc le cen t re de g rav i t é « de masses appl i-

quées aux d i f férents arcs i n f i n imen t pet i t s égaux insc r i t s , soi t 

dans la cou rbe, soi t dans une de ses isopt iques, soi t dans sa 

poda i re , et i n ve r semen t p ropo r t i onne l l e s aux di f férentes 

va leu rs de p' ». 

S u r la courbe G, p' est égal au r a yon de cou rbu re . 

Autres solutions, gar MM. FAUCHEUX et H. DE MONTILLE. 

1486 et 1511. 
( 188V, p. 160, 496 ; 191«, p . 394. \ 

1486. La probabilité que la conique déterminée par 
cinq points, pris au hasard dans un plan, soit une ellipse} 

psf infiniment petite. 
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1514. On donne au hasard, dans un plan, quatre points, 
et Von en prend un comme centre d'une conique passant 
par les trois autres. Démontrer que cette conique est, avec 
autant de probabilité, une ellipse ou une hyperbole. 

CESÀRO. 

SOLUTION 

P a r M . A . P E L L E T . 

Dans la p r em iè re ques t ion, la p robab i l i t é est la même que 

cel le d 'avo i r une va l eu r négat i ve pou r la fonc t i on y2—4*> 

y et z p r enan t toutes les va l eu r s possibles, car l 'équat ion de 

la con ique dans le cas où e l le peu t ê t re une e l l ipse, s'écr i t 

X2-+- j X Y + 2 Y 2 - h . . . = o, 

Y et z pouvan t ê t re abso lument que lconques ( X , Y coor-

données couran tes) . 

Supposons d 'abord y et z i n fé r i eu r s en v a l e u r absolue au 

nombre pos i t i f R , a lors la p robab i l i t é est égale au r a p p o r t de 

l 'a i re compr ise dans l ' i n t é r i e u r de la p a r a b o l e / 2 — 4 * = ° 

( r é g i o n du f o ye r ) et du cerc le z*-\-y 2= R 2 , à cel le du ce rc le ; 

ce r appo r t est i n f é r i e u r à 

3 R y/R __ 3 

i l tend ve rs zéro lo rsque R t end ve rs l ' in f in i . 

Dans la seconde quest ion, l 'équat ion de la con ique peu t 

s'écr i re 

A X 2 -+- BY* — i = o, 

l 'une des quant i tés A ou B é tan t pos i t i v e ; si la seconde est 

pos i t i ve , on a une e l l i pse ; si e l le est négat ive, une h ype r bo l e ; 

mais on v o i t qu'à t ou t système de va leu rs de A , B donnan t 

une e l l ipse co r respond un système donnan t une hype rbo l e , et 

vice versa. 

Au t r e solution, de 1486, par Un Anonyme. 

Pour la question 1511, vo i r une solution précédente, 1918, p. 71, 

et une observation dç M, EOAN, p. 199 (Correspondance). 
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2365. 
(1918, p. 16«.) 

Dans un triangle ABC la transversale réciproque, par 
rapport au triangle, de la droite des centres des cercles 
d'Apollonius, est perpendiculaire à la droite d'Euler. 

THÉBAULT. 

SOLUTION 

P a r M . L . POLI. 

O n sait que les cent res des cercles d 'Apo l l on i u s son t su r la 

d r o i t e de Lemo ine {cf., pa r exemple, Exercices de Méca-
nique, par F. G. M., p. 707). 

La t ransve rsa le réc ip roque de la d ro i t e de Lemo i ne est la 

d ro i t e de Longchamps ( l b i d p . 617). 

Enf in , cette de rn i è r e est pe rpend icu la i r e à la d ro i t e d ' Eu l e r 

(cf., pa r exemple , Ibid., p. 692, où l 'on démont re que la d ro i t e 

de Longchamps est axe rad ica l du cerc le de Longchamps et 

du cerc le c i r consc r i t ; o r , ces deux de rn i e r s cercles on t l eu rs 

cent res sur la d r o i t e d 'Eu l e r ) . 

QUESTIONS. 

2411. Une ho r l oge po r te une a igu i l l e des heures, une 

a igu i l l e des m inu tes et une a igu i l l e des secondes, montées su r 

le même p ivot . Ces t ro i s a igu i l l es ne peuven t êt re en coïnci-

dence qu'à mid i , comme on le reconna î t fac i lement. A que l l e 

heu re , non i n f i n imen t vo i s i ne de mid i , sont-el les contenues 

dans u n ang le aussi pe t i t que possible ? R. B. 

O n donne dans u n p lan deux coniques ( S ) et ( 2 ) , et u n 

po i n t O ; so i t A un po i n t commun aux deux coniques. O n mène 

pa r O une sécante va r i ab l e qu i r encon t re la con ique ( S ) e n P 

et P' , et l 'on t race les d ro i t es A P , A P ' qu i r e ncon t r e n t encore 

la con ique ( 2 ) aux po in ts I I et I I ' ; la d ro i t e 1111' passe a lo rs 

pa r un po i n t fixe Q, et le l i eu du po in t de r encon t r e des d ro i t e s 

P P ' e t l i n ' est la con ique qu i passe par les po in ts O , Q, e t pa r 

les t r o i s aut res po in t s B, G. D communs aux deux coniques. 



( ) 
À quel les condi t ions les dro i tes P l i ' et P ' I I passent-elles en B, 

auquel cas on obt ien t la même f igure complète en se se r van t 

du po i n t B qu'en se servant du po in t A ? Remarque r le qua-

dr i l a tè re complet don t les t ro is diagonales sont A B , PP\ I I l T . 

Cas de deux cercles. G. F . 

2413. Une d ro i te A du plan d'un t r i ang le ABC rencont re 

les rayons O A , OB , OC du cerc le c i rconsc r i t en a, [3, y. Les 

paral lèles menées à BC, CA, A B respect ivement par ces points 

dé te rm inen t u n t r iang le A'B'C'. S i abc est le t r iangle podaire, 

par r appo r t à ABC , d'un po in t P quelconque de A, les dro i tes 

A 'a, B'¿>, Ce r encon t ren t respect ivement B'C', C'A', A 'B ' en 

t ro is points en l igne dro i te. V. TIIKBÀULT. 

2414. É tan t donnés deux axes rectangula i res Ox et O j ' , on 

considère les paraboles I I e t I I ' admet tant pou r foyer commun 

le po in t F de Oy et qu i sont tangentes à 0 # en des points A 

et B tels que l 'angle A F B soit d ro i t . O n vo i t (1) que, dans ces 

condit ions, les secondes tangentes t et t' que, de tou t po in t 

de Ox, on peut mener à I I et n', sont rectangula i res. T r o u v e r 

l 'équat ion de l 'enveloppe de la d ro i te qu i est la symét r ique de 

Ox à la fois par rappor t à t e t à t\ et cons t ru i r e cette courbe. 

M . D'OCAGNE. 

2415. Dans un quadr i la tè re complet A B C D E F , où la dis-

tance des m i l i eux des diagonales B E et D F égale l eu r demi-

somme, chacun des côtés cont ien t un des centres des cercles 

insc r i t et ex inscr i ts au t r iang le formé par les t ro is diago-

nales. V. THÉBAULT. 

2416. S i par les sommets A, B, C d'un t r i ang le on mène 

des paral lè les py, y«, «P aux côtés B'C', C'A', A 'B ' d 'un au t re 

t r i ang le A'B'C' et que par A ' , B', C' on mène des paral lè les 

p'y', y f a', a 'y' à BC, C A , AB, les aires des t r iangles apy, 

déterminés sat isfont à la re la t ion 

(a i r e A B C ) x (a i r e a 'p ' y ' ) = (aire A 'B 'C ' ) x (aire a¡*y). 

« V . THÉBAULT. 

( J ) A . A 1 9 0 1 , p. 446. 
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2417. Dans u n po l ygone h a rmon i q ue A i A j . . . A J / t i n sc r i t 

dans une c i rconfé rence O , on t race les c i rconférences <i>i, 

t*>t, . . t a t n tangentes deu x à deux e t t o uchan t le cerc le O 

aux sommets d u po lygone. M o n t r e r que le po l ygone 

toj to 2 . . . t û i n est c i r consc r i t à un cerc le don t le cen t re est su r la 

d ro i t e O K du cen t re du cercle c i r consc r i t au po i n t de 

Lemo i ne du po lygone. V. THÉBÀULT. 

2448. O n sai t que le l i eu des pôles d'une d ro i t e par rap-

po r t a u x con iques d 'un faisceau tangen t i e l , est u ne d ro i t e V . 

D é m o n t r e r que les couples de d ro i tes /', q u i sont pe rpen-

d icu la i res en t r e el les, enve loppen t une cou rbe de la t ro i s ième 

classe. 

E n pa r t i c u l i e r , dans le cas des paraboles insc r i tes à un 

t r i ang le , cette enve loppe est une hypocyc lo ïde à t r o i s 

rebroussements. M .-F . EGÀN. 

ERRATA. 

Page 82, dernière ligne, au lieu de vers la génératrice, lire sur 

la génératrice. 

Page 87, ligne 17, au lieu de milieu de lire milieu i. 

Page 88, dernière ligne, la parenthèse doit s'ouvr i r non avant 

Page 88, ligne 9 en remontant, au lieu de T, lire T. 

« nous pourr ions >», mais avant « section que ». 

A u 20 de la question 2400, p. 120, où la signature V.THÉBAULT a 

été omise, il faut lire « par rapport à I » au lieu de « par rapport 

à 0 1 ». 

Page i53, mi l ieu de la page, dans l'expression de - I p2 du, 2
 ¿o 

dans le second terme de la grande parenthèse, on ne doit pas l i re 

/ir tù\ . ( TZ (Ù\ 
In x t a n g l y -4- — J, mais In t a n g ^ j -+- - J ; 

le signe In du logarithme népérien portant sur la fonction 

t a n g l y -h au l ieu de la mu l t ip l i e r comme l ' indiquerai t le 

signe x . 
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[0,2] 
m QUELQUES COURBES ASSOCIÉES k UNE CLASSE 

D'HÉLICES CYLINMUQIES . 

PAR M. EGÀN. 

I. — CoURÛES T)E DlîPORCQ. ( 4 ) 

1 Les courbes (planes) de Duporcq sont caracté-

risées par la propriété suivante : si le point m décrit la 

courbe avec la vitesse constante P, le pied n sur Ox 

de la normale p a r c o u r t a v e c la vitesse également 

constante ev. On peut évidemment supposer la cons-

tante e positive. 

Considérons le vecteur Op., issu de l'origine et con-

gruent à nnt. La vitesse du point JJL se compose de v 

perpendiculaire à Op. et de — ev parallèle à Ox. C'est 

précisément le mouvement newtonien ; ¡JL décrit une 

conique d'excentricité e suivant la loi des aires 

autour du foyer O de la conique. 

L'axe focal de la conique est O y. Supposons, pour 

fixer les idées, que le sommet ¡JL0, le plus proche de O , 

se trouve au-dessus de O , et que le vecteur Op. tourne 

dans le sens positif autour de O . Soient l le paramètre 

de la conique et h = r-dbI .* dt la constante des aires, r 

et 9 étant les coordonnées polaires de p.; les compo-

santes de la vitesse de ¡x sont h : l perpendiculaire à Op., 

dans le sens positif de la rotation de OJJL , et — he : l 

( 1 ) DUPORCQ, N.A., 1902, p. 181; MANNHEIM, Ibid., p. 337 CT'Pr; 
BÀUTRAND, ibid.j 1914, p- 97. 

Ann. de Mat hé mat., 4e série, t. XIX. (Juillet 1919.) ' 9 
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dans la direction Ox. On a alors la génération suivante 

des courbes de Duporcq : 

Si Voh donne au système newtonien ( 0 , P . ) la 

vitesse uniforme he : l suivant l'axe non focal de 

l'orbite, le point m (position absolue de p i ) décrira 

une fourbe de Duprocq avec la vitesse constante h : L 

Remarquons une première conséquence de cette 

génération. Si s est Tare de la courbe de Duporcq, on 

a ds = hdt : l, d'où l'expression du rayon de cour-

bure, R = ds : d§ = r 2 : /, trouvée par Duporcq. 

On dispose encore de la position de l'origine O 

sur la droite fixe Ox . Fixons-la de façon que les points 

correspondants (x0 et m0 se confondent; alors O y sera 

la normale en ce point aux deux courbes (p.) et (m) . 

Soient Ç, Tj les coordonnées cartésiennes du point p. se 

mouvant sur la conique fixe (p.), et x, y celles de m. 

On peut écrire dès maintenant les équations des courbes 

de Duporcq répondant aux trois espèces de coniques (p). 

En effet, si m passe par m0 au temps t — o, on a 

x — \ = eht : /, y = rh s = ht : 

ht = Jr*dt = J^dri—Tidl 

a. Pour e < i , écrivons 

/ = 62 : a = a ( i — e* ), 

5 = — à sin M, TJ = - a g + acosii, 

u s'annulant et croissant avec t. On trouve sans peine 

a2 

esina), x = (eu — sin«), 

y z= a (—e H-cosa). 

<i.a) 

a* / 



il vient 

1 = b a = a(e*— i), 

£ =—¿sha , tj = «« — acha; 

a? = -T- (shtt — ew), 

Si [A décrit la branche supérieure de l'hyperbole (¡A), 

on peut écrire 

c. Pour e — i , écrivons 

l = 6c, 5 = —6CM, tq = 3C(i — u1 ), 

on trouve 

Dans toutes ces formules, a s'annule en m0 et croît 

avec 6. Les courbes sont symétriques autour de l'axe 

des y . Sur cet axe, ( i a ) a un seul point double (donné 

par u = e sina) si e n'est pas trop petit. Cette courbe 

est périodique et le point double se répète sur les 

droites x~2rmz a 2e : b. Le point O est entouré 

d'une boucle. Si e est assez petit, les boucles 

autour des points congruents de O s'entrecroisent. Les 

courbes ( i b) et ( i c) ont chacune un seul point double 

réel, situé sur O y , ( i b') n'en a aucun. 

3. On trouve une seconde génération des trois pre-

d'où 
£ = — 6shw, ri = ae -hacha, 

(I<0 
i s = c (m 3-h3m), a? = c ( a 3 —3u)y 

I y = 3c(i — M2). 
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mières courbes en prenant u proportionnel au temps. 

Si par exemple un point A décrit l'ellipse 

a2 . 
x = r sm y — — ae - f a cas u 

b 

suivant la loi des aires autour du centre de l'ellipse, 

tandis que le système se déplace suivant O x avec la 

vitesse constante he : a, À décrira la courbe ( i à). 

I I . — U N E CLVSSE D'HÉLICÈS CYLINDRIQUES. 

4. C'est à propos d'un article de M. H. Piccioli 

(N. A. , 1902 p. 177), sur les hélices cylindriques dont 

les normales principales rencontrent une droite fixe A, 

que Duporcq a été amené à considérer les courbes pré-

cédentes. 

Soient en effet M 1111 point de l'hélice, N le pied sur A 

de la normale principale en M, a et ,3 les angles cons-

tants que font A et la tangente à l'hélice avec la direc-

tion (verticale) des génératrices du cylindre. La 

droite MN étant horizontale, les vitesses de M et de N 

ont même composante verticale, soit V ; leurs compo-

santes horizontales sont donc Vtang^ et Vtanga, et 

l'on voit que la projection m de M sur un plan de sec-

tion droite du cylindre décrit une courbe de Duporcq 

avec e = tanga cot[3. On aura donc les équations de ces 

hélices en posant s = z tang k3 + const. dans les quatre 

formules ( 1 a)-( 1 c) ci-dessus. 

Prenons l'origine O sur A et menons comme aupa-

ravant le segment OJJL parallèle et égal à MN et nm ; ¡x 

décrit la conique newtonienne autour de O , et l'on voit 

que si Von donne au système planétaire (O , ¡JL) une 

vitesse uniforme he : / sin% dans la direction A (sina, 

O, cosa), JJL décrira Vhélice cylindrique d'angle ¡3 

avec la vitesse constante h : /sin¡3, a et ¡3 étant liés 
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par la relation cot¡3 = e c o t a . Les normales princi-

pales de Vhélice rencon trent la droite A. 

o. Voici une propriété intéressante de ces hélices : 

les tangentes de Vhélice appartiennent à un com-

plexe linéaire dont Vaxe est parallèle ci A. 

En effet, l'hélice est une ligne asymptotique du 

conoide S engendré par ses normales principales; la 

proposition n'est donc qu'un cas particulier du théo-

rème connu sur les asymptotiques d'un conoide. Inver-

sement, si une hélice appartient par ses tangentes à un 

complexe linéaire, les normales principales sont des 

droites du complexe; comme ces normales sont paral-

lèles à un même plan, elles rencontrent un diamètre A 

du complexe. C'est pourquoi nos formules s'accordent 

avec celles données par M. Keraval pour les hélices 

d an complexe linéaire (* ). 

6. On connaît trois asymptotiques de 2, savoir 

l'hélice, la droite A, et la droite à l'infini dans un 

plan (xy) de section droite. Si donc NM rencontre 

une asymptotique donnée en M', le théorème de Serret 

montre que le rapport anharmonique (M'MNoo) est 

constant, c'est-à-dire que N M ' = A*]NM. Projetons sur 

le plan des xy par des droites parallèles à A ; les pro-

jections des asymptotiques de S seront des coniques 

homothétiques à ( a ) par rapport au foyer O. 

Supposons que le système newtonien ( O , ¡JL) se 

déplace suivant A avec une vitesse uniforme arbitraire ; 

on voit, d'après ce qui précède, que la trajectoire de u 

(*) N. A1909, p. 4a- M. Keraval prend l'axe du complexe 
comme axe des z, et il fait remarquer que l'hélice se projette sur 
le plan des xy suivant une conique. 
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dans l'espace sera homothétique à Y une des asympto-

tiques de 2. 

7. Si une hélice appartient à un complexe dont Taxe 

(soit O a?) est perpendiculaire à l'axe hélical O s , la 

droite A est à l'infini et les normales principales font 

partie d'une congruence singulière. La section droite 

du cylindre n'est plus une courbe de Duporcq. Soit 

dans ce cas 
G = y dz — z dy — a dx — o 

l'équation du complexe. L'arc s de la section droite du 

cylindre étant proportionnel à z , on déduit de cette 

équation que 
y ds — s dy = b dx, 

c'est-à-dire que 
y — s sin<ï> = b cos4», 

4> étant l'angle entre Ox et la tangente à la section. 

Une différentiation donne 

— s cos4> = — b sin<ï>; 

la section du cylindre est donc une chaînette, et l'hélice 

est donnée par 

x = bu, y=zbchu, z = a sh u . 

Prenons, sur la normale principale de l'hélice au 

point M, un point M' tel que la projection de MM' 

sur O y ait une valeur fixe c, d'ailleurs quelconque. On 

vérifie sans peine que la courbe (M ) appartient au 

complexe C + 2 c á s = o, cette courbe est donc une 

asymptotique de la surface S engendrée par les nor-

males principales. 

I I I . — C O U R B E S ( R ) DE M À N N H E I M . 

8. Mannheim a étudié (foc. cit. ) les courbes, appelées 

par lui courbes ( r ) , qui engendrent une courbe de 
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Duporcq en roulant sur une droite fixe. Si le point m 

est le pôle d'une courbe ( r ) roulant sur le point 

de contact n de ( r ) avec Ox est en même temps le pied 

de la normale à la courbe (m) et le centre instantané du 

mouvement. Désignons par p la distance perpendicu-

laire (égale à d ~ y ) du pôle m à la tangente Ora, et par 

l'angle que fait cette tangente avec une droite invaria-

blement liée à la courbe mobile ( r ) . On^a 

d(m) — nmd<P, 

d'où 
d(m) dx 

d<P = = —• 
nm y 

On trouve ainsi, pour les quatre courbes (i a ) — (i€) 

u = — <P y/1 — e 2 , u = qz <P e* — 1 u = — <ï>» 

Gomme onaj3 = ± y , il s'ensuit que les courbes ( r ) 

les plus générales sont données par les formules 

(9\ a) p = a cos(<l> / i — « * ) — u t ( e < i ) , 

( 2 6 ) p — a ch (<t> v/e2 — 1 )±ae ( e > i ) , 

(2 c ) p — a(i—<p2) (e = 1). 

La courbe (2 a) est la parallèle à distance ae à 1 épi-

cycloïde donnée par 

p — a cos(4> v/1 — e i). 

(Celle-ci bien est une épicycloïde et non une hypocy-

cloïde, puisque 1 — e 2 < 1 ). 

La courbe (2 b) est la parallèle à distance ±ae k 

l 'hypercycloïde (*) donnée par 

p = a ch (<ï> s/e* — 1 ). 

( 1 ) Voir par exemple WIELEITNER, Spezielle Ebene Kurven, 1908, 

p. 211-219. On y trouvera une iigure de l 'hypercycloïde répondant 

à e = v/2 (p. 216). 

M. Balitrand a reconnu {loc. cit.) le caractère cycloïdal des 

développées des courbes ( r ) . 
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Quant à (2c) , considérons un cercle de centre C et 

sa développante T ayant son rebrou ssement au point A 

de la circonférence. L'équation (2 c) représente la 

développante de T ayant son point de courbure maxima 

au milieu de C A . 

9. Deux courbes (>) nous ont échappé. En effet, 

l'équation de la conique (JJI) peut s'écrire r=l — ey. 

Si l'on pose y = —/?, on a l'équation r = 

(r = mn), qui caractérise les courbes ( r ) . O i y 

si l peut être nul; on a alors une spirale loga-

rithmique ou un cercle, suivant le cas. La roulette est 

uàe droite, courbe de Duporcq dégénérée. 

10. Une dernière remarque. Si une épicycloïde ou une 

fiypercycloïde ( E) roule sur une droite d avec une 

vitesse angulaire constante, le pôle décrit une conique 

centrale suivant la loi des aires autour du centre de la 

conique. Donnons au système une vitesse de transla-

tion constante suivant d ; le nouveau mouvement équi-

vaut au roulement d'une courbe parallèle à (E) sur une 

droite parallèle à d. On retrouve ainsi la seconde géné-

ration de la courbe de Duporcq associée à une conique 

centrale (1, 3), 

CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1913. 
SOLUTION DE LA QUESTION DE MÉCANIQUE; 

PAR M. DE SPARRE. 

Un tabouret est porté par trois pieds identiques 

A A ' , BB', C C , également inclinés sur la verticale e t 
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terminés par des surfaces très petites qu'on assimilera 

à des points A , B, C . Le tabouret est homogène et 

symétrique par rapport aux trois plans qui passent 

chacun par l'axe O* 0\ du tabouret et par l'un des 

trois pieds A , B, C. A l'instant initiai, ce tabouret est 

en équilibre, ses trois pieds reposant en A , B, G sur le 

sol horizontal supposé assez uni pour qu'on puisse 

négliger le frottement. 

Problème. — i° En un point T du montant A A ' situé 

dans le plan vertical de symétrie C ^ O ' A , on exerce 

une force F. A quelles conditions devra satisfaire F 

pour que l'équilibre primitif subsiste ? 

2° Vu lieu de la force F, on applique une percus-

sion au même point T . Déterminer la distribution 

des vitesses dans le tabouret à l'instant qui suit immé-

diatement la percussion. On portera son attention sur 

la discussion des résultats suivant la direction, la gran-

deur de la percussion $ et la position de son point 

d'application T . On pourra se borner aux trois cas 

suivants : 

I. Le point T est daî is le plan horizontal du centre 

de gravité G du tabouret; 

II. La percussion est parallèle à B C ; 

III. La percussion est dans le plan vertical 0 | 0 ' t A . 

3° On appliquera les résultats précédents aux cas où 

la ligne d'action de : 

L Passe par le point 0«, la percussion étant ascen-

dante; 

II. Passe par le symétrique de O f par rapport à A , 

la percussion étant descendante, le point T étant à dis-

tance égale du sol et du plan horizontal du centre de 
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gravité G et sa projection T\ sur AOt divisant AO< 

dans le rapport 
T T A _ I # 

0 , T , ~ 3 ; 

III. Est parallèle à A 0 4 et de même sens, le point T 

étant au-dessous du plan horizontal du centre de gra-

vité G. 

4° Dans ce dernier cas (3°, III) on étudiera le mou-

vement du tabouret après la percussion, on calculera 

la réaction et Ton discutera les résultats obtenus sui-

vant les valeurs de la percussion. 

N O T A T I O N S . — Le triangle A B C est équilatéral. 

On appellera H le milieu de BG, O t le centre du 

triangle, G le centre de gravité du tabouret situé sur 

Taxe Oi O j . On posera 

BG = iay OTA = 2b(a=zb Y/3), A = 0 , G , 

p = AG(p = 46*), ^ = (h=2b tang^). 

On appellera M la masse du tabouret; I, J, K ses 

moments d'inertie par rapport à trois axes passant 

par G et parallèles respectivement à O tx\, BG, O t O r 

On prendra pour axes fixes trois axes rectangulaires 

coïncidant à l'instant initial avec 0< A , la parallèle à C B 

menée par O , et 0« 0\. 

O n définira la distribution des vitesses dans le 

tabouret par les projections rt, Ç; r de la vitesse 

de G et de la vitesse angulaire instantanée de rotation 

sur des axes mobiles liés au corps et coïncidant avec 

0< 0< y et 0< z à l'instant initial. 

O n appellera (a, o, y ) les coordonnées initiales du 

point T . 
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SOLUTION PAR M . DE S P A R R E . 

Equilibre. — Nous désignons par N , , Na e t N 3 les 

réactions en A , B, C ; elles sont verticales, puisqu'il 

n'y a pas de frottement, et comptées positivement dans 

le sens 0 4 Z. 

Le tabouret étant seulement posé, il faudra, pour 

l'équilibre, que ces forces soient positives ou nulles. 

D'abord, puisqu'il n'y a pas de frottement, il faut 

que F soit verticale, et, si on la suppose comptée positi-

vement dans le sens 0< Z, on devra avoir 

L'équation des moments par rapport à O ^ ' donnera 

ensuite N2 = N3 ; puis celle des moments par rapport 

à 

( N 2 -F- N 3 ) 6 - Î N , b — a F = o, 

d'où l'on déduit 

La condition d'équilibre est donc que F soit verticale 

et N, > o, ce qui entraîne, puisqu« a Î 2 b, N2 > o. 

Les conditions d'équilibre sont donc : F verticale et 

5' 

Cas d'une percussion agissant en T . — Nous 

remarquerons d'abord que, du moment que Ton sup-

pose le tabouret symétrique par rapport aux trois plans 

qui passent chacun par 0 4 O', et l 'un des trois 

points A , B, C , l'ellipsoïde d'inertie pour le centre de 
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gravité est de révolution autour de 0 , 0 ' p puisque les 

moments d'inertie par rapport à ces trois plans, et par 

suite aussi par rapport aux diamètres qui s'y trouvent, 

sont égaux. On a donc, avec les notations de l'énoncé, 

1 = J . 

Soient alors X ' , Y ' , Z' les composantes parallèles aux 

axes de la percussion qui agit en T ; N'j, N'2, N3 les 

percussions de réaction, verticales puisqu'il n'y a pas 

de frottement, qui agissent en A , B, C. Ces percussions 

doivent être positives ou nulles. 

On aura, par suite, six cas à examiner : 

]Vt, N j , N3 sont tous trois positifs; 

N't = o avec N2 et N!t positifs ; 

N'2 = o avec N', et N'3 positifs (le cas de N'3 = o 

avec N j et 1N'2 positifs se déduisant du précédent par le 

changement de a en — a); 

n ; = N ; = o et Nj positif; 

IN'2 = N't = o avec N3 positif (le cas de 1V3 — N^ = o 

avec N's positif se déduisant du précédent par le chan-

gement de a en — a ) ; 

Enfin, N j = N'5 = N3 = o. 

JNOUS considérons comme axes mobiles liés au corps, 

non pas, comme il est dit dans l'énoncé, des axes qui 

coïncident avec 0 | # j , 0 , y < , O ^ , , mais les axes 

menés par le centre de gravité G et parallèles respecti-

vement à O j A , à CB, le troisième étant G O j (axes par 

rapport auxquelsjes moments d'inertie sont I, I et K ) . 

On remarquera d'abord qu'il y a trois équations qui 

restent les mêmes dans les différents cas que l'on a 

à considérer : ce sont celles des quantités de mouve-

ments en projection sur G y \ et celle de leurs 

moments par rapport à G Î , dans lesquelles les réac-
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lions PÏj, N'2, qui sont verticales, n'interviennent 

pas. On a ainsi 

X' — M £ = o, Y' — M Y) = o, Y'a — Kr = o, 

d'où l'on déduit 

, N v X' Y' . «Y' 
(0 ^ = r = — t 

équations qui s'appliquent dans tous les cas et donnent 

les valeurs de Y; et r. 

Supposons maintenant N ' , N'2 et N's, tous trois diffé-

rents de zéro. 

Nous aurons, par l'équation des quantités de mouve-

ment en projection sur G s : 

( 2 ) NJ + N i - f - N i - h Z ' — M Ç = o ; 

puis, par celles des moments par rapport à Gx' 

et G / , 

(3) Y'(A — y) -+- N'2 « — N.{a — I/> = o, 

(4) — X'(A — y) — Z'ct — a&N'1-+-&N'2-t- 6N'3— \q = o. 

Puisque nous supposons que les trois points A , B 

et C restent au contact, nous aurons 

^ — xqb = o, Ç -h pa -+- qb = o, Ç — p a - h qb = o-, 

d'où l'on déduit Ç =p — q = o, ce qui était évident 

a priori. 

Les équations (2), (3 ) et (4) donnent alors 

< » « s - ï t t - ) - ^ - 1 ^ -
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et il faudra que les valeurs de N*, N', et N^ soient 

toutes trois positives. 

Si l 'une de ces quantités était négative, il faudrait la 

supposer nullé et l 'on passerait à l'un des cas suivants. 

Supposons maintenant 

= o , N ' 2 > O et N i > o . 

O n a alors, d'abord, pour exprimer que les vitesses 

de B et C sont nulles : 

Ç -\-pa -f- qb = o, Ç — pa -h qb = o, 

d'où l'on déduit 
p = o, Ç = — qb. 

Les équations (2) , ( 3 ) et (4), où est nul, donnent 

alors 
-+- Nj -+- Z'— M Ç = 0 , 

O n en déduit 

H' x. , ( h ~~~r)M6 , Z 'Ma f r- I 
( 9 ) 2(1 -H MA») I-+-M6»' 

( 1 0 ) w, = + r H - g f - ; , 
v ' 3 î f l + M è » ] 2a 2 I -h M61 

et ici encore il faudra vérifier que N'2 et N's sont tous 

deux positifs; si Pune de ces quantités était négative, il 

faudrait la supposer nulle et l'on passerait à l 'un des 

cas suivants. 

Supposons maintenant 

N#
a = o, N' t>o, N r

4>o. 
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On a d'abord, pour exprimer que les vitesses de À et 

de C sont nulles, 

Ç -- iqb = o, Ç — pa -+- qb — o, 
d'où 

Les équations (2) , (3) et (4), où N't est nul, donnent 

alors 

A 1 a 1 a 

M' iH' Z 'M K -g-w, î « , b 1 

d'où 

( M ) Ç = M 

x ^ ^ m p x » ] , 

1 Y'(/i — Y)a(2M62- I) — Z'a6(3I-+-2Mal) ) 

_ j -Z'I(g«-h 36») —Y)^(3I-f-aMaM-

Le cas de N'3 = o, N j >> o, N'8 ;> o se déduit alors du 

précédent en changeant a en — a. 

Supposons maintenant 

N'2 = N'3 = o, N'j > o. 

Les équations (2), ( 3 ) et (4), où N'î = N3 = o, 

donnent 

N'j + Z'— MÇ = o, 

r)-I/> =0 , 

_X ' (A — Y ) — Z'a — 26 N',— \q =0 . 

Puis, en exprimant que la vitesse de A est nulle, on a 

Ç — iqb = o. 
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On en déduit 

/ Y'(h —y) 
04) p = t 

K } 9 I -f- 4 M ¿>2 

(iG) N ; = + + 
1 H- 4M62 

71
 ï 

Supposons maintenant 

N'j = N't = o, N' t>o. 

Les équations ( 2), (3) et (4) nous donnent 

N'a -+- z' - M ; = «, • 

Y ' ( / i — ' t a —I/>=o, ' 

X'(A — Y)-4-Z'a — ly = o. 

Puis ensuite, en exprimant que la vitesse de C est 

nulle, on aura 
t Ç' — pa -h qb = o 

O n en déduit 

(17) N't = 

(18) c = 

v t ~~ I -h M(o*H- ¿>2) 

\ M f l é ^ - Y J Y ' - Z ' I K a + ôl+Maa«] i 

, . j — X' ( /? — 7 ) ( I -f- M <?2 ) \ 
v ,o) = 

Le cas de N's = IN'j = o, N'2 >> o se déduit d u précé-

dent en changeant a en — a. 

Si enfin N't = N'2 = N3 = o, on retombe dans le cas 

d'un corps libre et l'on a 

Z'— M Ç = o, Y'(/i —Y) — !/> = <>, 

X' (h — y) Z 'K "+* * ? = 0? 

1 -f 
? 

6(/i —Y)X'-4-a(A — Y) Y'-b(a2^-6*H-
J -h M(a2h- 62) • 

(A—Y)(I-f-M^2)Y'— 



( ) 
d'où l'on déduit 

Examinons maintenant les cas particuliers indiqués 

dans l'énoncé. 

I. Le point T est dans le plan horizontal du centre 

de gravité. 

Donc h = y . 

Dans ce cas, pour que l'on ait 

N ' , > O , N ' 2 > O , N'a>o, 

il faut que 
Z ' < o et a < 2 6 . 

Cette dernière condition est d'ailleurs toujours rem-

plie, puisque 
o_b=z O i A = 0 , 1 ! = a . 

Donc si Z ' < o , les trois points A) B et C restent en 

contact avec le plan, et l'on a 

, X' Y' a Y' 
H = p = q = o , Ç = = w = 

Si Z ' > o, on ne peut avoir 

N ' i > o , N ' 2 > O , N ' t > o ; 

mais si I < < M a 6 , les formules (9) et (10) donnent, 

pour N'2 et N j , des valeurs positives, et l 'on a 

_ bZ'jb-^oL) _ Z'(6 + g) _ 

- ~ 1 W ' I -f- M ¿>2 ' 

_.. M a 6 - I Z' 
m2 = N', = , - • £

 -
 6 1 + M62 2 

Donc les points B et G restent en contact avec le plan, 

et le point A se soulève. O n a d'ailleurs pour la vitesse 
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de A 
ZbZ'(b^rCL) 

t, — iqb = 

et l 'on vérifie que cette vitesse est positive. 

Si Z ' > o , I ; > M a è , comme d'ailleurs a «<2 on 

doit supposer 
Nj = N'2 = N^ = o, 

et Y on déduira des formules ( 4 i ) 

Z'a , Z' 
P = o, ^ - - p , C = H-

O n aura d'ailleurs pour la vitesse de A 

, Z' iZ'ab Z'(I + aM« 6) = = „g , 

et, pour celles de B et C , 

. Z Z'ab , I — Maè 
= = Z — f M — ' 

et comme I > M a 6 , ces trois vitesses sont bien posi-

tives. 

II. La percussion est parallèle à B C . 

O n a donc, si P est cette percussion, comptée posi-

tivement dans le sens BG, 

X ' = Z ' = o , Y' = — P. 

O n ne peut, dans ce cas, avoir 

N ; > O , N ' 2 > o , N ' 3 >O , 

à cause des équations ( 6 ) et ( 7 ) . D e même, à cause 

des équations ( 9 ) et (10), on ne peut non plus avoir 

N', = o avec N ' 2 > o , N ' 3 > o . 
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Supposons N'â = o, N't > o et N ' 3 > o ; on aura, par 

les formules (12) et ( i 3 ) , 

N' P (A- T ) a ( I-h4M6»)  
3 I(a»-+-96*)-+-4Ma'&ï' 

1 l ^ - t - g ^ - M M a * * * ' 

Donc si P > o, les valeurs de N'a et. de N't sont posi-

t ives si h <C y et I <C 2Mb 2. 

O n a d'ailleurs, dans ce cas, 

6«6«P (A- T ) 3Ç 
s I ( a * 9 6 * ) -h 4Ma26* ' P a a ' q ib* 

et la vitesse de B, égale à 

Ç -h pa -+- qb = 3Ç, 

est positive. 

Le cas de h > y et P < o donne le même résultat et 

celui de P ( A — y ) > o se déduit du précédent en chan-

geant le signe de a , c'est-à-dire en remplaçant B par G 

et réciproquement, donc N'3 par N'2. 

Si l 'on a 
I >2M6* , 

N'S et N'J sont de signes contraires ; ils ne peuvent donc 

être tous deux positifs (et en changeant le signe de a , 

on voit qu'i l en est de même de N'2 et N'T). 

Supposons par suite N't = N 2 = o ; on aura, par la 

formule ( 17) , 

N , M P A ( / T — Y ) 

I + M ( a î+6 î ) ' 

valeur qui sera positive si P {h — y ) < o . L e cas 

de P {h — y ) > 0 se déduit de celui-là par le chan-

gement du signe de ¿z, donc en remplaçant B par C . 

Dans ce cas, on a, en vertu des formules (18) , (19) 
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20), pour les vitesses de A et B, 

, _ __ a(h — Y ) P ( I — 1Mb*) 

quantités positives si, comme nous le supposons, 

En résumé, dans ce cas, en supposant P >» o (le cas 

de P < o se déduisant de celui-là par le remplacement 

de B par C ) : 

Si I < 2M6 2 , les points A et G restent au contact du 

plan si /¿<<y; donc, si le point T est au-dessus du 

plan du centre de gravité. Au lieu de cela, si h >• y, 

donc si le point T est au-dessous du centre de gravité, 

ce seront les points A et B qui resteront en contact. 

S I I > A M 6 2 , un seul point resté en contact, ce sera 

le point C si y > /i, et, au lieu de cela, le point B 

si h >> y. 

Il l . La percussion est dans le plan de symétrie ver-

tical 0 1 O ' A . On a alors 

N ' 2 = Y 3 > O e t ^ > 0 , 

il faudra que l'on ait, d'après les formules (5), (6) 

Ç -hpa -h qb = 
a a ( A - r f ) P(I-+- M b*) 

(h — v ) P < o et I>2"M6*. 

Y ' = o et N ' = N ' . 2 

Si l'on suppose d'abord 

e t (7)» 

d'où 
N', -+- Ni + N's = - Z' ; 
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et l'on conclut qu'il faudrait Z ' < o , et, puisque »<52 fe, 

Si l'on suppose ensuite 
: N ' S - N ; > O , • NJ = O, 

on aura, en vertu de (9) et (10), 

N' = = X ' i i z Ï L M + 7L M d b ~ l 

1 - :1 ' a ( I - h ¡M 6 2 ) 2 I + - M b * ' . 

et il faudra que l'on ait 

M bX'(h — y ) h- Z'-( M a 6 — I ) > o. 

Si cette condition n'est pas remplie, on aura 
I\; = IY 3 :=O , NJ > O OU N ; = N/3 = N/

1 = O."' 

Si l'on a N2 = N's = o, N', > o, on aura, par la for-

mule (16), 
_ _ Z'jiMaib h-I) + 'iM6X f(A-y)  

1 1 + 4 M 6 * 

et, pour que le mouvement se produise dans ces con-

ditions, il faudra 

- Z ' ( î M a è + I) — iMb\'(h — T)> o. 

Si cette inégalité, en même temps que les précé-

dentes, n'est pas remplie, on aura alors 

IN; = n ; = N'a = o 

et les équations (21) donneront 

„ Z' X'(h- Y )-HZ ' a 

M ' ^ = ? = r ' 

et l'on en conclut, pour la vitesse de A , 

, (Z'(I + 2M«Ô) + 2 M X ' ( A - Y ) < . . 
Ç - 2 qb= i t M L > ° ' 
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et, pour les vitesses des points B et C , 

en vertu des hypothèses faites. 

Appliquons les résultats précédents aux cas où la 

ligne d'action de P : 

( I ) Passe par le point 0 M la percussion étant ascen-

dante. 

O n a alors 

Pot Pv 
Y' = o, P > 0 ' 

avec / 2 = a 2 + y 2 . 

D'après ce qui précède, dans le cas de 

N'1 ==o, N i = N ; > o f 

la condition 

M6X'(A-~y)-H Z ' (M«6 — I ) > o 

devient 
P , . . , , ^ w Ma bh 
j ( M a M - y1) > ° o u l < — ~ 

Si cette condition est remplie, on a 

les points B et G restent Jen contact avec le plan, et 

l 'on a par la formule (8) 
, P b ah-i- by 

o- T - Ma6/i s i i > , on a 
T 

. N' = N; = Ni = O (*), 

et les trois points quittent le plan. 

(*) On ne peut en effet avoir, puisque X ' > o et Z ' > o, 

N; = O, NJ > o. 
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D'ailleurs, 

- Z' Py K'(A — y)-t-Z'z APa 
ç = M = Mv p = °> * = r = - - r r -

Par suite, la vitesse de A est 

M I / 

et celle de B et G 

MI l 

(II) Passe par le symétrique de 0 4 , par rapport à A , 

la percussion étant descendante, le point T étant à dis-

tance égale du sol et du plan horizontal du centre de 

gravité, et sa projection T sur O A 4 divisant OA{ dans 

le rapport ¿ £ = 5-

On conclut de là 
0 , T , 3 

donc 

de pli us 

OiA 4' 

0 = 

a 
Y = - , X ' = P r Y' = o, Z ^ - r j - , 

2 

où toujours = a2-f- y2 . 

Donc, en remplaçant a et y par leurs valeurs, 

x ' = L * P , z-
7.1 2 1 4 

Si Ton suppose d'abord que les trois points restent en 

contact avec le plan, les formules (5) , (6) et (7) don-r 

neront 
P h 
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donc, dans ce cas, les trois points restent en contact 

avec le plan. 

(III) Est parallèle à AO< et de même sens, le point T 

étant au-dessous du plan horizontal du centre de gra-

vité G. 

On a donc 

Y ' = Z ' = o , Y < A , X( < o. 

Dans ce cas, les trois points ne peuvent rester en 

contact avec le plan, puisque les équations (5) , (6) 

et ( 7 ) donnent dans le cas actuel 

N'.+ N i + N ' ^ o ; 

on ne peut non plus avoir 

Ni = o, Ni = Ng > o, 

car les équations (9) et (10) donnent 

O n doit donc supposer 

N'2 = N'3 = o et Nj > o. 

La formule (16) donnera alors, puisque X ' = — P, 

_ ^ M I ' î A - Y ) ^ 0 
1 ~~ > 

Les formules ( i 4 ) et ( i 5 ) donnent d'ailleurs 

Ç _ P ( / t - Y ) 
— "1 7 — 

On a, de plus, 
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Dans ce dernier cas ( 3% III), pour le mouvement du 

tabouret après la percussion, le mouvement du centre 

de gravité se fait forcément dans le plan des le 

mouvement autour du centre de gravité est une rotation 

autour de l'axé principal perpendiculaire à ce plan pas-

sant par G. 

Si x et z sont les coordonnées de G, on aura, pour 

la force vive 2 T du système, 

et, pour la fonction des forces, 

(J = - M gz. 

D'ailleurs, si le point A reste en contact avec le plan, 

on a 
q = <{/, ¿ = psin<|/, = p costj/tj/; 

d'où 

et par suite 

2 T = ĵ M -+- t_|_gt] -s'2-̂  Ma?'*. 

L'équation de Lagrange en x donne d'abord 

x'— const . , 

ce que ^fournit aussi l'équation du mouvement du 

centre de gravité, et par suite, en tenant compte des 

conditions initiales, 

L'équation des forces vives donne ensuite, en tenant 

compte des conditions initiales, 
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ou, en remplaçant Ç2 par sa valeur, 

* - 7 T 4 M 6 T 

Mais, pour que le mouvement se produise dans ces 

conditions, il faut que la réaction N, du plan soit posi-

t ive; or l 'équation du mouvement du centre de gravité, 

en projection sur O ^ , donne 

d'où 

Mais on déduit de la valeur de z  2  

i l l * z * 

d'où 

f I M(p* - *«)] *") = g\ - U z , i 

Mais, en remplaçant z 2 par sa valeur, nous pourrons 

écrire, en tenant compte de ce que p 2 ==A 2 - f-4^ 2 ? 

I -+- M ( p » — z*) M U 

M (pi M ( p * — 

J I - f M [ ( i - /Q'h-46»] — y ) ' 
X K z 1 H- 4M6* 

Pour que le mouvement se produise dans les conditions 

indiquées, il faut d'abord que soit positif à l'instant 

initial pour z = h ; il faut donc que l 'on ait 

Donc 

i° Si 

P ( A - T ) 
h I + 4 M 6«' 
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Ni sera nul dès le début et le point A quittant le plan, 

comme les points B et C , le mouvement du corps est 

celui d'un solide libre, les composantes de la vitesse 

initiale du centre de gravité étant 

et le solide tournant autour de l'axe principal perpen-

diculaire au plan xO Kz avec la vitesse angulaire 

" Ï-+-4M 

Si, au lieu de cela, 

I + 4 J M b ^ y h' 0U 1 - M M ^ h 

est positif au début du mouvement, et le point A 

reste en contact avec le plan à l'instant initial. 

D'ailleurs, si zK < z < p, on a 

Z\ z 

Z Z\ 

donc l'expression 

I -T, M [(^ _ A)»-H 46»] 

décroît constamment lorsque z croît de h à p. 

La valeur maxima que puisse prendre z, tant que A 

reste en contact avec le plan, est p, et, comme, pour z = p, 

on a 
I + M [(a —- , l ^ . a M ( h ) 

Z p \r /. 

il en résulte que ; 
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2° Si 

le point A restera en contact avec le plan lorsque z 

croît de A à la racine z{ de l'équation 

g | I + M[(« - + 4 ¿M i - » = o 

comprise entre A et p, racine qui existe toujours, puis-

que, en vertu des inégalités précédentes, son premier 

membre est positif pour z = A et .négatif pour z = p. 

D'ailleurs, pour z — z^ z n'est pas nul, car z' 2 est 

positif tant que l'on a 

P2/ /j, y )2 

I -h 4M62 e t *«<P-
% 

Le mouvement du solide pour z zt devient celu 

d'un solide libre. 

3° Si 

z croîtra de À à p, le point A restant en contact avec le 

plan et, z' n'étant pas nul pour z = o, z décroîtra 

ensuite jusqu'au moment où A T viendra rencontrer le 

plan, le point A restant toujours dans le plan. 

4° Enfin, si 

z croît de A à A + P. ^ T L i ! > pour décroître de 
•i M g 1 -t- 4 M 62 r 

cette valeur à A, le point A restant toujours en contact 

avec le plan. 
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CERTIFICATS DE LICENCE 
(Marseille, mars 1919). 

Analyse infinitésimale. 

COMPOSITION ÉCRITE. 

Condition pour que les normales principales d'une 

courbe gauche puissent être aussi les normales prin-

cipales d^une seconde courbe gauche. 

Démontrer que, si la première courbe a un rayon 

de courbure constant, il en est de même de la 

seconde et que chacune des deux courbes est Varête 

de rebroussement de la surface polaire de Vautre. 

SOLUTION. 

Soient y , z) et (X , Y, Z) les points corres-

pondants des deux courbes sur la normale principale 

commune de direction ((ç, Y|, £) et Ha distance de ces 

deux points, on a 

X = x -h l cosi-, d 'où o — S r f X cosÇ, 

ou 
dl — o, ou t — c o n s t . 

Soit V l'angle des deux tangentes de directions (a, 8, y) 

et (a4, ¡3«, y , ) ; on a 

d c o s V = S cos£ d e c o s a j -h 2 cos£ d a t c o s a = o, 

d'où 
V = const . 

Or 
Y,d.rdX ds* — Idsdsi 
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on a donc 

co» V = 
R 

t / R H ï r 
et 

«in V = 

l 

T 

Il s'ensuit que l'on a 

/sinV / cosV 

R h T 
— sin V == o, 

relation linéaire entre les courbures. 

Réciproquement, s'il existe une relation de la'forme 

A B 

R T 

on peut l'identifier avec la forme précédente. 

Si R est constant et T variable, il faut B = o, c'est-

à-dire 
cosV = o, sinV = o et l = R. 

L'angle V est donc droit et il n'y a qu'une courbe 

aasociée qui est le lieu des centres de courbures de la 

courbe donnée. C'est aussi, on le sait, le lieu des 

centres de la sphère osculatrice. 

La relation e/X = — ^ c o s X r f S montre que la tan-

gente à la courbe associée est parallèle à la binormale 

de la proposée, c'est-à-dire est sa droite polaire ou 

encore est la tangente à l'arête de la surface polaire. 

Enfin on a 

R • - ' S i " - SrfX* - R ï ' d o u R l = = R ' 
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ce qui prouve que les propriétés des deux courbes sont 
réciproques. 

ÉPREUVE PRATIQUE. 

Calculer Vintégrale indéfinie. 

i - / • < * - ' > » * 

en employant la variable u définie par la relation 

r x dx 
u = I 

Jt — 

Analyser la fonction 

\J5 -+-8z —4s 2  

dans les seuls cas où le point z décrit un chemin 

fermé situé à distance finie dans le plan des z. 

SOLUTION. 

Si l'on pose 

dx 3 
= U , X -r- \ -h - z, 

J^ y / 5 - + - 4 * * 

I r 1 ¿z 
— , z — sin 2 u, 
i1 

— 4x* = 3eos2U 

Mécanique. 

COMPOSITION ÉCRITE. 

Dans un plan vertical on donne une droite 

dépolie Ox qui fait avec Vhorizon un angle a tel que 
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tangtx. = 0,75. £/«e plaque carrée ABCD, homogène 

et de poids P s 7apouie sur cette droite par le câtéAB. 

Au point A est attachée Vune des extrémités d^un 

fil élastique dont Vautre extrémité est attachée au 

point fixe O. 

Le fil, dont la masse est négligeable, s 1allonge 

proportionnellement à sa tension et il doublerait de 

longueur sous Vaction d'une tension égale au 

poids P. 

Le coefficient de frottement de la plaque sur Ox 

est égal à o,5. 

A l'origine le système est sans vitesse et le fil a sa 

longueur naturelle qui est a. 

Etudier le mouvement de ce système et examiner 

si la plaque reste constamment appuyée sur Ox et 

ne tend pas à pivoter autour du point B. 

SOLUTION. 

OA dirigée vers le bas étant représentée par x, 

l'équation du mouvement est 

d 2a? x— a . g 

-jfi = — g — ¿ " / c o s a -h g sin a =£ — | (x — 1 , 2 a ) , 

d'où, en tenant compte des données initiales, 

x = a j^i — 0 , 2 c o s ^ / ^ f J y ̂ ^ = 0 , 2 \/g a s i n ^ / - t. 

La vitesse s'annule au bout du temps tK = n^/~ et x 

prend la valeur x{ = i ^ a . La plaque reste alors en 

repos ; car, d'une part, la composante du poids est o,6P, 

et, d'autre part, la tension du fil est o,4; donc il reste 

une force dirigée suivant Ox égale à o, 2 P et inférieure 

à mgfc.os.cn ou à 0,4P-
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Soit N la composante normale de la pression de Ox 

sur la plaque et z sa distance au centre de la plaque. Si 

Ton applique le théorème des moments par rapport à 

ce point, et si ic représente le côté du carré, on devra 

avoir 

N s == £0 ,4 P -t- P 

et, comme N = 08P, on aura 

= H- ' 

Mais x — a est au plus égal à o, 4 ci ; on a donc s < c, 

ce qui prouve que la plaque ne bascule pas. 

ÉPREUVE PRATIQUE. 

Sur une même horizontale, on donne un point 

fixe O et une cheville A parfaitement polie. On 

attache en O Vune des extrémités d^un fil pesant et 

homogène. Ce fil s'appuie ensuite sur la cheville A 

et pend verticalement au-dessous de A. 

La distance OA est égale à 2,u et le fil a 4m de long. 

Combien y a-t-il de positions d 1 équilibre ? Quelle 

est, quand il y a équilibre, .la longueur de la 

partie AB du fil qui pend verticalement et quelle est 

la flèche de la chainette qui va de O en A. ? 

SOLUTION. 

Soit / = l'équation de la chainette rap-

portée à ses axes ordinaires. La longueur de la partie 

courbe est a {e a — e Mais, comme la tension en 

un point est égale à l'ordonnée, il faut que la longueur 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIX. (Juillet 1919.) 21 
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du fil qui pend soit égale à + e . Enfin, la lon-

gueur du fil étant 4> on doit avoir la relation 

•à i 

En remplaçant ^ par on est amené à résoudre 

l'équation 
3ew _ e-u— 8 u — o. 

En bornant les séries à deux termes, on trouve l'équa-

tion u \ — 4 w i -+- 2 — o qui a deux racines 2 ±: y/2 ou 

o,6 et 3, 4- Mais l'approximation est insuffisante. Des 

essais successifs donnent, en posante = 3 e u — e~ u — 8 w, 

u = o , 6 6 , e°<66 = i ,9348, -3= 0 ,0076; 

u = 0 , 6 7 , e°> 6~ = 1,934-2, >s — — 0,0091; 

i i = i , i 7 , ef>17 = 3 , 2 2 1 7 , s = — o,oo53; 

w = I , I 8 . e1 18 = 3 , 2 5 ^ 8 , 5 = 0 , 0 1 1 1 . 

En prenant pour première solution « = 0,66, on 

trouve que le fil qui pend a pour longueur 

r 
— ! 837 

U 2 ' ' 

et que la flèche est 

Pour la seconde solution, on fera u = 1,17 et l'on 

trouvera pour le fil qui pend i , 5 i o et pour la 

flèche o,655. 

L'observation des changements de signes de z montre 

que le premier équilibre seul est stable. 
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Mathématiques générales. 

COMPOSITION ÉCRITE. 

Etant données les deux fonctions de la variable t 

t 

montrer qu 1 ¿1 chaque valeur donnée de x corres-

pondent deux valeurs de y égales et de signes con-

traires et qu'à chaque valeur donnée de y corres-

pondent six valeurs de x égales deux à deux et de 

signes contraires. Dans ce dernier cas, la plus petite 

valeur positive de x étant représentéepar x, calculer 

les cinq autres valeurs et les ranger dans un ordre 

croissant; cas dey = i et de y = o. 

Trouver en eléminant t la relation qui lie x et y 

et construire la courbe qu'elle représente. 

SOLUTION. 

Soient / = cos t et y0 = cosa, a étant compris entre 

o les valeurs de ^qui donne des valeurs positives 

oc oc 4 Tî ï i it 
pour x sont-, — - -|——.» - -f- — et ces valeurs sont, 

en croissant, xK, — — \ / 3 -T- x\ ^ valeurs néga-
i + 1 — 

tives de x ayant les mêmes valeurs absolues. 
( 3 j \2 

L'équation de la courbe est/2 = ^ ' 

La courbe, facile à construire, est symétrique par 

rapport aux axes de coordonnées ; et elle est comprise 

entre les deux droites / = dh 1 ; elle touche ces droites 

pour x = o et pour x ==±:y/3. Enfin elle touche dou-

blement Y axe des x pour x = dz — et x =±: oc. 
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ÉPREUVE PRATIQUE. 

Dans un plan vertical un point matériel de poids P 

se meut sans frottement sur une cycloïde concave 

vers le haut et dont la tangente en un sommet est 

horizontale. 

En admettant que Von prenne pour axes de coor-

données la tangente et la normale ausommetet que 

s2 

Von puisse définir la courbe par Véquation y = — > 

où R est une longueur donnée, y Vordonnée et s l'arc 

de courbe compté à partir du sommet. 

On demande : 

i° la composante tangentielle du poids; 

2° Vaccélération tangentielle que Von représentera 

par — to 2s; 

3° Vexpression le Varc s en fonction du temps t; 

4° la période et la fréquence. 

SOLUTION. 

La composante tangentielle est 

t P •  dy
 P 

On a 

m — ~ t d 'où ™ = — 
g dt - 4 R 

et, par suite, 

s r=s 0 s i n<o / et e = w ì 0 coso)/ 

La période du momement oscillatoire est T = et 

la fréquence estN = ~ = 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 

2330. 
(1*17, p. 437 ). 

Démontrer que Venveloppe des droites sur lesquelles 

deux hyperboles équilatères déterminent deux segments 

ayant même milieu M est Vhypocycloïde à trois rebrous-

se ments tangente aux asymptotes des deux hyperboles ; 

lieu de M . ( J . LEMA IRE . ) 

SOLUTION 

P a r M. L. MALOUE. 

Soient en général C et C' deux coniques quelconques et G 

l'enveloppe des droites D sur lesquelles C et C' déterminent 

deux cordes ayant même milieu M. 

Pour trouver la classe de G, cherchons combien de droites D 

passent par un point donné P du plan. Le lieu des milieux des 

cordes de G qui passent par P est, comme on sait une 

conique C t passant par P; de même le lieu des milieux des 

cordes de G' qui passent par P est une conique C'4 passant 

par P. C' et C j ont, outre le point P, trois points communs. 

On en conclut qu'il y a trois droites D passant par P. G est 

donc de troisième classe. 

Cherchons comment C se comporte à l'égard de la droite 

de l'infini. Le raisonnement sera plus clair si nous envisa-

geons la question corrélative, qui s'énonce ainsi : C et G' 

étant deux coniques données, À un point donné, étudier la 

courbe G' lieu des points M tels que les droites conjuguées 

de MA par rapport aux deux tangentes issues de A à C et 

par rapport aux deux tangentes issues de A d C' soient 

confondues. On reconnaît tout de suite que G' a un point 

double en A et que les tangentes en ce point double sont les 

rayons doubles du faisceau involutif qui a pour couples de 

rayons conjugués les tangentes issues de A à G et les tan-

gentes issues de A à G'. En revenant à la question proposée, 

on voit que G admet pour bitangente la droite de l'infini, les 
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points de contact I et J étant les points doubles de l'involu-

tion qui a pour couples de points conjugués les points à l'in-

fini de G et ceux de G'. 

G touche les quatres asymptotes des coniques données : en 

effet une asymptote de G, par exemple, détermine dans cette 

conique une corde dont le milieu est indéterminé et peut être, 

par conséquent, considéré comme confondu avec le milieu de 

la corde interceptée sur cette asymptote par C'. 

Si G et G' sont des hyperboles équilatères, les points I et J 

deviennent les points cycliques et G est une hypocycloïde à 

trois retroussements. 

Réciproquement, une hypocycloïde à trois rebroussements H 

peut-être engendrée de la façon indiquée, au moyen de deux 

hyperboles équilatéres ayant pour asymptotes deux systèmes 

de tangentes à H, rectangulaires : cela résulte de ce qu'une 

hypocycloïde à trois rebroussements est déterminée d'une 

façon unique par quatre tangentes. 

Pour trouver le lieu du point M, désignons par A et B les 

asymptotes de l'hyperbole équilatère G, par A' et B' celles 

de G', par O et O' les centres de ces deux courbes. Si l'on 

désigne par (Z) l'orientation, définie par rapporté un axe fixe 

quelconque, d'une droite Z, on a, en remarquant que D, OM 

et A forment un triangle isoscèle, et de même D, O'M et A', 

les égalités (exactes à TC près) 

(OM) + (D) = 2 A, (O'M)H-(D) = i A', 

d'où, par soustraction, 

(O'M) — (OM) = 2(A') — 2 ( A ) , 

ce qui prouve que le lieu de M est un cercle T passant en O 

et en O'. Si l'on désigne par x, p, y, 8 les sommets du quadri-

latère formé par les quatre droites A, A' B, B', prises dans 

cet ordre, on reconnaît que T passe par les milieux de ay et 

de (38, car cty et ¡38 sont deux droites D. 

r est donc le cercle des neuf points du triangle ajfy. II passe 

en particulier par le point de rencontre de ay et de (38, c'est-

à-dire par un point d'où l'on peut mener deux tangentes rec-

tangulaires à H. Gomme cette dernière propriété appartient 

aussi à O et O', on voit, d'après une propriété bien connue, 

que T est le cercle tritangent à H. 
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QUESTIONS. 

2419. Soient A B A ' B ' un quadrilatère circonscrit à une 

conique de foyers F et F'. On considère les deux groupes de 

quatre triangles : 

FAB, FA'B', F ' A B , F ' A ' B ; 

FAB', FA'B, F'AB, F'A'B'. 

Démontrer que : 

i° Les cercles circonscrits aux triangles de ces deux groupes 

passent respectivement par des points G et G', qui sont les 

deux foyers d'une nouvelle conique inscrite au quadrilatère; 

2° les orthocentres des triangles de ces deux groupes sont 

respectivement sur des droites D et D', toutes deux perpen-

diculaires à la droite, lieu des centres des coniques inscrites 

dans le quadrilatère. R. B. 

2420. On donne à un segment AB de longueur constante 

toutes les positions, dans un plan fixe, telles que les points A, B 

et deux points fixes Ao et B0 du plan soient sur un cercle. 

Démontrer que l'on peut trouver, d'une infinité de ma-

nières un couple de points M, N, invariablement liés au 

segment AB et un couple de points fixes M0, N0, tels que les 

points M, N, M0, N0 soient sur un cercle pour toutes les 

positions du segment AB satisfaisant la condition indiquée. 

Les points M, N sont répartis sur deux droites rectangu-

laires, et de même les points M0, N0. R. B. 

ERRATA. 

Page 82, dernière ligne, au lieu de « considéré vers », il faut 
considéré sur ». 
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Page 88, dernière ligne, la parenthèse placée avant les mots 
« nous pourrions » doit être reportée avant les mois « section 
que ». 

1 r** 
Page i53, dans l'expression de - / p5da>, donnée au milieu de 2

 Jq 

la page, le terme coupé en deux par la mise à la ligne ne doit pas 
se lire 

2 \l*z(h — z)ln x tang^ -f-

mais bien 

/it tù\ 

le signe lu du logarithme népérien portant sur la fonction 

(t. W \ 

pour constituer un des facteurs de ce terme. 
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[ A3e] 
THÉORÈME GÉNÉRAL SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES; 

PAR M. MICHEL P E T R O V I T G H . 

( Belgrad, Serbie.) 

Étant donnée l'équation algébrique la plus géné-

rale 

(les coefficients et les racines n'étant assujettis à 

aucune restriction), il est possible, en utilisant cer-

tains résultats aujourd'hui connus sur la série de 

Taylor et les équations ( 1), d'assigner dans le plan de 

l'inconnue x une couronne circulaire C contenant 

sûrement une racine de ( i ). 

Supposons a0 ^ o, aK y£o (ce qui ne diminue nulle-

ment la généralité) et soit a la racine de ( i ) la plus 

rapprochée de l'origine (ou bien l'une de telles racines, 

s'il y en a plusieurs de même module). Si l'on forme 

la fonction 
k — n 

(l) l ^ | a / i . |2 r 2 / S 

k = 0 

on aura, d'après un théorème général sur la série de 

Taylor que j 'ai démontré dans un Travail antérieur (< ), 

( 3 ) 
M r ) 

quelle que soit la valeur positive r. 

(*) M. PETROVITCH, Bull, de la Soc. math, de France, t. XXIX, 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XïX. (Août 1919.) 22 
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Lorsque r croît par valeurs réelles de o à oo, la fonc-

tion réelle u ( r ) commence par décroître, atteint un 

minimum positif L après lequel elle croît constam-

ment. Par suite, d'après (3) , la racine a ne se trouve 

jamais à Vintérieur du cercle C, ayant l 'origine 

centre et 

comme rayon. 

D'une autre part, d'après un résultat démontré par 

M. F e j é r ( 2 ) , la racine de moindre module de ( i ) ne se 

trouve jamais à Vextérieur du cercle C2 ayant l'ori-

gine comme centre et 

( 5 ) * * = » \ 7 T 
| «1 

comme rayon. 

Les deux propositions se résument dans le théorème 

que nous avons en vue et qui est le suivant : 

THÉORÈME : l'équation algébrique ( I ) a au moins 

une racine dans la couronne circulaire G limitée 

par les deux cercles C, et C2 (ou sur les bords mêmes 

de la couronne) et n'a aucune racine entourée par 

la couronne. 

Les bords, extérieur et intérieur, de la couronne C, 

représentés par les cercles C4 et C 2 , fournissent les 

limites les plus précises qu'il soit possible d'assigner 

à la couronne pour que le théorème soit valable dans 

le cas le plus générai. En effet, le bord extérieur C 2 

1901, P. 3o3-3I2. — E. LANDAU, Bull, de la Soc. math, de France, 

t . X X X I I I , 1905, p . 251-261. Le signe d'égalité dans (3) est dû à 

M. Landau . 

( 1 ) L. Fejér : C. Ft. de VAcad. des Se., 1907, t . I l , p. 459-461. 
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de la couronne C correspondant à l'équation 

/ a\x\ f l n — i 
(b) a 0 H ) = a 0 + f l i a ? H a . . = o 

\ na0 j >ï na0
 1  

(cas signalé par M. Fejér) est effectivement atteint par 

les n racines égales de (6). D'une autre part, l'équa-

tion 

(7) — I -+- X -f- X2-h. . .-+- xn = o 

admet pour le minimum L une valeur tendant vers 4 et 

une racine a tendant vers | lorsque son degré n aug-

mente indéfiniment; à la valeur limite L = 4 corres-

pond la circonférence C4 de rayon £ de laquelle 

s'approche indéfiniment la racine a lorsque n augmente 

fie cas l imite—^ = o de l'équation (7) a été 

signalé par M. Landau loc. cit.\. 

L'épaisseur D de la couronne C est 

et il est impossible de rétrécir la couronne dans un 

sens ou l'autre sans qu'elle cesse de contenir la racine 

a dans tous les cas possibles. Comme l'on a 

la valeur D ainsi déterminée est supérieure ou égale à 

t a0 (n- 1 —. . 

Dans le cas où la racine a est réelle, elle est com-

prise dans l'intervalle (—R 2 , — R i ) 011 bien ( R , , R 2 ) 

suivant qu'elle est négative ou positive (pouvant coïn-

cider avec une limite de cet intervalle). 

On^peut, manifestement, dans le théorème précédent, 

substituer à L une limite supérieure de cette valeur. 
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Une telle limite serait, par exemple, la valeur que 

prend la fonction u ( r ) pour une valeur positive arbi-

traire r. 

Enfin, nous rappellerons l'existence d'un théorème 

en quelque sorte opposé au précédent : tandis que 

celui-ci concerne les racines de l'équation ( i ) compris 

dans une couronne circulaire n'entourant aucune 

racine de cette équation, le théorème que nous avons 

en vue concerne les racines entourées par une cou-

ronne mais ne contenant elle-même aucune racine. Le 

théorème, ne supposant que la réalité des coefficients 

de l'équation ( i ) , fournit une règle pour déterminer 

exactement le nombre de racines entourées par une 

telle couronne, ce nombre étant fourni comme partie 

entière d'une certaine expression numérique qui 

s'exprime algébriquement à l'aide des coefficients a*, 

du rayon et de l'épaisseur de la couronne (*). 

[ A l b ] 
SUR L'IDENTITÉ DE BEZ01IT; 

PAR M. BERTRAND G A M B I E R . 

Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes. 

1. On sait qu'à deux polynomes entiers en x, 

A et B, premiers entre eux, des degrés respectifs m 

et p. on peut adjoindre deux nouveaux polynomes, et 

deux seulement, U, de degré p — i au plus, V, de 

( 1 ) M. PETUOVITCII : Bull, de la Soc. math, de France, t. X X X V I , 

i 908, p. l4l-K>(>. 
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degré m — i au plus, tels que Ton ait 

( 1 ) A U , + B V , = I . 

Les polynomes les plus généraux U et V satisfaisant 

à l'identité 

( 2 ) AU -+- BV == i, 

dite identité de Bezout, ont pour expression générale 

( U S U , + B/(a?), 
( ) \ 

\ V = V i — A / ( x), 

où f est un polynome arbitraire. 

On peut établir ce résultat en prenant pour incon-

nues les m-\- p coefficients de U* et V1? qui satisfont 

à m-\-p équations linéaires non homogènes, admettant 

pour déterminant le résultant de A et B supposé non 

nul ; si donc A et B sont donnés explicitement, l'iden-

lité (2) est complètement résolue. 

Augmentons l'indétermination en donnant non plus 

A et B, mais simplement les degrés m et p. Nous con-

sidérons, en nous en tenant à la méthode précédente, 

comme paramétres arbitraires les m -f-1 coefficients a 

de A, les p -f-1 coefficients 6 de B; les coefficients 

de Ut et V, s'expriment par des fractions rationnelles 

des a et admettant comme dénominateur le résul-

tant de A et B. On peut adresser à ce procédé plusieurs 

critiques : d'abord, une fois m et p fixés, il faut, pour 

calculer U ( et V n résoudre un système de m-\-p équa-

tions, linéaires, il est vrai; on sait que l'expression du 

résultant est assez compliquée, même pour des valeurs 

petites des entiers m et p. Deuxièmement, U, et \ , 

sont de degré égal exactement dp — 1 — h et m — 1—h 

respectivement où h est un entier indéterminé, positif 

ou nul : si les a et b sont choisis arbitrairement, h est 
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nul; si l'on annule les termes en xP~K, xp~2, . . . , x?~ h  

dans U|, on obtient h équations de condition entre 

les m -f-p -4- 2 paramètres a et mais la méthode ne 

donne pas le moyen d'exprimer les coefficients de 

A, B, U4 , V4 au moyen du nombre minimum 

m-\-p-(-2 — h d'arbitraires. La méthode que je vais 

proposer évite ces objections et donne l'expression 

explicite des coefficients de A, B, U î , V* au moyen du 

nombre minimum d'arbitraires ; le résultat est même 

remarquable de simplicité : tous les coefficients sont 

des poiynomes entiers par rapport aux arbitraires. 

2. Je pose donc le problème sous la forme sui-

vante : 

Trouver quatre poiynomes entiers en x satisfaisant 

à l'identité 

( 4 ) A D — B C = I . 

La suite justifiera ce changement de notations. 

Je rappellerai, en hommage à la mémoire de 

M. Darboux, que c'est lui qui me suggéra, à la fin de 

novembre 1916, l'idée fort simple, dont j'ai tiré parti 

depuis, pour arriver à la solution exposée ici. Remar-

quons que AD — BC n'est autre chose que le déter-

minant 
A B 

G D 
connaissant deux solutions (ABCD ), 

(A 'B 'C 'D ) de l'identité (4), multiplions les détermi-

nants correspondants; nous avons une troisième solu-

tion où les degrés sont plus élevés que dans les deux 

solutions primitives. 

Or, par des calculs presque négligeables, on obtient 

aisément des solutions en poiynomes du premier degré 

ou constantes; des multiplications, des élévations aux 

puissances successives donneront donc des solutions de 

degré de plus en plus élevé. Quelque temps après, pen-



( ) 
dant une journée calme sur le front de la Somme, en 

janvier 1917, j'apercevais le véritable parti à tirer de la 

remarque de M. Darboux, qui inséra mon résultat aux 

Comptes rendus de VAcadémie des Sciences du 

22 janvier 1917. 

3. Je précise cette notion de composition de solu-

tions; (ABCD) et (A'B'C'D') étant la première et la 

deuxième solution, je multiplie les déterminants cor-

respondants par la règle précise 

( 5 ) A B A B' 
X 

C ' 
= 

C D 
X 

C ' D' 

A À ' h - C C BA'-4-DC 

AB-+-CD' BB'-hDD' 

et j'écrirai schématiquement 

(6) (ABCD) (A'B'C'D') 

= ( A A ' - t - C C , B A ' + D C ' , AB'-h CD', BB'-+-DD ). 

J'appelle la solution mise en évidence au second 

membre de (6) produit de la solution (ABCD) par la 

solution (A'B'C'D') . Cette multiplication n'est pas 

commutative; si l'on échange les deux facteurs, au 

second membre le premier et" le quatrième terme 

restent ce qu'ils sont, mais le second et le troisième se 

permutent. Etant donné un nombre quelconque de 

facteurs avec leur ordre, je multiplie le premier par le 

second, ce produit par le troisième, et ainsi de suite 

jusqu'à épuisement. On ne peut ni changer l'ordre ni 

remplacer plusieurs facteurs, consécutifs ou non, par 

leur produit effectué. 

Je désigne par a, è, c, d les degrés respectifs de 

A, B, C, D . On a a-\-d = b~\-c ou encore c—a~d—b. 

Deux hypothèses s'offrent à nous : c ^ a ou c ^ a . Adop-

tons la première pour fixer les idées; on a alors d^Lb. 

C divisé par A donne S pour quotient, C< pour reste, 
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D divisé par B donne o'pour quotient, pour reste et 

j'écris 

J C = A. O -T- C I , 

( 7 ) | D == B8'-+- D t , 

(8) AD t — BGi-h A B ( 3 r - o ) s i . 

Je suppose que a et b soient d'abord, ou tous deux, 

ou un seul, de degré effectivement supérieur à zéro : 

alors, si o' et S ne sont pas identiques, AB(o'— 3) est 

au moins de degré a-\- 6, tandis que AD, — BC, est au 

plus de degré a -+- b — i : a -f- b n'étant pas nul, il ne 

pourrait y avoir identité entre les deux membres de (8), 

donc 

8'== o, AD, — BCt i. 

Je peux donc écrire simplement 

I C — AS-T-CT , A D — B G = A D I — B G J ^ Ï ; 

( 9 ) j D == B8 -h D t , (ABGD) ~ ( A B C t D , ) ( i 8 o i ) . 

J'ai donc ramené, d'une façon unique, pourvu que A 

et B ne soient pas numériques tous les deux, la solu-

tion ( ABCD), où le coyple (AB) est de degré inférieur 

au couple (CD) , à la solution (ABC iD , ) que j'appel-

lerai la solution consécutive, formée avec le même 

couple (AB) et un nouveau couple (C jD , ) , de degré 

inférieur cette fois au couple (AB) : il a suffi pour cela 

d une division opérée sur C et A et d'une division 

opérée sur D et B. 

.Le résultat est légèrement modifié si a = b = o; la 

division donnerait en effet 

G D 
^ = A ' ^ ,== B* C i = o , Dt = o 

» ( 5 - S ) « 
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Pour faire rentrer ce cas dans le précédent, je conviens 

d'écrire soit 

et dans ce cas la solution consécutive peut prendre 

deux formes et deux seulement. 

4. La question est donc dès maintenant virtuelle-

ment résolue. 

En effet, ou bien l'un des quatre polynomes est 

numérique : A, par exemple; alors on a la réduction 

où K est une constante arbitraire non nulle, F et f étant 

deux polynomes arbitraires. 

Ou bien aucun des polynomes n'est numérique; dans 

ce cas, (AB) étant le couple de degré inférieur, j'ai 

écrit 

(9 ' ) (ABCD) == ( A B C i D t ) (1801), 

et pour la même raison la division de A par C< et 

B par D4 donne 

j A E= Ci £ -H A j , AD t—BCi== A i D t — BiCis= 1, 

| B ~ D t e -H Bj, (ABCi D,) == (AjBi CjDt) (10 s 1), 

dans la formule (9 ) je peux donc modifier le second 
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membre par la tête et écrire 

(i3) ( A B C D ) s ( A , B , C i D i ) ( i o e i ) ( i 8 o i ) . 

Le raisonnement se poursuit donc indéfiniment : par 

une marche en escalier, le premier ou le second couple 

sont, alternativement, [remplacés par un couple plus 

simple, l'autre étant conservé. Les opérations à faire 

sont précisément celles que l'on rencontre dans la 

théorie du plus grand commun diviseur appliquée à C 

et A d'une part, D et B de l'autre : les quotients suc-

cessifs sont les mêmes dans les deux opérations menées 

parallèlement et l'opération se termine dès que, dans 

l'une des suites de diviseurs, on obtient un diviseur 

numérique non nul, chose qui arrive nécessairement 

puisque A et C d'une part, B et D de l'autre, sont deux 

polynomes premiers entre eux. 

o. Je vais donc écrire sur deux lignes parallèles les 

diviseurs ou restes successifs de l'opération effectuée 

sur C, A et sur D, B, et sur une troisième les quo-

tients 

/ C A Ct Ai . . . A,_i Ci Ai . . . . 

(¡4) D B D, Bi . . . D/_i Bj-_i D, B, . . . , 

' S E Si . . . £¿„2 i £¿-1 S, 

J'écris les identités analogues à (9) et (12 ) : 

f A;_I S Cfe*-! -h A/, A,_t Dt - B ^ AtDt — BT Q = 1, 

\ BHsDiEH+B/, ( A/_ I B/_I C/D/JsiA/B/C/D/Jiiog^, 1), 
j Ci s Ai S, -h G/.+1. A/D/— B,- C,- === A/ — B/ C/+, == 1, 
( D( sB/ÔÎ + D f + 1 , (XiBiCiDi) ^ ( k i B i C M D M ) ( i ^ o i ) . 

De sorte que les identités (9 ) ou ( i3) modifiées de 

proche en proche toujours parla tête donnent évidem-

ment 

( (ABCD) == (AfBjCiD,) ( i o êm i ) ( I ^ O I ) . . . (Ï8OI) 

| « ( A / B / C ^ D ^ O (IS/OI) ( i o e H i ) • • • (1 o e 1) S o 1). 
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11 suffit maintenant d'une discussion sans difficulté 

pour apercevoir les diverses formes de réduction com-

plète. J'avais eu à opter entre c ^ a et a ^ c ; j 'a i 

adopté c ^ a . En appelant a , le degré de A;, è/, c/, di 

ceux de B/, C D ; , on a manifestement 

a/_i — 1 = c/ — <a?i= a/ - - bi—... ; 

la valeur commune est donc « — b ou c — j 'ai donc 

à opter encore entre c — d^L o ou c — d S o. Adoptons 

la première hypothèse : chaque polynome de la pre-

mière ligne ( 14 ) a donc un degré surpassant du nombre 

constant (c — d) le degré du polynome écrit en-des-

sous. C'est donc la seconde ligne qui s'arrête la pre-

mière sur un polynome réduit à une constante numé-

rique non nulle, et j 'ai alors encore à opter entre le cas 

où ce polynome est un D ou un B. J'ai donc au total 

huit cas à considérer. Adoptons d'abord le cas où D „ 

est numérique : alors ce que j 'ai fait remarquer au n ° 3 

sur la solution (A„_j B, , . ! Cn montre que je peux 

continuer la division pour A n _ n Cw de façon à terminer 

la première ligne par le reste numérique et la 

seconde ligne par zéro. J'ai donc, en représentant par A 

le nombre ~ , 
Dn 

Bn=o, Dn=z i , 

Je remplace C „ par le symbole F (a?) et j 'écris, en 

appliquant la première formule (16), où i = /z, 

(17) (ABCD)= (X, o, F(;r), j ) 

X ( I O tn-i I ) (L ÔN-JO Ï ) . , . ( l 0 £ L ) ( l 8 0 l ) . 

Si, au contraire, j 'adopte (avec a ^ c , d ^ c ) le cas 



( 2 9 2 ) 

où le poljnome numérique non nul de la seconde 

ligne ( i4 ) est>un B à savoir B«, je continue à diviserC« 

par An et j'obtiens un reste numérique non nul en 

première ligne; toujours d'après le n° 3, je termine la 

première ligne par ce reste, 

tandis que la deuxième se termine par D„+1 = o; j'ap-

plique la seconde formule ( 1 6 ) en y faisant i = n et 

remplaçant Aw par F(x)1 

Dans les deux formules (i~) ou ( i8) , F est un poly-

nôme de degré c — d. Si c >» c/, la réduction est pos-

sible d'une seule façon; si c — d, F est une constante 

non nulle ; on a vu alors que la réduction est possible 

de deux façons, mais que le changement ne porte que 

sur les deux premières parenthèses. 

Si, conservant l'hypothèse j'adopte d^lc, c'est 

la première ligne qui se termine, un rang avant la 

seconde, par un polynome égal à une constante numé-

rique non nulle; mais, comme précédemment, on 

pousse l'opération du plus grand commun diviseur jus-

qu'à sa fin pour la seconde ligne, et l'on a l'une des 

deux réductions 

(18 ) ( A B C D ) = ^ 

X ( I O „ O I ) ( I O C „ _ , I ) . . . ( I O S I ) ( I 8 O I ) . 

X ( I O E « _ I L) ( I oi) ( I O S I ) ( I O O I ) , 

( 2 0 ) ( A B C D ) = ( x , F ( a r ) l \ 

X ( I S / I O I H I O E , , - ! I ) . . . ( I O E I ) ( I 8 O ' I ) , 
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suivant que c'est Cn ou An qui est la constante numé-

rique non nulle. 

Pour achever, il faut donc passer à l'hypothèse a ^ c . 

Pour pouvoir utiliser ce qui précède, j'écris 

( A = Ce'-h A' 
(«2i) \ (ABCD) = (A'B'CD) (ioe'1). 

Mais alors (A 'B 'CD) se décompose par l'une des 

formules (17), (18), (19), (20); pour obtenir (ABCD), 

il suffira donc d'écrire (1 o s' 1) à la suite de chacun des 

seconds membres. 

6. Je modifie légèrement les notations et j'énonce le 

résultat suivant : la solution la plus générale de l'iden-

tité AD — BC = 1 peut être décomposée en l'un des 

produits suivants : 

L X, F(ir)j [1,0, <p, (a?), I J [ i , / I ( Î T ) , O , . ] [ . , o , ©i(a?), 1]..., 

1 L o, F(ar), 1 [ i , o , c p l ( ^ ) , i ] [ i , / 1 ( < r ) ) o , 1] [i, o, i j . . . , 

I F(ar), o, ]i,/i(ar),o. 1] [1, o, <pi(a?), i][i,/î(a?),o, »"J — * 

| À, o j [i ,/i(ar),o, I][ I ,O , <pi(a?), 1] [1 ,/ 2 (^), o, 1], .. 

A partir de la seconde, les parenthèses sont alterna-

tivement du type (1, o, 1 ) ou (1 , / , o, 1 ). Le nombre 

des parenthèses est fini, bien entendu ; en tenant compte 

de la parité, les formes ( 22) sont au nombre de 8, con-

formément à la discussion. 

D'après ce qui a été dit, le polynome (F) est de degré 

égal à | c — d |, nombre positif ou nul ; si F est numé-

rique, cette valeur numérique n'est pas nulle. 

De même, la dernière parenthèse renferme un polv-
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nome / ou o de degré égal à \c—a |, nombre positif 

ou nul ; si ce polynome est numérique, cette valeur 

numérique n'est pas nulle. 

Quant aux autres polynomes f et o ils sont arbi-

traires, mais de degré au moins égal à l'unité. 

Réciproquement, toute expression de la forme (22) 

étant manifestement composée de facteurs tous solu-

tions de AD — BC = 1 donne une solution de cette 

identité. Si les F , / e t © satisfont aux restrictions qui 

viennent d'être énoncées, les paramètres arbitraires 

indépendants sont mis en évidence : ce sont les coeffi-

cients de F et des polynomes / , o. 

Les résultats annoncés à la fin du n° 1 sont donc bien 

justifiés. 

Je remarque que si c ^ > a sans égalité, la dernière 

parenthèse est du type (1, / , o, 1) et le degré, non nul, 

du polynome / d o n n e la valeur de c — a. La décompo-

sition n'est possible que d'une façon si si c = d, 

il y a deux décompositions 11e différant que par l'en-

semble des deux premières parenthèses. Dans la 

seconde ou quatrième forme (22), le degré de F donne 

la valeur commune de c — d ou a — b ; dans la pre-

mière et deuxième forme, ce degré donne d — c 

ou b — a. 

Si c <C a sans égalité, la dernière parenthèse est du 

type (1, o, cp, 1), le degré de o donne a — c. Ce qui 

vient d'être dit pour c ^ d et F subsiste. 

Enfin, si c = a, comme les opérations du plus grand 

commun diviseur pour C et A peuvent se faire soit en 

divisant C par A, soit en divisant A par C, il y a au 

début deux routes à choisir, de sorte que si c = a 

et Cy£d, \\ y a deux réductions possibles, et que, 

si c = à — d= b, il y a au total quatre réductions 

possibles. 
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7. J'achève par quelques remarques bien simples : 

en se plaçant au point de vue de M. Darboux, les solu-

tions particulières de AD — BC = i sont évidentes 

quand un des polynomes A, B, C, D est nul ; le pre-

mier facteur, dans les formules (22), en donne l'ex-

pression. On pouvait donc dire qu'il suffisait de multi-

plier un nombre arbitraire de telles solutions ; les 

formules (22) ne comprennent, en effet, que des fac-

teurs de ce type, qiais avec certaines réserves évi-

dentes. 

D'autre part, si, dans les formules (22), on suppose 

que F ainsi que les © ou les f sont des polynomes 

entiers à plusieurs variables, on obtient des solutions 

de l'identité de Bezout en polynomes à plusieurs 

variables. Ce cas mériterait d'ailleurs une étude spé-

ciale . 

Je traite comme application le problème posé 

au n° 1 : trouver quatre polynomes A, B, U, V tels que 

l'on ait AU-hBV = i , sachant que le polynome in-

connu A est de degré m, et le polynome inconnu B de 

degré p. J'ai dit qu'il suffit de trouver les solutions 

de AU i-f-BVj = 1, où U, est de degré inférieur à B 

et V| de degré inférieur à A ; en échangeant au besoin 

A avec B et U, avec V<, on peut supposer le degré de A 

supérieur à celui de B ; je pose U, — D, \ ] = — C et, 

d'après ce qui a été dit plus haut, j'aurai soit 

( a 3 ) ( A B C D ) = | F , X, ^ i , o j 

x [ I , / I ( a ? ) , O , I ] [1,0, cp,(a?), I ] . . . [ I , O , ©„(a?),1], 

soit 

( 2 4 ) ( A B C D ) ^ j x , o , F , ¿ J 

x ^ o ^ ^ i l l i j ^ o , 1]... f i,o,cprt(a?), 1]. 

J'appelle hi le degré d e / ¿ ( x ) , ki celui de ®i(x). 
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On trouve aisément dans le premier cas 

(i5) hi -4- Â-J-+- hz-±- k2-h.. .-4-A«-h kn— p, 

et dans le second 

( 26) ki -h hi -h k2 -h /?2-+- • • •-+- /Oi-i -+• A ^ t -h kn = /?. 

Quant au degré de F, il est égal à m — p. Donc, pour 

obtenir la forme (a3), il suffit de trouver i n entiers 

positifs non nuls dont la somme vaut p \ pour obtenir 

la forme (24)5 ^ suffit de trouver. 2 n — r entiers posi-

tifs non nuls dont la somme vaut p. (Remarquons 

qu'ici, avec l'hypothèse précise adoptée, D ou U< est 

de degré inférieur à celui de B et non égal, le degré 

de o,t n'est donc pas nul. ) 11 suffira donc de cataloguer 

les solutions des équations (a5) ou (26). Une telle 

solution adoptée, quel est le nombre des arbitraires? 

Les arbitraires sont A, et les coefficients de F des f et 

des <p. On trouve donc pour (28) le total 

I -h {m— />-f-l)-H ̂ -M) + (/>'i+l)4-.. 

OU 

ni h- 2 -+- 2 n, 

et pour (24) le total 

ou 
//¡ + 2 + Î2/1 — i). 

Comme l'on a 2 n ^ p pour (28) et {->n — 

pour (24), le nombre d'arbitraires est au plus égal 

à m -4- /> + 2, et il 11e devient égal à cette limite supé-

rieure que si tôus les h et k sont égaux à 1, et alors, si 

p est pair, on obtient nécessairement la forme (a3) 

avec /< = - » et si p est impair on a la forme ( ¿4 ) 
p -h 1 

avec n = -
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Pour avoir le nombre minimum d'arbitraires, il faut 

au contraire prendre évidemment la forme (24) 

avec n = 1, cp, étant de degré p, de sorte que 

A s U F ? h H == 2-1 , Q ==— V t s = F , D ~ 

on a une solution avec m -f- 3 arbitraires. 

Si l'on remarque que, avec la forme (23 ), on peut 

écrire, en vertu de (25), 

2/1 = p — (hx — 1) — (*!— 0 — •• (/*«— 1) — (/-» — i), 

et que, avec la forme (23), on peut écrire de même 

-m - 1 = p — (kx — 1 ) — (/¿t — 1 )—... — (hn-x ~n — (kn— 1), 

on voit que, dans tous les cas, la différence entre le 

nombre d'arbitraires maximum m-p-h 2 et le nombre 

d'arbitraires effectivement en jeu s'obtient en retran-

chant une unité du degré de chaque polynome f ou o 

et faisant la somme de ces différences. Ce résultat pré-

cise et complète celui que j'avais indiqué à la fin 

du n° 1. 

CONCOURS D'AGRÉGATION M I 9 M . 

Composition de mécanique. 

MOUVEMENT D'UNE BILLE DANS UNE CUVETTE. — U n e 

bille homogène sphérique est abandonnée sans vitesses 

initiales sur la surface intérieure hémisphérique d'une 

cuvette fixe dont l'axe de symétrie est vertical et qui 

est concave vers le haut. 

On demande d'étudier le mouvement de la bille sur 

la cuvette. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. X IX . (Août 1919. ) 23 
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On s'attachera à résoudre les questions suivantes 

concernant ce mouvement : 

I. On admettra d'abord que la bille puisse être assi-

milée à un point matériel A. 

On indiquera la nature de son mouvement quand 

les corps en contact seront parfaitement polis; 

2° On considérera ensuite le cas où le coefficient de 

frottement f de la bille sur la cuvette n'est pas négli-

geable. On déterminera d'abord la condition d'équi-

libre par une position initiale déterminée A0 de A (on 

désiguera par ©0 la valeur initiale, comprise entre zéro 

e t ^ , de l'angle cp de O A avec la verticale descen-

dante Os). Lorsque cette condition n'est pas satis-

faite, le point A se déplacera pendant quelque temps 

dans un sens déterminé sur un cercle T. On se bornera, 

pour le moment, à calculer l'expression de la vitesse r 

de A en fonction de l'angle © pendant cet intervalle de 

temps T. 

IL On résoudra ensuite les mêmes questions dans le 

cas où le rayon r de la bille n'est pas négligeable. 

Mais lorsque le frottement de glissement est appré-

ciable, on se bornera (en négligeant le frottement de 

roulement) au cas où la bille roule sans glisser dès 

l'instant initial. Montrer que, pour une position ini-

tiale donnée, A0 , du centre A de la bille, cette circons-

tance se produit nécessairement si le coefficient de 

frottement f est assez grand. (On appellera dans ce 

cas w la vitesse de A et ii la vitesse instantanée de 

rotation de la bille). 

w1 

I I I . Trouver une valeur approchée de — > w et v 
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étant calculés pour une même position de O A très 

voisine de la position initiale commune OA 0 et pour 

une même valeur du coefficient f , quand le rayon r 

qui intervient dans w2 est très petit. 

IV. D'une façon générale, comparer les résultats 

obtenus dans le paragraphe I avec ceux que fournit le 

paragraphe II quand le rayon r de la bille tend vers 

zéro, les valeurs de <p0 et de / (nulles ou non) restant 

les mêmes. On constatera que ces résultats sont diffé-

rents et l'on indiquera en peu de mots l'origine de ce 

paradoxe. 

V. On reviendra au cas où la bille est réduite à un 

point matériel. Montrer que, pendant l'intervalle de 

temps T, la vitesse v de la bille supposée rugueuse est 

inférieure à celle de V qu'elle posséderait si,elle était 

polie quand elle passe au même point, à partir de la 

même position initiale A0 . 

VI. On poursuivra ensuite l'étude du mouvement 

de la bille réduite à un point matériel et l'on indiquera 

les diverses circonstances qui peuvent se présenter 

suivant la valeur de f et la position de A0 (sans se 

limiter cette fois à l'intervalle de temps Toù la vitesse 

de A ne change pas de sens). 

VII. On indiquera en particulier ce qui se passe 

quand la valeur est prise égale à 32°, puis à 6o°, le 

coefficient de frottement ayant dans les deux cas la 

valeur o, ̂ 5, puis la valeur i-

Notations. — On appellera p le rayon intérieur de 

la cuvette, O son centre et m g le poids de la bille. On 
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trouvera peut-être commode de poser tangO = / e t 

tangO' = 2/. 

SOLUTION 

P a r M . DE S P A R R K . 

Je considère d'abord le cas de la bille assimilée ¡\ un 

point, en réunissant les paragraphes I , V , VI et VIT. 

Dans ce cas, le point A décrit un cercle vertical de 

rayon p, et, N étant la pression du point, v sa vitesse 

^t m sa masse, on a 

dv 
dt 

— m g s in © — N /*, 

N = rng coscp 

Comme d'ailleurs 

d<t> 
p — p s i -

on déduit des équations précédentes 

.dv* g 
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Mais si l'on pose 

/ = tangO, 

cette équation peut s'écrire 

dï cp dv 2 . g 
— f 1 2—-sin (cp — 6) = o, 

dt 2  J dt* pcosO V T ; 

et, si l'on pose de nouveau 

4/ = cp— 6, l = p cosO> 

elle devient 

Cette équation ( i) est celle du mouvement d'un 

pendule de longueur l dans un milieu résistant, la 

résistance R étant proportionnelle au carré de la 

vitesse et donnée par la formule 

R = f
d ¥ 

ml ~ * dt* ' 

On se trouve donc ramené à un problème connu, 

On voit que le mouvement du point A est celui 

d'un pendule dans un milieu dont la résistance est 

proportionnelle au carré de la vitesse et pour lequel la 

verticale est dirigée suivant la droite oz ! faisant 

avec oz, du côté du point de départ, un angle 6. 

On conclut de cette remarque : 

i° Que pour que le point A se mette en mouve-

ment, ii faut que l'on ait 

<Po> G; 

2° Que, si cp< est la valeur de cp à la fin de la pre-

mière oscillation, comme on a pour le pendule dans un 

milieu résistant >> — ò t étant la valeur corres-
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pondante de on aura 

ou 

( 2 ) ? l > 5t8 — <p0. 

Si le mouvement doit se continuer après la première 

oscillation, il faut, comme on sait, appliquer à là 

seconde oscillation les résultats obtenus pour la pre-

mière en considérant la valeur initiale comme étant 

— ?«• 

On en conclut : 

3° Que le mouvement ne pourra se continuer que 

si est négatif et que l'on ait 

— ? i > G-

En tenant compte de l'inégalité (2), il ne pourra 

donc y avoir une seconde oscillation que si l'on a * 

?«>3 6. 

Cette condition nécessaire n'est toutefois pas sufli-

sante. 

De ce qui précède résulte aussi la réponse au para-

graphe V. 

En effet, la vitesse du mobile A est, dans le cas du 

frottement, celle d'un pendule dans un milieu résis-

tant, l'angle d'écart initial étant « 'OA0 = ©0 — 6. Or 

on sait que, pour le mouvement du pendule dans un 

milieu résistant, la vitesse est, pour une valeur donnée 

de l'écart, plus faible que dans le vide. On a donc 

t'2 < 2 gl ( cos ̂  — cos <h ) 

= 2 g p cos6[cos(cp — 6) — cos(<p0— 0)], 
ou 

P2 < 2 gp cos 2 6 ( c o s (p— COS<p0) 

— 2g p c o s 6 s in0( sin cp0— sintp). 



( 3 ) 

Donc, V étant la vitesse pour 0 = o, 

Ç2 V2 cos20 — 2 ^ 0 cosò sin9(sincp0 — sin<p), 

et par suite 
p» < V2. 

Si nous passons maintenant au paragraphe VII , nous 

remarquerons d'abord que de 

t a n g 6 = 0 , 7 5 
on déduit 

6 = 36° 32' ,2, 26 = 73°44',4, 

et de 

tangô = ^ 

on déduit 

0 == 26° 33', 9, 20 = 53°7' ,8. 

Donc si 
©0=32° et / = O ,75 , 

on aura 
? 1 > 20 — cp0 = 4 i ° 4 4 ' i 4 ; 

si 

<p0 = 32° et f — - , . 

o n a u r a 
cpt > 26 — cp0 = 2 i°7 ' , 8 ; 

si 
C50= io° et / = 0 , 7 5 , 

on aura 

? 1 > 2 0 — c p 0 = I3°44' ,4 , 

et, dans ces trois cas, le point A n'atteindra pas la ver-

ticale, et le mouvement s'arrêtera à la fin de la pre-

mière oscillation. 

Si 
i- 1 

<p0 = 6o° et f — -, 

l'inégalité (2) donnerait 

<j>,> 2, — <po= — 6° 52',2. 
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Donc, si l'on s'arrêtait à cette condition, le mobile 

pourrait atteindre la verticale, mais le mouvement 

s'arrêterait toujours à la fin de la première oscillation, 

car on a 

<Po<3e = 79°4i',7. 

En réalité, d'ailleurs, le mobile n'atteindra pas la 

verticale. On peut, en effet, ainsi qu'on le sait pour le 

pendule, obtenir une intégrale première de l'équa-

tion ( i ) . 

Il suffit pour cela de poser 

db* 
u = d F ; 

elle devient 
du . g . , 
-77 — 'ifu-1- 2 — sin 6 = o, 
dty  J / 

d'où l'on déduit, en tenant compte de ce que a = o 

pour ò = = cp0 — 9, 

'0+-4/2) • 

X j cos^ -+- 2/sin ^ — [cos4*o -H 2 / s i n j . 

Si l'on tient compte des relations 

6 = © — T), 1 = 0 COS 0, U — — — — , 

1 ' dt* dt2 

et si de plus on pose 

tangô ' = 2 / , on aura 

( 3 ) = 
1  ; dt* p cos6 

x [cos( <p — 6 — 6' ) cos( ? 0 — 6 — 0' ) ]. 

Pour reconnaître si dans le cas de ©0 = 6 o 0 , y = 

donc 9 = 2 6 ° , 33', 9 et 8 ' = 45°, le mobile atteint la 
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verticale, il faut voir le signe de la quantité entre cro-

chets dans l'équation (3) pour <p = o. 

Or, dans le cas actuel, 

0-4-8' = 7 I o 3 3 ' , 9 , 2 / < P o = ? O = I , O . { 7 2 , 

et l'on en déduit 

COS (7 ï°33 ' ,9) — c o s ( i i ° 3 3 ' , 9 ) e-?o = — 0,02756. 

Le mobile n'atteint donc pas la verticale, mais il en 

arrive assez près. Si l'on veut avoir une approximation 

de l'angle d'écart final cp4, on aura, en négligeant les 

termes en cpj et tenant compte de ce que 2 1 , 

cos(Ô H- 6 ') cpj s i11 ( 0 -f- 0') 

— c o s ( c p 0 — 0 — 0') 6-?#(rH- <pt) = o ; 

d'où l'on déduit 

— CQC(?o~ 6 — e') g~^—cos(8 -+- 0 ) 
~~ sin(0 -h 0') — cos(cpQ — 0 — 0') e-<Po' 

ou, en tenant compte des valeurs de 8, 9' et <p0, 

cp! = o , o 4 5 56 = 2 0 3 6 ' , 7 . 

Revenons maintenant aux paragraphes II , I I I et IV 

lorsque le rayon r de la bille n'est pas négligeable. 

D'abord, si les corps sont parfaitement polis, le 

centre de gravité de la sphère décrit un cercle de 

rayon p — r et son mouvement est celui d'un pendule 

de longueur p — r ; on a par suite 

cfo2 'ig . . 
—J— = ( C O S CD — C O S O o ) , 
dt* p — rK  4  

la sphère se transportant parallèlement à elle-même. 

Si la bille roule sans glisser, le travail de l'adhé-

rence étant nul, le théorème des forces vives donne la 
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relation 

i/o2 2 
m(p — r) -h - mr2Q2 = — r)mg{coscp — cos<p0). 

Mais si nous comptons Q, comme ©, positivement 

de droite à gauche, on a pour exprimer le roulement 

sans glissement 

( P - r ^ + rQ^o, 

et l'équation des forces vives devient par suite 
¿/mî 5 2 P" 

= 7 p — (CO8?-CO.«p0). 

Le mouvement du centre de la sphère est donc celui 

d'un pendule de longueur égale à 

l ( p - r ) . 

Pour que le roulement ait lieu sans glissement, il 

faut que l'adhérence soit suffisante. Si l'on désigne 

par F cette adhérence, le mouvement de la sphère 

autour de son centre de gravité donne 

d'où 

2 * dû t? 

5 m r , Â = F r ' 

2 dQ 2 d i © 
l< = - mr —— = — - m ( o — r) —~ • 

>) dt 5 ' ' dr-

D'ailleurs, N étant la pression de la sphère, on a 

F = N / ' , avec f ^ f . 

Mais le mouvement du centre de gravité de la sphère 

donne 
dy2 

N = ( ? — r)m -h m g coscp, 
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et l'on déduit de (4) 

d*o 5 g 

dt* 7 P — r  

On a donc 

sm 9. 

~ g sincp = / ' coscp -t- — ^(coscp — coscpô)J , 

d'où 

17 COS^ — 10 COSCpQ 

et la condition pour qu'il y ait roulement sans glis-

sement 

n/ 
donne 

2 sin cp < j. 

17COS© — iocoscp0 ~
J ' 

D'ailleurs, si cette condition est remplie à l'instant 

initial, elle le sera pendant toute la suite du mouve-

ment, puisque le premier membre de cette inégalité 

décroît constamment avec ©. i 
On a donc, pour que le roulement ait lieu sans glis-

sement pendant toute la suite du mouvement, 

/ < 2 tangcp0. 
/ 

Dans les cas du paragraphe VI I , comme pourcp0 = (io°, 

2 2 \/3 , , 1 
— tangcp0 = —- = o, Î94 87 < -, 
7 7 2 

le roulement aurait toujours lieu sans glissement. 

On a dans ce cas 

NO 1° / W \ 

w* = ( P — r)2 jL- = r) (coscp coscp0), 

/p — 7'Vcfcp2 10 (p — r) . û = j ¿p- = 7 * ( c o s ? - cos<P«>-
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Nous avons d'ailleurs, en nous reportant à la rela-

tion (2), 

a ¿ftp
2 cos 6' 

9 dk. = 

X [ cos(<p —6 — 6') 

— cos ( cpo — 6 — 6') ]. 

Si l'on considère une position de A très voisine 

de A0 , en posant o = y0 — e et négligeant les termes 

en ea, on aura • 

e[sin(cp0— fj — 6') -+- 2/cos(cp0— 6 — 0')], 

ou, comme tang9' = 2/ , 

I I I £Sin(cp0-e). 
COSO 

On a d'autre part dans les mêmes conditions 

d'c 

= — (p — r)ge sincpo, 

w2 5 p— r sincp0cos8 
t>2 ~ 7 p sin(cp0— 6) 

Lorsque r tend vers zéro, ce rapport ne tend pas 

vers l'unité, même si 9 = o. Gela tient à ce que, 

lorsque r tend vers zéro, la force vive de la sphère 

autour de son centre, égale à 

•2 1 dcp2 

ne tend pas vers zéro. 

La force vive totale de la sphère est toujours égale 

à 4 — 7 ' t a n c ^ s P o u r k* sphère assimilée 
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à un point matériel, elle est mp2 et ces deux quan-

tités ne deviennent pas égales pour r = o. 

Remarque. — Dans le cas où la sphère roule et 

glisse en même temps, on peut encore obtenir une 

intégrale première pour le mouvement de son centre 

de gravité. 

On a en elfet, en désignant par F la force de frot-

tement, 

dv d* cp . 
= ~m(p — = mg sin 9 — F , 

dy2 

( 5 ) N = m ( p — /•) -4- mg c o s cp. 

D'ailleurs, puisque l'on suppose qu'il y a glis-

sement, 

F = N / , 

et par suite 

ci2 cp dz>- g ( 6 ) + '(«»*-/«»?) = <). 

ou, en p o s a n t / = tangÔ, A = cp — 9 , 

( 7 ) ——! f —r~—I - sin <I> = o, 1 / 7 dt2  J dt^ (p — r) cos6 

ce qui est l'équation ( 1 ) où l = (p — r) cosiL 

( J ) On doit remarquer d'ailleurs que pour qu'il y ait, pendant 

toute la durée du mouvement, roulement sans glissement, il faut 

tang-f, tang6 ; 

on ne peut donc pas, dans cette hypothèse, faire 0 = o. 
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Pour qu'il y ait glissement, il faut que l'on ait 

~ / x do 

ou, en différentiant, 

dû d ' 2 ^ 
< 8 > 

D'ailleurs le mouvement de la sphère autour de son 

centre de gravité donne 

1
 dQ . 

(9) 5 m r ~dt = f' 

En tenant par suite compte de (5), (6) et (9), l'inéga-

lité donne 

< ! sincp — ̂ / c o s ? - ( p - r ) / ^ j 

ou 

7 T d®- 1 1 
( 1 0) \f (P — + * C0SCP < 5 ^ s i l î ? -

Mais la valeur de se déduit de la relation (3) où 

Ton remplacera p par p — r ; on a donc 

cfa>2 cos 6' 
(11) - J- — 2 

dt* (p — r ) cos 6 

X [ cos(cp — 6 — 9') 

— COs(cp0—6 — 

de sorte que la condition (10) devient en fin de compte 

(19.) / j coscpH- 2
c
C

o°s
S
e
e [ c o s ( ? - e — 6 ' ) 

-h cos ( cp0 — 6 — 6' ) e-ï/(?0-<p> ) j 

2 . 
< - sin cp. 
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Pour que cette condition soit remplie au début, il 

faut que 

/ < ^ t a n g c p u , 
/ 

condition inverse, ainsi que cela devait être, de celle 

qui exprime qu'il y a roulement sans glissement au 

début. 

On remarquera que si le point A passe par la verti-

cale, la condition (12) ne peut jamais être remplie à 

ce moment où © = o. 

Pour r égal à zéro, l'équation (7) coïncide avec 

l'équation (3). 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES* 

2331. 

(Iil7, p. 43; 1. 

Par un point O commun à deux cercles orthogonaux, 
on mène une droite variable qui coupe ces deux cercles en 
A et B. Démontrer que le lieu du point conjugué harmo-
nique de O par rapport à AB est une strophoïde. 

( J . LF.MAIRE.) 

SOLUTION 

F a r M . L . MALOUE. 

On reconnaît immédiatement que le lieu est une cubique 

unicursale C, ayant en O un point double où les tangentes 

s >nt les tangentes aux deux cercles, tangentes rectangulaires 

par hypothèse. Pour que le point M, conjugué de O par 

rapport à A et B soit rejeté à l'infini, il faut, ou bien que O 
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soit le milieu de AB, ce qui ne se produit que pour une seule 

direction de OM, ou bien que les points A et B soient rejetés 

tous les deux à l'infini, ce qui exige que OM soit une droite 

isotrope. On trouve bien pour C toutes les propriétés qui 

caractérisent une strophoïde. 

2333. 

(1#I7, i». ,>: . 

Par les sommets d'un triangle, Vorthocentre et les pieds 

des hauteurs passent une infinité de cubiques circulaires : 

démontrer que le point commun à la courbe et à son 

asymptote réelle et le foyer singulier sont deux points 

diamétralement opposés sur le cercle des neuf points du 

triangle. ( J . LEMA IRE . ) 

SOLUTION 

Par M. R. B. 

Soient A, B, C les sommets du triangle, H son ortho-

centre, a, p, Y pieds des hauteurs, I et J les points cy-

cliques. On trouve immédiatement des cubiques dégénérées 

passant par ces neuf points : par exemple celle qui se compose 

du cercle BY j3C et de la droite AH a, celle qui se compose du 

cercle Ca YA et de la droite BH ¡3 (il y a en tout six cubiques 

dégénérées analogues). Ces deux cubiques déterminent un 

faisceau ayant pour base les neuf points dont il s'agit. 

Une cubique G du faisceau sera déterminée si l'on donne 

sa tangente en I. La tangente en J est alors déterminée d'une 

façon unique, et réciproquement. Ces deux tangentes se ren-

contrent au foyer singulier F de la courbe qui décrit par 

conséquent une conique passant en I et J, c'est-à-dire un 

cercle. Ce cercle passe par les foyers singuliers des cubiques 

dégénérées envisagées plus haut, c'est-à-dire par les centres 

des cercles tels que BY pC, c'est-à-dire encore par les milieux 

des segments tels qufe BG. On voit bien que F décrit le cercle 

des neuf points F du triangle ABC. 

Il est maintenant commode d'introduire des arguments 

elliptiques. Supposons exprimées les coordonnées d'un point 

de G en fonctions elliptiques d'un paramètre; soient 2o>i, 

2to2 et 2o)3 les périodes communes des fonctions intro-
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duites (a*! -+- o>j -h o)3 = o), et supposons la représentation 

telle que les arguments u, P, W de trois points en ligne droite 

satisfassent à la condition 

w + p - f « » = : o ( à une période près). 

Si l'on désigne par les mêmes lettres les points et les para-

mètres correspondants, on devra avoir, à des périodes 

près, 

B- f C + A = o, C + A + P = o, A + C + Y = O. 

A + H + a = o, B + H + ^ = o, C + H + y = o, 

d'où, par élimination de H, a, ¡¡J et y, 

B - h G — A = G-+-A — B = A + B — C 

et enfin 
A == B == C, 

ces congruences ayant lieu à des demi-périodes près. On 

trouve finalement que l'on satisfait à toutes les conditions 

écrites en posant, H ayant une valeur quelconque, 

A = H -h tau B = H + w2, G — H -h W3, 

a = — 2H -hcol3 8 = — 2H + WÎ, y — — 2 H -h u)3. 

Quant à I et J, ils doivent satisfaire à la relation suivante, 

exprimant que les neuf points A, B, G, H, a, (3, y, I, J sont 

les bases d'un faisceau de cubiques, 

A + B + G + H + a + p + y + I + J = o , 

ce qui se réduit à 

I - h J = 2 H . 

On tire de là diverses conséquences. 

i° Soit M le point à l'infini réel de la cubique. On a 

M - h I - b J = o , ou M = — 2 H, 

et l'on en conclut que le point M appartient à la tangente à G 

en Pua quelconque de» points A, B, G, H. Autrement dit, ces 

Ann. de Mathémat4* série, t. XIX. (Août 1919.) 
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tangentes sont toutes les quatre parallèles à Vasymptote 

réelle de la cubique. 

2° Soit P le point où cette asymptôtè réelle, c'est-à-dire l'a 

tangente en M, rencontre G. On a 

P = — 2 M = 4 H - — n = - 2 ¡3 = -2Y-

Donc le point P appartient à la tangente à G en chacun 

des points a, ¡3, y. 

3° On voit encore que l'on a 

P + a + P + y + I + J = o,. 

car cela se réduit à 

4 H — 6 H -+- 2 H = o . 

Le point P est donc sur la conique a|3yIJ, c J est-à-dire 

sur le cercle des neuf points T, comme il est indiqué dans 

l'énoncé. 

Reste à démontrer la relation remarquable signalée entre 

les points P et F. Or la connaissance de P sur r détermine G 

et par suite F d'une façon unique. De même F détermine G. 

Il y a donc entre ces deux points une correspondance homo-

graphique sur T. Or si F vient au milieu de BG, G dégé-

nère, comme on l'a vu, en le cercle By (3C et en la droite AHa, 

et P devient le point de rencontre de AH avec la tangente 

en y ou P a u cercle By fiC. Ce point est le milieu de AH, 

comme on le reconnaît tout de suite, c'est-à-dire le point 

diamétralement opposé à F sur T. On trouve de même comme 

points correspondants de l'homographie le milieu de GA et 

le milieu de BH, le milieu de AB et le milieu de CH, soit 

encore des couples de points diamétralement opposés sur F. 

L'homographie envisagée se confond donc nécessairement 

avec celle qui résulte de la conjugaison des points diamétra-

lement opposés sur F, ce qui démontre la dernière partie de 

l'énoncé. 

2335. 

(1917, p. 437. ) 

Démontrer que si une sphère variable passe en qwatre 

points fixes d'une biquadratique gauche qœi sont situés 
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dans un même plan, les quatre autres points communs à 
la sphère et à cette courbe sont dans un même plan de 
direction fixe. ( J . LEMÀIRE.) 

SOLUTION 

Par M. jL. MÀLOUK. 

Soient P et Q deux quadriques passant par la biquadra-

tique gauche donnée B, S la sphère variable, A le plan qui 

contient les quatre points fixes. P, Q, S se coupent en huit 

points formant un système de Lamé. Quatre de ces points 

étant dans le plan A, les quatre autres sont dans un plan B. 

Les c©2 quadriques qui passent par les huit points forment un 

réseau ponctuel, et il en est de même des coniques, traces 

de ces quadriques sur un plan quelconque. Si donc/?, q, s, a, b 

sont les coniques ou droites à l'infini respectivement de P, Q, 

S, A, B (S est l'ombicale), a et b constituent dans leur 

ensemble une des coniques réduites à deux droites du réseau 

ponctuel déterminé par P, Q, S. Quand la sphère varie dans les 

conditions de l'énoncé, p, q, s et a restent fixes. Il en est 

donc de même de ce qui démontre le théorème. 

2336. 

( 1317 ), p. 438. ) 

Soient a, p, y, S quatre tangentes d'une hypocycloïde à 
trois rebroussements, P le point commun aux deux pre-
mières, Q le point commun aux deux autres : démontrer 
que le foyer de la parabole tangente aux quatre droites est 
symétrique, par rapport au milieu de PQ, du point com-
mun aux troisièmes tangentes à C hypocycloïde issues 
de P et de Q . ( J . LEMÀIRE.) 

2337. 

(1917, p. 438.) 

Si Von joint le foyer dune parabole aux six sommets 
d'un quadrilatère circonscrit, la parallèle menée par 
chaque sommet à la droite joignant le foyer au sommet 
oppasé touche Vhypocycloïde à trois rebroussements inscrite 
au quadrilatère. ( J . LEMAIRE.) 
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2338. 

(1917, p. 4^8. ) 

Si un quadrilatère est circonscrit à une hypocycloïde 

à trois rebroussements, les troisièmes tangentes à cette 

courbe issues de chacun des couples de sommets opposés 

se coupent sur une même tangente qui est parallèle à l'axe 

de la parabole inscrite au quadrilatère. 

( J . L E M A I R E . ) 

SOLUTIONS 

Par M. II. B. 

Toutes ces propositions peuvent être rattachées à une même 

propriété de6 cubiques nodales, que nous établirons tout 

d'abord. 

Toutes les cubiques ayant un point double donné 0 

dépendent linéairement de six paramètres. Celles qui passent 

par cinq points donnés A, B, C, D, E forment un faisceau, et 

l'on reconnaît immédiatement que leurs tangentes au point 

double 0 sont conjuguées dans une involution. 

Supposons en particulier que les points A B, C soient en 

ligne droite. Soit G la conique qui passe par les cinq points A, 

B, D, E, 0 . Si les tangentes au point double 0 à l'une quel-

conque des cubiques du faisceau rencontrent G aux points M 

et N, il résulte de ce qui vient d'être dit que MN passe par 

un point fixe quand la cubique varie. 

Or, parmi ces cubiques, il en est une qui se compose des 

trois droites ABC, OD, OE. Pour cette cubique, MN se con-

fond avec DE. Une autre cubique se compose de laconique G 

et de la droite OC. Pour cette seconde cubique, MN se confond 

avec OC. Le point fixe par lequel passe MN est donc le point 

de rencontre de OC avec DE. 

On peut énoncer comme il suit le résultat obtenul : Soient 

T une cubique ayant "un point double en O, A, B, C, D les 

quatre points autres que 0 où. la rencontre une conique G 

passant en O, M ci N les points où les tangentes à T en O 

rencontrent G. Le point O, le point de rencontre de MN avec 

DE et le troisième point C où AB rencontreX sont en ligne 

droite. 
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Énonçons maintenant la propriété corrélative, en sup-

posant qu'au point O corresponde la droite de l'infini, aux 

droites OM et ON les points cycliques. T devient une courbe 

de troisième classe ayant pour bitangente la droite de l'infini 

avec les points cycliques pour point de contact c'est-à-dire 

une H3 (hypocycloïde à trois rebroussements). G devient une 

parabole, MN le foyer de cette parabole, A, B, D, E, les 

quatre tangentes communes à T et à G, G la troisième tan-

gente issue à T du point de rencontre de A et B. Le point de 

rencontre de MN avec DE devient la droite qui joint le foyer 

de G au point de rencontre de D et E. Ces deux droites et la 

droite O doivent concourir, c'est-à-dire que les deux 

premières sont parallèles. On aboutit donc à ceci : 

Lorsqu'un quadrilatère est circonscrit à la fois à une 
parabole et à une H3, la troisième tangente à la H3 issue 
d'un sommet de ce quadrilatère et la droite qui joint le 
sommet opposé au foyer de la parabole sont parallèles. 

C'est la proposition 2337. 

Adoptons maintenant les notations de l'énoncé 2336. Soit F 

le foyer de la parabole. FP, d'après ce qu'on vient de voir, 

est parallèle à la troisième tangente issue de Q ; FQ est paral-

lèle à la troisième tangente issue de P. La proposition énoncée 

en résulte immédiatement. 

Les tangentes en P et Q et les deux autres couples de tan-

gentes analogues se coupent sur une droite A qui passe par 

les symétriques de F par rapport au milieu des diagonales 

du quadrilatère et qui est par conséquent parallèle à la droite 

qui joint ces milieux. Or cette dernière droite, lieu des centres 

des coniques inscrites dans le quadrilatère, contient le centre 

de la parabole, rejeté à l'infini dans la direction de son axe. 

A est donc parallèle à cet axe, ce qui démontre partiellement 

la proposition 2338. 

Pour achever la démonstration, il faut établir que A touche 

la H3. Or c'est là une propriété générale des courbes de troi-

sième classe. Établissons la propriété corrélative pour les 

courbes de troisième ordre. 

Soient A, B, C, D quatre points d'une courbe de troisième 

ordre V ; ( AB), (CD), . . . les troisièmes points où AB, CD, . 

rencontrent T; je dis que les trois droites (AB)(CD) , 

(AC)(BD), (AD) (BC) rencontrent F en un même point. 
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Supposons, po»r nous placer dans le cas le pins général, 

que T soit de genre un, et introduisons d«s arguments ellip-

tiques, tellement choisis que la somme des arguments de trois 

points en ligne droite soit nulle. 

Désignons les points et leurs arguments par les mêmes 

lettres. On aura 

( A B ) = — A - B , (CD) = - - C - D . 

Si P est le troisième point où (AB)(CD) rencontre r , on a 

P = — ( AB) — (CD) = A + B + C + -D. 

On voit, à cause de La symétrie de l'expression de P, que 

les droites (AC)(BD) et (AD)(BC) passent aussi par le 

point P, ce qui démontre la proposition. 

Si F est unicursale, on fera une démonstration semblable 

en introduisant le paramètre en fonction duquel s'expriment 

rationnellement les coordonnées d'un point de Y. 

2339. 

1917, p. 438. 

Si cinq droites a, p, y, 8, e touchent une hypocycloïde à 

trois rebroussements, les axes des cinq paraboles tan-

gentes respectivement à quatre de ces droites forment un 

pentagone qui a ses angles égaux à ceux du pentagone 

formé par les cinq droites. ( J . LEMAIRE . ) 

SOLUTION. 

P a r M . R . B . 

Je m'appuierai sur ce théorème de M. G. Humbert : L'orien-

tation du système des trois tangentes que Von peut mener 

d'un point quelconque à une hypocycloïde à trois rebrous-

sements (c'est-à-dire la somme des angles, définie à v près, 

que font ces trois tangentes avec un axe fixe ) est constante (*). 

( l) Voir le M é m o i r e de ¿M. J . LEMAIRE, Sur Vhypocycloïde à 
trois rebroussements (N. A. 1913, 54) 
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On peut choisir l'axe fixe de telle manière que cette orien-

tation soit nulle. 

Dans ce qui suit je désignerai par [X] l'orientation d'une 

droite X. 

Soient alors F a le foyer de la parabole P a , qui touche les 

quatre droites ¡3, y, 8, e, et X a son axe. La droite qui joint 

le point de rencontre (8e) des droites 8 et e au point F a et la 

droite X a sont, en vertu du théorème de Porcelet appliqué à la 

parabole, également inclinées sur les droites 8 et e. Gela revient 

à dire que les deux Systèmes de droites (8e) F a et X a , 8 et s 

ont même orientation : 

[(8«)F«l-H[XB j = [8] + [e]. 

D'autre part on sait (voir la question 2337) que (8e) F a 

est parallèle à la troisième tangente issue du point (py) à 

l'hypocycloïde. On a donc, en vertu du théorème de 

M. Humbert, 

[(8e)F a]-HP] + [ Y ] = o. 

On tire de ces deux, relations 

[X a j = tP] + [T] + [S] + [e], 

De cette relation et des relations analogues on tire 

[X.] + [a] = [Xp] + I ? ] = • • • = [Xe] + [«]• 

Les droites X a , Xp, . . . d'une part et les droites a, p, . . . 

de l'autre sont donc également inclinées, en sens contraires, 

sur une même droite, ce qui établit la proposition, 

2341. 

(1917, p. 438. ) 

Si quatre tangentes d'une hypocycloïde à trois rehaus-

sements forment un quadrilatère inscriptible dans un 

cercle, la troisième diagonale touche la courbe en un 

point M; démontrer que le foyer de la parabole tangente 

aux quatre droites est sur la troisième diagonale, et que 

cette diagonale et FM ont le même milieu. 

( J . LEMAIRE.) 
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SOLUTION. 

Par M. R. B. 

Soient ABGD un quadrilatère inscriptible, E le point de 

rencontre de AB et de CD, G le point de rencontre de AG et 

de BD. On reconnaît aisément, par des considérations 

d'angles, que les cercles AGE et DGG, par exemple se coupent 

en un point F de EG. F est le foyer de la parabole inscrite au 

quadrilatère. 

D'après la propriété qui fait l'objet ¡de la question 2337, la 

troisième tangente issue de E à l'hypocycloïde est parallèle à 

FG, et la troisième tangente issue de G est parallèle à FE. 

Ges deux tangentes se confondent donc avec EG. Leur point 

de rencontre doit être considéré comme le point de contact M, 

et la figure FGME formant un parallélogramme, la pro-

position est démontrée (pour abréger, on esquisse un raison-

nement que l'on rendrait rigoureux en considérant d'abord 

la parabole et l'hypocycloïde inscrite au quadrilatère qui 

dérive du quadrilatère considéré en faisant un peu tourner 

le côté ECD autour du point E, et en passant à la limite). 
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[A3aa] 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL 
DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ; 

PAR M . LÉON P O M E Y , 

Ingénieur des Manufactures de l'Etat. 

Toute équation algébrique entière f(z) — o de 

degré n a n racines. 

DÉMONSTRATION. — On sait qu'il existe, dans le 

plan de la variable complexe z = x H- iy, une circon-

férence ayant son centre à l'origine, de rayon fini mais 

assez grand pour que, à l'intérieur de cette circonfé-

rence ou sur elle, soit supérieur à un nombre 

positif choisi arbitrairement N. Quand z ne sort pas 

de ce cercle, |/(s)| étant une fonction continue de x 

<>t y dans ce domaine borné et complet admet un 

minimum m ( m < N ) et l'atteint effectivement en un 

point déterminé a (évidemment intérieur au cercle). 

Cela posé, le théorème étant vrai pour le degré i , il 

sera démontré d'une manière générale si, le supposant 

vrai pour le degré n — i , on prouve qu'il l'est encore 

pour le degré n. Et il suffit pour cela de démontrer 

que, dans cette hypothèse, le minimum de |/(s)|  e s t  

nécessairement nul : dans ce cas, en effet, y (s) s'annu-

lera pour z = a, et en divisant f(z) par z — a, on 

retombera sur une équation de degré n — i . 

Or supposons m ou |/ ' (a)|>o. Le quotient de 

4nu. de Mathémat4e série, t. X IX . (Septembre 1919.) 25 
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f(z)—f ( a ) par z — a étanl de degré n i a par 

hypothèse n — i zéros : . c t n _ D o n c 

f'(z) —f(à) = o possède n racines : a, a , , a2 , . 

Soient l'une quelconque d'entre elles et \ son 

ordre de multiplicité. On a 

f(ap) = / ( a ) et = |/(«)| - m. 

11 est évident a priori qu'on peut (par simple calcul 

d'identification) déterminer des coefficients 

o, et cn étant le coefficient de zu dans f( :? ) | de 

façon que 

( 1 ) / ( * ) =/(«#») ^ - + - • ¿'"(-S - «/,)"• 

Mettons en évidence les parties réelle et imaginaire 

des divers éléments de ( i ) en posant : 

f(z) = P •+• /Q , = a -4- £ p, / ( « „ ) = / ( a ) = P o - ^ t Q o . 

= Axh-ïBx... . , crt = An-4-ïB„, 

(c — = — a H-/(jk — 

= P>. •+• i Q x , — )n = P« ' Q « • 

P et Q sont deux polynomes de degré n en x et y \ 

(Px, Qx>- • (P*? Q// ) des polynomes homogènes 

de degré )»,..., n en x — a et r — ¡3; enfin Pe, Q()1 

Ax, B>0 . . . , Aw, R» des constantes. Dans ces condi-

tions, ( i) devient 

(a) P -H ¿Q = P0 -H iQ -f- (Ax -H /By,)(Px -h iQx) -h . . . 

-T- ( A « - r - 2 B n ) ( P „ - h l ' Q n )• ' 

Changeons / en — ? et multiplions membre à membre 

l égalité ainsi obtenue avec la précédente; il vient 

(3) p* .+. Q2 = pa ^ Q2 a(AxPo •+• BxQ0)Px 

+ AxQo — B) P0)Q) -4-.... 
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I l est visible que tous les ternies non écrits sont de 

degré plus grand que a par rapport à x — a et y — j3 ; 

d'autre part Ax P0 -f- Bx Q 0 et Ax Q 0 — B>. P0 ne sont 

pas nuls ensemble, puisque Af-f-B; , c'est-à-dire c\ 

est différent de zéro, ainsi que P,; -f-Q2 — |/(a)|2 ? 

il résulte de là que, dans le développement de 

P2 -h Q 2 — (P* + Q Î ) ou de ¡ / (s) ! 2 — m2 , les termes 

du degré minimum en x — a et y — ¡3 sont de degrè\ 

(voir Note I) . 

Faisons varier maintenant z au voisinage de a, mais 

de façon que ——£ conserve une valeur finie arbitraire /: 

(3) peut s'écrire alors 

( 4 ) 1 / ( 3 ) 1 « - " « » 

les constantes l>x, ..., D / t étant des polynomes en / 

r f i ^ o ) . On peut supposer en outre les modules 

de a et y — ¡3 suffisamment petits pour que |/(s)|2 

reste supérieur à m 2 , et pour qu'en même temps D> 

soit supérieur en module à la somme des termes qui le 

suivent à l'intérieur du crochet, au second membre 

de (4) ; le signe d̂ L second membre de ( 4) est alors 

celui de Dx ( y — [3)x; il doit rester invariable comme 

celui du premier membre, même si y — [3 change de 

signe ; il faut donc que A soit pair. 

Ainsi toute racine ap de f(z ) —/(«) = o est mul-

tiple d'ordre pair ( voir iNote I I ) . Mais cela est mani-

festement impossible dans le cas où n est impair. El 

dans le cas' de n pair, la théorie de la division permet 

d'écrire (en appelant A A 0 , 2 A 2 A h) les ordres de 

multiplicité des racines distinctes a, a p a h 

f ( z ) - f ( a ) = cn(.z — a)»Xo (z-a,,)*>/>... (z - ah)*><" ; 



( 324 ) 

le second membre est le carré d'un polynome g(z) de 

degré d'où 

(5) /<*) = * * ( * ) + / ( « ) _ 

= [*(-> h- * v7/(«)] [ /? (* )- î )//(<*) J ; 

/ ( s ) admettrait donc les — racines de chacun des deux 

facteurs ainsi mis en évidence, et le minimum de |,/(V)| 

serait nul, contrairement à l'hypothèse. 

Par'conséquent, de toutes façons, l'hypothèse faite 

conduit à une impossibilité. Donc il est bien nécessaire 

que m soit nul. c. Q. F. n 

Note / . — La présente démonstration du théorème 

de d'Alembert (dans laquelle il n'est pas fait usage de 

représentation trigonométrique des imaginaires) perfec-

tionne, en la simplifiant notablement, une autre analyse 

publiée dans cette Revue en mars 1916. Dans celte 

dernière, le résultat auquel on vient d'aboutir ci-dessus 

était obtenu, à la page io3, comme conséquence du 

fait que f(z) est une fonction synectique, et en uti-

lisant la formule de Taylor pour le développement ( 1 ) 

(alors qu'ici la forme même des n'est pas intervenue, 

mais seulement la possibilité, évidente a priori, d'effec-

tuer ce développement). C'est à M. Egart (de Dublin) 

qu^est due la remarque qu'on peut éviter les consi-

dérations sur les fonctions synectiques. 

Note. II — Tout ceci s'étend immédiatement à toute 

fonction analytique f{z). D'où ce théorème : Si le 

module d'une fonction analytique f(z) atteint en 

un point a un minimum \f(a) \ non nul,f(z) — f(a) 
€ t l / ^ ) ! 2 — l / ( a )| 2  o n t I e  m^ n i e ordre au point a, 

et par suite a est une racine multiple d 7ordre pair 

pourf(z)-f(a). 
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[KJ7a] 
SUR Le RAPPORT ANHARMONIQUE ; 

PAR M. AURIC. 

Dans ses remarquables Principes de Géométrie 

analytique, Darboux n'a pas hésité à consacrer un 

Chapitre entier (p. 33 à 5i ) à l'étude détaillée du rap-

port a «harmonique, voulant montrer par là l'impor-

tance du rôle que cette notion fondamentale était 

appelée à jouer en Mathématiques. 

Considérons, avec Darboux, le cas général où a, [3, 

y, 8 sont des quantités quelconques, réelles ou imagi-

naires, et posons 

On démontre aisément que, par la permutation des 

éléments, R peut prendre 24 valeurs, égales entre elles 

par groupes de quatre : si \ est la valeur commune à 

un groupe, les autres valeurs de R sont : 

On voit également que R est bien déterminé, sauf 

dans l'hypothèse où trois éléments coïncident. 

Les six valeurs de R se réduisent à un nombre 

moindre dans les cas suivants : 

i° Deux éléments coïncident, ce qui donne pour 

les valeurs de R 
O, 1, 00 ; 

20 Les éléments forment une relation harmonique, 
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auquel cas les valeurs sont 

— i , - et 2 ; 
i 

3° Les éléments forment une relation équianhar-

monique, ce qui donne les valeurs 

— 6, —02; 

9, 82 étant les racines cubiques imaginaires de l'unité 

positive. 

Représentons, comme d'habitude, les éléments 

a, ¡3,y,S parles vecteursOÀ, OB, OC, O D ; il est clair 

qu'on aura 

Q «SV OA CB 

d'où, en faisant ressortir le module et l'argument par 

la considération des côtés et des angles, 

G A . D B 

D A . C B 
E
L(CAD—CBL)J 

Examinons d'abord le cas où les éléments forment 

une relation harmonique : les valeurs de R étant 

i 

il en résulte immédiatement que les angles CAD, CBD 

sont égaux ou supplémentaires ; en d'autres termes, le 

quadrilatère ABCD est inscriptible. 

Admettons que QAD et CBD soient supplémen-
taires; on aura 

G A . D B 

D A . C B 
= 

ce qui signifie que les produits des cotés opposés 

sont égaux ; d'où il résulte du théorème de Ptolémée 
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que le quadrilatère est harmonique avec 

CX.DB = DA.CB = - AB .CD. 
•x 

On vérifie facilement que l'on a, dans cette hypo-

thèse, 

R(a, 8) = - «, R( , f T, 2, R(a y, 8, ~ 

Si A, B, C sont donnés, on voit que D peut avoir 

trois positions qui sont les intersections de chacune 

des trois symédianes de ABC avec le cercle circonscrit 

à ce triangle. 

I l est remarquable que le nom de quadrilatère 

harmonique ait été précisément employé pour dési-

gner le cas où les éléments qu'il représente forment 

une relation harmonique. 

Considérons le cas où les éléments forment une 

relation équianharmonique ; les valeurs correspon-

dantes de»R 
— 0 , — 6« 

ont pour module l'unité et pour arguments =±= ~ ; il en 

résulte qu'on aura 

C\ .DB = AB.DC = BC.D V. 

Dans le triangle ABC les distances de D aux som-

mets sont inversement proportionnelles aux côtés 

opposés : c'est la définition des deux centres isodyna-

miques, lesquels sont, comme on sait, inverses l'un de 

l'autre par rapport au cercle circonscrit à ABC. 

On obtient également la relation 

ADB — AGI3 = ± £ 
6 

qui se ramène à la propriété bien connue : le triangle 

podaire de D par rapport à ABC est equilateral. 



( 328 ) 

Lorsque A, B ,C sont donnés, il y a deux solutions 

pour D et Ton devrait appeler quadrilatères èqui-

anharmoniques les figures ainsi obtenues; si ABC 

devient un triangle équilatéral, D coïncide avec le 

centre de gravité, l'autre solution étant rejetée à l'in-

fini. 

On connaît la relation vectorielle qui a lieu pour 

quatre points quelconques du plan 

ÂB. DC -h BCT. DA -f- CA. 13b = o. 

Si ces quatre points forment un quadrilatère équi-

anharmonique, on a en outre la relation vectorielle 

L = AB!DCh- BC J .DAV CÂ?DB 2= O 

Appelons, avec Darboux, 

4 à x*6 c x*-t- 4 b'x a' = o 

l'équation qui a pour racines a, (5, y, 3. 

Posons également 

M = Ô Â B . Î ^ . Ô S . D Â . D B . D C , 

N = [CÂ.DB -4- D A C B ] [ B Â . D C -+- CA.DB] 

X [DÂ.CB-h BÂ.BC]. 

L'identité de Cauchy-Cayley devient 

et l'on a, à un facteur près, 

L — a a'— 3 c*, 

N = aca' -\-%bcb' — ab' 1 — a' b 1 — c3, 

M 
représente le discriminant de l'équation et les 

relations L = o, N = o, 
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ainsi qu'on l'a vu précédemment, correspondent aux 

cas où les racines forment entre elles une relation 

équianharmonique ou harmonique. 

[ M ^ j ] [MJ8b] 
SUR LES COURRES A AXE ORTIIOPTIQUE ET LES GOURRES 

DE DIRECTION ; 

PAR M . M . D ' O C A G N E . 

1. La transformée par tangentes orthogonales d'une 

courbe C par rapport à une droite D est l'enveloppé C' 

des perpendiculaires élevées aux tangentes de cette 

courbe C par leurs points de rencontre avec la droite D . 

Une telle transformation (déjà étudiée dans notre 

Ouvrage : Coordonnées parallèles et axiales, p. 88) 

est évidemment réciproque. 

Si la courbe C coïncide avec C, la droite D cons-

titue pour cette courbe un axe orthoptique. 

Imaginons que nous prenions les bissectrices des 

angles que fait avec la droite D une tangente variable 

à une courbe quelconque T. Elles admettent, en géné-

ral, une enveloppe unique C, pour laquelle, par con-

séquent, la droite D constitue un axe orthoptiqne. De 

là le moyen d'engendrer, de la manière la plus géné-

rale, des courbes pourvues d'un tel axe. Mais il peut 

se faire que l'enveloppe se décompose en deux courbes 

analytiquement distinctes correspondant chacune k 

une des deux bissectrices. Cette circonstance se pro-

duit lorsque la courbe T est de direction. 

Inversement, si l'on considère deux courbes dis-
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tinctes C et C , transformées l'une de l'autre par tan-

gentes orthogonales, par rapport à une droite D, on 

voit que la droite symétrique de la droite D, à la fois 

par rapport a l'une et à l'autre des deux tangentes 

orthogonales, a pour enveloppe une courbe de direc-

tion; de là, un procédé entièrement général de géné-

ration des courbes de cette espèce. 

Afin de simplifier le langage dans la suite de cette 

Note, nous exprimerons la relation ci-dessus définie 

entre les courbes C, ou C', et F en disant que C, 

ou C', est bissectante de F, et, inversement, que Y est 

antibissectante de C,ou C7, par rapport à la droite D. 

Dans ces conditions, on peut résumer ce qui pré-

cède en disant que, si la courbe Y n'est pas cle direc-

tion, sa bissectante C par rapport à une droite D 

quelconque, admet cette droite pour axe orthop-

tique. 

Inversement, si la courbe G n admet pas la droite D 

pour axe orthoptique, son antibissectcuite Y par rap-

port à D est une courbe de direction . 

2. Pour l'étude analytique des problèmes que sou-

lève une telle transformation, le système de coordon-

nées qui s'offre le plus naturellement à l'esprit est 

celui des coordonnées axiales, avec la droite D prise 

pour axe. Rappelons en quoi il consiste : O étant une 

origine marquée sur cette droite prise pour axe si 

une droite TM, coupant Ox en T, fait avec cet axe 

l'angle et si O X = ^ (ce segment étant pris avec son 

signe), les coordonnées axiales de la droite TM sont 

À et il. 

On peut également user du système, se ramenant 

immédiatement au précédent, qui est constitué par A 

et JJL = tangô. 
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Nous avons donné dans les Nouvelles Annales 

(1884, p. 545, et 1901, p. 4^3) les formules fonda-

mentales qui permettent l'étude directe des courbes 

planes au'moyen de l'un ou de l'autre de ces deux 

systèmes. 

En particulier, la détermination de la normale et du 

centre de courbure de la courbe, enveloppe de TM, 

définie par une équation donnée en X et 0, résulte des 

formules suivantes (loe. cit., 1884? P- 55o et 551) : 

Si la perpendiculaire élevée en T à O x coupe la 

normale en M au point I, on a 

T1 « 

(TI étant, bien entendu, compté positivement dans le 

sens obtenu en faisant tourner d'un angle droit, dans 

le sens direct, le sens positif de O x ) , puis, si l'on 

appelle C le centre de courbure répondant au point M, 

. ' <2dl d zl . 
M C = ¿9 COs9 + rfflisln9' 

formule dont E. Gesaro a donné cette interprétation 

géométrique (Nouvelles Annales, 1885, p. 260) : que 

l'on prenne sur T1 le point l{ tel que I I , = T I = 

et, sur la parallèle à O ^ menée par I, le point I2 tel 

-que IIo = — alors le quadrilatère IjIioC est 

inscrit dans un cercle, savoir celui qui a I j ï2 pour 

diamètre. 

De là, une facile construction pour le centre de 

courbure C d'une courbe définie en À et 6; de là aussi 

un mode de liaison immédiat entre les normales et les 

centres de courbure de deux courbes transformées 

axiales l'une de l'autre, c'est-à-dire telles que leurs 

tangentes se coupant en un point T de Ox (c'est-à-dire 
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ayant même X) fassent avec cet axe des angles 9 et 9' 

liés par une relation telle que 

F ( Ô , Ô ' ) = O . 

En effet, cette relation permet de déduire 

et de ̂  et ~ ? et, par suite, les points F, I't etl'2 des 

points I , I , et I2 . Or, ces derniers s'obtiennent bien 

facilement, lorsque l'on connaît le point M et le centre 

de courbure C, si l'on remarque que le point 1 est à la 

rencontre de M C et de la perpendiculaire e n T à O a ; , 

que le point I , est le symétrique de T par rapport à I , 

enfin que le point ï2 est à la rencontre du cercle cir-

conscrit au triangle I I ,G et de la parallèle à O x menée 

par 1. Ayant, comme il vient d'être dit, déduit des 

points ainsi construits les points F, I'5, on n'a plus 

qu'à abaisser du point T la perpendiculaire sur la tan-

gente à la seconde courbe pour avoir la normale FM' à 

cette courbe, puis à prendre l'intersection de cette 

normale avec le cercle de diamètre I^F, (qui la coupe 

une première fois en F) pour avoir le centre de cour-

bure C' correspondant. 

Si la courbe (M') est la bissectante de la courbe (M) 

par rapport à Oxy la relation entre 9 et 9' s'écrit 

0 = 20'. 

Par suite, dans ce cas, 

dl __ dX d*l _ , cftX 
dô' ~  2 d6 ' d0'* ~  4 dO* 9  

et l'on a 

1'!', = T r = a T I , IT, = 4 H>, 

ce qui rend très simple la construction sus-indiquée. 

3. Prenons un exemple d'application des coordon-

nées X, 9. 
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Remarquons d'abord que si, sur OT , on construit 

un triangle isoscèle O S T , et si le point S décrit la 

courbe qui, rapportée au pôle O et à l'axe Ox, a pour 

équation 
p =/(o>), 

la droite ST a pour enveloppe la courbe dont l'équa-

tion oxiale est, avec le même pôle et le même axe, 

X = — 0 ) c o s 0 . 

Si la courbe (S) est le cercle de centre O et de 

rayon T, l'enveloppe de ST est l'bypocycloïde à 

quatre rebroussements 3€4, d'axes O x et O y , dont les 

points de rebroussement situés sur ces axes sont à la 

la distance i r de O . Or, l'équation du cercle étant 

p = 
celle de la est 

\ = — »rcos 0. 

Lorsqu'on transporte le pôle au point de rebrousse-

ment situé sur la partie positive de O x , cette équation 

devient 

6 
( i ) A = — .>. /-(i -+- cosO) = — \ rcos-—* 

Si la courbe (S) est un cercle de rayon r tangent 

en O à O y, par suite d'équation 

p = 2rcosw, 

l'enveloppe de ST est l'hypocycloïde à trois rebrousse-

ments ayant un sommet en O où elle est tangente 

à (Jy et le point de rebroussement opposé sur Ox, 

avec l'abscisse —/\r. Et, d'après ce qui précède, on 

voit que l'équation axiale de cette courbe est 

(2) X = — 4rcos26. 
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La comparaison des équations ( i ) et (a) montre que 

la 3C3 est bissectante de la 3t.t par rapport à O x . Et 

comme le même résultat s'appliquerait à l'autre point 

de rebroussement de la Ĉ* situé sur 0 # , on voit que 

la bissectante d'une 3tk par rapport à un de ses axes 

de rebroussement se compose de deux 3t* ayant res-

jmeÂivement un rebroussement confondu avec Vun 

de ceux dfreeêim situés sur Ox, le sommet opposé 

de cette 3t.i étant PêmÈtot, rebroussement de la 3t.\ 

situé sur le même axe. 

C'est le théorème que nous avons comme 

question dans les Nouvelles Annales sous 

(1915, p. 531) et dont M. J. Lemaire a donné iri*r 

démonstration purement géométrique (1918, p. 23o). 

Le fait que la bissectante de la 3t* se décompose 

ainsi en deux 3t3 distinctes montre, ainsi qu'il est 

d'ailleurs bien connu, que la 3C* est une courbe de 

direction. 

4. Comme exemple d'application des coordonnées 

et JJL, déterminons une courbe à axe orthoptique en 

prenant la bissectante d'une courbe non de direction. 

Soit, par exemple, la parabole d'axe O y et de para-

mètre p , tangente de O à 0.x\ dont, par suite, le 

foyer F, situé sur O r , a pour ordonnée O F = 

Le lieu des projections orthogonales de ce foyer sur 

les tangentes de la parabole n'étant autre que O x , il 

en résulte que l'équation en X et ¡J. de la parabole est 

X = * 
2 

Or, puisque, pour la bissectante, on a 

0 = 2 6 ' , 



il en résulte que 

Donc, en supprimant l'accent, on aura pour l'équa-

tion de la bissectante 

qui peut s'écrire 

X jjl5 -t— /> ¡JL — X = o. 

Or, d'après ce qui a été établi dans la théorie géné-

rale des coordonnées X, ¡JL (Nouvelles Annales, 1901, 

p. 4 3 4 ) ? l 'ON multiplie cette équation par ¡JL « de 

façon que chaque terme en ¡JL soit d'un degré au moins 

égal k celui du polynôme en A qui le multiplie », ce 

qui donne 
X [JL3 - h p {JL2 — X JJL = o , 

on voit que cette équation, alors du troisième degré 

en ¡JL, définit une courbe de la troisième classe, tan-

gente à Ox, puisque ¡JL s'y met en facteur (d'ailleurs 

évidemment en O , en raison de la symétrie), et dou-

blement tangente à la droite de l'infini, puisque k 

n'y entre qu'au premier degré, la» courbe étant de la 

troisième classe. 

lin outre, d'après les formules ( i 5 ) du Mémoire 

cité (p. 4«>7), la courbe est définie en coordonnées 

ponctuelles par les équations 

>.n\x p ut2 ( 1 -h ) 
x — -—- » y = — : » 

( 1 J (1 -jji2)2 

qui montre que cette courbe est unicursale. 

La substitution de ces valeurs dans une équation 

linéaire en x et y donnant une équation du quatrième 

degré en ¡JL, on voit enfin que la courbe est du qua-

trième ordre. 

( 335 ) 
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Ceci montre que, pour cette courbe de genre zéro, 

les nombres de Plûcker sont 

m = 4 , 0 = 0 , •/. = 3 , 

ri = 3 , t — 1, » = o . 

Elle appartient à la dixième espèce des quarliques, 

d'après la nomenclature donnée par Salmon (courbes 

planes; traduction Chemin, p. 3oa). 

Pour avoir l'équation cartésienne de cette courbe, 

l'élimination de JJL entré les deux expressions ci-dessus 

de x et y, qui porterait sur des équations du qua-

trième degré en JJL, serait assez compliquée. On peut 

ramener le problème à une forme plus simple en 

opérant comme suit : 

La tangente de coordonnées A, UL a pour équation 

cartésienne 
y = ( x — A ) 

ou, en remplaçant A par la valeur correspondante à la 

quartique étudiée, 

qu'on peut écrire 

a^» -+- (p —y) — x\x^-y = o. 

11 suffit, pour avoir l'enveloppe de cette droite, 

d'éliminer JJL entre cette équation et sa dérivée prise 

par rapport à JJL, oit 

3 x fi.2 -h 1 {p — y ) ;JL — x = 0 . 

L'élimination de ULs entre cette dernière multipliée 

par ¡JL et la précédente donne immédiatement 

Entre les deux dernières équations écrites, toutes 
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deux du second degré en ¡JL, l'élimination de ce para-

mètre, opérée par la formule classique, donne 

( P -+- 8 y ) [ 2 ( P - y )2 6 .r« ] [ 2 .r * -f- C>y ( p - y ) ] 

qui peut encore s'écrire 

— ( 8 y~ —f~ 20 p y — p*)-** -+- 4y(y — />)3 ='o. 

Léquation étant mise sous cette forme, on voit 

immédiatement que pour x = o, on a la racine triple 

y z=z p, ce qui donne un point de rebroussement con-

fondu avec le centre de courbure répondant au sommet 

de la parabole antibissectante. 

D'ailleurs, à l'origine, on a, pour la courbe elle-

même, y = o (tangente confondue avec Ox comme 

on l'a déjà vu) e t y " = donc un rayon de courbure 

égal à c'est-à-dire double de celui de la parabole 

au même poinl. 

On voit aussi que les asymptotes, dont les direc-

tions sont celles des bissectrices des angles des axes 

coordonnés, sont tout entières rejetées à l'infini; la 

courbe est donc parabolique. 

5. Nous ferons encore la remarque suivante : ainsi 

que nous l'avons établi précédemment (Nouvelles 

Annales, 1901, p. 446), deux coniques ne peuvent 

être transformées par tangentes orthogonales l'une de 

l'autre relativement à une droite D , que si ce sont des 

paraboles de même foyer ayant leurs axes confondus 

ou rectangulaires; dans le premier cas, la droite D est 

leur corde commune; dans le second, elle est leur 

tangente commune. Si donc on prend l'antibissec-

tante commune de l'un ou de l'autre de ces couples de 

paraboles, par rapport à la droite D , on trouve une 

courbe de direction. 

Ann. de Mathémat4e série, t. XIX. (Septembre 1919.) 26 
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Dans Je premier cas, prenant la droite D pour 

axe Ox et Taxe commun des paraboles pour axé Oy, 

on arrive facilement à voir, par la méthode qui vient 

d'être indiquée, que V antibissectante est le cercle 

ayant pour centre le foyer commun des paraboles, 

et pour extrémités du diamètre dirigé suivant O y, 

les symétriques de O par rapport aux sommets des 

deux paraboles. 

On pourra, à titre d'exercice, rechercher quelle est 

l'antibissecfante dans le second cas (4 ). 

[ L ' 4 a ] 
REMARQUES GÉOMÉTRIQUES SUR UNE QUESTION 

DE CONCOURS A l/ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 9 1 » ; 

PAR M . PHILBERT DU P L E S S I S . 

11 s'agit d'étudier les systèmes des cercles ayant pour 

diamètres les segments des tangentes à «ne ellipse com-

pris entre les tangentes à cette ellipse en ses sommets 

opposés. 

Etablissons d'abord un lemme. Supposons qu^une 

tangente variable à une conique rencontre en T et T 

deux tangentes fixes a cette conique. Joignons les points 

T et T' à un point fixe F du plan de la conique. Les 

rayons FT et FT' engendrent évidemment deux fais-

ceaux homographiques dont les rayons doubles sont 

les tangentes menées de F à la conique. Donc le rap-

port anharmoniqiie déterminé par FT et FT' avec ces 

(*) Ce problème fait l'objet de la question n° (24t4) (.N. A, 1919, 
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deux tangentes est constant. Par suite, si F est un 

foyer de la conique, les deux tangentes menées dé ce 

point à la conique étant alors les droites isotrope, 

(angle TFT' est constant, par application de la 

célèbre formule de Laguerre. 

Je dis que si les tangentes fixes que parcourent T 

et T 'sont les tangentes aux sommets A et A! du 

grand axe de Vellipse, cet angle est droit. En effet, 

considérons fa position particulière ÏVF^ de la tan-

gente variable parallèle à AA'. Si le foyer F se pFojetlc 

en II sur T0T'0, on a 

IITo — FA = a — c, HT0 = F V = a -t- c, FH = b, 

et, par suite, 

T T Ï - H T V H T 0 , 

ce qui prouve bien que l'angle T0FT^ est droit. 

Il résulte de là que le cercle décrit sur TT' comme 

diamètre passe par le foyer F, et, par conséquent, 

aussi par le foyer F de l'ellipse. 

Ainsi, tous les cercles ayant pour diamètres lés 

segments des tangentes ¿1 ellipse, compris entre les 

tangentes aux sommets du grand axe, passent par-

les foyers réels de cette ellipse. 

Le principe de continuité permet d'énoncer égale-

ment que les cercles ayant pour diamètres les seg-

ments des tangentes compris entre les tangentes aux 

sommets du petit axe passent par les foyers imagi-

naires situés sur ce petit axe. Autrement dit, ils son t 

tous orthogonaux au cercle décrit sur la distance 

des foyers réels pour diamètre. 

I l suffit de projeter la figure formée par un cercle, 

un de ses diamètres, une tangente parallèle â ce 

diamètre et deux tangentes parallèles quelconques 
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pour voir que le produit des segments déterminés 

sur une tangente à une ellipse, à partir de son point 

de contact, par deux tangentes parallèles quel-

conques à cette ellipse, est égal au carré du demi-

diamètre de Vellipse, parallèle ci la première 

tangente. 

Si donc la tangente en M à Fellipse coupe les 

tangentes aux extrémités du grand axe en T et T\ et 

les tangentes aux extrémités du petit axe en U et LT, 

on a, à la fois, en représentant par a1 le demi-

diamètre de Fellipse parallèle à cette tangente, 

M T . M T ' = MU .MU' = a'2. 

Le point M appartient donc à l'axe radical des cercles 

de diamètre TT' et IJU', et comme, d'autre part, cet 

axe radical est perpendiculaire à la ligne TT ; des 

centres, il se confond avec là perpendiculaire élevée 

en M à TT', c'est-à-dire avec la normale en M à 

V ellipse. 

Mais on voit qu'il y a plus, la relation ci-dessus 

ayant lieu pour les segments déterminés sur la 

tangente en M par deux tangentes parallèles quel-

conques à l'ellipse, on peut dire que la normale 

en M est l'axe radical commun de tous les cercles 

ayant pour diamètres les segments de la tangente 

en M limités à deux tangentes parallèles quel-

conques à l'ellipse. 

Les points D et D' de cet axe radical par lesquels 

passent tous ces cercles sont donc tels que 

MD » MD' = a' . 

. Or, on sait que, si, sur la normale en M, on 

porte, de part et d'autre de M, des longueurs MD 

et MD' égales au demi-diamètre conjugué de OM 
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(O étant le centre de l'ellipse), les points D ^ J j y sont 

respectivement ci la rencontre des cercles de centre 

O et de rayons a -h b et a — b avec les demi-droites 

joignant le point O aux points de rencontre de la 

perpendiculaire à Caxe A A' menée par M et du 

cercle décrit sur A A' comme diamètre ( 4 ). 

Le lieu du point P visé par la troisième partie de 

l'énoncé peut donc être ainsi défini : Les cercles de 

centre O et de rayons a-\-beta — b étant coupés en 

D et en D' par deux demi-droites symétriques pat 

rapport ci O A , trouver le lieu du point P divisant 

DD' dans un rapport constant. 

Pour trouver ce lieu, considérons les points etD't 

où les droites O D et OD ' coupent encore les cercles 

considérés, tels, par conséquent, que les cordes T)t D'et 

DD'j soient perpendiculaires à OA , et menons par Pla 

parallèle P1 P^ à ces cordes. 

P4 divisant DD4 dans le rapport constant suivant 

lequel P divise DD' , le point l\ décrit un cercle (P4 ) de 

(1 ) Ori trouvera notamment une démonstration géométrique de 

ce théorème dans la Remarque finale du n° 126 du Cours de Géo-
métrie pure et appliquée de VÉcole Polytechnique, de M. d^cagne 
(t. I, p. 268). 
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centre O . D'autre part, les points D et D ' divisant OP , 

etOP^ dans des rapports constants, la transversale D B 

au triangle OP f P', divise le coté P, P, dans un rapport 

constant. Donc, si l'on prend le milieu Q de P< P'^ le 

point P divise l'ordonnée QP4 du cercle (P<) dans un 

rapport constant; il décrit donc une ellipse dont un 

axe est dirigé suivant OA. 

AGRÉGATION DE L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES 
FILLES : CONCOURS DE 1919. - PROBLÈME BE GÉOMÉTRIE 
ET DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

ÉNONCÉ. 

On donne une conique C et un point P dans son 

plan : 

i° On demande de déterminer un point Q et deux 

droites D et. D passan t par P telles que, M étant un 

point quelconque de la conique,si Von désigne par c 

la distance QM ? par 3 et o' les distances respectives 

du point M à chacune des droites D et D , le rap-

port soit égal à une constante. Déterminer La 

valeur de cette constante et discuter les conditions 

de possibilité du problèm e ; 

2° Lieu du point P quand les droites D et D' font 

entre elles un angle de grandeur constante; 

3° Enveloppe des droites D et D' quand le point Q 

décrit Taxe focal de la conique. 



( 343 ) 

SOLUTION PAR MLLE E . P O M M I E R . 

I . — TRADUCTION ANALYTIQUE DE L'ÉNONCÉ. 

Prendre un système d'axes de coordonnées rectan-

gulaires : Soit/(^c, y) ==. o l'équation de la conique ; 

soient a et ¡5 les coordonnées du point P, a' et ¡3' 

celles du point Q . Les équations des droites D et D'qui 

passent parP peuvent se mettre sous la forme 

D == y — ¡B — m ( x — a) = o, 

y — fi — p (x — a) = o. 

L'équation de la conique doit pouvoir s'écrire 

(x — — P')2 — àDD'= o, 

h désignant une constante. 

On a donc, en désignant par A un facteur de pro-

portionnalité, 

f(*>y) - M<* - *') 2+(y ~ P')*-**®'] 

ou encore 

C i ) f(x, y)+ (y 

JJL désignant le produit XA. 

Cette identité "(i) signifie que parmi les coniques 

passant par les points d'intersection de la conique 

f(x, y) = o avec les deux droites D — o et D' = o, on 

trouve un cercle de rayon nul de centre Q ; ou encore 

un système de deux droites imaginaires conjuguées, 

de coefficients angulaires =b se coupant en Q . 

I I . — SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 

Faisons une figure avec des éléments réels. 

Soient {fig. \) P D et PD ' deux sécantes coupant la 

coiiiqSiie respectivement«n MN et en M'N\ p 
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Par les quatre points M, M', N, N' passent trois 

couples de droites, à savoir : 

Les droites D et D'. 

Puis MN ; et M'N qui se coupent eti Q . 

Puis MM' et NN' qui se coupent en R . 

Fig. i. 

Le triangle P Q R est conjugué par rapport à la 

conique [propriété du quadrilatère complet]. Les 

côtés Q P et Q R sont conjugués par rapport aux deux 

droites M Q N ' et NQM ' . Les côtés P Q et P R sont 

conjugués par rapport aux droites D et D'. 

Prenons maintenant le cas de l'énoncé actuel. 

Si P D et PD' (f ig. 2) sont les deux droites que l'on 

Fig. 2. 

demande de déterminer, elles ne peuvent pas couper 

la conique en des points réels. Les points M , M', 
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N,N'sont imaginaires. Les droites MN' et M'N forment 

un cercle de rayon nul et de centre Q . 

Les droites Q P et Q R , étant conjuguées par rapport 

à un cercle de centre Q , sont rectangulaires. Donc, 

P étant donné, pour avoir Q , on prend la polaire de P 

par rapporta la conique, et l'on abaisse PQ , perpendi-

culaire sur cette polaire. Le point R est alors le point 

de rencontre de la polaire du point Q avec la polaire 

du point P. Déterminons maintenant les droites D 

et D'. 

La conique MN' , M'N étant du genre cercle, toutes 

les coniques qui passent par les points M,M r , N,N' 

ont leurs axes parallèles, donc parallèles à ceux de la 

conique donnée f(x, y) = o. Par suite, les droites MN 

et M'N ou D et D' sont également inclinées sur les 

directions des axes de la conique donnée. 

Si donc on mène par P, les parallèles PA et PB 

aux axes de la conique, les droites D et D' sont 

conjuguées harmoniques à la fois par rapport à 

l'angle A PB et par rapport k l'angle Q P R . On est 

donc ramené k trouver les droites conjuguées harmo-

niques à la fois par rapport a deux angles donnés de 

mêmes sommets. Problème connu; par le sommet P 

eommun aux deux angles, faisons passer un cercle qui 

coupe les côtés du premier en ab, et ceux du second 

en a'b'. Les droites ab et a'b ! se coupent en G. Par G 

menons les tangentes au cercle. Les droites D et D' 

qui joignent le sommet P des angles aux points de con-

tact des tangentes sont conjuguées k la fois par rap-

port aux deux angles donnés de sommet P. 

Ces droites D et D7 sont également inclinées sur les 

directions des axes PA et PB. 

Exemple. — Prenons le point P sur une direc-
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trice (fi g. 3). Sa polaire passe alors pa t le foyer F 

correspondant, et le point Q se confond avec ce foyer F. 

Fig. 3. 

Le point R est alors sur la directrice, et la droite PB 

se confond avec la droite PR. 

Les deux angles À PB et Q PR ont alors un côté 

commun, les deux droites D et D ; sont confondues 

avec ce côté commun PRB . 

FLF. — SOLUTION ANALYTIQUE. 

Nous envisagerons successivement le cas de l'ellipse 

( ou de l'hyperbole) et celui de la parabole. 

a, Cas de l'ellipse. — Nous allons prendre comme 

axes de coordonnées les axes de la conique qui a alors 

pour équation 
.r2 r2 

- R H- TT ~ I = o. a* o* 

Pour les équations des droites D et D', on a alors 

m = — p . , 

Identifions cette équation de l'ellipse avec celle de 

la conique écrite sous la forme 
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ou, pour plus de symétrie, eu posant 

h = (x, 

—a)*— ^ - 3 ) 5 = 0 . , 

On a pour déterminer les inconnues A, p., fcf, jï' les 

quatre équations 

(,) ( — = î*) = a'«— ô'2, 

(•2) ( a ' = Aa, 

Ces équations donnent 

a*(i — l)== ¿>2(I — IJL) = XA«(I — > 0 + — A). 

En divisant para 2 ( i — X), il vient 

— — — [JL) 

1 ~~ «2 a 2 ( i — X) ' 

don c 

i — az 

7 = T ~ W 

— iiË! 
a* H*' 

(%') a-(\ — A) == Z>2(I — ;JL.). 

Ces deux équations déterminent X et ¡A, les deux 

autres (2) donnent alors vJ et ¡3' qui sont toujours 

réels. 

Vérification de la solution géométrique. — La 

polaire du point a¡3 par rapport à la conique est 

a x 8 y 
h ~ 1 = 0. 

a2 ^ ¿2 

Le point d^ coordonnées a'¡3' est sur cette polaire 

a"- b* 
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Or, d'après la relation (2), ceci donne 

ce qui est précisément l'équation (1'). Donc le point Q 

est sur la polaire de P. 

La droite P Q a pour coefficient angulaire 

ft'— ft _ ft 1 — __ ft a 2 

a ' — a a i — X a ¿>2 

Cette droite est perpendiculaire à la polaire du 

point P, laquelle a pour coefficient angulaire — 

Le point Q est bien sur la polaire de P et sur la per-

pendiculaire à cette polaire menée par le point P. 

Réalité des droites D et D7. — Pour cela, i l faut et 

il suffit que m2 soit positif, c'est-à-dire que l'on ait 

Xjx < o. 

Alors les deux droites sont 

Elles sont confondues si l'on a 

Xfj. = o. 

Or les équations (V) et (2') donnent 

A est toujours positif. On a alors [A^O, soit 
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Le point P ne doit pas être compris entre les deux 

directrices de la conique. 

Si P est sur une des directrices ¡JL==O, l'équation 

des deux droites se réduit k \(x — a)2 = o. Elles sont 

confondues, parallèles a Oy, et passent par le point 

d'abscisse a, donc par P qui est sur la directrice. 

Lieu de P quand D et D'font entre elles un angle 

constant. — On a alors, 

m = const. 

et, par suite, 

— = — m* — const. 
P-

Soit 
X = — M 2 [JL 

ou 

+ g ] = _ m i ( I _ c î g ) a î ) 

c2 S2 a2 

c- m2 -—--ha2 m2 ¿>2 = o, 
b l a' L  

conique du genre hyperbole ayant même centre et 

mêmes axes que l'ellipse donnée. 

Cas particuliers : 

i° m — o, A = o, c2P2 — o, |32 = — 

P est sur les directrices imaginaires de la conique. 

2° m infini 
a4 

;jt = o, a 4 = c 2 a 2 , a2 = —- ; 7 c-

P est sur les directrices de la conique. 

Enveloppe des droites D et D' quand le point Q 

décrit Caxe focal de la conique. — Dans ce cas ¡3' = o, 

S o i t p [JL = O . 

Si [JL ± o, D et D'restent parallèles à l'axe OJK. 
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Si b = o, on a 

A s= — - , ¡j. s= 
0L-

1 a* b* a 2  

m2 = — 
(j. a2 (a4—c2a2) 

a2 

c1 a2—a* 

L'équation des deux droites devient alors 

<*2£2 / 

soit, après avoir chassé dénominateur, en ordonnant 

par rapport aux puissances ^croissantes de a, 

a 2[r 2c 2 — a2/>2] l a x a ï l A — a^y*— o, 

équation de l'ensemble des deux droites dans laquelle 

le paramètre x figure au second degré. On obtient 

l'enveloppe des droites en écrivant que cette équation 

admet une racine double par rapport à l'inconnue a. 

Ou a donc 

x i a ^ l A - r - l y * ^ — a 2 6 2 ] — x^a^-b* ] = o. 

Soit, quand on a divisé par a 2 , après réduction des 

termes semblables, 

y* |"y'2 «2 c2 — a?» 62 c2 — a^ 62 ] = o. 

l/enveloppe des droites se décompose; elle com-

prend d'une part l'hyperbole 

zl _ f ! __ a 2 — 
rt2 c2 

et, d'autre part, deux fois la droite 

y = o, 
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c'est-à-dire que les droites sont tangentes à cette hyper-

bole, ou restent parallèles à l'axe x [x. 

¡3. Cas de la parabole. — Nous allons rapporter 

la conique à son axe et à sa tangente an sommet. Elle 

a alors pour équation 

y-— ipx = o. 

Les droites D et D' sont encore également inclinées 

sur les axes, et l'on a 

m = — p. 

L'équation de la conique étant, d'autre part, écrite 

sous la forme 

(x — S ' ) 2 — l ( x — a ) 2 — ?JI( y— ¡ 3 ) 2 = o . 

L'identification des deux équations nous permet de 

déterminer les inconnues a', ¡3', A, jx. On a 

a'— A a 
( 1 ) I — ;jl = , 

p 

(2) î — X = o , = Pjx, X a 2 - f - ' ¿ p 2 — a ' 2 — 

on en tire 

soit 

a — a 
A = r, i — a = , 

P 
a- — a'2 H- aP2(i — a) = o, 

a ' a 
a2 — a'2 -f- ¡¿¡32 = o, 

(a 

Nous supposerons a' ̂  a, sans quoi on aurait JJL = i 

et par suite ¡3'=: ¡3. P et Q sont confondus et P est sur 

la conique. Il vient donc 
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Soit encore 

I¿P* 
— a = a , /?{x-+ 

Ces deux équations déterminent a! et ;JL. On en lire 

* P 

D'autre part, 

P' ^H-P« 

Vérification de la solution géométrique. — La 

polaire du point aj3 par rapport à la conique a pour 

équation 

— px — py. — o. 

Le point de coordonnées a'¡3' est sur cette polaire 

P'P — p*' — p* = o, ce qui donne 
jjip2 — />[a'-f- a] — o, 

expression que nous avons trouvée comme consé-

quence des équations ( i ) et (2). Donc le point Q est 

sur la polaire de P. 

Coefficient angulaire de la droite P O 

P ' - P = P O — O P . 
a '—a p(i— [J.) ' p' 

Cetle droite est perpendiculaire à la polaire du 

point P, qui a pour coefficient angulaire 

Réalité des droites D et D'. — Comme a —1, il 

faut et il suffit que l'on ait p. ^ o. 

Alors les deux droites sont 

( j r — *)«-+- — P)* = O. 
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{JL^O donne 
p(p-hiz) 

<< 

p étant supposé positif, il vient 

oc < — — • 
2 

P doit être à gauche de la directrice. S'il vient sur 

la directrice, ¡A = o et les deux droites D et D' sont 

confondues entre elles et avec la directrice. 

Lieu de P quand D et D ' fon t entre elles un angle 

constant. — O n doit avoir 

par suite, 

soit 

X 
— = — m2 = const. ; 
P 

— m2 = - , 
f* 

i -+- m2 fjt = o, 

jp~ H- (32 -+- m 2p (p-\- 2a) = o, 

¡32-h 2pm*oL -t- p 2(i -h m2) = o, 

conique du genre parabole ayant même axe que la 

parabole donnée. 

Cas particuliers : 

m = o, p- -+- js2 == o, p> = — />2 ; 

m inf in i , ¡JL — o , P=—2a; 

P est sur la directrice. 

m = ± £ , n - / n 2 = o , P2— 2/>a = o; 

P est sur la conique. 

Enveloppe des droites D et D ; quand Q décrit 
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l'axe focal de la conique. — ¡3' = o entraîne ¡3[a= o. 

Si ¡JL = o, D et D' restent parallèles à O y. 

[3 = o. On a alors 
p -h 2a 

et 

p -H 2a 

L'équation des deux droites devient alors 

yî H E (x _ a )t — o, 
y p -h 2a v 

soit, après avoir chassé le dénominateur, en ordonnant 

par rapport à a, 

pet-—2a[—y 2-h px] -t-/>f# 2-b y 2] = o. 

Cette équation a une racine double a si l'on a 

[y% — px} 2 —p 2[x 2-\- y 2] = o, 

soit 

y*ly 2—'*px — p 2] = o. 

Les droites D et D' sont, dans ce cas, ou parallèles 

à l'axe de la parabole, ou tangentes à la parabole ayant 

pour équation 
y 2— 2 px — p 2 — o. 

Remarque. — Si l'on déplace P en R, réciproque-

ment R vient en P. Si les deux droites D et D' passant 

par P sont réelles, les deux droites analogues passant 

par R sont imaginaires et inversement. 

CORRESPONDANCE. 

M. d'Ocagne. — Sur la détermination du rayon 

de courbure en coordonnées polaires. — Le théorème 



( 355 ) 

démontré récemment par M. Goormaghtigh (N . A . , 

1919, p. 178), ne fait que généraliser celui que nous 

avons fait connaître, il y a longtemps (Cours de Géo-

métrie descriptive et de Géométrie infinitésimale, 

1896, p. 286), pour la détermination du rayon de 

courbure en coordonnées polaires. Nous rappellerons 

une fois de plus ce théorème, que nous avons déjà eu 

occasion de citer à diverses reprises, mais en nous 

servant ici des notations de M. Goormaghtigh, afin de 

rendre la comparaison plus facile : 

Soit (T) la courbe décrite par l'extrémité T du rayon 

vecteur MT = r, compté à partir du pôle M. Si r' et r" 

sont les deux premières dérivées de r par rapport à 

l'angle polaire TM.r, portons sur les axes obtenus en 

faisant tourner successivement TM de deux droits 

(par suite, le sens positif du second étant le même 

que le sens négatif de TM), les segments TN = r' 

et TJ = r". Les droites TN et NJ sont les normales aux 

courbes (T) et (N). Voici, dès lors, quel est notre 

théorème : 

Si la perpendiculaire élevée en N à TN coupe TJ 

en K , le centre de courbure répondant à T se 

trouve sur la droite joignant le point K au milieu 

de NJ. 

11 n'est donc pas étonnant qu'en appliquant sa cons-

truction générale au cas où la courbe (M) se réduit à 

un point (auquel cas elle coïncide avec la construction 

qui vient d'être rappelée), M. Goormaghtigh retrouve 

exactement les propositions que nous en avions, pour 

notre part, jadis déduites, particulièrement dans le cas 

des radiales (comparerl'énoncé desNouvelles Annales 

de 1919, p. 181-182, à celui de 1902, p. 113) et de la 

spirale d'Archimède (comparer l'énoncé de la Note au 
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bas de la page 182 des Nouvelles Annales, de 1919, 

à celui de la page 286 du Cours ci-dessus cité, que 

nous avions, au reste, déjà fait connaître dès 1880 

dans les Nouvelles Annales, p. 292). 

A V I S . 

L'enseignement des mathématiques 
à l'Université de Strasbourg. 

Gradation des cours. — D'une façon très approxi-

mative on peut grouper les enseignements des sciences 

exactes à la Faculté des Sciences de la façon suivante : 

Pour les débutants: Mathématiques préparatoires 

(un semestre) ; Mathématiques générales (un semestre) ; 

Physique, cours du P. C. N. (une année) ; Chimie, 

cours du P. C. N. (une année). 

Pour la seconde et la troisième année ou pour les 

meilleurs élèves des lycées : Calcul différentiel et inté-

gral, Mécanique rationnelle, Physique générale ; où 

bien: Mathématiques générales, Physique générale, 

Chimie générale. 

Pour la troisième^ou la quatrième année : Astrono-

mie, Physique du Globe, Conférences de préparation 

à l'enseignement. 

Enfin viennent les cours à sujets variables (Analyse 

supérieure, Géométrie supérieure, Théorie des fonc-

tions, etc. ) qui s'adressent aux étudiants les plus avan-

cés et qui pourraient aussi intéresser les ingénieurs, 

les officiers d'artillerie ou du génie et en général toutes 

les personnes ayant une culture mathématique déve-

loppée. 

Avec ses cinq professeurs titulaires et ses trois 

maîtres de conférences, l'Institut de mathématiques 
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pourra offrir aux étudiants une grande variété de cours 

et les conduire jusqu'aux parties les plus élevées de la 

science. Outre les cours fondamentaux^ chaque année 

et surtout dans le second semestre, des cours seront 

faits sur des sujets renouvelés annuellement et propres 

à encourager les étudiants dans la voie des recherches 

originales. (On trouvera marqués d'une astérisque 

dans le programme qui termine cette note, ceux de ces 

sujets spéciaux qui seront traités en 1919-1920). 

Préparation aux examens — Le premier groupe 

d'enseignement convient pour les futurs ingénieurs qui 

désirent se préparer à Strasbourg pour l'examen d'en-

trée dans la première année normale des Instituts tech-

niques français. 

Il convient également pour les aspirants et aspirantes 

au professorat des Ecoles normales primaires, des 

Ecoles primaires supérieures et des Ecoles pratiques 

d'industrie. 

Le .deuxième et le troisième groupe conviennent 

aux candidats à la licence d'enseignement (professeurs 

de collèges, chargés de cours de lycées). 

Le quatrième groupe et le cinquième groupe 

conviennent aux candidats à l'agrégation, au diplôme 

d'études supérieures et au doctorat, etc. 

Conditions d'admission. — Tous les « cours » de 

Mathématiques sont libres et gratuits. 

Pour assister aux « conférences » et « travaux 

pratiques « et pour passer les examens, il est 

nécessaire de remplir certaines conditions qui seront dé-

taillées dans l'Annuaire publié par l'Université ou dont 

on prendra connaissance au Secrétariat de l'Université. 

On apprendra ainsi comment un élève présentant 

des aptitudes scientifiques très marquées peut être 
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dispensé du baccalauréat. Ces dispositions intéressent 

particulièrement ceux des instituteurs et institutrices 

dont la valeur se distingue de la moyenne et parmi 

lesquels les Facultés des Sciences trouvent souvent 

outre-Vosges d'excellentes recrues. 

Pour tous autres renseignements d'ordre non ad-

administratif, en particulier pour les conseils d'ordre 

pédagogique et scientifique, écrire au professeur inté-

ressé (adresse : nom du professeur, Institut de Mathé-

matiques, Université de Strasbourg). 

Programme des cours et conférences de mathématiques 
pour l'année scolaire 1919-1920 

PREMIER SEMESTRE. 

Mathématiques préparatoires et Mathématiques 

générales. — M. X . . . , professeur, 3 cours par semaine; 

M. Darmois, maître de conférences, 2 conférences 

par semaine. 

Calcul différentiel et intégral. — M. Valiron, 

professeur, 3 cours par semaine ; M. Antoine, maître 

de conférences, 2 conférences par semaine. 

Mécanique rationnelle. — M. Villat, professeur, 

3 cours par semaine ; M. Véronnet, chargé de confé-

rences, 2 conférences par semaine. 

Astronomie. — M. Esclangon, professeur, 2 cours 

par semaine. 

Analyse supérieure* (*). — M.Fréchet, professeur: 

Calcul fonctionnel", 2 cours par semaine ; Fonctions 

d'approximation, 1 cours par semaine. 

(M Les cours dont les titres sont suivis d'un astérisque (*) 

portent sur des sujets variables chaque année et s'adressent aux 

étudiants avancés. 
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DEUXIEME SEMESTRE. 

Mathématiques générales. — M. X . . . , professeur, 

i cours par semaine; M. Darmois, maître de confé-

rences, 2 conférences par semaine. 

Calcul différentiel et intégral. — M. Valiron, 

professeur, i cours par semaine; M. Antoine, maître 

de conférences, 2 conférences par semaine. 

Mécanique rationnelle. — M. Villat, professeur, 

1 cours par semaine; M. Véronnet, chargé de confé-

rences, 2 conférences par semaine. 

Astronomie. — M. Esclangon, professeur, 2 cours 

par semaine; M. Danjon, astronome-adjoint, travaux 

pratiques à l'Observatoire. 

Analyse supérieure*. — M. Fréchet, professeur: 

Calcul fonctionnel, 3 cours par semaine. 

Géométrie supérieure*. — M. X . . . , professeur: 

Déformation des surfaces, 2 cours par semaine. 

Théorie des fonctions*. — M. Valiron, professeur: 

Fonctions entières, 2 cours par semaine; M. Villat, 

professeur: Fonctions elliptiques avec application à la 

Physique mathématique, 2 cours par semaine. 

PREMIER ET DEUXIÈME SEMESTRES. 

PFTÉPARATION A L ' E N S E I G N E M E N T ( sous la direction de 

M. Villat, professeur) : 

Mathématiques spéciales. — M. Villat, professeur, 

1 conférence par semaine. 

Mathématiques élémentaires. — M . N . . . , 1 con-

férence par semaine. 

Calcul différentiel et intégral. — M. Antoine, 

maître de conférences, 1 conférence par semaine. 
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Mécanique rationnelle. — M . Darmo is , maître de 

conférence, i conférence par semaine. 

TRAVAUX PRATIQUES DE MATHÉMATIQUES : M . X . . . , 

directeur d u laboratoire de Mathémat iques ; M . N . . . , 

préparateur de Mathémat iques. 

L 'hora ire sera établi suivant le nombre des étudiants 

inscrits. 

INSTITUT DE MATHÉMATIQUES : M . Fréchet , directeur. 

L 'hora i re des colloques mathémat iques (destinés à 

encourager les recherches originales) sera établi ulté-

rieurement suivant le nombre des chercheurs inscrits. 

QUESTIONS. 

£421. La courbe ( M') se déduit de la courbe (M) par la cons-

truction suivante : le point M' est à la rencontre de la perpen-

diculaire élevée en M tau rayon vecteur OM et de la perpen-

diculaire menée de O à la tangente en M à la courbe (M) C1). 

Construire le centre de courbure u de la courbe (M) con-

naissant la normale de la courbe (M'). M. D'OCAGNK. 

On considère les ellipses qui ont un même foyer F et 

un même sommet B du petit axe. Trouver : 

i° L'enveloppe de ces courbes; 2° le lieu des sommets A, A' 

du grand axe ; 3° le lieu du centre de courbure en B ; 4° le lieu 

du centre de courbure au second sommet B' du petit axe. 

J . NEUBERG. 

£423. On considère les coniques U qui ont même axe 

focal 2a, même foyer F et le second foyer F' en un point 

quelconque d'une droite donnée. Trouver : 

i° le lieu des sommets A, A' de l'axe focal; 2" l'enveloppe 

des directrices d, d!j, 3° l'enveloppe des coniques U. 

J . NEUBERG. 

( * ) C'eit la transformation étudiée récemment par M. M.-F.£gan 

{N. A.j 1919, p. 14). La courbe (M' ) est une adjointe infinitési-

male de la courbe ( M ) ( N . A., 1900, p. 219). 
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[ N ' I ] 
SUR LE COMPLEXE DE PAINVIN ; 

PAR M. A. MYLLER. 

1. Dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, 

2° série, t. X I , 1872, Painvin a étudié le complexe des 

droites par lesquelles on peut mener à une quadrique 

deux plans tangents rectangulaires ( ! ) . Il a étudié 

spécialement le cas où la quadrique est un ellipsoïde 

et il s'est proposé (p. 539) d'étudier aussi le cas des 

quadriques dénuées de centre; mais cette étude ne se 

trouve pas dans ses travaux ultérieurs. C'est de ce cas 

qu'il s'agira dans ce qui suit. 

2. Soit la quadrique dénuée de centre 

La podaire de cette quadrique par rapport au pôle 

P(^o.Xo^o) e s l surface 

i(z — z0) [x(x — — jro) -^z(z-zo)] • 

— x 0 y 2 - h l > ( y — JK0)2 = O. 

Cette podaire a la propriété d'être coupée par un 

plan parallèle au plan xO y 

( 2 ) Z — k == O 

suivant une conique. Le cône ayant pour sommet le 

( l ) Voir aussi A. DEMOULIN, Sur le complexe des droites, etc. 

Bull, de la Soc. math, de France, t. XX. 

Ann. de Hlathémat., 4° série, t. X IX . (Octobrc 1919.) 28 
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point P et pour directrice cette conique a pour équa-

tion 

— 2 [(x — X0)Z0 — (z — Z0) x0] (x — X0 ) 

— *[(y—j ro')*9 — (* — 3o)yo](j r—yo) = o. 

Les génératrices du cône déterminent, quand P varie, 

un complexe quadratique dont l'équation en coordon-

nées pliickériennes résulte immédiatement de (3) et 

de 

Pu = &yo —yv o, Prà — rz 0 — zy0, p:il = zx0 — xz0, 

p n = x — x9, Pn — r—yo, p3i = z—z0. 

Cette équation est 

( 4 ) (a -H i k ) p l , -f- ( ¿> -f- 2/:)/?! , -h ikp\h 

— 2(/?i3/?14 ¿>23̂ 24) =0. 

Montrons que les droites de ce complexe sont les 

intersections de deux plans perpendiculaires tangents 

respectivement aux paraboloïdes homoÎQcaux : 

x2 y2 

-r — 1 Z — À = O > 
. „. , ft+À è + À 
( 5 ) 

¿r2 y- >. 3 n — o, 
« ¡x a -h ¡x 

( 6 ) X -h <i — — -a k — a — b . 

En effet, d'après un théorème connu de Monge, 

généralisé par Bobillier, le plan (2) est le lieu des 

sommets des tried res trirectangles dont les plans sont 

respectivement tangents aux quadriques homofo-

cales(i) et (5 ) . Le plan passant par un point M de la 

conique du plan {2) et perpendiculaire à M P est tan-

gent à la quadrique (1) parce que M est un point de la 
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podaire. La droite MP du complexe, étant par consé-

quent une arête du trièdre de Monge-Bobillier, a la 

propriété énoncée. 

Les paramètres X et JJL pouvant prendre toute valeur 

qui satisfait à (6), on peut prendre A = u etpar consé-

quent le complexe (4) est le complexe de Painvin 

relatif à la quadrique 

a -h p ' b -h p 
. a b 

p = k — 

2 2 — p = 09 

et si l'on prend 
j __ a -+- b 

on obtient le complexe de Painvin relatif à ( i ) , 

3. Si le cône (3) se décompose en deux plans, le 

sommet P décrit la surface singulière du complexe (4). 

Il en résulte que la surface singulière est le lieu des 

pôles des podaires de la quadrique ( i ) tangents au 

plan (:>>). Son équation est 

* y ^ a -h a k 1 — z b -j- ± k — 2 z  2 1  

qui représente une surface cubique de quatrième 

classe de Cavley. 

La droite singulière, qui est l'intersection de deux 

plans en lesquels se décompose le cône, et le point 

singulier P sur cette droite se déterminent par la con-

struction géométrique suivante : on mène en un point tz 

du paraboloïde ( i ) le plan tangent 11. Ce plan ren-

contre le pian (2) suivant une droite d . Toutes les 

droites menées perpendiculairement au plan II par les 

points de la droite d appartiennent au complexe. 

Parmi celles-ci est singulière la droite Q D menée par 
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le pied Q de la perpendiculaire abaissée de tz sur d. 

Le point singulier p se trouve sur Q D à l'intersection 

de cette droite avec la sphère passant par tz et tan-

gente en Q au plan (2). 

Cette construction résulte de la propriété connue 

que la sphère ayant pour diamètre la droite qui joint 

le pôle au point de contact du plan langent est tan-

gente à la podaire au point correspondant. Dans notre 

cas, la sphère doit être tangente au plan ( 2 ) en un 

point de la droite d, pour que la podaire aussi soit 

tangente ; elle ne peut donc avoir que la position indi-

quée précédemment. 

4. Les droites du complexe (4) situées dans le plan 

( 8 ) w0
 x H- h- wq — o 

peuvent être obtenues comme il suit : considérons le 

cylindre C circonscrit au paraboloïde (1) et ayant ses 

génératrices perpendiculaires à (8). Le plan (8) est 

coupé par ce cylindre suivant une parabole p et par le 

plan ( 2 ) suivant une droite d perpendiculaire à l'axe 

de la parabole. Les droites du complexe situées dans 

le plan (8) seront les perpendiculaires élevées sur les 

tangentes à p par les points de leurs intersections 

avec d. Il résulte du théorème de Monge-Bobillier, 

appliqué aux figures planes, que l'enveloppe de ces 

perpendiculaires sera une parabole - homofocale 

à p. La parabole tz se réduit à deux points, dont l'un 

à l'infini, si la droite d est tangente à la parabole. 

o. Les plans P pour lesquels la parabole iz se réduit 

à deux points sont les plans qui passent par l'intersec-

tion des pians tangents à (1) avec le plan ( 2 ) et qui 

sont perpendiculaires à ces points tangents. En effet, 

les droites du plan P perpendiculaires à Finlersection 
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forment un faisceau de droites du complexe qui passent 

par un point à l'infini; dans le même plan, il y aura 

par conséquent un faisceau de droites passant par un 

point à distance finie. L'enveloppe de ces plans P est 

la surface singulière (7) . 

6. Assujettissons le plan (8) à un mouvement de 

translation. Dans le plan (8), la parabole 71 varie en 

formant le système des paraboles homofocales à une 

parabole fixe p. Dans l'espace, la parabole TC décrit un 

cône du deuxième degré dont le sommet est un point 

de la surface singulière, à savoir celui à distance 

finie des deux points en lesquels dégénère une des 

paraboles TC. Le cône est circonscrit à la surface sin-

gulière parce qu'il est l'enveloppe de plans qui passent 

par l'intersection des plans langents au cylindre Cavec 

le plan (2) et ils sont perpendiculaires à ces plans. 

Soient M un point de la surface singulière, P et Pf 

les deux plans en lesquels se décompose le cône (3) 

du complexe. Le cône, ayant le sommet en M et cir-

conscrit à la surface singulière, se décompose donc en 

deux cônes du deuxième degré K. et K' respectivement 

tangents à P et P'. Les sections des cônes K. et K ' par 

des plans parallèles aux plans P et P', respectivement, 

sont les paraboles TC. 

[M18 a ] 
QUELQUES APPLICATIONS D'UNE REMARQUE DE M. D'OCAGNE; 

PAR M. M.-F. EGAN. 

Dans sa belle étude sur les eycloïdales (*), M. d'Ocagne 

préconise l'emploi de deux angles qu'il nomme coor-

( ' ) Ar. A., 1913, p. 563. Voir spécialement p. 565-56-]. 
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données naturelles. Comme ces angles dépendent 

d'un choix particulier de la droite initiale, il est parfois 

plus commode de considérer leurs variations. Ainsi, 

l'équation (3 ) de M. d'Ocagne (p. 566) peut se tra-

duire : 

Si un vecteur OM de longueur donnée tourne 

autour du point fixe G avec la vitesse angulaire U, 

une droite o passant par M et animée d'une vitesse 

angulaire cil (c étant une constante) enveloppe 

une cycloïdale dont l'indice nest donné par l'équa-

tion 
n 

c — i -i 
2 

J L'indice d une cycloïdale est le rapport des rayons 

des cercles fixe et mobile engendrant la courbe. Pour 

une hypocycloïde, n est négatif. Rappelons qu'une 

cycloïdale donnée a deux indices, liés par l'équation 

n n J 

Nous allons appliquer ce théorème à la recherche de 

quelques enveloppes classiques. 

1. Si un segment donné de o glisse entre deux droites 

rectangulaires 0.z\ O)', le milieu M du segment décrit 

un cercle de centre O, et les vitesses'angulaires de OM 

et de 8 sont égales et opposées, d'où c = — t, n = — 4 ? 

l'enveloppe de 3 est donc une hypocycloïde à quatre 

rebrousse ment s. 

2. Considérons un triangle ABC, et soit 3 la droite 

de Simson d'un point variable X sur le cercle circons-

crit. Soient S le centre de ce cercle, O le centre du 
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cercle des neuf points. H l'orthocentre. La droite 8 

passe par le milieu M de H X ; M décrit le cercle des 

neuf points. Les rayons OM et SX tournent avec la 

même vitesse angulaire, C X tourne avec une vitesse 

moitié moindre, et il est facile de constater que les 

vitesses angulaires de o et de C X sont égales et oppo-

sées. On a donc 
1 o c = 9 n = — 3 : 

l'enveloppe de o est une hypocycloïde à trois rehaus-

sements, tri tangente au cercle des neuf points. 

3. Soit encore o l'axe d'une parabole circonscrite au 

triangle ABC. Si Z est le quatrième point d'intersec-

tion de la parabole avec le cercle circonscrit au 

triangle, S passe parle centre M des distances moyennes 

des quatre points A, B, C, Z (*). Soient G le centre de 

gravité du triangle, S le centre du cercle circonscrit, 

O le point divisant G S dans le rapport i : 3. Lorsque Z 

se déplace, M décrit un cercle de centre O, et les 

rayons SZ et OM sont parallèles. Comme ô est paral-

lèle à l'une des bissectrices de l'angle (CZ, AB), sa 

vitesse angulaire est égale à la moitié de celle de CX , 

donc au quart de celle de SX ou OM. On a par consé-

quent c — n = — ^ il = — 3> et l'enveloppe est 

encore une H3 tritangente au cercle (M). 

Ajoutons que cette dernière H3 s'identifie avec l'en-

veloppe des droites de Simson du triangle médian A'B'C'. 

En effet, prenons AZ parallèle à BC, et considérons les 

deux paraboles i l , n ' passant par A, B, C, Z. II se 

réduit aux deux droites BC, AZ, son axe est donc B'C. 

L'axe de II' est donc perpendiculaire à B'C' et à BC; 

( » ) J . B O U C H A U Y , N. A., 1918 , p . 4 6 6 . 
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il passe donc par le milieu A' de BC, puisque BC est 

une corde de II'. Il s'ensuit que les côtés et les perpen-

diculaires du triangle médian sont des positions de 8, 

ce qui démontre la proposition. On est amené ainsi à 

l'énoncé suivant, dont il serait intéressant de trouver 

une démonstration géométrique (la vérification par 

l'analyse n'est pas difficile) : 

Soient A un triangle inscrit à une parabole, et A' 

son triangle médian; Vaxe de la parabole est une 

droite de Simson pour A'. 

A. Considérons encore l'axe d'une parabole inscrite 

au triangle ABC. Soient X le foyer, 8 la tangente au 

sommet, 8' l'axe. Il suffit de remarquer que 8 est la 

droite de Simson de X , que 8' passe par X , et que 8 

et 8' ont même vitesse angulaire lorsque X se déplace 

sur le cercle circonscrit, pour voir que 8' et 8 enve-

loppent deux H3 , tritangentes au cercle circonscrit et 

au cercle des neuf points respectivement. 

[B12d] 
QUELQUES APPLICATIONS DES FORMULES 

VECTORIELLES ( D i 1 ) ; 
PAR M . LE LIEUTENANT-COLONEL L E V E U G L E . 

8. Lignes de courbure. — On appelle lignes de 

courbure d'une surface les lignes tracées sur cette 

surface et dont la tangente est perpendiculaire à la 

direction qui lui est conjuguée. 

( ' ) Suiïe à la Note sur le déplacement infiniment petit d'un 

trièdre attaché à une courbe (A*. A1919, p. 1). 
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On a donc en chaque point d'une ligne de cour-

bure © = Les équations M deviennent 

^ = 6 sinH, 

£ — ô cosH, 

x -+- dH = o. 

La troisième équation exprime que les normalies des 

lignes de courbure sont développables, ainsi que je 

l'ai démontré dans un Mémoire non encore publié. 

Les équations ( L ) deviennent alors 

dn — — sp r. 

On ne peut manquer d'être frappé par la similitude de 

forme de ces équations avec celles de Frenet, surtout 

en les écrivant 

dn — — £ p', 

dj — 

Or n est tangente à l'arête de rebroitssement F de la 

normalie correspondant à la courbe C. On en déduit 

que, si l'on considère deux points correspondants P 

et Q sur C et T : 

i° La tangente au point Q à la courbe F est normale 

à la surface S et son angle de contingence (z) est égal 

à l'angle de deux normales infiniment voisines à la 

surface, c'est-à-dire à l'angle de contingence de la ligne 

de courbure. 

2° La binormale ( j ) au point Q de la courbe Y est 

perpendiculaire au plan de section normale passant 

par la tangente en P à la ligne de courbure et Y angle 
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de torsion de Y est égal à l'angle de contingence géodé-

sique de la ligne C au point correspondant. 

/>° La normale principale à la courbe r< o') est 

parallèle à la tangente en P à la ligne de courbure. 

11 résulte de 2° que si la ligne de courbure C est une 

ligne géodésique de S, la courbure géodésique de cette 

courbe étant nulle en chaque point, il en est de même 

de la torsion de T. Donc Y est une courbe plane et par 

conséquent, aussi C. Par suite : 

4° Si une ligne de courbure cVune surface est 

en même temps ligne géodésique, cette courbe est 

plane. 

9. Lignes asymplotiques. — On appelle lignes 

asymplotiques sur une surface les lignes pour lesquelles 

la tangente est à elle-même sa propre conjuguée. On a 

donc dans ce cas © = o. 

Les équations ( L ) deviennent 

dp'- gj, 

dj = — gp'—nz, 

dn == zj, 

et les formules ( M ) 

g = 0 sin H, 

0 cosH = o, 

— e coscp = -h ¿/H. 

0 n'étant pas constamment nul, on a cosH = o ou H = ^• 

Il en résulte e/H o et par suite e = — t, g' ~ 6. De 

sorte que les formules ( L ) prennent la forme 

oy, 

dj = — 0p' -4- t/ i , 

dn = — 
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formules identiques aux formules (F) où F on rempla 

cerait v par j et ¡JL par n. On voit que : 

Le trièdre normal d'une ligne asymptotique est 

formé par la tangente à celte courbe, la perpendi-

culaire à la tangente menée dans le plan tangent 

(normale principale) et la normale à la surface 

(binormale de la courbe). 

11 en résulte de nombreuses conséquences : 

Le plan oscillateur d'une ligne asymptotique est le 

plan tangent à la surface. 

La courbure d'une asymptotique est égale à sa cour-

bure géodésique, 

La torsion d'une asymptotique est égale à l'angle de 

deux normales infiniment voisines. 

Supposons qu'en un point les deux lignes asympto-

l.iques soient rectangulaires. Désignons par un accent 

les arêtes du trièdre normal de la deuxième courbe. 

On aura 

i' = j, f = ~ ^ 

avec 
di'— j' 0',. 

dj' — — i' O'-h riz, 

dn' = — j ' z . 

En comparant avec les équations précédentes, on en 

déduit 
6 = 6', T =T '= O. 

Donc, en un point de la surface où les courbes 

asymptotiques sont rectanglaires elles ont même 

angle de contingence et une torsion nulle. 

10. Lignes géodésiques. — On appelle ligne géo-

désique une ligne tracée sur une surface de manière 
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qu'en chaque point son plan oscillateur soit normal à 

la surface. 

On a donc pour ces lignes 

H = o, dll — o. 

On en déduit (M) 

g = °> 
6 = s sirtcp, 

T = — £ COS (P 

et les équations (L) deviennent 

dp' = n 0, 

¿71= — Op' — j z , 

dj = /IT. 

La première équation (M) montre que la courbure 

géodésique d'une ligne géodésique est nulle en chaque 

point. 

On déduit des deux autres 

£ = V P T ^ . 

Or on sait que s'appelle la courbure totale 

de la courbe. On en déduit que la courbure totale de 

la courbe en un point est égale à l'angle de deux nor 

milles infiniment voisines à la surface. 

Les équations (L ) sont identiques aux formules (F) , 

sauf que le trièdre p\ n, j est à gauche au lieu d'être à 

droite. Il en résulte que la normale à la surface est 

normale principale de la courbe et que le plan recti-

fiant de la courbe (c'est-à-dire le plan perpendiculaire 

à la normale principale et dont la caractéristique est la 

droite rectifiante) est le plan tangent à la surface. On 

en déduit que : 

La direction conjuguée de la tangente à une géodé-

sique est la rectifiante de la courbe. 



Nous nous bornerons à ces quelques indications 

sommaires que nous avons d'ailleurs développées dans 

un Mémoire qui paraîtra peut-être prochainement. 

[I3b] 

TROIS DÉMONSTRATIONS DES THÉORÈMES DE FERMAT 
ET DE WILSON; 

PAR M. LÉON P O M E Y , 

Ingénieur des Manufactures de l'État. 

Chacune de ces démonstrations établit simulta-

nément ces deux théorèmes classiques, qu'on voit ainsi 

découler d'une même source : 

Sip est un nombre premier et a un entier non divi-

sible par lui, p divise a — i (Fermât) et (p — i ) ! —f— x 
(Wilson). 

PREMIÈRE DÉMONSTRATION. 

Le nombre a, étant premier avec py a pour reste, par 

rapport au module premier p, un des nombres i , 2, 

3, . . . , /> — 1; autrement dit, p divise un des (p — 1) 

nombres (a — 1), (a — 2), . . . , (a—p-\~ 1) el par suite 

leur produit. Ordonnpns celui-ci par rapport aux puis-

sances décroissantes de a ; en désignant par S, la somme 

des ( p — 1) premiers entiers, par S2 celle de leurs pro-

duits deux à deux, etc., on a la congruence 

(1) a / ^-S i a / ^+S^aH-- . . . 

— + — i ) = = o ( m o d / î ) . 

On en obtient d'ailleurs une analogue en remplaçant 

a par le produit /c.a, où k est un entier quelconque 
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non divisible par p \ d'où 

(;.i) kt>~ 1 ai'-i — Si kr-* aP~2 -h S2 aP~ 3 —... 

— 2p-2ka-+- (p— i)!==o ^mod/?). 

Retranchons membre à membre ( i ) et (2) ; le terme 

(p — 1)! disparaît, et l'on peut diviser le résultat par a. 

Il reste alors une congruence de degré (p — 2) en a, 

laquelle est satisfaite pour ( p — 1) valeurs incongrues 

deux à deux (mod /?), savoir a = 1, 2, . . . , (p—1). 

Or, d'après un théorème bien connu, le nombre des 

racines d'une congruence à module premier ne peut 

être supérieur à son degré, sinon la congruence doit 

être une identité. Il en résulte que les (p — 1) coeffi-

cients de la congruence considérée doivent être tous 

divisibles par p. D'où 

( 3 ) kP~ x
 — 1 == o ( mod p ) ; 

(4) (kr>-i-' l~ i)2w.=so (mod p), (n = 1, ...,/> —2). 

La congruence (3) donne le théorème de Fermât 

(il suffit d'y faire k = a pour retomber sur les notations 

de l'énoncé). 

Les congruences(4) montrent que les (p — 2) coeffi-

cients S,, S2, . . . , S ^ a s o n t divisibles par p; en effet, 

si l'un d'eux 2,¿ ne l'était pas, il en résulterait que la 

congruence —1 = 0, qui est de degré (p — 1 — h), 

aurait les (p — 1) racines k = 1, 2, ..., (p — 1), ce qui, 

d'après le théorème rappelé plus haut, est impossible. 

En tenant compte de ces divers résultats, la con-

gruence ( 1 ) se réduit à 

1 -f- ( p — i ) î s= o (mod/?;, 

ce qui est le théorème de Wilson (dont la réciproque 

est évidente) ( ' ). c. Q. F. D. 

( ' ) Par cette méthode, les deux théorèmes (Fermat-\Vilson) sont 
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REMARQUE. — Nous avons, en outre, obtenu inci-

demment ce théorème bien connu : 

THÉORÈME A . — Les fonctions symétriques simples 

S , , . . . , 2 des (p — i) premiers nombres entiers 

sont divisibles par p, quand ce nombre est premier. 

O n en déduit immédiatement une proposition ana-

logue pour les sommes de puissances semblables 

S|, S 2 , . • •, S a u moyen des formules de Newton : 

S/, — 2 i S a . . t - h S 1 S « - . a —. . .-+- (— i ) « i t S „ = O 

( n = 1, 2 , . . . 7 i p — -X). 

DEUXIÈME DÉMONSTRATION. 

LEMME . — Les sommes Sn des puissances d^expo-

sant n des (p — î) premiers entiers sont divisibles 

par le nombre premier p pour n = i , 2 , . . . , / ? — 2 . 

En effet, on a 

+ — ¿F" = G l x n ~ 1 4- G - f - . . . - 4 - g;¡-1 X -4-1. 

E11 remplaçant x successivement par 1, 2, . . . , (p — 1) 

et ajoutant, membre à membre, il vient 

p--1 = c,j s„_t -h- c* s „ _ 2 . . .-h c;r1 s, -4- ( P - 0 

ou 

c* s„_ 2-f- . .c ; ;- ' s, = o (modp). 

Puisque S , — / ; . - — - est divisible par/?, on voit (en 

démontrés simultanément en prenant pour base le théorème, rap-

pelé dans le texte, sur les congruences. Au contraire (à ma con-

naissance) les démonstrations qu'on donne du théorème de Wilson 

en se fondant sur l'emploi du théorème en question supposent tou-

jours en outre le théorème de Fermât démontré au préalable par une 

autre voie. 
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faisant ensuite n = 2, 3, . . . ) qu'il en est de même pour 

So* S3, . . • 5 Sy52* 

DÉMONSTRATION. — Ayant obtenu comme ci-dessus 

la congruence fondamentale (2), remplaçons-y succes-

sivement k par 1, 2, . . . , (p—1) , et ajoutons membre 

à membre ; d'où 

( 5 ) S , , S t S / ^ a P - s - b S 2 S ^ a M - . . . 

— 2^. 2S]a -f- (/> — « )i .2.. .(/> — 1) =0 . 

En vertu du lemme, cette congruence se réduit à 

(6) — (p— ^ o; 

d'où, pour a = 1, 

<y) S/;_t~(p — i)\~ o. 

En vertu de (7), la congruence (6) devient 

(8) aP-i—ir^o (mod/?), 

ce qui est le théorème de Fermât. Inversement, en 

vertu de (8), les (p — 1), termes dont S^-j représente 

la somme, sont congrus à i ; d'où 

S/,-1 ~ p — i 
ou 

(9) S,.-! — — I. 

Donc (7) devient 

!-+-(/> — 1)1 — O, 

ce qui est le théorème de Wilson. 

REMARQUE 1. — On déduit également de là sans 

peine le théorème A. 

En^ffet, en combinant les congruences (6) 'et (9), 

on trouve 

<-lo) a/'"1 H- (p - l)î ~ O. 
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Par suite ( i ) devient une congruence de degré ( p — 2) 

en a , qui a (p — 1) racines; c'est donc une identité; 

d'où 
2 t ~ S , s . . . s 2 ,-2== o ( m o d p ) . 

REMARQUE I I . — Ce théorème A pourrait aussi être 

déduit directement du lemme (par exemple au moyen 

des formules de Newton). Alors, en vertu de ce théo-

rème ainsi démontré, la congruence (1) se réduit à la 

congruence(i o); celle-ci, pour a = 1, donne le théorème 

de Wilson, lequel, inversement, combiné avec (10), 

fournit le théorème de Fermât. 

C'est là encore une autre démonstration des deux 

théorèmes, mais déjà connue, comme je l'ai vu après 

coup. Elle est moins simple que les précédentes, 

puisque, contrairement à celles-ci, elle s'appuie à la 

fois sur le lemme et sur le théorème A. 

TROISIÈME DÉMONSTRATION. 

La congruence (2), obtenue comme ci-dessus, peut 

s'écrire 

(E/,) Av -i<?/>-! — 22Z:/'-3a/'"3 — . . . 

— 2/;_2 ka 4- w = m/cp, 

en désignant par m la factorielle (p — 1)! et par m* un 

certain entier. 

En faisant successivement A = 1,2, . . . , (p— 1), nous 

obtenons (p — 1) relations E , , E2 , . . . , E^-,, que nous 

considérerons comme des équations linéairesfournissant 

(par la règle de Cramer) les valeurs des (p— 1) quan-

tités aP~' x, aP~2, . . . , a. Le déterminant D 0 des coeffi-

cients de ces quantités peut s'écrire abréviativement : 

D(Âv-S — 2 2 i k P - * , — 2p-«k) , 

en convenant que les éléments figurant dans la paren-
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thèse représentent les éléments de la ÂiiItte ligue du 

déterminant, et que les i16, 2e, . ( p — i)ièmc lignes 

se déduisent de celle-là en y faisant k• = i , 2, . . . , p— 1. 

On peut mettre en facteur — S2, . . . , — ainsi 

que le nombre 1 dans la ire ligne, 2 dans la 2e, . . . , 

k dans la Aii>m% etc...-, donc, en tout, le produit (p — 1)! 

Posons 

(— S1)s l...(~s / i_2) = s ou (-1) a (21S2 . . .£ /^3)= S. 

On a 
D 0= SmV, 

en désignant par V un déterminant de Vandermonde 

qu'on peut écrire, suivant notre convention : 

V = D(/t/'-2, . . 1 ) . 

Quand on remplace dans D() les éléments de la pre-

mière colonne parles seconds membres (m^p — m) des 

équations (E/,•), on obtient le déterminant 

DJ = D O / , / ; - T U , - 2 1 2 2 / ^ - 3 , - 2 , , _ 2 / 0 , 

et l'on a 

u0 

Or, D| est évidemment une somme, savoir : 

D , = D ( M * / > , - 2 , Â : / — » , . . . , - S „ _ 2 / 0 

-4- D( — ttt, —2j kP~-, —S,,-,*). 

Le premier terme est le produit de (p S) par un 

certain déterminant Di 

D', = D(m/4, . . k ) . 

Dans le second terme de D n faisons passer la pre-

mière colonne à la droite, ce qui ne fait que multiplier le 
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" déterminant p a r ( — i)^"2? et mettons-y e n c o r e ( — w S ) 

en facteur. Puisque ( — = — i , ce second terme 

devient finalement = S m Y = D 0 . On a donc 

D J = / > S D^ -F- D 0 ; 

d'où 

Or, le premier membre est un entier; il en est donc 

de même du dernier terme; mais m et V sont évidem-

ment premiers avec p; donc est divisible par m V , 

ce qui donne le théorème de Fermât 

a P ~ x ~ i (mod/?). 

Supposons mainle»ai*t que les inconnues des (p — i) 

équations linéaires (E*) soient les quantités aP—%i, 

. . . , a , m. Le déterminant 4% de leurs coefficients 

est 
.a0=D(—S,*/'-«, -Z^k, i), 

ou visiblement A0 = S V . 

Remplaçons-y les éléments de la dernière colonie de 

droite par les termes supposés connus des équations 

(EA), savoir (m^p — A-P-* a,P-*). En tenant compte du 

théorème de Fermât, ceux-ci deviennent (mkp — 1), 

où nik désigne un nouvel entier. On a donc 

A, - D(-2r,*/»-s, — Z,,-»*; mip — i) 

= pSD (kP~* , k, m i ) — S V , 

et w a pour expression 

On voit comme ci-dessus que V , premier avec p, doit 

diviser D (A^ - 2 , . . . , m'k). 

D'où le théorème de Wilson 

(/? — 1)! =E — 1 (mod/?). C.Q.F.D. 
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REMARQUE. — En tenant compte des deux théorèmes 

de Fermât et de Wilson, et faisant a = i , (E*) se 

réduit à 
— S, kP-2 -h Z2 kP* —... — Zp-2 k = M /cp, 

où M* désigne un nouvel entier. Ne donnons à k que 

les valeurs de i à (p—2) inclusivement. 

Résolvons ce système de (p — 2) équations linéaires 

par rapport à S,, . . . , S/,-2-

Le déterminant de leurs coefficients est 

p—1 
T 0 = D ( — * / > - * , kP-\ . . . , - * ) = (— 1) 2 wD(k/>-*, .• •, 1 ); 

ce dernier déterminant est un déterminant de Vander-

monde, dont évidemment aucun facteur n'est divisible * 

par p. 

On aura alors 

en désignant par Trt le déterminant obtenu en rem-

plaçant dans T0 les coefficients de par les seconds 

M*/?. On peut donc mettre p en facteur dans 

Puisque T0 n'est pas divisible par on a = o 

(mod /;), pour/i = i , 2, p—2. Nous retrouvons 

ainsi le théorème À. 

[M»2a ] 
ENVELOPPE DES PLANS LIES FACES DES HEXAÈDRES DONT 

LES DIAGONALES SONT PORTÉES PAR DES DROITES 
DONNÉES ; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

I. 

1 . L E M M K . — Etant données dans Vespace quatre 

droites a, ¡3, y, ô qui forment deux groupes (a, y) 
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et (¡3, S), si Von prend sur ces droites quatre points 

quelconques A , B, C, D, on peut se proposer de 

trouver sur ces mêmes droites quatre points A', B', 

C', D' tels que les quatre quadrilatères 

(i) A'G. DB', B'D.AC', C'A.BD' D'B.CA', 

qui forment une chaîne, soient des quadrilatères 

plans; ce problème, qui semble bien posé est géné-

ralement impossible. Les quatre points A, B, C, D 

doivent vérifier, sur les droites a, ¡3, y, 8, une 

relation qui est quadratique par rapport à chacun 

d^eux, et le problème a alors une infinité de 

solutions- Si l'on se donne les quatre droites, les 

chaînes de quadrilatères dont il s'agit dépendent de 

quatre paramètres, comme si le paradoxe n'avait pas 

lieu, le paramètre perdu pour les points A, B, C, D se 

retrouvant pour le point A'. 

Dans la figure ci-dessous, on doit supposer ici que 

Fig. i. 

les deux quadrilatères ABCD et A'B'G'D' , qui ont 

pour diagonales AG et BD, A ' C et B'D', sont des 
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quadrilatères gauches. La méthode de correspondance, 

appliquée à la recherche du point A' qui réalise les 

plans (i), montre que le problème est du second degré; 

or, on en connaît a priori deux solutions qu'il faut 

rejeter : dans l'une, on met A' en A , G' en G, les deux 

premiers plans ( i ) se confondent avec le plan AC .D qui 

détermine B', les deux derniers plans ( i ) se confondent 

avec le plan A C . B qui détermine D r ; dans l'autre, on 

met B' en B, D' en D . . . . — Pour voir que la relation 

entre les points i V, B, C, D est quadratique par rapport 

à chacun de ces points, on se donne les points B et D, 

le point A, et Ton cherche C; on peat se donner A ; , 

puisque C n'en dépend pas ; la méthode de correspon-

dance, appliquée à la recherche du point C qui réalise 

les plans (i) , montre que le problème est du second 

degré. 

2. On supposera ici que la figure représente un 

hexaèdre, et, pour l'énoncé qui suit, nous échangerons 

les notations B et B', de sorte que les arêtes issues 

de D seront DA, DB, DC. 

THÉORÈME. — Les hexaèdres, dont les diagonales 

AA', BB', C C , DD' sont portées par quatre droites 

données a, ¡3, y, S, dépendent de deux paramètres ; 

les plans des ¡aces forment trois séries liées aux trois 

groupements (8 oc, ¡3 y), (8 ¡3, y a), .... S ï D A , DB, DC 

sont trois arêtes, Venveloppe des plans DBA'C 

et D ' B ' A C (diagonales DA' et BC, D 'A et B'C') 

est une surface S* de huitième classe, ayant comme 

droites doubles les quatre droites données; les 

plans DCB' A ont de même pour enveloppe une sur-

face S2. • • , les plans DAC'B et D'A'CB' ont pour 

enveloppe une surface S 3 — — La correspondance 
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entre les plans de deux faces opposées de Vhexaèdre 

est du quatrième degré par rapport et chacun d'eux. 

Avec les notations de la figure, le plan ABGI) 

dépend de deux paramètres pour que la chaîne de 

quatre quadrilatères plans du lemme existe, et cette 

chaîne dépend alors d'un paramètre; on dispose de ce 

paramètre pour que le quadrilatère A'B'C D' soit 

aussi un quadrilatère plan; il reste bien deux para-

mètres pour l'hexaèdre. 

Toujours avec les notations de la figure, les abscisses 

des points A, B, G, 1) sur les droites a, ¡3, y, 2 vérifient 

dans le cas le plus général une relation de la forme 

A oc-y-z' 11 2 — . . . — o. 

Supposons ces points dans un même plan (sans avoir à 

supposer qu'il en est de même des points A ,B' ,G' ,D') , 

et cherchons combien de ces pians passent par une 

droite donnée A, intersection des plans P = o, Q = o. 

Soit P -4- m O = o 1 equation d'un tel plan. La relation 

entre x et m est doublement linéaire, de même celle 

entre y et m , . . . , et l'on doit avoir 

am -T- b fin -h g X — , y — • , ; 

cm -4- d h m -I- k 

on a ainsi l'équation en m 
A {am -4- b)-( fm -f- g)-...-h... = o, 

qui est du huitième degré. 

Si la droite A rencontre la droite a en un point A0 , 

la relation entre x et m prend la forme 

( x — x0 ) ( m — m0 ) = o, 

x0 correspondant au point A 0 , 7n0 correspondant au 
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plan (A, a ) ; on a alors 

.r0(/n —m0) 
x = j 

m — /n0 

•et il faut, dans l'équation en /;?, remplacer am 4- b 

par x0 (m — m0), cm -f- d par m — m0 ; cette équation 

prend la forme 

( m __ mo )2 [Axl ( fm -+- g f.. .4-...] = o ; 

deux des huit plans se confondent avec le plan (A, a). 

Cela montre quç la droite a est une droite double de la 

surface enveloppe, et l'on s'en rend compte aisément : 

un plan mené par a coupe les droites ¡3, y, S en des 

points B, C, D ; soit A un point de a; en mettant B' en B, 

G en C, D' en D, A 'en un point quelconque de a, on 

réalise les quadrilatères plan de l'écriture (1); Je plan 

en question doit être assimilé à un plan tangent à la 

surface enveloppe. 

Par une droite A qui remonte deux des quatre droites 

données, on peut mener quatre plans tangents à chacune 

des trois surfaces S ; ceci permet de voir que la corres-

pondance entre les plans de deux faces opposées de 

l'hexaèdre est du quatrième degré par rapport à chacun 

d'eux. Si l'on se donne, avec la notation transformée, 

le plan DBA 'C tangent à la surface S<, l'arête DG, par 

exemple, est déterminée; par cette droite, qui ren-

contre S et y, on peut mener à la surface S2 quatre 

plans tangents donnant des quadrilatères DCB'A, et 

chacun de ceux-ci donne un quadrilatère DAC B, par 

suite un plan D'B'AC' . L'étude de la congruence 

formée par les droites d 1 intersection des plans des 

faces opposées DBA ; C et D'B'AC/ serait sans doute 

assez difficile. 
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If. 

3. Revenons aux conditions du lemme; mais, au lieu 

de partir des droites a, ¡3, y, S, pour considérer les 

points A, B, C, D qui donnent la chaîne ( i ) de quadri-

latères plans, partons des points A, B, C, D, non sup-

posés coplanaires, et considérons les droites a, (3, y, S; 

la relation entre ces droites est celle-ci : Les 

plans (AC, a), (AC, y) et (BD, [i), (BD, 5) doivent 

être tels que les rapports anharmoniques des deux 

faisceaux des plans 

A C ( B , D, a, y , ) et B D ( A , C, ¡3, S) 

soient inverses. 

On peut écrire 

A C ( B , D, a, Y ) = B D ( C , A , p, 3), 

chacun des deux nombres se déduisant de l'autre par 

permutation circulaire des lettres. 

Les quatre droites AC', BD', CA', DB' déterminent 

unquadrilatère gauche MJNPQ et l'on est ramené à ceci : 

Etant donnés quatre points A ,B , C, D sur les côtés 

d'un quadrilatère gauche MNPQ, on a 

(2) A C ( B, D, P Q , M N ) = B D ( C , A , Q M , N P ) . 

Evaluons le premier rapport anharmonique sur la 

droite BD, le second sur la droite AC. Menons pour 

ce l a ( f i g . 2) les deux droites Q Q ' Q " e tNN 'N " ren-

contrant AC et BD. Les plans ACPQ et ACMN, 

ou ACQQ ' et ACNN' rencontrent la droite BD aux 

points Q" et N", et le premier des deux rapports anhar-

moniques ci-dessus est égal à celui-ci : (B, D, N"); 

l'autre est de même égal à celui-ci : (C, A, Q', N'); or 

chacun de ces deux rapports anharmoniques est égal à 
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celui des quatre plans 

Q N ( B G , D A , Q"Q', N "N ' ) . 

(Ce rapport anharmonique est celui des quatre droites 

BC, DA, QQ ' Q , NN"N', génératrices d'un même sys-

tème d'un hyperboloïde, puisqu'elles rencontrent les 

trois droites BD, CA et QN. ) 

p 
Autrement : si l'on prend comme tétraèdre de réfé-

rence le tétraèdre ABCD, les coordonnées des points M, 

N, P, Q sont de la forme 

(a, 6, c, d), ( m a , c, d), (ma, mb, cyd), (ma, mb, me, d), 

le point Q ramenant au point M par ma* mb, me, md; 

les équations des deux faisceaux de plans (2) sont 

y b y b 
1 ~ u. y = v, — — " — 

et 

y = o, = m -, » _ , J ' t d t d 

Z C z I c _ 
7 ' x a x m a y  

1 

m 
les deux rapports anharinoniques ont pour valeur-

La droite MIN * qui passe en A , perce le plan BCD en 

un point A, , . . . ; on a 

. (A, A l f M Î N ) = ( B , B 1 , N , P) = . . . = ... = m; 

en eliet, les quatre premiers points, par exemple, sont 
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dans les plans 

x a x a 
JK = 0. X = O, — = - , - ~ m - . 

y à y b 

Lorsque A, B, G, D sont dans un même plan, 

l'énoncé donné plus haut est illusoire; le suivant 

convient dans tous les cas: En divisant d'une part le 

rapport des distances des points B et D au 

plan (AC, a) par le rapport analogue pour le 

plan (AG, y), d'autre part le rapport des distances 

des points A et G au plan (BD, ¡3) parle rapport 

analogue pour le plan (BD, S), on doit avoir deux 

quotients inverses. 

III. 

4. Etant données quatre droites dans l'espace, on 

aurait des faits corrélatifs des précédents; on consi-

dérerait en particulier des octaèdres dans lesquels les 

droites d'intersection des plans des faces opposées 

seraient les droites en question. 

IV. 

5. Si les quatre droites a, ¡3, y, 8 sont celles qui 

portent les côtés d'un quadrilatère gauche, en se 

donnant à volonté les quatre points A , B, C, D, les 

chaînes de quadrilatères du lemme donné au début 

dépendent d'un paramètre ; en effet, dans les deux plans 

(a, ¡3) et (y, 3), ona deuxquadrangles ABA'B' et D 'G 'DG 

dont les côtés correspondants doivent se couper sur la 

droite d'intersection des deux plans : comme cela a 

lieu pour les côtés A A' et D D, BB' et G G, il reste 

quatre conditions qui se réduisent à trois par un fait 

d'involution, et, après avoir choisi les points A , B, G, D, 

on peut mener par AB un plan quelconque qui donne 

les points C' et D', puis le plan BCD' qui donne A', le 
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plan CDA ' qui donne B', et le plan DAB' contient le 

point C'. — Dans les mêmes conditions, les hexaèdres 

dont les diagonales sont portées par les quatre droites 

a, fi, y, S dépendent de quatre paramètres : trois pour 

le plan ABCD, un pour le plan ABG 'D ' ; l'existence 

des trois plans G 'D 'AB, ABGD, ÇDA 'B assure celle 

du plan A'B'C'D' . 

Ce même système de quatre droites donne lieu a des 

faits corrélatifs. 

V. 

6. Le système des quatre droites qui portent les 

côtés d'un quadrilatère gauche est un cas de dégéné-

rescence de la quartique gauche résultant de l'inter-

section de deuxquartiques. On auraitdesfaitsanalogues 

à ceux du paragraphe IV en substituant une telle courbe 

au système des quatre droites : la représentation para-

métrique au moyen des fonctions elliptiques peut, en 

effet, se faire de manière que la condition de coplana-

rité de quatre points de la courbe soit 

l¿l -h i¿2 -f- Uz -+- = o, 

et, pour le lemme, les quatre conditions relatives aux 

arguments 

(a, b, c', d'), (b,c,d',a'), (cJd,a',b 1)1 ( d. a, b\ c) 

se réduisent à trois, comme ou le voit en additionnant 

d'une part la première et la troisième, d'autre part la 

seconde et la quatrième. 

Le système des quatre droites qui portent les côtés 

d'un quadrilatère gauche est aussi bien un cas de dégéné-

rescence de la courbe gauche de quatrième classe dont 

les plans oscillateurs touchent deuxquadriques, et une 

telle courbe donnerait lieu à des faits corrélatifs des 

précédents. 
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I l exisle, comme on voit, une courbe gauche qui est 

d'une part l'intersection de deux quadriques, et dont 

les plans osculateurs sont d'autre part tangents à deux 

quadriques; son ordre et sa classe sont égaux à 4? son 

rang est égal à 5. Elle est l'intersection de deux qua-

driques qui ont en un point un contact d'une nature 

spéciale, ses plans osculateurs sous les plans tangents 

communs à deux quadriques ayant également un 

contact d'une nature spéciale; elle a un point cuspidal 

et un plan surosculateur. Cayley a montré que les 

points de la courbe correspondent aux formules 

x y z t 
r * ^ ô t * ~ ~ tu = c 

( SALMON, Géométrie analytique à trois dimensions, 

t. I I , p. 106 de l'édition française); il en résulte que la 

condition pour quatre points de la courbe d'être dans 

un même plan se traduit par la relation 

Xi-+- X2-t- X3-+- X4 = o. 

Le plan osculateur au point K a ses coordonnées 

données par la formule 

u v w r 

X4 a X 2 6X c 

de sorte que la condition pour quatre plans osculateurs 

d'avoir un point commun se traduit par la relation 

1 - h 1 - h — O 
Xi x2 

Nous appellerons cette courbe une quartique 

gauche de Cayley. Elle donne lieu k des faits analo-

gues à ceux du paragraphe IV, et a des faits corrélatifs. 

7. Salmon a signalé une quartique gauche différente 

de celle qui est l'intersection de deux quadriques : la 
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quartique gauche de Salmon est l'intersection d'une 

quadrique et d'urçe surface cubique ayant en commun 

deux droites nopt situées dans un même plan. Cette 

courbe est unicuçsale, mais la condition de coplanarité 

de quatre points ïift peut se mettre sous la forme 

= o 

que si la courbe se confond avec une qiiarfMpte,^.uche 

de Cayley. 

J'observe d'abord que pour une cubique plane à point 

double représentée paramétriquement, la condition 

d'alignement de trois points de la courbe est de la 

forme 

X l i l ^ - ' r - B(X tX2-+-...)-+• C(Xi-4-...)-+- D = o ; 

si l'on cherche à la mettre sous la forme 

ĵ-I -+- JJ-2 H-3 = const., 
en posant 

¡x — a 
A = M - J , 

\x - b 
on trouve d'abord 

A m» -+- 3 B m? -+- 3 G m -+- D = o, 

puis une condition qui, en tenant compte de la précé-

dente, et après suppression du facteur a — se 

réduit à 
A m 2 -+-1B m + C = o ; 

l'équation du troisième degré en m doit donc avoir une 

racine double, c'est-à-dire que parmi les droites qui 

rencontrent la courbe en trois points confondus, avec 

même valeur de»A, deux sont confondues; le point 

double doit être pour cela un point de rebroussement. 

La courbe est alors de troisième ordre et de troisième 

classe, elle a un point de rebroussement et une tan-

gente d 'inflexion. 

Pour une quartique gauche de Salmon, la condition 
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de coplanarité de quatre points de la courbe est 

A X 1 X 2 X 3 X 4 H - B (X T X 2 X 3 -+- . . . ) 

C (X 1 X 2 -+- . . . ) -HD (X 1 4- . . . ) - 4- E = O ; 

si l'on cherche à la mettre sous la forme 

¡JLi -h JJl2 -+- JJ-3 -4- H-4 = c o n s t . , 

en posant 
u — a 

Y = m - , 
u — h 

on trouve d'abord 

A m'* -H 4 B m z -+• 6 G m2 - H . . . = o , 

puis une condition qui, en tenant compte de la pré 

cédente, et après la suppression du facteur (a — se 

réduit à 
A M 3 -H 3 B M 2 + 3 C M + D = o , 

et enfin une condition qui, en tenant compte des précé-

dentes, et après suppression du facteur (a — b2), se 

réduit à 
A M- H- B M -H G = O ; 

l'équation du quatrième degré en m doit donc avoir 

une racine triple. La courbe est alors une quartique 

gauche de Cayley. 

[ H 1 2 d ] [ I 1 3 b a ] 

OBSERVATIONS SUR LES TRIANGLES RECTANGLES 
EN NOMBRES ENTIERS ET LES SUITES » E FIBONACCI ; 

PAR M . C . - A . L A I S A N T , 

Rédac t eu r . 

1. On sait que les côtés 6, c d'un triangle rec-

tangle en nombres entiers sont donnés par les 
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F* —N*, b = 2 P N , c = pî-+- N«, 

P et N étant deux entiers quelconques. Si P, N sont 

premiers entre eux et de parité différente, le triangle (a , 

by c) est primitif. S'ils sont de même parité, les trois 

côtés sôrit pairs, le triangle est non primitif. On doit 

toujours avoir P >> N. 

En posant P — N = M, P + N = Q , on obtient la 

suite de Fibonacci de quatre termes 

M , N, P, Q , 

et par suite 

™ 7 Q s — M * Q2-4-M2 
Q M , b = - , c = 

De là 

Si, prolongeant la série, et formantlesgroupessuccessifs 

dequatre termes ( M N P Q ) , ( N P Q R ) , . . . , onendéduit 

les triangles correspondants, on en aura une suite indé-

finie, dans laquelle deux sur trois seront primitifs, le 

troisième ayant ses côtés pairs, puisque sur trois termes 

consécutifs de la suite indéfinie M N P Q , . . . , il y en a 

toujours un qui est pair. 

Nous pouvons facilement, qu'ils soient tous deux pri-

mitifs ou non, établir entre deux triangles consécutifs 

des relations qui ^e déduisent immédiatement de celles 

qui précèdent. Soit en effet (#', b\ c ) le triangle qui 

correspond à la suite N P Q R . 

Nous aui ons 

2 2 
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Donc 

, c — a , • , c a! , 
c — b = , c — ci ~ c —(- ci, — == c -+- b, 

2 2 

ce qui donne 

, . C <1 , , , , y 3 € -H d 
a — b H , b =z a o -T- c, c = 6 H , 

2 2 

et de là 
b' , b 

a = a 
•2 2 

La différence a — ^ reste donc constante, au signe 

près; et, par conséquent, les triangles successifs, dont 

les côtés augmentent indéfiniment, sont tels que le 

rapport de b à a tend vers 2, quelle que soit ta 

suite MNPQ qui a été employée pour la formation du 

premier triangle. C'est ce que nous pouvons facilement 

vérifier sur la suite 1, 1, 2, 3, 5, 8, i3, 21 , . . . , qui nous 

donne le Tableau ci-dessous : 

M. N. P. Q- a. b. c. 

1 I 2 3 3 4 5 

1 2 3 5 5 12 i3 

2 3 5 8 16 3o 34 

3 5 8 i3 . 3 9 
80 89 

5 8 i3 21 io5 208 233 

8 ¡3 21 34 272 546 610 

13 21 34 . 55 7 i 5 1428 1597 

21 34 55 89 1869 3740 4181 

O n peut comparer les valeurs de Q de rangs pairs (5, 

i3, 3 4 . . . ) avec tes valeurs successives des hypoté-

nuses C. 

2. A la suite M N P Q , substituons celle-ci après, où 

les 'êetiA* premiers* éléments M, N sont permutés : 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIX. (Octobre 1919.) 3o 
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NMPQ. Si (a , è, c) («', b\ c) son» les triangles res-

pectifs correspondants, nous avons 

7
 C' a' Kl m

 C  a

 I 1' M 2 = c —¿> = > N2 = = c— b\ 
a 2 

p j c -f- <z> c -h a 

De là 

, a -f- 2 6 — c , , a — 2^-4-3 c 
a = , b — a — 6 -+- c, e = > 

2 2 

OU 

, . c — a , , , , a + 3c , 
a — b — , o — c -h a — 6, c = &, 

2 '2 

et les formules réciproques 

,, c' — a r
 , . , . , a' H- 3 c' . , 

a = b — , 6 = c + a — c = b . 
2 2 

Sur les deux groupes (3, 7, 10, 17) et (7 , 3, 10, i3) 

qui donnent respectivement 

a — Si, b — 140, c = i49i 

a ' = 9 i , // = 6o, C ' = i o 9 , 

on vérifie sans peine les relations précédentes. 

3. Si, à (MNPQ) ,on substitue le groupe commençant 

par QP, on obtient encore un résultat intéressant; 

M peut s'écrire P — N, et Q , P-j-N. Par suite nous 

aurons 

P + N , P, 2P-+-N, 3P -t- N, 

a' = 3P2-h 4PN -h N2, 6 = 4P l-+-2PN, 

h'~ a' = P * _ N 2 — 2PN = a - b. 

Les côtés a , b, dans les deux triangles obtenus, ont 
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donc entre eux même différence en valeur absolue. 

Et si l'on poursuit indéfiniment l'opération de la même 

manière, on aura une série de triangles aux côtés de plus 

en plus grands, et tendant à devenir isoscèles, puisque 

la différence a — b reste invariable. 

Soit, comme exemple, le groupe (5, 4? 9> i 3 ) qui 

donne a = 65, b = 72. Si nous formons ( 13, 9, 22, 31), 

les côtés correspondants sont a = 4o3, b'= 3g6. 

Comme le second terme 4 du groupe donné est plus 

petit que le premier 5, on aurait pu obtenir un 

triangle plus petit, correspondant à (3, 1, 4? 5) et dont 

les côtés i5, 8 ont encore la même différence 7 que c i -

dessus. 

Il faut ne pas oublier que cette différence est 

toujours de la forme 2 N 2 — M2 en valeur absolue, 

c — a étant toujours le double d'un carré, et c — b un 

carré. 

La série ordinaire de Fibonacci 1, 2, 3. . . permet,-

d'après ce qui précède, de former tous les triangles 

dans lesquels la différence a — b est égale à l 'unilé, 

comme le montre le Tableau suivant : 

M. N. P. Q . a. b. c. 

1 1 2 3 3 4 5 

3 2 5 7 21 20 ¿9 

7 5 12 17 119 120 169 

17 12 >9 4 i 697 696 985 

4 I 29 70 99 4059 4060 5741 

99 70 169 239 2366I 2366O 3346I 

Les fractions - » £ donnent des valeurs de 1/2, avec 
a b  T  

une approximation sans cesse croissante. 

4. Indiquons encore la transformation qui consiste à 
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substituer au groupe ( , y N P Q ) celui .qui j îommcace 

par PNy c'est->àMiice { P N Q N -t- Q ) . En considérant les 

deux tria»gl«s {abc) (•a b'c') qu'on, - obtient/ nous 

aurons 

, , rt-f- C ,, , J c — a 
a = b -f , b —b-\- c — a. c ~ b-h c 

2 2 

N* = 

d'où 

Sur l'exemple très simple du groupe ( 3 , 2, 5, 7 ) , qui 

donne (5, 2, 7, 9) et par conséquent 

a = 21, b — 20, c = 29, 

45 , 28, C ' = 53 , 

il est aipé de vérifier ces résultats. 

En réitérant la transformation, on aurait toujours la 

même valeur pour N, et par suite on obtiendrait la snite 

indéfinie des triangles où la différence c — «entre l'hy-

poténuse et le côté impair est constante, et égale à 2N2. 

5. Remarquons en terminant, qu'on peut former tous 

les triangles dans lesquels c -h b ou c — b est un carré 

donné; ou ceux dans lesquels c-h a ou c — a est un 

double carré donné. Les premiers sont en nombre 

limité, et les autres en nombre infini. Par exemple, 

pourc -h b ~ 49, il n'y a que trois triangles : 

M. N. P. O. a. b. c. 

5 1 fi 7 35 12 37 

3 2 5 7 21 20 29 

1 3 4 7 7 24 : a5 
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Piaur c b 49» H y en a.uneinûaiié* eûrrespaadant 

à M — 7 : 

GEORGES BOUUGAND. — Cours de Géométrie analytique. 

i vo lume in-8 (22-14) de v u - h 421 pages. Par i s , V u i b e r t . 

P r i x : io f r . 

La Géométrie analytique avait pris dans les anciens 

Cours de Spéciales un développement excessif. Les 

programmes de 1904 y ont coupé court et c'est heuceux. 

Les «taupins » d'aujourd'hui connaissent les principes 

de l 'Analyse, ils savent intégrer les équations diffé-

rentielles courantes de la Mécanique et de la Physique, 

et cela vaut mieux que, par exemple, de savoir former 

les équations de la directrice d'une section parabolique 

de quadrique, dans les conditions les plus générales. 

O n a sagement détruit pari le fer et par le feu un véri-

table néoplasme qui s'était greffé sur le corps de la 

Science. 

Mais il est difficile de pratiquer une i telle opération 

saaas. enlever en tnême temps un peu de bonne, «bair, et 

il faut convenir que la Géométrie toaitucourta souffert 

du traitement infligé à la Géométrie analytique. Les 

éièwes d'autrefois n'avaient pas 1er cerveau chargé : que 

M. N. P. Q. 

7 « - 8 9 

7 2 9 11 
7 3 10 i 3 

7 4 11 i5 4 

a. b. c. 

63 16 6-> 

77 36 85 

91 60 109 

io5 88 137 

BIBU0CHA11IIE. 
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dé science artificielle et sans intérêt. Ils connaissaient 

les grands principes de la Géométrie projective, la 

dualité, l'influence des singularités des courbes algé-

briques sur leur classe, choses d'une grande portée et 

qu'un mathématicien n'a pas le droit d'ignorer. Il faut 

ajouter que l'ancien programme favorisait remarqua-

blement le travail personnel, parce qu'on y trouvait 

une mine inépuisable de problèmes sur lesquels les 

élèves pouvaient exercer leur sagacité et même leur 

esprit d'invention, mieux que sur les problèmes qu'il 

est possible de donner aujourd'hui, le programme 

actuel ne comportant guère que des applications immé-

diates du cours. 

Le Livre de M. Bouligand marque un retour à la cul-

ture de la Géométrie. Il ne vise certes pas à restaurer 

les terribles « double X » et « triple X » d'autrefois, 

mais il voudrait en sauver ce qui s'y trouvait de bon. 

Gomme le dit M. E. Cartan dans l'intéressante Préface 

qu'il a écrite pour ce Livre, « le but qu'a poursuivi 

l 'Auteur est de former l'esprit de l'élève et de se servir 

des matières à enseigner pour l'aider à acquérir une 

culture mathématique proprement dite ». 

Suivant la tendance moderne, M. Bouligand mène 

de front l'étude de la Géométrie plane et celle de 

l'espace, ce qui économise les démonstrations. Il intro-

duit le plus tôt possible les notions d'éléments à l 'infini 

et d'éléments imaginaires, préparant ainsi dès le début 

le lecteur à une conception large de la Géométrie. 

Les propriétés fondamentales des courbes algébriques 

(points multiples, points à l'infini, points communs à 

deux courbes) sont exposées avec beaucoup de soin. 

On sait combien il est délicat, par exemple, d'établir 

dans toute sa généralité le théorème d'après lequel 

deux courbes d'ordres m et p ont mp points communs, 
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L'Auteur y parvient de la manière la plus heureuse. 

Après un chapitre substantiel sur les transformations, 

l'homographie, on passe à l'étude de la corrélation, et 

le lecteur se trouve dès lors en possession des principes 

que dominent la Géométrie depuis Poncelet, Chasles 

et Plucker. Puis viennent les coniques, les quadriques, 

l'étude de la courbure des lignes tracées sur les 

surfaces. 

L'Ouvrage se termine par des compléments sug-

gestifs, en particulier la note sur les invariants, où l'on 

trouve vraiment tout ce qu'il y a de fondamental à 

savoir sur le sujet. Il y a, dans ce résumé, des choses 

essentielles que l'on chercherait vainement dans certains 

ouvrages touffus, par exemple le fait qu'un système de 

deux coniques a deux invariants projectifs absolus. 

La rédaction de l 'Auteur est à la fois claire et concise. 

Il lui arrive souvent de laisser le soin d'achever les 

démonstrations à l'élève, à qui il demande ainsi une 

véritable collaboration. Peut-être M. Bouligand aurait-il 

pu augmenter le nombre des exercices, mais peut-être 

aussi se propose-^t-il d'en publier un recueil spécial. 

En somme, un Livre bien fait, original en plusieurs 

points, dont la lecture paraît propre à stimuler l'instinct 

géométrique, un peu engourdi par le temps qui court. 

R. B. 

QUESTIONS. 

2424. Dans un p lan, deux courbes de g randeu rs i n va r i ab les 

r o u l e n t respec t i vement su r deux courbes f ixes, e t cela de 

man iè re à se couper sous un angle constant . 

Démon t r e r que la no rma l e à la cou rbe déc r i t e pa r l e u r po i n t 
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d ' i n t e r sec t i on concou r t avec tes d ro i t e » j o i g n a n t t eû r i r cen t res 

de oo t i rb t t r e e n ce po i n t respec t i vement ; à l e u r s po i n t s de 

contact»avec les cou rbes f ixes. R . B. 

2425. S u r les arêtes O x e t O y d ' un t r i è d r e on ma r que 

deux, po in t s fixes A e t B , su r l ' a r ê t e Q * u n p o i n t v a r i a b l e G. 

L i e u x des con tac ts , su r la face O A B , des sphè res tangentes 

a u x qua t r e p lans dé te rminés p a r l e s faces du t é t r aèd re O A B C . 

V . THÉBAULT. 

2426. So i en t u n t r i a ng l e A B C et un cerc le ( 2 ) de sôn p lan . 

O n t r ace les cercles ( to a ) , (w^) , (a>c) passant r espec t i vemen t 

en A , B* CT e t ayan t BG, C A , A B , p o u r axes r ad i caux avec ( 2 ) . 

M o n t r e r que : 

i ° L e cen t r e r ad i ca l de ces cercles est le pô le de l 'axe rad ica l 

A de ( Z ) e t du cerc le c i r consc r i t à A B C , pa r r a p p o r t au 

t r i a ng l e A B C . 

2° Les distances de oe cen t r e rad ica l aux côtés d u t r i a ng l e 

son t i n ve r semen t p r opo r t i o nne l l e s au x p r odu i t s des côtés pa r 

les puissances des sommets opposés par r a ppo r t à ( 2 ) . 

— Cas pa r t i c u l i e r où ( 2 ) est u n des cerc les t r i t a ngen t s . 

V. THÉBAÏÎLT. 

3427. So i en t A B G D u n q uad r i l a t è r e i n s c r i p t i b l e dans u n 

cerc le -Q, M e t N les e x t r ém i t és du d i amè t r e , para l lè le à la 

d r o i t e de S imson du po i n t D pa r r a p p o r t au t r i a ng l e A B C . 

D é m o n t r e r que les d ro i t es de S imson des po in t s M et N pa r 

r a p p o r t au t r i a ng l e A B C sont para l lè les aux axes des paraboles 

c i rconscr i tes au quad r i l a t è r e A B C D . 

SERBAN A . G I IEORGHÈRE. 
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[M*4f] 
CYGLIDES DU QUATRIÈME DEGRÉ; 

PAR M . R. D O N T O T . 

1. Nous rappellerons d'abord quelques résultais 

connus (voir DARBOUX, Géométrie analytique, p. 4*O 

et suiv.). Une cyclide rapportée à ses axes 

+ ^ ) 2 + 4 A . r 2 + 4 A y + 4 A" s* 

+ 8G.r + 8C 'y -h 8C"z -h 4 D = o 

est, en général, de cinq manières différentes, l'enveloppe 

de sphères bitangentes dont le centre décrit une qua-

drique à centre, la déférente, et qui demeurent ortho-

gonales à une sphère directrice fixe. Cette sphère a 

pour équation 

+ 2 P = O ( P = a . r + P / + ^ + 8), 

a, 3, v, S étant liés par les relations 

a2 P* 7* 

( ï ) 
C a C 'ß Cff Y , . 

X étant une des cinq racines de l'équation 

p.2 r'2 ç/i 

L'ensemble des plans des deux courbes planes suivant 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIX. (Nov. 1919.) 
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lesquelles la sphère coupe la cyclide est donné par 

7T (xyz) = o, 

Tt(xyz) = P*-4- 2 X P -4- ( A — X ( A ' — XXx* -+-(A'— \)z* 

-4- iQx -h zC'y -4- iC" z-h D , 

A ayant une des valeurs précédentes. 

Les résultats précédents ne sont pas tout à fait géné-

raux : il peut arriver en effet que X — A soit nul : un 

calcul élémentaire conduit alors aux conditions 

X = A , G = o, a = o, 

l / c'p C'y 4 . y 

( I I ) ' / C'* G"* _ \ 

ou, dans le cas où A = A', aux conditions 

X = A = A', G = o, a = o, 

( i iw . ) + 

2. La sphère bitangente peut, dans certaines hypo-

thèses, devenir sphère inscrite. Il est bien évident 

qu'il importe, si l'on veut faire une théorie complète 

des cyclides, de connaître dans quel cas il en est ainsi. 

On trouve par un calcul élémentaire les conditions 

suivantes : 

G'2 C"* 
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ou bien 

^ C = C' = o, A = A ' = X, a = o. p = o, 

(IV) . + 

1 - ( ¿ K - O K ^ D - * ) - . . 

ou bien 
( C = C ' = o , A = A ' = A", a = o, S = o, 

( I V bis) J ^ 
j a C ' ^ A + ^ - f i D - A ^ + C ^ o . 

Pour n'être pas obligé de revenir sur ces distinctions, 

remarquons qu'il est inutile de supposer A = A ' = A'7, 

C = C ' = G " — o, cas où la cyclide se décompose en 

deux sphères concentriques et que, par un changement 

d'axes évident, on ramène les hypothèses A == A ' 

ou A = A ' = A" aux hypothèses envisagées 

( A = A' , C = o ) ou ( A = A ' = A", G ^ G ' = o ) . 

L'interprétation des résultats précédents est simple. 

Conditions (II) et ( I l bis). — La déférente et la 

sphère directrice sont réduites au même plan. Les 

sphères variables sont orthogonales à ce plan : leur 

rayon varie suivant une loi peu simple. 

Conditions (III). — La déférente est une conique. 

La cyclide est l'enveloppe de sphères dont le centre 

décrit la conique déférente et qui sont orthogonales à 

un cercle du plaa de cette déférente, ou, si l 'on veut, à 

une infinité de sphères directrices appartenant à un 

réseau linéaire (dont fait partie évidemment le plan de 

la déférente). Ce cercle, commun à toutes ces sphères 

directrices, est dit cercle directeur. 

Conditions ( I V ) et ( IV bis). — La cyclide est l 'en-
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veloppe de sphères dont les centres sont alignés : elle 

est manifestement de révolution. 

3. La cyclide apparaît donc suivant les cas comme 

une enveloppe de sphères dont l'équation dépend de 

deux ou un paramètre. Nous désignerons par normaux 

les systèmes de sphères bitangentes, par exceptionnels 

les systèmes de sphères inscrites, par réguliers les 

systèmes de sphères, dont le centre ne décrit ni un 

plan ni une droite, par si/tguliers les autres. 

Le nombre et la nature des systèmes de sphères 

bitangentes ou inscrites dépend de la nature des racines 

de l'équation = o : 

<p(X) = ( X - A ) ( X - A ' ) ( X - A" ) / (X ) . 

Cette équation a cinq racines, nous nous proposons 

d'établir d'abord que ces racines, en général, sont dis-

tinctes. 

Cherchons, en effet, les points singuliers de la sur-

face, autres, bien entendu, que les points de l'ombili-

cale. Ils sont définis par 

x(x*-i- y^-h z 2) -+- 2 A x h- 2 G = o, 

y(x* -h y* + : 2 ) + 2 A 'y -i- 2 G' = o, 

z(x*-\-y 1 -+- z 2) H- ik" z -4- 2 G" = o, 

A * 2 -H A>2-H 3 (Gx 4- C'y -H C z) -+- 2 D = o, 

système qu'on résout si C C ' C " ^ o en posant 

» x* y 2 -h z 2 h- 2X = o, 

d'où 
G C' C" 

x — \ T» y — S 77> 3 = ^ 77, > 
X — A J X — A' X — A" 

\ vérifiant les deux équations 

/ ( X ) = o, / ' ( X ) = o. 
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Si C = o par exemple, outre la solution précédente, on 

trouve celles qui sont définies par 

- G ' _ Cff 

y ~ A — A' ' * ~~ A — A" ' 

/ ( A ) = o. 

O n voit donc qu'à toute racine multiple et différente -

de A , A ' , A " de l 'équation cp( A) = o correspond un et 

un seul point singulier de la surface : à toute racine A , 

A ' , A" de <p(X) = o qui est en même temps racine 

de / ( X ) — o , c 'est-à-dire au moins racine double 

de cp(X) = o, correspondent deux points singuliers 

distincts, si, par exemple, 

C'2 C"2 

( A - A ' ) » + ( A - A * ) » 

c'est-à-dire si la racine A , A ' ou A" de 'f(X) est racine 

simple de / ( X ) = o. 

Il est possible de préciser la nature du point singu-

lier : supposons que X soit une racine double de/(X) == o. 

L'équation du cône des tangentes, rapportée à deux 

axes passant par le point singulier, sera 

r Cor C'y C"z I 2  

[ ( X - A ) * ^ ( X - A ' ) 2 ^ ( X - A " ) 2 J 

+ ( A — X - + - ( A ' — X ) j 2 ( A ' ' — X )s* == o. 

O n a donc un véritable cône si 

C2 C'2 C"2 

(X — A)» (X — A') 3 { \ ~ M ' f ^ 

c'est-à-dire si f " Ç k ) ^ é o. La racine X est alors une 

racine double et la surface correspondante, l ' inverse 

d'une quadrique à centre. Si , au contraire, X est une 

racine triple, il y a au point singulier deux plans tan-

gents, la cyclide est l ' inverse d'une quadrique à plans 
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directeurs. Si C = o, 011 trouve pour cône des tan-

gentes 

-4- (A' - A)jr* -4- ( Aff — AU1 = o, 

qui est un véritable cône dans le cas où A n'est pas 

racine double de / (X ) = o, c'est-à-dire encore lorsque 

les deux points singuliers correspondant à A sont dis-

tincts. Dans ce cas, la cyclide est l'inverse d'un cône. 

On voit donc qu'à tout point singulier de la surface 

correspond une racine au moins double pour l'équa-

tion ®(X) = o. Dans le cas général, la cyclide n'a pas 

de points singuliers et l'équation $(X) = o a cinq 

racines distinctes. 

On remarquera qu'une enveloppe de sphères inscrites 

a deux points singuliers : une cyclide de Dupin, enve-

loppe de sphères inscrites de deux façons différentes, 

en a quatre et que les réciproques sont vraies. 

i . 11 est maintenant suffisamment établi que l'étude 

et la solution si possible de l'équation ©(X) = o doivent 

précéder toute étude d'une cyclide donnée. Supposons 

donc C, C , C" différents de o, par suite A ^ A ' ^ A " 

et pour fixer les idées A < A' < A". L'équation o (X) = o 

a cinq racines, dont trois sont réelles et distinctes, 

auxquelles correspondent trois systèmes normaux régu-

liers de sphères bitangentes : les déférentes sont trois 

quadriques homofocales à centre (un ellipsoïde, un 

hyperboloïde à -une nap^e, un hyperboloïde à deux 

nappes). Si la cyclide n'a pas de points doubles (en 

dehors de l'ombilicale), il y a en outre deux systèmes 

de sphères normaux réguliers : s'il y a un point double, 

rl n'y a qu'un seul système normal régulier de plus. 

Rappelons que les centres des sphères directrices 
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sont suivant les cas cinq points distincts 0« , 0 2 , 0 3 , 

0 4 , 0 5 , dont trois sont réels, au moins, ou cinq points 

dont trois sont distincts, et distincts du point double, 

et les deux autres confondus avec le point double. La 

directrice ayant pour centre le point double est de 

rayon nul; toutes les sphères directrices passent donc 

par ce point; la cyclide est de trois façons différentes 

podaire d'une quadrique à centre. Ces trois quadriques 

à centre, homothétiques des déférentes, sont homo-

focales. 

Dans l'un et l'autre cas, quatre quelconques des 

points 0 4 , 0 2 , 0 3 , 0 4 , 0 5 forment un tétraèdre con-

jugué à la directrice dont le cinquième est le centre et 

a la déférente correspondante. Du nombre de cônes 

distincts passant par l'intersection d'une déférente et 

de la directrice correspondante, on déduit aisément 

que les focales de la cyclide sont dans un cas [pas de 

racines doubles pour cp(X)r=o] cinq biquadratiques 

sphériques sans point double; dans le second [o(X)a 

une racine double], quatre biquadratiques ayant au 

point double de la cyclide un point double, l'une 

d'elles étant tracée sur un cône isotrope. 

11 est même aisé de montrer, comment la connais-

sance des racines de l'équation cp(X) = o permet de 

former effectivement l'équation des cônes passant par 

une focale. Prenons par exemple la focale tracée sur la 

directrice O , , correspondant à la racine A, : soit X2 une 

racine différente de A,. 

L'un des cônes cherché a pour équation 

La vérification est aisée. 
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5. Le cas où l'équation cp(X) = o admet une ou 

plusieurs racines simples A, A' ou A" ne se diffé-

rentie pas essentiellement du précédent. A chacune de 

ces racines correspond une série de sphères normale 

singulière; une déférente disparait, une directrice de-

vient plane et les foyers correspondants sont sur une 

quartique bicirculaire. On voit que les quartiques bicir-

culaires remplacent les biquadratiques sphériques dans 

les cas de dégénérescence de la sphère qui les porte, ce 

qui n'a rien de surprenant. En particulier, les focales 

d'une quartique bicirculaire sont, en général, quatre 

biquadratiques sphériques tracées sur des sphères or-

thogonales deux à deux et orthogonales au plan de cette 

quartique. 

Supposons alors que C étant nul, C' et C" soient 

différents de o. Supposons en outre que / ( A ) soit nul. 

Si A < A ' < A " , la racine A est simple ou double 

pour = o et, par suite, <p(X) = o admet cinq 

racines réelles, savoir : A, racine double et trois 

racines distinctes entre elles X,, X3, pouvant 

être égal à A. La cyclide admet un plan de symétrie, 

deux points singuliers distincts ou un point singulier 

avec en ce point deux plans tangents ; dans le premier 

cas, on compte trois systèmes normaux et un système 

exceptionnel de sphères bitangentes; dans le second, 

deux systèmes normaux et un système exceptionnel. 

(Parmi les déférentes il y a un hyperboloïde à deux 

nappes, un ellipsoïde et une ellipse imaginaire. ) Les 

déférentes sont homofocales; les sphères directrices 

du système exceptionnel sont les sphères du faisceau 

linéaire 

C' G" 
X * y " > z * — 2 [XX — 9. — —, y — 2 — Z — 2 Â = O . 

Elles sont orthogonales aux sphères directrices des 
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systèmes normaux : nous allons établir que, comme 

dans le cas général ( § 4 ) , les centres de ces sphères 

sont les sommets d'un triangle conjugué commun à 

toutes les directrices du système exceptionnel, et à la 

déférente de ce système. 

Les coniques 

Cz 
•4- y 2 ^- .* 2 — '2 ^-T-7— 1 ^ — 2 À = o, 

J A — A A — A " ' 

où X prend celles des valeurs X,, X3 différentes de A , 

sont des systèmes de droites dont le centre a pour 

coordonnées 

<7 C" 

c'est-à-dire le centre des sphères directrices des sys-

tèmes normaux. D'autre part, l'équation d'un cône 

passant par une focale de l'un de ces systèmes serait 

. x l ^ y2 z 2 \ 

C G" 

où A peut avoir l'une des valeurs A , X,, X2. Si X = A, 

ou X2, le sommet de ce cône est encore un des centres 

d'une sphère directrice (des systèmes normaux; mais 

si X == A , il y a une infinité de sommets, le cône se 

réduisant à un système de deux plans. On peut donc 

dire, d'une façon très générale, que les centres des 

sphères directrices n'appartenant pas à un système 

sont les pôles doubles de la déférente et de la directrice 

de ce système (ou des directrices de ce système). Enfin, 

on voit que les déférentes des systèmes normaux sont 
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bitangentes aux points doubles à leurs directrices et 

que les focales de ces systèmes sont composées chacune 

de deux cercles. 

Le système exceptionnel a quatre foyers distincts en 

général, puisque les trois systèmes de sécantes sont en 

général distincts. 

On modifie sans peine ces résultats dans le cas où 

les points doubles de la cyclide sont confondus. 

6. Nous avons supposé que A était la plus petite 

des trois quantités A, A', A" : il y a de très légères 

modifications à apporter aux parties du texte mises 

entre parenthèses, s'il n'en est pas ainsi. Il en est de 

même, si l'une des déférentes se réduit à un plan : ces 

variantes sont sans intérêt. 

Supposons donc 

G = G' = o, C V o , A ^ A ' et / ( A ) = / ( A f) = o, 

La cyclide admet deux systèmes exceptionnels, un 

système normal, c'est une cyclide de Dupin à ligne 

de courbures planes. Elle a quatre points singuliers 

définis par les équations : 

-h 2 A' = o, 

Ces points singuliers forment deux groupes et tout 

point d'un groupe est le sommet d'un cône isotrope 

passant par les deux points singuliers de l'autre groupe. 

La sphère directrice du système normal passe par ces 



est vérifiée, par exemple, pour 

JK = o, a?1-h** A , z ~ X 
A — A* 

car on a 

Elle est donc encore normale à toutes les sphères 

directrices en nombre doublement infini des deux sys-

tèmes exceptionnels. La focale de ce système appartient 

au faisceau des quadriques 

qui se décomposent en systèmes de plan pour X = A , 

X = A". Par suite, la déférence coupe la directrice sui-

vant quatre droites, isotropes naturellement. 

On vérifierait très simplement que les déférentes des 

systèmes exceptionnels sont bitangentes aux sphères 

directrices correspondant aux points doubles. Il suffit 

pour cela de former les équations des sécantes com-

munes. 

Nous laissons au lecteur le soin de compléter cette 

étude par celle des cas simples 

7. Les réciproques des propositions précédemment 

établies sont évidentes. 

G = o, C ' = o, A = A', 

C = o, C ' = o , A = A ' = A ' . 
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L'enveloppe d'une sphère dont le centre décrit une 

quadrique à centre et qui demeure orthogonale à une 

directrice fixe est une cyclide du quatrième degré, 

ayant autant de points doubles que la déférente et la 

directrice ont de points de contacts. En particulier, si 

la déférente et la directrice sont bitangentes en deux 

ombilics, l'enveloppe est une cyclide de Dupin. 

Nous désignerons par cyclides (S) celles qui ad-

mettent au moins un système exceptionnel de sphères 

enveloppes : autrement dit, celles qui ont deux ou 

quatre points doubles, ou encore qui correspondent à 

des déférentes bitangentes, tangentes en un ou deux 

ombilics à leurs directrices. Ces cyclides sont des enve-

loppes de sphères (S) dont l'équation dépend d'un 

paramètre au second degré : cela d'une ou deux ma-

nières différentes. Soient 

Sj = ai (x* -h y*22) -+- 2btx -h 2Cly-h2diz-i-el = o, 

52 = y*-h z 2) -h ib^x -h 2c2y -H 2 d^z -+- = o, 

53 = a3 (a? 2 4-7*4- z-) -+- ib^x 4- 2C3y 4- 2 d3z -+• e3 = o 

les équations de trois sphères. Les sphères S seront * 

données par 

Si0*-h2S20-hS3=o, 

où 6 représente un paramètre variable, et leur enveloppe 

sera la cyclide d'équation 

Sl = SiSj. 

Soit 6, une valeur de 9 : désignons par Pi la puis-

sance d'un point M de la cyclide, par rapport à la 

sphère 6, 

P, (a t 6 ; + 2 a î e î + a 3 ) = S»©} 4- 2S26 -h S3 

= (SjÔi -+- S2)2. 
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Soitp, le rayon de la sphère S, : désignons par + d\ 

•> P 
ou — d\ suivant le cas, la quantité —-

Ptl d\ = 

nous pourrons appeler distance d'un point à la sphère 9 <, 

un nombre positif dont la valeur est dK : cette définition 

est légitime, car pour une sphère G, réduite à un plan, 

la formule donne la distance géométrique du point M 

à ce plan. Nous aurons alors 

± i p t ¿ f ( a , ô 2 - h 2 a 2 e 2 - h a , ) S t = ( S ^ - f - S2)». 

Pour fixer les idées, supposons le point M choisi sur 

une région de surface, ou S, > o, on aura 

Nous choisirons le signe, suivant le cas; pour sim-

plifier l'exposé, imaginons qu'il convienne de prendre 

le signe + quel que soit 11 est manifeste qu'entre 

les distances <ff, d3 à trois sphères 9,, 92, 93 exis-

tera une relation linéaire et homogène 

di \ A p i O i 0 ? -f- 2a 2 0, + a3) 8t 1 

di y/2p2Oi62 H- 2a2624- az) 62 1 

dz -H 2a2 03-f- az) 63 1 

Les cyclides (S) peuvent être divisées en zones 

telles que chacune d'elles soit le lieu géométrique 

des points dont les distances à trois sphères inscrites 

sont liées par une même relation linéaire et homo-

gène. 

En particulier, si parmi les sphères S il y a trois 

sphères points distinctes, la cyclide S apparaît comme 

formée de zones, telles que chacune d'elles soit le lieu 
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des points dont les distances à trois points appelés 
foyers sont liées par une même relation linéaire et 
homogène. 

Les réciproques sont vraies. 

8. Il n'y a aucune modification à faire aux calculs et 

raisonnements précédents pour parfaire l'étude des 

quartiques bicirculaires. Chaque quartique bicirculaire 

a dans son plan quatre déférentes homofocales et quatre 

cercles directeurs orthogonaux, distincts si la quar-

tique n'a pas de points doubles en dehors des points 

cycliques : dans ce cas, les foyers sont au nombre 

de 16. Soient A, B, C, D quatre foyers d'un même 

système : ils sont sur un même cercle directeur O j , 

les points de rencontre 0 2 , 0 3 , O4 des sécantes AB, 

CD : AC, BD : AD, BC sont les centres des cercles 

directeurs des autres systèmes. Les trois systèmes de 

sécantes étant distincts (même démonstration qu'au 

paragraphe 4)? les quatre foyers A , B, C, D sont dis-

tincts sur un même cercle et par suite les seize foyers 

sont distincts entre eux. effet, si A du système O* 

était confondu avec A' du système 0 2 , le point A 

serait sur les deux cercles orthogonaux 0| et 0 2 et 

par suite il ne serait pas distinct de B, C, D. 

Il est aisé d'ailleurs de construire ces seize foyers à 

partir de quatre d'entre eux : Supposons que deux des 

cercles directeurs se coupent en un point réel A, une 

inversion de centre A transforme la quartique en une 

quartique d'équation 

Les foyers situés sur l'axe des x ont pour abscisses les 

racines de l'équation 

(x*-h y- )2 -b 4 À a?* -H 4 A'JK2 -t- 4D = o. 

D - A A 

A — A j 
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et les foyers situés sur l'axe des y ont pour ordonnées 
les racines de 

yk D — AA' _ 

4 T^TÂ* D = 

Les uns sont donc les foyers des couples formés par 

les autres convenablement associés : par exemple, aux 

foyers x{, — xK correspondent yt = ixx, y2 = — t^*» 

Revenons à la cyclide primitive redonnée par une nou-

velle inversion : les douze foyers autres que A, B, C, D 

sont les foyers des six systèmes de points ou les points 

limites des six systèmes de cercles [A, B; G, D] [A, 

C; B, D] [A, D ; B, C]. Ces quartiques, sans points 

doubles, ayant quatre foyers distincts, sont de quatre 

façons des enveloppes de cercles et par suite : 

Toute quartique bicirculaire sans points doubles 

est formée d"ares, dont chacun est le lieu géomé-

trique des points dont les dislances à trois foyers 

sont liées par une relation linéaire et homogène. 

Cette propriété se conservant par inversion, la défi-

nition des quartiques bicirculaires dans le plan s'ap-

plique mot pour mot aux biquadratiques sphériques 

sur la sphère. 

Toute biquadratique rphérique sans points dou-

bles est formée d'arcs, dont chacun est le lieu géo-

métrique des points dont les distances ci trois points 

fixes de la sphère appelés foyers sont liées par une 

relation linéaire et homogène. 

Ces trois points sont trois des quatre points où une 

des focales de la biquadratique sphérique donnée perce 

la sphère qui la porte. 

9. Cette dernière remarque fort simple permet de 

résoudre un important problème, déjà traité par La-

guerre et Darboux ( D A R B O U X , A naly tique, p. 4 ^ 8 - 4 % ) • 
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Connaissant un mode de génération d'une 

cyelide, trouver les autres. 

Le problème ainsi posé en masque un autre : 

Connaissant une des focales d'une cyclide, 

trouver les autres, 

qu'il nous semble préférable de résoudre d'abord, pour 

montrer combien le rôle de la déférente est en somme 

peu important quand la focale est déterminée. La solu-

tion du problème posé et résolu par Darboux et La-

guerre découle naturellement de la solution de celui-ci. 

Soit (F<) la focale donnée tracée sur une sphère (O,) ; 

soient 0 2 le sommet d'un des cônes passant par F<, 

( 0 2 ) la sphère orthogonale à ( 0 4 ) de centre 0 3 : 

O a est une directrice. Elle coupe ( F , ) en quatre 

points A , B, C, D qui sont les foyers de la focale (F 2 ) 

cherchée tracée sur ( 0 2 ) . Cette focale est parfaitement 

déterminée : chacun de ses points est à des distances 

de A , B, C, liées par une relation linéaire et homogène ; 

elle passe en outre par les foyers de (F 4 ) situés sur (0 4 ) , 

foyers qu'il est aisé de déterminer. Ce sont par exemple 

les points de contact des plans tangents à la sphère (0<) 

et au cône de sommet 0 2 passant par la biquadrique. 

Elle est donc parfaitement déterminée, comme lieu 

géométrique de points dont les distances à A , B, C 

sont liées par une relation connue. 

Pour rendre maniable cette solution, projetons sté-

réographiquement chaque biquadrique, d'un point de 

vue différent, bien entendu, sur le plan radical de deux 

sphères : nous obtenons deux quartiques bicirculaires 

ayant même cercle directeur et telles que sur ce cercle 

les foyers de l'une soient les points de rencontre avec 

ce cercle de la seconde. Définissons, par exemple, la 

première par sa déférente qui passe par les quatre 
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foyers A, B, C, D : soient ma une tangente commune à 

la directrice et a cette déférente ; le cercle de centre m 

(m sur la déférente) et de rayon ma (a sur la direc-

trice) est un cercle enveloppant, le point de contact 

est a ; a est donc un point d'intersection de la directrice 

avec la cyclide. Autrement dit, la cyclide ayant pour 

foyer a , et les points è, c, d obtenus de même et 

passant par A, B, G, D, s'obtient en prenant pour 

déférente la polaire réciproque par rappont au cercle 

directeur de la déférente donnée. La biquadratique 

sphérique s'en déduit par projection. 

Sous cette forme, la solution est générale et s'ap-

plique, A, B, C, D étant ou non réels ou distincts. 

10. Pour ne pas allonger indéfiniment le texte du 

présent article, nous avons borné notre étude aux 

cyclides du quatrième degré. Il est manifeste que les 

résultats géométriques obtenus s'appliquent également 

aux cyclides du troisième degré ; les déférentes sont 

des paraboloides. Parmi ces cyclides, il y a des enve-

loppes de sphères dont le centre décrit une parabole, 

ce sont des cyclides (S). 

La distinction entre cyclides (S) et autres présente 

une grands importance. La propriété capitale des cy-

clides est celle-ci : 

Les cyclides homo/ocales forment un système 

triple orthogonal. 

Elle est connue depuis longtemps, mais sa démons-

tration même indique manifestement que les cyclides 

dont il s'agit ne sont pas des cyclides (S). Par un point 

de l'espace passent deux (et non trois) cyclides S homo-

focales, de foyers donnés, si parmi ces foyers trois sont 

distincts, une seule s'il n'en est pas ainsi, et c'est une 

cyclide de Dupin. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIX. (Nov. 1919.) 3a 
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[ O ^ e , T 2 b ] 

THÉORÈME SUR LES COURRES PLANES ; 
PAR M . RAOUL B R I C A R D . 

Soit O A un arc de courbe plane, convexe et tel que 

les tangentes en O et A , orientées suivant un sens de 

circulation défini sur l'arc, fassent entre elles un angle 

au plus égal à TZ. Désignons par u la distance d'un 

point M de l'arc à la parallèle menée par le point A à la 

tangente en O , par p le rayon de courbure en M, p a r L 

la longueur de l'arc O A . Le théorème que je me propose 

d'établir est le suivant: 

On ne peut avoir en tous les points de Vare O A 

V inégalité 
p u > X, 

, . . . X 4L* 
A étant lui-meme supérieur a 

Prenons comme axe des x la tangente en O ( f i gu re ) , 

O y étant dirigé du côté de la concavité de l'arc. U 

résulte des hypothèses que l'ordonnée d'un point qui se 
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déplace sur la courbe de O en A croît constamment. Il 

en est de même de Tangle 9 que fait avec la tangente 

en ce point. Soient h l 'ordonnée du point A , y l 'or-

donnée du point M. O n a u = h — y . Soit K 2 la borne 

inférieure des valeurs que prend l'expression p ( h —y) 

le long de l'arc O A , de sorte qu'on a en tout point 

( i ) p(h-y)l K». 

Si le rayon de courbure en A est fini, K est nul. Si 

ce rayon de courbure est infini, il peut en être autre-

ment. 

On a, avec les notations ordinaires, 

i _ ¿0 _ sine ¿6 

p ~~ ds dy  y  

d'où, en vertu de ( i ), 

sin 8 d8 < h — y 

K Ï 1 -

O n en conclut, en intégrant de O en M, 

00 

inégalité valable en tous les points de l'arc O A . 

On a aussi 

(3) i-+-cos6 

d'où, par multiplication, et en extrayant les racines 

carrées, 

s in6£ ^ y/ihy —y* 

ou encore 
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O n a, d'autre part, 

i c
h  d

y 

d'où, en vertu de (4), 

L > K f h
 f = K f h , * = Ï K , 

d'où enfin 

R 2 étant la borne inférieure de p*z, il est impossible, 

d'après cela, que ce produit soit partout supérieur 

à X > ce qui est le théorème à démontrer. 
ir2 1 

L'inégalité (5) ne peut se changer en inégalité que 

s'il en est de même des inégalités (2) et (3) en tous les 

points de l'arc OA. Il faut en particulier que l'on ait 

I -H COsft = 1 

ou 6 = o, ce qui est impossible si l'arc OA ne se confond 

pas avec Ox. 

La proposition établie trouve une application en 

Résistance des matériaux, dans la théorie du « flambe-

ment » d'une poutre soumise à une compression longi-

tudinale. Supposons, en effet, que OA soit la forme que 

prend la fibre neutre d'une poutre encastrée en O , et 

soumise à son extrémité A à une force de compression P, 

dirigée parallèlement à O x . Si l'on envisage la por-

tion MA de la poutre, on voit que, pour l'équilibre, il 

faut que le moment fléchissant en M, OÏL, soit égal en 

valeur absolue au moment de P par rapport au 

point M : 
D)1 = Pa 
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D'autre part, on a, d'après une formule fondamentale 

dans la théorie de la flexion, 

i _ D\L _ Pu 

p ~~ Ei "" E l ' 

ou encore 

p » « i . 
p u 

D'après ce qui vient d'être démontré, on peut sup-

poser qu'au point M (qui peut être arbitrairement 

choisi), on a 
4L* 

l'égalité étant exclue, si O A est un arc de courbe 

véritable. O n aura donc 

u* El 
(6) P > 

4L* 

Ainsi la force qui produit un flambement, si petit 

qu'il soit, doit satisfaire à cette inégalité. 

L'inégalité (6), connue sous le nom de condition 

d'Euler, s'établit en général d'une manière diffé-

rente. 

[L117d] 

TRIANGLES ET QUADRILATÈRES DE PONCELET; 
PAR M. G. FONTENÉ. 

1. J'indique ici un fait que je crois nouveau, en le 

rattachant à des faits connus. 

Etant données deux coniques S et S', on considère 
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la forme X S — S , et soient , les racines du 

discriminant de cette forme. 

a. La condition d'existence de triangles circonscrits 

à S et inscrits à S ' est 

(1) o. 

b. La condition d'existence de triangles circonscrits 

à S et conjugués par rapport à S' , de triangles inscrits à 

S ' et conjugués par rapport à S, est 

( 2 ) X, -h X2 X3 = o. 

c. La condition d'existence de quadrilatères circons-

crits à S et inscrits à S' est enfin 

(3) —X,-hX2-hX3 = oï 

les diagonales des quadrilatères passent par le point P 

qui est le sommet spécial du triangle autopolaire com-

mun aux deux coniques, les côtés opposés de ces qua-

drilatères se coupent sur la droite p qui est le côté 

spécial du même triangle. 

c'. Voic i le fait que je crois nouveau : Sous la con-

dition (3), c'est-à-dire s'il existe des quadrilatères 

circonscrits à S et inscrits à S', il existe aussi des 

couples de triangles circonscrits à S et polaires Vun 

de Vautre par rapport à S ' , des couples de triangles 

inscrits à S' et polaires Vun de Vautre par rapport 

à S. Dans chacune des deux séries, les deux triangles 

d'un même couple sonthomologiques, le centre d'homo-

logie étant le point P, l 'axe d'homologie étant la droite/?. 

— Les triangles de la première série sont inusités à 

une conique fixe 2', polaire réciproque de la conique S 

par rapport à la conique S ' ; les triangles de la seconde 

série sont circonscrits à une conique fixe S, polaire 
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réciproque de la conique S' par rapport à la conique S. 

On peut supposer, par exemple, que les deux 

coniques S et S' sont des cercles, le cercle S ayant 

son centre sur le cercle S' ; ce système est bien connu. 

Le point P est alors le point à l'infini sur l'axe radical 

des deux cercles, la droite p est la ligne des centres ; 

les deux triangles d'un même couple sont symétriques 

par rapport à cette droite. — Les triangles de la seconde 

série, inscrite au cercle S', sont circonscrits à une para-

bole S ayant pour foyer le centre du cercle S, pour di-

rectrice la polaire du centre du cercle S' par rapport au 

cercle S. 

2. Avant d'énoncer la réciproque je rappelle que les 

deux coniques 

( S ) Z 2 = O, 

( S' ) a* X* -+- b*y* H- c2 z* == o 

sont polaires réciproques par rapport à chacune des 

quatre coniques 

( S , S i , S 2 , S 3 ) a x * ± b y * d t c z * = o, 

lesquelles sont deux à deux doublement tangentes. 

Cela posé, si les deux coniques S et S' admettent 

des triangles circonscrits à S et inscrits à S', sous 

la condition a -f- b -\-c = o, ces triangles sont con-

jugués par rapport à la conique S 

(ax2 -h by x -4- es2 = o ). 

Il existe des quadrilatères circonscrits à S et ins-

crits à S4 (—ax 2-\-by 2-\-cz 2 = o), des couples de 

triangles circonscrits à Y et polaires Vun de l'autre 

par rapport à S4, des couples de triangles inscrits à 

S4 et polaires Vun de l'autre par rapport à S. Il 
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existe des quadrilatères inscrits à S ' et circonscrits 

à S , , des couples de triangles inscrits à S'et polaires 

Vun de Vautre par rapport à Si, des couples de 

triangles circonscrits à S 1 et polaires Vun de Vautre 

par rapport à S'. La même chose a lieu avec les in-

dices 2 et 3. 

On peut prendre comme conique S une parabole, 

comme conique S' un cercle passant au foyer et ayant 

son centre sur l'axe ; la conique S est alors une hyper-

bole équilatère ayant son centre au foyer de la parabole, 

la conique est le cercle principal de cette hyperbole, 

les coniques S 2 et S3 sont une hyperbole et une ellipse 

imaginaire ayant pour centre le point du cercle S' dia-

métralement opposé au foyer de la parabole. 

[ K ' I S c ] 

DISTANCE DU CENTRE DE LA SPHÈRE 
CIRCONSCRITE AU CENTRE DE GRAVITÉ DU TÉTRAÈDRE ; 

PAR M . V . T H É B A U L T . 

1. Considérons un tétraèdre quelconque A B C D ins-

crit dans une sphère O et dont le centre de gravité 

est T. Ce point est situé à l'intersection des droites qui 

joignent les sommets A , B, C, D aux centres de gra-

vité GA , GB , GC , G d des faces opposées. De plus, T di-

vise chacune des droites AG a , BG f i , C G c , D G 0 , dans 

le rapport 

£GA = rGn rGç rGo = i 
T A ~ R B rc R D 3* 

L E M M E . — Dans un tétraèdre quelconque A B C D , 



( 429 ) 

on a 

( I ) D I V D B ^ D G 1 — Ì ( Â B 2 - + - B G 2 - H G Â 2 ) = 3 D G D , 

GD étant le centre de gravité de la base ABC. 

Car 

et 

D A 2 D B V D C 2 = A G 2 •+• BGÒ-+- G G D - H 3 D G ^ 

2 2 2 I / 2 2 2 \ 
A G D 4 - B G I > - 4 - C G D = - ( A B -F-BG -+-CA ) . 

Considérons maintenant les tétraèdres OABC, OBCD y 

OCAD , OABD . La relation ( i ) appliquée à chacun 

d'eux donne, en ajoutant, R étant le rayon de la 

sphère O , 

La relation de Stewart appliquée aux triangles O A G A , 

O B G B , O C G C , O D G d , donne aussi, par addition, 

V 3 Ô G A - 4 ( 4 Ô T 2 - R 2 ) H- Y . 7 AGK-

On en déduit, avec ( i ) , cette relation entre les arêtes 

a , 6, c, a, p, y, la distance OT et le rayon R de la 

sphère circonscrite à un tétraèdre, 

ÔT2 = R» Ça* + à * f a ' + y + T ' j 

2. Les remarques suivantes apparaissent d'elles-

mêmes. 

La somme des carrés des arêtes des tétraèdres, 

inscrits dans une sphère et ayant un point donné 

pour centre de gravité, est constante. 

Le lieu des centres de gravité des tétraèdres ins~ 
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crits dans une sphère et tels que la somme des carrés 

de leurs arêtes soit constante, est une sphère concen-

trique à la sphère circonscrite. 

Enfin, la somme des carrés des arêtes des té-

traèdres inscrits dans une sphère donnée est maxi-

mum lorsque leur centre de gravité est au centre de 

la sphère circonscrite. 

Dans un tel tétraèdre, les arêtes opposées sont égales. 

O n obtient ainsi une propriété de ces tétraèdres 9 

qu'il y a lieu d'ajouter à celles qui ont été réunies par 

M. J. Lemaire dans la solution de la question de Mathé-

matiques élémentaires posée au Concours d'Agrégation 

en 1914 {Nouvelles Annales, p. 5o2) : 

Parmi les tétraèdres inscrits dans une sphère 

donnée, ceux dont les arêtes opposées sont égales, 

sont tels que la somme des carrés de leurs arêtes soit 

maximum. Si a, c sont les arêtes, R le rayon de 

la sphère, 
a*. 6« 4- c2 = 8 R 2 . 

[ K ' 9 a a ] 

SUR L'AIRE D'UN POLYGONE ; 
PAR M . V . J A M E T . 

AVANT-PROPOS. 

Dans la pratique d£ l'arpentage, on considère comme 

irréductible la notion expérimentale de l'aire d'un 

polygone, et l 'on admet (avec raison) que cette aire 

est ^gale à la somme des aires des polygones partiels 

dans lesquels on peut le décomposer. 
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Mais comme cette décomposition est possible d'une 

infinité de manières, on peut se demander, en se plaçant 

à un point de vue plus scientifique, si la somme trouvée 

sera toujours la même, quel que soit le procédé de 

décomposition adopté. Le présent travail a pour but de 

répondre à cette question. Les deux premiers para-

graphes se rapportent au cas d'un polygone décomposé 

en triangles ayant un sommet commun, et dont les 

bases sont les côtés du polygone. Les formules de la géo-

métrie analytique nous permettent de conclure que la 

somme des aires de ces triangles est indépendante de 

la position occupée par leur sommet commun, et aussi 

d'exprimer l'aire du polygone en fonction des coor-

données de ses sommets, cette aire, étant, par définition, 

somme des aires des triangles. 

Dans les trois paragraphes suivants, nous profitons 

de l'expression trouvée pour montrer que, quels que 

soient les polygones partiels dans lesquels on a décom-

posé le polygone total, la somme de leurs aires est 

toujours la même, et pour indiquer brièvement 

comment on peut rattacher à notre théorie la quadra-

ture d'un segment limité par un arc de courbe et par 

ses deux rayons extrêmes. 

1. Soit un point A , de cordonnées x{ yK. Rappelons 

que l'équation de la droite O A est 

<i) x\y— = 

et observons que si xK est positive et que si, dans le 

polynome 

on met à la place des coordonnées courantes les coor-

données d'un point B situé sur la partie positive de 

l'axe des y, ce polynome devient positif; si, au con-
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traire, xt est négative, c'est en mettent à la place des 

coordonnées courantes les coordonnées d'un point 

situé sur la partie négative de l'axe des y qu'on rend le 

pol jnome positif. 

Ces deux résultats peuvent s'énoncer comme il 

suit : 

A y an t divisé le plan, par la droite ( i ) en une région 

positive et une région négative, pour amener le 

point A , par une rotation autour de O , dans la 

région positive, il suffit de le faire tourner, d'un 

angle moindre que TC, dans le sens positif de la trigo-

nométrie. 

Soit, d'autre part, un polygone A B C D E F rapporté à 

deux axes rectangulaires issus d'un point O intérieur 

au polygone, et soient xKyK, x^y^ x^yZy ... les coor-

données de ses sommets A , B , C , D , . . . , dans l'ordre où 

ils sont rencontrés par un mobile qui se meut sur le 

Fig. i. 

contour du polygone dans le sens positif, c'est-à-dire 

de telle sorte que le rayon vecteur allant du point O au 
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point mobile tourne dans le sens positif. Ecrivons 

l'équation de la droite À B sous la forme 

y)~ (yt — yt)(xt—x) = o. 

Si, dans le premier membre de l'équation, on met à la 

place de x et y , les coordonnées o, o de l'origine, on 

trouve 

quantité positive d'après ce qui précède, puisque le 

point B est dans la région positive par rapport à 

l'équation de la droite O A , mise sous la forme (i) . Si 

donc, dans ce même polynome, x et y désignent les 

coordonnées d'un point M intérieur au polygone, et par 

conséquent situé, par rapport à la droite A B , du 

même côté que le point O, ce polynome sera positif, et 

la distance du point M à la droite A B sera positive et 

égale à 

(xl — X2)(y2 — y)— (71— yx)(x2— x) 

s/{xi — xt)*-+-{yx—y*)i 

De même, les distances du point M aux droites BG, 

C D , . . . , E A seront positives, et s'exprimeront comme il 

suit : 

(xz — x.è)(y3 — y) — (JK2 — y-à)(Xs— x) ^ 

(Xy — Xi) (yx — y ) — {yn —y\){xx — x) ^ 

\/(xn — xx )*-M.rw—/O* 

n désignant le nombre des sommets du polygone. 

En multipliant ces expressions, respectivement, par 

les mesures des distances A B , BC, C D , etc., et faisant 

la somme des produits, on trouve une fonction linéaire 

de x et de y. Mais on observe que dans cette fonction 

le coefficient de x est nul, ainsi que le coefficient d e y . 
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La somme trouvée est donc indépendante de la 

position du point M, et l'on est conduit au théorème 

suivant : 

La somme des produits des côtés d'un polygone 

par les longueurs des perpendiculaires a ces côtés, 

menées par un point intérieur au polygone, est 

toujours la même, quelle que soit la position de ce 

point. 

Soit 2 S cette somme ; on peut appeler aire du poly-

gone la grandeur S, et l'on trouve 

(2) aS =z(xiyr—x%yi) + (Xiy9—xty%) + .„-+>(xnyi—xiya)-

2. Considérons maintenant un point M, extérieurau 

polygone ; joignons-le à tous les sommets A, B, C, D , E, 

et parmi les triangles MAB, ACB, ainsi construits^ 

considérons : 

i°Ceux qui sont partiellement intérieurs au polygone 

(tels les triangles MBC, MCD, MDE) ; 

Fig. 2. 

B 
/ 

& 

/ 
X' 0 H?2 

oc 

D E 

2° Ceux qui lui sont totalement extérieurs, tels les 

triangles MBA, MAE. 
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Dans la somme analogue à eelle qui entre dans 

l'égalité (2), un triangle de la première catégorie donne 

lieu à un terme positif; car les points M et O sont du 

même côté par rapport à la base du triangle. De même, 

un triangle de la deuxième catégorie donne lieu à un 

terme négatif, et la somme algébrique des aires de nos 

triangles s'exprime encore par la formule (2). 

D'autre part, cette somme est indépendante de la 

position des axes de coordonnées par rapport au poly-

gone. Son expression analytique est toujours la même; 

c'est là un fait dont la vérification analytique ne com-

porte aucune difficulté. 

3. Tout ce qui précède se rattache au procédé d'ar-

pentage, dit à la planchette. Mais on emploie aussi 

d'autres procédés tels que le procédé par la décomposi-

tion en trapèzes, consistant à décomposer le polygone en 

divers polygones plus aisément mesurables, et à faire la 

somme de leurs aires. La formule (2) va nous montrer 

que cette somme est toujours la même, quel que soit le 

procédé employé. 

Considérons d'abord, sur une droite AB, les 

points A, 1, 2, ..., B, dont nous désignons les coor-

Fig. 3. 

/ e 3 fl-

données par x0y0, x{y^ oc2y.>, ..., #„y„; puis faisons 

la somme 

Le point Xi,y t étant en ligne droite avec les points x0l 

y0j et x2,y2, on peut, dans les deux premiers termes 
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de cette somme, remplacer 

xx par x0-\-\(Xi— x0), 

y i par y o + M y t — y o ) -

O n trouve ainsi : 

Kl — y0 = X ( x0y 2 — yo ), 

^ i r i — r i  xt=(1 — * ) ( * o r * — ) , 

puis 

(^ori —  xi ) —y i ) = *<>y t—yo*t, 

ce qui diminue d'une unité le nombre des termes de 

la somme ci-dessus. Dans la somme transformée, on 

remplacera les deux premiers termes par un terme 

unique 
#073 —70^3 , 

et ainsi de suite. Finalement, la somme entière sera 

remplacée par 

Y n — yo&n» 

O n pourrait dire aussi : Soit 3 la distante de l 'origine 

des coordonnées à la droite A B . La somme ci-dessus 

est égale à 

B(AI-+- I I -H . . . + / / - I B ) = = x0y„ — yoXn-

Nous observerons encore que 

xpyv+1 = yP = — (>*p+\yp — yP+ \ *p)\ 

de telle sorte que si l 'on chemine sur le contour d'un 

polygone dans un sens déterminé, en faisant corres-

pondre à chacun de ses côtés un terme de la forme 

xpyp-*-\—yp i 

oàp etp-\-i désignent les numéros d'ordre de deux 

sommets consécutifs, quand on cheminera sur le même 
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côté en sens inverse, on sera conduit à lui faire corres-

pondre un terme opposé au précédent. 

4. Soit maintenant un polygone ABCDE, décom-

posé d'une manière quelconque, en polygones par-

tiels B f g i , igh, Faisons la somme de leurs aires, en 

appliquant à chacun d'eux la formule (2). Soit S 

cette somme : nous trouverons 

2S 1 —yPxP+1), 

la somme S s'étendant à tous les côtés des polygones 

partiels, parcourus d'après la loi suivante : i° En ce 

Fig. 4. 

qui concerne les côtés appartenant au contour du 

polygone total, chacun d'eux est parcouru une seule 

fois dans le sens positif (1 ) et la somme de tous les 

termes répondant aux côtés (tels A A, hi, ¿B) dans 

( l ) Nous prenons par exemple pour sens posit if le sens de là 

rotation d'un vecteur issu d'un point fixe à l ' intér ieur du polygone 

et dont l'extrémité est au point mobile, le sens de cette rotat ion 

étant le sens positif de la tr igonométrie; ou bien encore nous sup-

posons qu'un observateur, se déplaçant avec le mobile, aura sans 

cesse à sa g a u d ù ^ t x r e enveloppée. 

Ann. de Matftémt** 4* série, t. XIX. (Nov. 1919.) 33 



( 434 ) 

lesquels se décompose un des côtés du polygone total, 

se réduit à un seul terme de la forme 

xPYP+i — yp 1, 

où p et p = i désignent les numéros d'ordre de deux 

sommets consécutifs du polygone total {voir n° 3). 

2° Chacun des côtés des polygones partiels, intérieurs 

au polygone total (par exemple kl, lg, gf) sera par-

couru deux fois en sens inverse et donnera lieu à deux 

termes égaux et de signe contraire, comme il est dit à 

la fin du n° 3. Donc on trouvera, finalement, une for-

mule entièrement identique à la formule (2). 

o. Ce qui précède conduit naturellement au calcul 

de l'aire limitée par un segment de courbe OA 12...B. 

En effet, dans ce segment, inscrivons une ligne poly-

gonale A 12 3.. .B, et évaluons, par la formule ( 2 ), l'aire 

Fig. 5. 

du polygone OA12 . . .B , en supposant l'origine des 

coordonnées au point O . Nous trouvons 

2 s = —yp •> 

en désignant par xp,yp, yP+\ les coordonnées 

de deux sommets consécutifs de notre ligne polygonale. 

Ecrivons le terme général de cette somme sous la forme 

*t> ( y p+\ — y p) —yp(*p+i—*t>h 
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Si les deux sommets consécutifs se rapprochent de 

plus en plus, chaque terme de notre somme est un infi-

niment petit, et la somme de ces infiniment petits a 

pour limite l'intégrale 

J x dy —ydx 

calculée tout le long de l'arc AB. Ce résultat, et ses 

conséquences, sont choses trop connues pour qu'il soit 

nécessaire d'y insister plus longuement. 

CONCOURS SPÉCIAL D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1919. 

SUJETS DE COMPOSITION. 

Première composition de Mathématiques. 

On donne une ellipse rapportée à ses axes, de lon-

gueurs 2 a, i b , et les, tangentes aux quatre sommets. 

Sur cette ellipse, on prend un point M, de coordonnées 

x = a cos cp, y = b sin cp, et l'on mène la tangente en ce 

point. On trace le cercle C qui a pour diamètre la par-

tie de cette tangente comprise entre les tangentes aux 

sommets du grand axe et le cercle C' qui a pour dia-

mètre la partie de la même tangente qui est comprise 

entre les tangentes aux sommets du petit axe. 

i0 Former, en fonction du paramètre çp, les équations 

des cercles C et C'. Quelles remarques peut-on faire au 

sujet des deux familles de cercles C et C' et de leur 

axe radical? 

2° Calculer, en fonction de s, les coordonnées des 

points d'intersection D et D' des deux cercles C et C'. 

3° Trouver, lorsque M décrit l'ellipse, le lieu du 
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point P qui divise le segment D D ' dans un rapport 

donné m. 

4° Enveloppe des courbes ainsi trouvées pour les 

diverses valeurs de m. Discuter la réalité des points de 

contact de ces courbes avec leur enveloppe ; distinguer 

les divers cas de figure. 

Deuxième composition de Mathématiques. 

On donne l'équation en t 

( E ) (b — a f ) ( i + **) — i = o. 

i° Déterminer les coefficients a et b de manière que 

cette équation admette une racine double donnée 8. 

2° Considérant les expressions ainsi trouvées pour 

a et b comme les coordonnées rectangulaires d'un 

point M, construire le lieu (C) des positions que prend 

le point M quand on fait varier la racine double don-

née 6. 

Les coefficients a et b étant supposés quelconques, 

quelle est la signification géométrique de l'équation (E) 

relativement à la courbe (C) et au point P de coor-

données a et 6? 

3° Dans l'équation (E), on donne à b la valeur - et 

on laisse a quelconque ; discuter, suivant la valeur 

de a, la réalité des racines de l'équation (E). 

Contrôler les résultats de la discussion algébrique en 

utilisant la signification géométrique de l'équation (E). 

4° La tangente à la courbe (C), de coefficient angu-

laire m = tanga, rencontre cette courbe en deux points 

M, et M2 autres que le point de contact M0. Calculer, 

en fonction de a, la longueur de l'arc M< M0 Ma com-

pris, sur la courbe C, entre les points M, et M2. On 

supposera — (4 heures). 
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Épure. 

Par un point O , situé à 3cm au-dessus du plan hori-

zontal de projection et à 9<m en avant du plan ver-

tical, passe une droite de front A, qui fait un angle de 

45° avec la verticale et va en descendant de gauche 

à droite. Une droite de front T fait un angle de 3o° 

avec A. La perpendiculaire commune aux droites T 

et A passe par le point 0 et a pour longueur 3cm. La 

droite T, en tournant autour de A, engendre un hyper-

boloïde H. 

Par le point O , on élève à A, dans le plan de front, 

une perpendiculaire O S de longueur égale k 3c m, au-

dessous de O . 

Une droite, passant par S et faisant un angle de 3o° 

avec S O , engendre un cône C en tournant autour 

de S O . 

O n limite rhyperboloïde H par le plan horizontal de 

projection et par un plan de profil situé à 3cm à 

gauche du point O . Représenter ce qui reste de ce so-

lide lorsqu'on enlève la partie intérieure au cône C . 

Ligne de terre sur le petit axe de la feuille. Ligne de 

rappel du point O à 6cra à gauche du grand axe. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES-

1571. 
(1887, p . 58a; 1917, p. 235. ) 

G%t désignant le nombre des combinaisons de m lettres p 

à />, démontrer la formule 

•2*« = C5„ -h 2 CSûii -H... H- a*cSrAfc + a".. 

(PELLERIN.) 
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SOLUTION 

Par M. R. B. 

Désignons pa r k n la somme qu i fo rme le second memb re 

de la f o rmu l e à démon t r e r . A, t est le coeff ic ient de x n dans le 

po l ynome 

P ( # ) == (A? H- I ) 2 / L + ?.x(x -H I ) Î / , - 1 - H . ..-+- i nx n(x -H i) n. 

O n a 

P(x) = (x H- i)" [(x -+- i) n-h2x(x -h i -+-... H- % nx n] 
?n->r\xn+-\— y 

= (X -+-\) n  

= (x -f-0» 

IX — (x -+-1) 

( x -4- i) ' ' "4"1 

I l résu l te de là que le po l ynome 

Q(a?) = (a? — i )P (a? ) + (a? + i ) 5 « + i 

est d i v i s i b l e par x n + i . 

L e te rme i ndépendan t dans le po l ynome P ( # ) é tan t égal 

à i , posons 

P (x) = i -(- A, x -h -H... -h Anx
n -+-,... 

E n éc r i van t que les te rmes de Q(x), de degrés i n f é r i e u r s à 

n + i , sont nu ls , on a la su i te d'égal i tés 

i — A , 4- C î „ + 1 = o, 

A t — A 2 h- C § „ + 1 = o, 

A „ _ ! A „ -h = o, 

d'où, en a jou tan t , 

An= l + ^In+x "H C*„+2 H- .. .-h Cg/i+1. 

O r le second membre de l 'égal i té précédente est égal à la 

demi-somme des coeff ic ients de (x -h somme égale, 

comme on sait, à 2 î w + 1 . 

Donc 

A n = 2 2 r a . C.Q.F.D. 
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Au t r e so lu t ion par M. H. DE MONTILLK, qu i dédui t de sa démons* 

t ra t ion d'autres identités, par exemple celle-ci : 

= C2„+1 Cj;;« -h 2 a a C S j i a H-... 

- h 2 r t - * C i + 2 - h 2 " - 1 . 

1761. 
( 1897, p. 148. ) 

Cinq droites quelconques sont données dans un plan. 

On mène une transversale par un point fixe et, sur cette 
droite, on prend un sixième point qui forme une involu-

tion avec les cinq points déterminés par les cinq droites 

données. Le lieu géométrique de ce sixième point, quand 

la transversale tourne autour de son pivot, est formé de 

cinq coniques. (DEWULF.) 

SOLUTION 

Par M. L. MALOUE. 

Ce t énoncé est e r r oné . 

So i e n t i , 2, 3, 4» 5 les c i nq d ro i t e s données, O le p o i n t f i xe , 

M t , JMj, M j , M 4 , ¡M5 les c i nq po i n t s d ' i n t e r sec t i on des c i n q 

d ro i t es avec une sécante D v a r i a b l e issue du p o i n t O , M u n 

po i n t de ce t te sécante t e l que les t r o i s coup les ( M , M i ) , ( M 2 , 

M 3 ) , (M* , M 5 ) f o r m e n t une i n v o l u t i o n . I l est c l a i r que l e 

p o i n t M est u n i q u e su r la sécante. L e l i e u de M est donc u n e 

un i c u r s a l e T. 

P o u r t r o u v e r l ' o r d r e de T, i l f au t c h e r c h e r comb i en de 

fois cet te cou rbe passe en O . Supposons que D so i t t e l que M 

soi t con fondu avec O . I l y a a lo rs i n v o l u t i o n e n t r e les t r o i s 

coup les ( O , M,) , ( M , , M s ) , ( M 4 , M , ) . 

O n a donc l 'éga l i té e n t r e r appo r t s a nha rmon i q ue s de 

po i n t s 

( M I 0 M Î M 4 ) = ( 0 M , M 1 M I ) = 3 ( M 1 0 M 5 M 8 ) , 

et pa r su i te l 'éga l i té e n t r e r appo r t s anha rmon i ques de fais-

ceaux 
A ( M 1 O M 2 M 4 ) = B ( M i O M 5 M 3 ) , 

en appe l an t A le p o i n t de r e n con t r e de 2 ,4 e t B le po i n t 

de r e n con t r e de 3,5. a ppa r t i e n t donc au l i e u dé f in i pa r la 

r e l a t i o n p récédente. Gomme les d e u x fa isceaux o n t chacun 
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t r o i s r ayons f ixes, ce l i e u est u ne con i que V q u i passe en A 

et B. T ' r e n con t r e i en deux, po in ts . T a donc u n p o i n t doub l e 

en 0 et c'est une cubique. 

Cet te cub ique a été ob tenue en associant les po in ts M , 

M i , M» dans u n ce r t a i n o rd r e . E n fa isan t v a r i e r cet o r d r e 

de tou tes les man iè res possibles, on t r o u v e que le l i e u comp le t 

se compose de i 5 cub iques. 

Autre solution, par M. H. DE MONTILLE. 

1779. 

(1897, p. 388 ; 1917, p. 356.) 

La ligne OMN rencontre les lignes AB, AG en M et N, 

de telle sorte qu'on a O M . A N . A C = O N 2 . A M . M B . Déter-
miner O . (W .-J . GREENSTREET.) 

SOLUTION 

P a r M . R . BOUVAIST. 

So i en t a?, y les coordonnées de O par r a p p o r t a u x axes A B # , 

XCy, on a imméd i a t emen t 

d'où 

O M __ Y A M  

O N ~ X A N 

Y2 _ Ô M 2 A N 2 _ A N . B M _ B B , 

O N 2 Â M * ~ A M . A G - A C ' 

B i dés ignan t l ' i n t e r sec t i on de la para l lè le à A C menée pa r B 

avec M N ; so ien t B 2 l ' i n t e r sec t i on avec A C de la pa ra l l è l e 

à A B ! menée par B , D i l ' i n t e r sec t i on de la pe rpend i cu l a i r e 

à A C en A avec le ce rc le de d i amè t r e G B j , on a 

B B ! __ A B , __ DB 2
2 _ 

A G " " A G _ ~~ 

f o rmu l e qu i dé t e rm ine imméd ia t emen t deu x d ro i t es A O i , A 0 2 

con juguées ha rmon i ques pa r r a p p o r t é A B , BC , don t l ' i n t e r-

sect ion avec M N dé t e rm ine les d e u x po in ts O so l u t i ons du 

p rob l ème. 



( 445 ) 

A V I S . 

Au moment où les études scientifiques, interrompues 

par la guerre, reprennent un vigoureux essor, il nous 

a paru que les Nouvelles Annales se devaient d'ap-

porter un concours plus efficace que par le passé à 

l'Enseignement, et particulièrement à l'Enseignement 

Supérieur. Nous avons ainsi été conduits à concevoir 

une véritable réorganisation de ce journal, dans le 

sens que nous allons indiquer. 

Chaque numéro des Nouvelles Annales contiendra, 

en principe, des Mémoires originaux, des Exercices 

de Licence et d 1 Agrégation, une Chronique du mou-

vement mathématique, des Enoncés et des solutions 

de questions. 

i° Les Mémoires seront choisis de manière à être 

intelligibles à tout lecteur de culture mathématique 

générale; nous entendons par là : possédant les con-

naissances que Ton acquiert dans les Lycées et les 

Facultés. C'est dire que nous écarterons les travaux 

portant sur des sujets trop particuliers, aussi bien 

d'ordre élémentaire que d'ordre supérieur, à moins 

qu'ils ne soient présentés de manière à se rattacher 

aux connaissances générales définies plus haut. Cer-

taines questions n'intéressent qu'un petit nombre de 

spécialistes, dont on n'est pas obligé de suivre les 

études pour être quand même assez bon mathémati-

cien, et ni l'esprit des Nouvelles Annales, ni leur 

format limité ne leur permettent de faire accueil aux 

productions de ces savants, si méritoires soient-elles. 

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XIX. (Décembre 1919.) 34 
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En revanche, elles feront bon accueil à des articles 

qui, sans viser à Y originalité proprement dite, seront 

consacrés par exemple à l'exposition de théories insuf-

fisamment connues en France, ou, qui même traitant 

des propositions les plus classiques, se recommanderont 

par le simple perfectionnement d'un détail de démons-

tration. 

2° Comme par le passé, nous publierons les sujets 

des compositions données dans les diverses Facultés, 

pour l'obtention des certificats de licence (mathéma-

tiques générales, calcul différentiel et intégral, analyse 

supérieure, géométrie supérieure, mécanique ration-

nelle, mécanique appliquée, astronomie, physique ma-

thématique). Mais nous donnerons en outre, pour le 

plus grand nombre possible de sujets, des solutions 

plus ou moins détaillées, soit en même temps que les 

énoncés, soit dans des numéros ultérieurs. Nous publie-

rons aussi, également avec solutions, des sujets d'exer-

cices intéressant les candidats à l'Agrégation, et les 

problèmes donnés pour l'Agrégation et pour l'admis-

sion aux grandes Ecoles. 

Nous sommes heureux d'adresser ici nos remercie-

ments à MM. les Professeurs des Facultés des Sciences, 

qui ont bien voulu, pour la plupart, nous promettre, 

pour cette partie du journal, un concours à défaut 

duquel notre tâche eût été à peu près impossible. 

3° Dans la Chronique du mouvement mathéma-

tique, nous publierons des nouvelles intéressant le 

monde des mathématiciens, telles que nominations, dis-

tinctions, ouvertures de Cours importants; des résumés 

plus ou moins détaillés de découvertes récentes (sans 

qu'il s'agisse d'un dépouillement systématique des 

périodiques, travail pour lequel il existe des publica-

tions auxquelles les 'Nouvelles Annales ne prétendent 
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pas se substituer); des analyses bibliographiques, etc. 

4° Nous continuerons à proposer régulièrement des 

Questions, portant sur les parties les plus diverses des 

mathématiques, pour donner à nos lecteurs le moyen 

de collaborer le plus largement possible à la rédaction 

des Nouvelles Annales. 

Nous espérons que ce programmé recevra l'agrément 

de nos lecteurs : notre but est, on le voit, beaucoup 

moins de faire des Nouvelles Annales un des pério-

diques où se crée la Science, que, plus modestement et 

non moins utilement, croyons-nous, de les mettre au 

service de la Culture mathématique. Il nous semble, 

en particulier, que notre journal peut servir de trait 

d'union entre les diverses Facultés et faciliter leur 

collaboration. Notre plus vif désir serait que les Pro-

fesseurs portassent à notre œuvre, telle que nous avons 

essayé de la définir, un intérêt dont ils nous donneraient 

la preuve par de fréquentes communications. 

Les rédacteurs : 

C . - A . LAISANT, R . BRICARO, 

G . FONTENÉ, A . BOULANGER. 

[ H 4 a ] 

SUR LES ÉQUATIONS DE DIDOX ; 
PAR M. PIERRE H U M B E R T , 

Maître de Conférences 

k la Faculté des Sciences de Montpellier. 

i . Soit une fonction z{x) vérifiant une équation dif-

férentielle E,, linéaire, homogène, et d'ordre p , 

. dfiz k dP-i . dz 
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où les A sont des fonctions de x. Il est clair que la 

fonction 
d nz 

où n est un entier arbitraire, vérifie une équation diflé-

rentielle du même type, que l'on formera en déri-

vant i , 2, ..., n fois par rapport à x le premier membre 

de Et, en éliminant entre ces n équations et l'équa-
•r« 11 a i . , dz d n~ xz 

tion Jb| elle-meme les n quantités — > • • • » ¿xn-xy e t 

en remplaçant ensuite dans l'équation E2 restante les 
, , d"-z d n+ lz d n+t>z dy d¡>y 

s y m b o l e s ^ , par y, • -, ^ 

Réciproquement, si une fonction y{x) vérifie une 

équation E2 , linéaire, homogène et d'ordre p , on 

pourra toujours former une équation E f du même 

type, la relation entre E< et E2 étant celle que nous 

venons de décrire. 

Les p intégrales indépendantes yK y^.-Jp deE2 se dé-

duiront alors des p intégrales indépendantes^, z2... zP 

de E, par les relations 

d nzi . 

L'intégration complète de E2 est ainsi ramenée à 

celle de E M qu'un choix convenable de l'entier n 

pourra, dans certains cas, rendre plus simple que E2 . 

2. Considérons en particulier le cas où, dans l'équa-

tion E 4 , chaque coefficient Ax de ̂ ^ est un polynome 

en x de degré X, pouvant d'ailleurs s'abaisser à un degré 

inférieur. L'équation E2 s'obtient alors très simplement 

en dérivant n fois, terme à terme, l'équation E , , et en 

remplaçant par y , sans qu'on ait à effectuer d'éli-

mination. 
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De même, on passe aisément, en suivant la marche 

inverse, de l'équation E2 à l'équation E , . 

Nous dirons, dans ee cas, que E, est Y équation de 

Didon de E2 , pour la valeur n. 

3. Afin de montrer l'intérêt de cette notion, rap-

pelons brièvement quelques cas bien connus, empruntés 

à la théorie des fonctions sphériques et analogues, où 

l'on fait usage des principes ci-dessus. 

a. Equation des polynomes de Legendre. — 

L'exemple est classique. Le polynome de Legendre P,, 

d'ordre n, qui satisfait à l'équation différentielle 

pouvant, comme on le sait, se mettre sous la forme 

k étant un coefficient constant convenablement choisi, il 

est clair que l'équation de Didon, pour la valeur n, 

sera l'équation 

vérifiée par la fonction (x 2—i)". On en écrit alors 

immédiatement, par la formule d'Euler, une deuxième 

solution indépendante 

et par conséquent on a deux solutions indépendantes 

de l'équation de Legendre, la première 

(a?2— i ) y - t - ixy'— n{n H- i ) y = o 

lin 

{x- — i) z" — 2( n — i) xz —inz = o 
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qui est le polynome de Legendre, et la deuxième 

(M î i 
du 

] 
qui est la fonction de Legendre de seconde espèce. 

b. Le résultat précédent s'étend sans peine aux 

équations différentielles qui définissent les fonctions 

sphériques adjointes et les fonctions toroïda/es. 

c. L'application du même procédé à l'équation 

hyper géométrique est également bien connue. 

Darboux, dans son étude sur les polynomes de Jacobi( i), 

en a tiré une expression de la fonction de la seconde 

espèce rattachée à ces polynomes. 

d. Signalons aussi, sans insister davantage, les 

équations différentielles des polynomes de Laguerre 

et d'Hermite (à une variable), pour lesquelles l'équa-

tion de Didon se forme immédiatement. 

4. Tous les exemples précédents portent sur des 

équations du second ordre, dont on connaît déjà une 

solution : la deuxième intégrale, c'est-à-dire la fonction 

de seconde espèce, se trouve donc immédiatement par 

la méthode d'Euler. Le procédé (de l'équation de Didon 

donne, simplement, une seconde expression pour cette 

fonction : mais, à tout prendre, il ne présente alors 

qu'un médiocre intérêt. Traitons un cas plus compliqué, 

où l'équation est du troisième ordre. 

Considérons les polynomes d'ordre 2/1 en .2, intro-

duits par M. Appell comme généralisation des poly-

( 1 ) Approximations des fonctions de très grands nombres 
( Journ. Math. pures et appl., 1878). 
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nomes de Legendre ( f ), et définis par 

Ce polynome vérifie, comme on peut s'en assurer, 

l'équation différentielle du troisième ordre 

( 1 ) x ( i — X*)/"-+- a ( i — - h 3 ( n — 1 ) 

X (n -+- i)xy'~h ' 2 / i ( / i + i ) ( n + 2 ) / = o , 

L'intégration complète de cette équation, à notre 

connaissance, n'a pas encore été faite. Cherchons à 

obtenir, par la méthode de l'équation de Didon, deux 

autres solutions. Pour la valeur //, l'équation de Didon 

est 

(2) x{\— x*)zm— n) 

X ( 1 — 3 x* ) z"— 6 x ( 1 — 2 n ) z' -H 6 n z — o. 

O n en tire, en intégrant terme à ternie, 

(3) x(ï — x 2)z t t-+-(i~ n)(i — 3x>-)z'-+- 6nxz = o, 

et, en intégrant une fois encore, 

( 4 ) . r ( i — x 2)z'—n( 1 — 3x 2)z = o. 

L'équation (4 ) ost vérifiée par la fonction 

z—x n( l — X*)" 

qui vérifie aussi (3) et, comme il fallait s'y atten-

dre, ( 2 ) . 

L'équation (3) étant du second ordre, rien 11'est plus 

facile que d'en déterminer une seconde solution z{, qui 

sera aussi solution de (2). On trouve tout de suite 

du 
T T 7 7 T Ï Ï T 7 ' 

(*) Archiv Math. Physik, 3* scrie, 1901, p. 70. 
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d'óù l'on tirera une expression pour une solution 

de ( i ) , c'est-à-dire une fonction de seconde espèce 

, d» f , r* du 1 

Voyons sous quelle forme elle se présente. Si n est 

pair, donc n -}- 1 impair, la décomposition en éléments 

simples de la fraction 

donnera des termes en 

i i 

n ' ' 1 ' u/' y 

i î 

(i-t-m)"-*-1 ' ( i -+- u y 
et 

i 

(i — u a — u )" i u 

Si a est le coefficient de -> les coefficients de —-— 
u I -r- u 

ci —!— seront — - et-4- en intégrant, on obtiendra 
î — u 2 2 ° ' 

donc des termes. 

i i i ( » — » 
X n X (l — X 2 ) n i — x-

ct un terme non algébrique, qui sera 

x 
a Io<: 

yj l — x -

Donc, avec un choix convenable du coefficient on 

aura 

Z i = — X -h po l ynome d ' o r d r e 3 n — i 
2 /1 — & 
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et, par conséquent, 

y \ ~ - P 2 / t ( # ) log x — -H po l ynome d 'o rd re a n — i . 
2 y l — ¿F2 

Si n est impair, n + 1 sera pair, et il n'y aura pas 

dans la décomposition de terme en ^ • Le terme loga-

rithmique sera alors log 1 x > et l'on aura p o u r y , la 

forme 

y » = ^ P2/Ì ( # ) l o g | ^ -h po l ynome d 'o rd re 2 n — i. 

On voit tout de suite l'analogie de cette fonction de 

seconde espèce avec la fonction de Legendre. 

Cherchons maintenant une troisième solution de 

l'équation de Didon : c'est chose aisée, puisque nous en 

connaissons déjà deux; après une première intégration, 

nous trouverons, en sous-entendant le coefficient 

constant, 

S = «<> - 3 - X • - - • 

Sans avoir besoin de remonter à z2y nous écrirons 

immédiatement la fonction y2, fonction de troisième 

espèce, sous la forme 

</«-« T r x du ! 

L'intégration complète de l'équation des polynomes 

de M. Appell est ainsi effectuée. 

Cette f o n c t i o n ^ de troisième espèce a une expres-

sion moins simple que la fonction de deuxième espèce : 
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on verrait en effet que 

1 I | x 
- Pjrt(a?) log H fonction algébrique dex 
2 I — x 

(n pair), 

/ Î = 

- log X -+- fonction algébrique de x 2 y/1 X i 

(n impair); 

mais la fonction complémentaire est une fraction 

rationnelle et non plus un polynome entier. 

5. La notion d'équation de Didon s'étend sans peine 

h des systèmes d'équations aux dérivées partielles, et 

c'est là une importante application de cette théorie. 

Comme exemple, nous rappellerons l'intégration com-

plète des équations aux dérivées partielles 

(1) 

— (m i)y j- -h (m -+- n)(m -H i ) U = o, 

vérifiées par le polynome d'Hermite 

^m-hn 
(i — x*—y 1)' 

àxm dy n  

extension à deux variables du polynome de Legendre. 

C'est F. Didon qui a le premier remarqué que la déri-

vation iti fois par rapport à x et n fois par rapport à y 
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du système 

i 1 — 

(II) 

àx* ^ àxày 

+ 2(wi + /i — O 3 7 ^ —^ +î(/?i + n)P = o, 

/ _ *\ô*p _fî!JL y >Jxi ~~ X yWdï 

-H jl ( m -F- /I — i) y — x— 1-2 M + /I P = O J dy dx ' 

faisait précisément retomber sur le système ( ï ) . Il a 

résolu les équations (I I ) après d'assez longs calculs; 

M. Appell a effectué récemment la même intégration 

par une méthode très rapide. 

Nous avons donné nous-même ( f ) l'intégration com-

plète, par ce procédé, du système vérifié par les poly-

nômes d'Hermite déduits d'une exponentielle 

où © est une forme quadratique. 

Signalons, comme applications que l'on pourrait 

faire de la méthode, l'intégration des équations hyper-

géométriques à deux variables, et du système vérifié 

par les polynomes 

extensions de ceux que nous avons considérés au n° 4. 

C. JR. Acad. SeT. 167, 1918, P. 532. 
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[K'9a] 

SUR LE CERCLE DE MIQUEL; 
P A R M . FRANÇOIS G I R A U L T . 

I. Étant données cinq droites, l'es foyers des cinq 

paraboles inscrites aux quadrilatères formés par ces 

cinq droites, prises quatre à quatre, sont, comme Ton 

sait, sur un cercle, dit cercle de Miquel du pentagone 

des cinq droites. Ce cercle est le lieu des foyers des 

monofocciles de troisième classe inscrites au penta-

gone («). ' v 

Le cercle de Miquel d'un pentagone est le lieu 

des points M tels que la conique qui passe par les 

projections de M sur les côtés du pentagone passe 

aussi en M. 

On reconnaît en effet immédiatement que la podaire 

d'une monofocale de troisième classe par rapport à son 

foyer est une conique passant en ce point. Réciproque-

ment, Tantipodaire d'une conique par rapport à l'un 

de ses points est une monofocale de troisième classe 

ayant son foyer au point considéré. Le lieu visé dans 

l'énoncé se confond avec celui des monofocales de 

troisième classe inscrites au pentagone, c'est-à-dire 

avec le cercle de Miquel de celui-ci. 

IL On peut reconnaître l'existence de cinq cercles 

(*) Voir l'article de M. Henri LEBESGUB, Sur deux théorèmesd€ 

Miquel et de Clifford (N. A., 1916, p. 481 ). 
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remarquables passant tous par un même point du 

cercle de Miquel d'un pentagone. 

Cherchons, en effet, un quadrilatère étant donné, 

quel est le lieu des points M tels que la conique qui 

passe par les projections de M sur les côtés du qua-

drilatère et par M soit une hyperbole équilatère H. 

L'antipodaire de H par rapport à M est, d'après la 

remarque faite ci-dessus, une monofocale de troisième 

classe G, ayant son foyer en M. 

Les directions asymp to tiques de G sont évidem-

ment perpendiculaires aux directions asymptotiques 

de H, c'est-à-dire qu'elles sont rectangulaires. Le lieu 

cherché est donc celui des foyers des monofocales ins-

crites au quadrilatère donné, et telles que leurs direc-

tions asymptotiques soient rectangulaires. 

Ce lieu est un cercle. En effet, I et J étant les 

points cycliques, il existe une infinité simple de mono-

focales de troisième classe inscrites au quadrilatère et 

tangentes à une droite isotrope donnée 1M. Une telle 

monofocale est déterminée d'une façon unique, si l'on 

se donne l'un de ses points de contact avec la droite de 

l'infini, et l'autre point de contact est aussi déterminé 

d'une façon unique. Ces deux points de contact sont 

donc en relation homographique (et visiblement invo-

lutive) sur la droite de l'infini. Si l'on veut, en outre, 

que la monofocale ait ses directions asymptotiques 

rectangulaires, il faut que ces deux points de contact 

se correspondent dans l'involution qui admet I et J pour 

points doubles. Deux involutions sur une même droite 

n'ayant qu'un couple commun, on voit qu'il existe 

une seule monofocale de troisième classe, à direc-

tions asymptotiques rectangulaires, inscrite au qua-

drilatère et tangente à IM. O n conclut immédia-
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tement (Je là qu'il existe une correspondance homo-

graphique entre IM et JM, d'où il résulte que le lieu des 

foyers des monofocales envisagées est bien un cercle F. 

Le cercle T passe par le foyer F de la parabole 

inscrite au quadrilatère : en effet, les projections de 

ce point sur les côtés étant en ligne droite, il existe une 

hyperbole équilatère (composée de deux droites rectan-

gulaires) passant par ces points et par le point F . 

Le cercle T passe aussi par les centres des cercles 

circonscrits aux quatre triangles formés avec les 

côtés du quadrilatère, pris trois à trois. En effet, l'un 

de ces centres est l'orthocentre du triangle qui a pour 

sommets ses projections sur les côtés du triangle corres-

pondant. Donc toute conique passant par ce centre 

et ces projections, en particulier celle qui passe aussi 

parla projection du même centre sur le quatrième côté 

du quadrilatère, est bien une hyperbole équilatère. 

Je dirai que T est le cercle des centres du quadri-

latère. 

III. Considérons alors un pentagone, de côtés i , 2, 

3, 4> 5. Soient IY234 et r , 235 les cercles des centres des 

deux quadrilatères ( 1, 2, 3, 4) et ( 1, 2, 3, 5). Ils ont 

en eommun le centre du cercle circonscrit au triangle 

( 1 , 2, 3) et un autre point P, qui est tel qu'il existe 

une hyperbole équilatère passant par P et par les pro-

jections de ce point sur les cinq côtés du pentagone. 

P est donc sur le cercle de Miquel du pentagone (n° I), 

et l'on voit ainsi que P appartient encore aux cercles 

I|24 5> FfSliS) I 23-45 (0* 

( ' ) On peut être conduil à se demander si, par analogie avec le 

théorème de Clifford, les six points P relatifs aux pentagones formés 

par les six côtés d'un hexagone, puis cinq à cinq, ne seraient pas 

sur un même cercle. J'ai reconnu, par l'examen d'un cas part icul ier, 

qu ' i l n'en est r ien. 
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Ainsi, les cinq cercles des centres des quadri-

latères obtenus en prenant quatre à quatre les côtés 

d'un pentagone se coupent en un point du cercle de 

Miquel de ce pentagone. 

IV. O n peut énoncer le corollaire suivant des propo-

sitions précédentes : 

Etant donnés un triangle A B C et un point P, 

soient a, ß, y les symétriques de P par rapport aux 

côtés de ce triangle. Les cercles B C a , C A ß et A B y 

se coupent en un point du cercle aßy. 

Soient, en effet, Ta, Tc les trois cercles qui passent 

en P et qui ont pour centres respectifs A , B, C . Ces 

cercles se coupent deux à deux, indépendamment du 

point P, en a, ß, y. Menons par P deux droites quel-

conques i et 2. O n reconnaît immédiatement, en 

faisant la figure, qu'il existe trois droites 3, 4 et 5 telles 

que les cercles soient circonscrits respecti-

vement aux triangles ( i , 2, 3) , ( i , 2, 4) e t ( i , 2, 5). 

Les points a, ß, y sont les foyers respectifs des para-

boles inscrites aux quadrilatères ( I , 2 , 4 7 5 ) , ( I , 2 , 3 , 5), 

( i , 2, 3, 4). Ce cercle aßy est donc le cercle de Miquel 

du pentagone ( i , 2, 3, 4? 5). D'autre part, le cercle B C a , 

par exemple, passant par les centres des cercles cir-

conscrits aux triangles ( i , 2, 4) 0? 5) et par le 

foyer de la parabole inscrite au quadrilatère ( i , 2, 4? 5), 

est le cercle des centres de ce quadrilatère. O n a des 

faits analogues pour les cercles C A ß et A B y , et l 'on en 

conclut le théorème énoncé. 

O n peut ajouter que les quatre cercles A ß y , B y a , 

C a ß , A B C passent par un même point. O n a, en effet, 

le théorème général suivant : 

Étant donnés six points A , B, C , a, ß, y , si les 
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quatre cercles aßy, BCa, CAß, ABy passent par 

un même point, il en est de même des^ quatre 

cercles ABC, Aâ3y, Bya, Ca ¡3. 

En faisant une inversion par rapport au point de 

concours des quatre premiers cercles, on reconnaît, en 

effet, que cela revient au théorème classique sur le con-

cours des quatre cercles circonscrits aux triangles 

formés par les cotés d'un quadrilatère. 

[0 6s] 

SUR LES SURFACES TÉTR4ÉDRALES SYMÉTRIQUES ; 
PAK M . CL. S E R V A I S , 

Professeur à l'Université de Ganrl. 

1. On désigne par A ,B ,C ,D 4 le tétraèdre de réfé-

rence de la surface tétraédrale symétrique 

A xm H- V>ym -h Cz'" -+- D w» = o, 

par M, un point de la surface et le plan tangent cor-

respondant. Les tangentes asymptotiques m, mK au 

point M sont des génératrices de la quadrique polaire 

de M; cette quadrique (Q ) est conjuguée au té-

traèdre A 1 B,C , I ) 1 et deux tangentes conjuguées ap-

partiennent à un même complexe tétraédral dont 

A|B|C|D| est le tétraèdre fondamental. Les couples 

de tangentes conjuguées au point M forment une invo-

lution ayant pour éléments doubles les droites m, mK. 

Le conè (M) du complexe tétraédral, déterminé par le 

rayon m, est donc tangent au plan JJL le long de m. Par 
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suite, les tangentes à une ligne asymptotiqm (0) de 

la surface tétraédrale symétrique Im appartiennent 

à un même complexe tétraédral\K). 

2. O n considère la cubique gauche ( G ) circonscrite 

au tétraèdre A , 6 , 0 , 0 , et tangente au point M à la 

courbe (0). Les courbes (6) et ( G ) ont même plan 

osculateur ¡JL au point M. Si p et pt et sont les 

rayons de courbure et de torsion au point M des 

courbes (6) et ( G ) , on a ( 2 )-

La tangente m au point M de la cubique ( G ) ren-

contre les faces B , C , D , , A , C , 0 , du tétraèdre A 4 

aux points A , B. O n désigne par a, [3 les plans m A , , 

w B ( : par a, b les traces des plans M A , C , , MB, C , sur 

le plan osculateur ¡JL. O n a ( 3 ) 

3. Les plans a = WÎA,, ¡3 = m B , sont tangents à la 

quadrique ( Q ) aux points A , B de la génératrice m. 

Si R' t, R' désignent les rayons de courbure principaux 

(*) SOPHUS LIE, Ueber Complexe mit An Anwendung auf die 
Theorie partieller Differentiel-Gleiehungen (Math. Annt. V). 

( 2 ) A. DEMOULIN, Sur les courbes dont les tangentes appar-
tiennent à un complexe (Comptes rendus, Paris, 17 mai 1897). 

( s ) C. SERVAIS, Sur la courbure des coniques et des cubiques 
gauches (Mémoires de VAcadémie royale de Belgique, t. i, 
1906, in-8°). 

M 

( 3 ) 

Pi = 
1 M A . M B s i n ( q £ ) 

2 A B s i n ( m a ) . s i n ( m & ) 1 

i M A . M B sin-(aß) 

3 AB si n(jia). sin (jxfi) 

Ann. de Mathémat., 4« série, t. XIX. (Décembre 1919.) 
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au point M de la quadrique ( Q ) , o n a ( l ) 

( A ) R' p/ _ M£*MB* sin»(«ft) 
~ AB «n»(F«).«n«(fiP)# 

D'ailleurs, si R , , R 2 désignent les rayons de courbure 

principaux de surface tétraédrale au point M, on a 

(5; (m — î)*RiR t = R| R't, 

(6) S = \/— RtR2. 

Des égalités (3), (4), (5) , (6) on déduit 

( 7 ) ç = 7 m — i 

4. Dans le cas de la surface tétraédrale du troisième 

ordre, 
A .T- 1 By- 1 -+- Cz~ l -f- D a-1 = o, 

la cubique gauche ( G ) appartient à la surface. 

On a donc ( D À R B O U X , Théorie générale des sur-

faces, t. II, p. 398) : 

( 8 ) « 3 — 
p 

Les équations (1) et (8) ont pour systèmes de solu-

tions 

_p _ 4 _ 3 JL—j 
pi 3 2 pi ' ' 

5. La relation (7) montre que pour une ligne asymp-

totique (9) de la surface tétraédrale du troisième ordre 

la valeur du rapport S : S, est égale à -> Pour la sur-

(* ) C. SERVAIS, Sur la courbure et la torsion dans la collinéa-
tion tt la réciprocité (Mémoires de l'Académie royale de Bel-
gique, 1898, in-8°). 
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face £,„, on a done 

(9) 5 = 6,. i — m 

Des égalités ( i ) et ( 9 ) on déduit 

(»>) p = 

Ainsi : Un point M étant pris arbitrairement sur 

la ligne asymptotique (9) d'une surface tétraédrale 

symétrique on considère la cubique gauche (G) 

tangente en M. à la courbe (9) et circonscrite au 

tétraèdre relatif à cette surface. 

i° Le rapport des rayons de courbure p et p, des 

courbes (9) et ( G ) au point M est en grandeur et en 

signe égal à 
4 

1 — m 

2 ° Le rapport des rayons de torsion Gt des 

courbes (9) et ( G ) au point M est en grandeur et en 

signe égal à 
2 

6 . Des formules ( 2 ) , (3), ( 9 ) , ( 1 0 ) on déduit 

MA. MB sin(g&) 
m — 1 AB sin (ma) sin 

£ _ 1 MA.MB sin(aft) 
~~ m — 1 AB sin (^a).sin((jL^) ' 

formules qui déterminent les rayons de courbure et de 

torsion de la ligne asymptotique (9) de la surface tétraé-

drale 2W en fonction d'éléments déterminés par lç 

point M, la tangente m et le tétraèdre de symétrie. 

7. Une tangente asymptotique m au point M de 
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la surface tétraédrale Sm rencontre les faces du 

tétraèdre de symétrie Â | B | C | D < aux points A , B, 

C, D . L'homologue du point M dans Vinvolution 

( A B , C D ) est situé sur la droite joignant les traces 

des arêtes opposées A , B { , C , D , sur le plan tangent 

en M à la surface. 

En effet, la conique (¡A) du complexe ( T ) (I) située 

dans le plan u est tangente en M à la droite m et 

inscrite dans le quadrilatère abcd section du té-

traèdre A , B, C , D , par le plan [JL. Les tangentes a et 6, 

c et d définissent sur la conique (p.) une involution ( ï ) ; 

en désignant par m la conjuguée de m dans cette invo-

lution, les trois points ab, cd, K = mm' sont colli-

néaires. L'involution (1) détermine sur la droite ml ' in-

volution ( A B , C D , M K ) . 

8. Si m et ¡i. sont respectivement une tangente 

asymptotique et le plan tangent en un point M d 1 une 

surface tétraédrale le conjugué du plan ¡JL dans 

l'involution définie par les couples de plans proje-

tant de m les sommets A , et B , , C , et D, du tétraèdre 

de symétrie coupe les arêtes opposées A , B f , C ÎD , en 

deux points alignés sur le point M. 

En effet le cône ( M ) du complexe ( T ) est tangent 

au plan ¡JL le long de la droite m. Les génératrices M A , 

et MB, , MC, et MD, définissent sur le cône (M) une 

involution ( I ) dont le rayon polaire r s'appuie sur les 

droites A , B, , C , D , ; le plan mr est l'homologue de ¡JL 

dans l'involution* projetant de m l'involution (I) . 
• 

9. La tangente au point M ( # , y t z{ ux ) de la courbe 

tétraédrale symétrique ( C w ) 

Cz' n + D um = o. 

k'xm B'j"1 -+• C'zm -+- D' um = o 
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est l 'axe du faisceau des plans tangents aux quadriques 

du faisceau 

(A — kM)xT»-* x* -4- ( B —~kB')y'{ l~~ ty* 

-f- (C — k C ' s * -+-( D — k D > f u * = o. 

Cette droite m est une génératrice de la quadrique ( Q , ) 

définie par une valeur k t convenablement choisie du 

paramètre A*, et par suite m est une tangente asympto-

tique de la surface tétraédrale représentée par 

l 'équation 

(A — kx\')xm-{- ( B — X^B 'X/ "* 

-h (G — kiC)zm-\- (D — o. 

Le plan tangent en M à est osculateur à la courbe ( C w ) 

située sur SOT ; sinon la courbure de cette courbe en un 

quelconque M de ses points serait nulle. Mais le plan 

est tangent au cône ( M ) du complexe tétraédral défini 

par le rayon m ( i ) ; donc : 

Les tangentes à une courbe tétraédrale symé-

trique (Cm) appartiennent à un même complexe 

tétraédral dont le tétraèdre fondamental coïncide 

avec le tétraèdre de symétrie de la courbe ( 1). 

La tangente m coupe la face A , du tétraèdre 

de symétrie A , 6 , C , D , au point 

( B G 'JyT-iz?-*, y 2 = ( C A ' ) ^ - 1 z fl'~ i
) 

z2 = ( A B 

E n exprimant que ce point appartient à la qua-

drique ( Q , ), on détermine la valeur Xr, du paramètre A, 

_ A(BC')*y? -H B ( C A ' ) ' ^ R - f - C ( A B ' ) » a r f > r f  
1 ~ A ' ( BG' Y y F . - + - B ' ( •C,A '' )*x F z? + G ' ( A B ' ) Î x'» yF ' 

( L ) A. DEMOULIN, Sur les courbes tétraédrales symétriques 

(Comptes rendus, Parig, i a v r i l 1892). 
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En désignant par A le dénominateur de k t , on a 

A(A - ¿1 A') = — (AB')(AC')(AD')a?Jwtfyi, 

A( B — /»i B') = — (BA')(BC')(BDVI ,"Îm> 

A(C —A-,JG') = — (CA')(CB')(CD')z»'wf, 

A( D — À,D') = — ( D A ' ) ( D B ' ) ( D C ' . 

il résulte de ces valeurs que les coordonnées du pôle 

du plan osculateur ¡JI relativement à la quadrique 

sont données par les égalités 

X1 = (AB')(AC')(AD')a?ï'»-i, Y, = (BA')(BG')(BD')yfm_1, 

Z, = (GA')(CB')(CD>f'w-i, Uj =(DA')(DB')(DC'h/j",~1. 

Par suite, les équations de la polaire réciproque (C'/w,) 

de la courbe ( C m ) sont : 

At x
f n'-j- Biy

m'-+- z r n'-h D' um' — o, 

X\xm'-¥- B\ym'-±- C\zm'-+- D\ u>»'= o, 

en posant 
m 

Ai = A : [ ( AB' ) ( AG' ) ( A D' ) 
m 

A', = A' : [(AB')( AC')( AD')]2"^-î, 
m 

Bi = B : [ ( B A' ) ( BC' ) ( B D' ) , 
m 

B't = B' : [(BA'XBC'XBD')]«^11"!, 
m 

C, = G 1 [(GA')(CB')(CD')]2"^. 
m 

c; = C' : [(CA'KCB'XCD')!«5^, 
m 

D, = I) : [(DA')(DB')(DC) 
m 

= D' : [(DA')(DB')(DC')]^--î, 

m m = 
•2 m i 

Ainsi : La polaire récipror/ue (C'm) d'une courbe 
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tétraèdràle symétrique ( C m ) est une courbe tétraé-

drale symétrique. Les exposants m et m f relatifs à 

ces deux courbes sont liés par la relation 

'i m m' — m -h m'. 

10. Si l'on désigne par p2 et p et S les rayons de 

courbure et de torsion au point de contact M de la 

courbe tétraédrale ( C m ) et d'une ligne asymptotique 

de la surface on a ( DARBOUX , Théorie générale 

des sut faces, t. I I , p. 398) 

« 0 = p 

Les égalités (9), (10), (11) donnent 

. . 3 0 po 2 — m 
(12) 3 = — 

1 — m £2 Pi ^ 

On a aussi (2) 

(.3) 4 £ i _ 3 p ! = . . 
p-2 £2 

Les équations (12) et (13) ont pour systèmes de so-

lutions 
p2 _ 2 __ 3 

pi ~~ i — m 1 — i m 

£2 _ 4 £2 _ 13 
pi 1 — m  1 1 — m 

Dans le cas de la cubique gauche : 

kx-i -h By-'1 +Cr>-h D w 1 = o, 

A'a?-1 -+- B y - ' + C ' r ^ D w-i = o, 

on a nécessairement p2 = p<, donc dans le cas 

général on a 
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Ainsi : Un point M étant pris arbitrairement sur 

ta courbe tétraédrale symétrique (Cm ) , on considère 

la cubique ga.uche (G) tangente en M à la courbe (Cm) 

et passant par les sommets du tétraèdre de symétrie. 

i° Le rapport des rayons de courbure p2 ei p4 au 

point M de la courbe tétraédrale (C m ) et de la cu-

bique (G) est égal à ( * ) 

i 
i — m 

2° Le rapport des rayons de torsion et S, au 

point M de la courbe (C w ) et de la cubique (G ) est 

égal à ( 2) 

i — 2 m 

11 . On déduit des équations (2), (3) , ( i 4 ) que : 

Les rayons de courbure et de torsion au point M 

dhine courbe tétraédrale symétrique sont donnés 

par les formules 

- 1 MA.MB sin (ab) 

^ ~ m — 1 AB sin (ma), sin (mb)' 

% - 1 MA..MB sin(«3) 
im — 1 AB sin(|i.a).sin(}ji($)' 

A, B sont les traces de la tangente m au point M 

sur les faces B , C , D , , A , C , D , du tétraèdre de symé-

trie A , B , C , D , de la courbe tétraédrale; a , b les 

traces des plans M A , C , , MB, G, sur le plan oscula-

teur ¡JL; a, p les plans m A , , m B , . 

( 1 ) V. JÀMKT, Sur les surfaces et les courbes tétraédrales symé-
triques (Annales scientifiques de VÉcole Normale supérieure, , 
1887). 

( 3 ) A . DKMOULIN, Sur les courbes dont les tangentes appar-
tiennent à un complexe (Comptes rendus, Paris, 17 mai 1897). 
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12. La tangente m au point M d'une courbe 

tétraédrale symétrique ( C ) rencontre les faces du 

tétraèdre de symétrie A 4 B 4 C | D 4 aux points A , B , 

C , D . L'homologue du point M dans Vinvolution 

(AB, CD) est situé sur la droite joignant les traces 

des arêtes opposées A, Bn CiD,, sur le plan oscula-

teur {JL au point M. 

Le conjugué du plan osculateur ¡x dans Vinvolu-

tion définie par les couples de plans projetant de la 

tangente m les couples de sommets A , et B n C4 et D< 

du tétraèdre de symétrie A ^ C Î D , coupe les arêtes 

opposées A4B4, C î D , en deux points alignés sur le 

point M. 

Les démonstrations sont identiques à celles des nos 7 

et 8. 

La première propriété donne la construction du 

plan osculateur ¡JL en un point donné M de la courbe 

tétraédrale symétrique ( C ) . 

13. Un point M étant pris arbitrairement sur la 

ligne asymptotique (9) d'une surface tétraédrale 

symétrique Ew d'ordre m, on considère la courbe 

tétraédrale symétrique (C) tangente en ce point à 

la courbe (9), ayant pour tétraèdre de symétrie 

celui de la surface et pour exposant 

Les courbures et les torsions des deux courbes au 

point M sont égales et de même signe. 

Car on a successivement pour les courbes (9) et ( C ) 

4 , ^ 
P , p p p r 2 — m  r  r m  r  

2 
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p' et étant les rayons de courbure et de torsion au 

point M de la courbe (G). On a donc 
p = p\ £ = 

14. Les arêtes opposées A ( B M C | D , du tétraèdre 

fondamental d'un complexe tétraédral ( T ) étant con-

juguées dans un complexe linéaire (A) , l'arête de 

rebroussement ( C ) d'une développable quelconque 

de la congruence [ (T) , (A)] jouit de la propriété sui-

vante : 

Un point M étant pris arbitrairement sur la 

courbe (C) , on considère la cubique gauche (G) tan-

gente au point M à la courbe ( C ) et circonscrite au 

tétraèdre A, B, G1 D<. 

Si p ei pi, G et S, sont les rayons de courbure et 

de torsion des courbes (C) et (G) au point M, on a 

p = 2pt, 5 = 36!, 

en grandeur et en signe. 

En effet, en utilisant les notations (2), les plans ¡3 

et a sont respectivement les plans focaux des points A 

et B dans le complexe linéaire A. Les tangentes à la 

courbe ( C ) appartiennent à ce complexe. On a donc ( 1 ) 

MA.MB sin(a|3) 

AB sin(na).sin(fxP)* 

Les égalités (3) et ( i 5 ) donnent 

(16) 6 = 3 6 , . 

Les tangentes à la çourbe (G) appartiennent au com-

plexe tétraédral ( T ) ; l'égalité (1) qui lui est applicable, 

combinée avec l'égalité (16), conduit à la relation 

(') Cette formule est démontrée au n° 16. 



( 467 ) 

Corollaire. — Le rayon de courbure de la courbe (C) 

au point M est donné par la formule 

^ AB sin(ma).sin(m6) 

M A . MB sin (ab) 

AB 

15. La propriété (10) 

£ _ ? 
i — 2 m 

due à M. A . D E M O U L I N , peut se déduire par la théorie 

des polaires réciproques de la propriété 

due à M. V . J A M E T . 

Les polaires réciproques (C^,) et (G ) des courbes ( C w ) 

et ( G ) ( i o ) , relativement à la quadrique 
y2 -+•z* • + • = 

sont tangentes au point M, correspondant de M. O n 

désigne par p'2 et -p\ les rayons de courbure des 

courbes (C',w/) et ( G ' ) au point M, ; on a ( 1 ) 

(t~\ P* _ P» 
pi Pi Si 

La cubique ( G ) est osculatrice aux faces du tétraèdre 

de symétrie A , B, G, D { ; si l 'on désigne par p\ le rayon 

de courbure de la cubique tangente en M, à la 

cubique (G ) et circonscrite à ce tétraèdre, on a 

(i8) p'i = 3 p'{, 

et, d'après la propriété de M. Jamet, 

v p! i — m i — m' 

( 1 ) C . SERVAIS, Sur la courbure et la torsion dans la collinéa-
tion et la réciprocité, p. 29. 
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O n a d ' a i l l e u r s ( 9 ) 

(20) imm! — m m'. 

Les égalités ( 1 7 ) , ( 1 8 ) , ( 1 9 ) , ( 2 0 ) donnent 

6 2 = — — 
1 — im 

Une remarque analogue est applicable aux pro-

priétés (5) et ( i4) . 

16. Soient M, M' deux points infiniment voisins 

d'une courbe ( C ) dont les tangentes appartiennent 

à un complexe linéaire; A' , B' deux points de la 

droite MM'; p., [/ les plans osculateurs aux points M, 

M'; a', P' les plans focaux des points A' , B'. On a 

(MA'M'B') = (jxa>'P'), 
par suite 

MM' .. M'A'.MB' sin (a' 6') 
Jim , = lim ——7— - — — , : ,—jrj-

sin fJîjL AB sin( jx a ) sin( (Jip ) 
OU 

MA. MB sin(ap) 
S = 

AB sin(fxa).sin( jj.p) 

A et B sont deux points de la tangente au point M ; 

a et p leurs plans focaux respectifs. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1837. 
(1900, p. 96; 1917, p . 358.) 

Les deux triangles ABC, A'B'C' sont homologiques de 
deux manières : 

A B C 

A' B' C' 

A B C 

C' B' A' 
2* 

centre O 

centre O' 

axe o, 

axe o . 
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Démontrer que si o passe par 0' : i° o' passe par Q; 2° les 
sip points^), 0', ba\ bc\ b'a, b'c sont les sommets d*un 
quadrilatère complet; 3° les six droites o, o', BA' , B C V B ' Â , 

B' G sont les côtés d fun quadrangle complet; 4° le triangle 
diagonal du quadrangle, qui a pour sommets ba'y bc\ 
b'a, b'c coïncide avec le trilatère diagonal du quadrila-
tère qui a pour côtés BA'. BC', B'A, B'C. 

G. GALLUCCI. 

SOLUTION 

Par M . R. BOUVAIST. 

Si l'on se place dans les condi t ions de l 'hypothèse, on vo i t 

immédiatement que AC', A ' C se coupent en 0 ' sur o, o est la 

po la i re de O par rappor t à AC, A'C'. P ro je tons o su ivant la 

d ro i t e de l ' inf in i. Le quadr i la tè re A C A ' G ' dev ien t un parallé-

logramme dont les diagonales AA ' , CC' se coupent en 0 , 

BOB ' est paral lè le à AG', CA' et l'on a BO = Ô B ' . 

i ° O ' est à l ' in f in i su r BOB', et o' est la paral lè le à AC, 

A' C' menée par O. 

2° Le quadr i la tè re ba\ bc\ b'a, b'c est un para l lé logramme 

dont les diagonales se coupent en 0 , bc' et ba! étant sur AC, 

b'a et b'c é tant sur A 'C ' . 

3° Le quadr i la tè re formé par les dro i tes BA', BC', B 'A , 

B 'C est un para l lé logramme don t les diagonales se coupent 

en 0 , deux sommets opposés sont B et B', les deux autres 

sont sur o'. 

4° Le quadr i la tè re formé par les dro i tes Acb', X'bc', C 6 ' a , 

C ba' est u n para l lé logramme dont les diagonales se coupent 

en O, deux sommets opposés sont B et B', les deux aut res 

sont sur o'. I I suff i t donc de rever f ï r à la figure p r im i t i v e pou r 

avo i r toutes les propr iétés de l'énoncé. 

Autre solution, par M. M. FAUCHEUX. 

1852. 
(1900, p . 288 ) 

On considère un système articulé composé de sept tiges 
rigides dont les quatre premières forment un quadrila-
tère gauche ABCD* les trois autres ME, MF, M G relient un 
point M à trois points E, F, G, appartenant respectivement 
aux tiges AB, BC, CD et fixes sur ces tiges. 
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Les articulations qui existent aux points A, B, G, D, E, 
F, G, M sont réalisées par des joints de Cardan. 

Démontrer que, pendant toutes les déformations dont le 
système est susceptible, le point M reste à distance inva-
riable d'un certain point H de la tige DA, fixe sur cette 
tige. On peutt de la sorte, adjoindre au système une 
huitième tige MH sans introduire de liaison nouvelle. 

RAOUL BRICARO. 

SOLUTION 

Par M. G. FONTENÉ. 

Dans le volume des Nouvelles Annales pour 1904, page io5, 

j ' a i f a i t conna î t r e un système a r t i c u l é gauche a y an t d e u x 

pa ramè t r es de dé fo rma t i on , et j ' a i i n d i q u é comme cas p a r t i -

c u l i e r l e système d o n t i l s 'agi t ic i . Les q u a t r e po i n t s E , F , 

G , H sont dans un même p i a n ; et si T o n pose 

A B = a, B G = by 

A E m B F n 

E B F C ^ ' 

M E = a, M F = p, 
on a 

\m n]  r \n pj 
( a> b* \ 

h . . . — . . . ) = o. 
\m + n n-\-p ) 

Autre solution, par M. M. FAUCHEUX. 

ê 1884. 
(1900, p. 572; 1917, p . 398.) 

Dans le plan, une courbe de troisième classe G et une 
cubique G' peuvent se correspondre ainsi : l'un des trois 
système de coniques S' qui admettent G' pour Jacobienne 
ordinaire se compose mdes coniques circonscrites à V un 
des trois systèmes de quadrangles circonscrits à G ; et l'un 
des trois systèmes de coniques S qui admettent G pour 
Jacobienne tangentielle se compose des coniques inscrites 
dans l'un des trois systèmes de quadrilatères inscrits à C'. 
On peut se donner G' par exemple et il y a alors trois 
courbes C . G . FONTENÉ. 
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SOLUTION 

Par M. HENRI DUMAS. 

U n sys tème de con iques S ' a d m e t t a n t C p o u r Jacob i enne 

est le réseau des con iques po l a i r e s de t ous les po i n t s d u p l a n 

p a r r a p p o r t à u ne c u b i q u e r ' a d m e t t a n t C ' p o u r Hess i enne . 

L e fa isceau des con i ques c i r consc r i t e s à u n q u a d r a n g l e c i r -

consc r i t à G f a i t p a r t i e d u réseau a d m e t t a n t G p o u r Ga y l e y enne , 

p u i s q ue les t r o i s con i ques décomposées de ce fa isceau son t 

fo rmées chacune de d e u x t angen tes à G. L a p r em i è r e p a r t i e 

<3e l 'énoncé r e v i e n t donc à d i r e que G est la Gay l e yenne d ' u ne 

c u b i q u e f a d m e t t a n t G' p o u r Hess ienne . 

S i l ' on se donne G', i l y a t r o i s cub i ques V l ' a d m e t t a n t 

p o u r Hess i enne e t c hacune de ces t r o i s c ub i ques a d m e t u n e 

Ga y l e y e nne G. A u n e cou r be G' c o r r e s p o n d e n t donc t r o i s 

cou rbes C. 

L e s p r op r i é t é s r e l a t i v e s a u x cou rbes de t r o i s i ème classe e t 

a u x r éseaux t angen t i e l s de con iques d o n n e n t les fa i t » c o r r é -

la t i f s des p récéden ts ( 1 ) . 

QUESTIONS 

2428. O n sa i t q u e les p ieds M , M ' , M " , M' " des no rma l e s 

abaissées d ' u n p o i n t P s u r u n e con i q ue A son t s i tués s u r u n e 

h y p e r b o l e équ i l a t è r e A' q u i passe p a r P e t p a r le c e n t r e G de A. 

É t a n t données l ' équa t i on de A' sous la f o r m e xy = K 2 e t les 

coo rdonnées des po i n t s M , M ' , M " de ce t t e c o u r b e , t r o u v e r 

les r e l a t i o ns q u i l i e n t : i ° les abscisses des p o i n t s M , M ' , M " , 

M" ' ; ce l les des po i n t s M , M ' , M", P ; 3° ce l les des p o i n t s 

M , M " , M ' " , G. J . NEUBERG. 

(*) I l restera i t à mon t re r que, si une courbe C est la Cay leyenne 

d'une cubique f admettant C' pou r Hessienne, la courbe C' est la 

Cay leyenne tangent ie l le d'une courbe de t ro is ième classe r admet-

tan t C pour Hessienne tangent ie l le. N. D. L. R. 
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2429. So i en t G le cen t r e et p une asympto te d 'une h ype r-

bole équ i l a tè re va r i ab l e qu i passe pa r d e u x po in t s donnés A 

e t B. Lo r sque C pa r cou r t une d r o i t e donnée c, que l l e est l'en-

ve loppe de /?? Lo r sque p t o u r n e a u t o u r d 'un po i n t donné P , 

que l est le l i eu de G ? J . NKUBRRG. 

2430. So ien t M e t M ' deux po in ts inve rses pa r r a p p o r t à 

un t r i a ng l e A B G , X ' Y ' Z ' le t r i ang l e poda i re de M'. P é tan t 

un po i n t que lconque du p lan, les pe rpend icu la i r es abais-

sées de M su r PX ' , PY ' , PZ ' r e ncon t r e n t respec t i vement les 

côtés BC , CA , AB en t ro is po in ts a, (i, y en l i gne d ro i te . La 

d ro i t e AFTY est pe rpend icu la i r e à PM' . C. CONVERS. 

2431. É t a n t donnés deux t r i ang les homo log iques et don t 

les côtés sont deux à deux pe rpend icu la i r es : i Q l e u r cen t re 

d 'homolog ie est l ' un des points d ' i n te rsec t ion de l eu r s cercles 

c i rconsc r i t s ; 2° les d ro i tes de S impson de l ' au t re po in t com-

mum à ces deux cerc les par r appu r t a u x deux t r i ang les sont 

rec tangu la i res e t se coupent su r l 'axe d 'homolog ie . 

N . OBRECHKOFF. 

2432. S u r les côtés d 'un t r i ang l e A B C on cons t r u i t t r o i s 

rectangles, à d iagonales égales, don t les cent res sont D, E, F . 

So ien t D', E', F ' les symét r iques de ces po in ts par r appo r t 

à BC, C A , A B . M o n t r e r que : 

i ° Les cent res B, a>; w' des cercles c i rconscr i t s au x 

t r i ang les A B C , D E F , D ' E ' F ' sont en l i gne d r o i t e ; 

2° Les cercles poda i res de o> et (*>', pa r r appo r t à A B C , 

sont tangents au cerc le des neufs po in ts de ce t r i ang l e . 

V . THÉBAULT. 

2433. E t a n t données qua t r e d ro i tes que lconques, dans le 

p lan , on peu t l e u r en associer une c inqu ième, te l l e que les 

d i x segments don t chacun a pou r ex t rémi tés le po in t de ren-

cont re de deux de ces d ro i tes et l ' o r t hocen t r e du t r i ang l e 

fo rmé pa r es t ro is aut res a ien t même po in t m i l i eu . 

Les côtéS d 'un pentagone r égu l i e r f o rmen t u n t e l système 

de c inq d ro i tes . R . B. 
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