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[B12d]
NOTE SUR LE DEPLACEMENT INFINIMENT PETIT
D'UN TRIEDRE ATTAGHE A UNE COURBE;

Par M. LEVEUGLLE,

Licutenant-Colonel du Génie.

La présente Note a pour but de faire connaitre des
formules qui sont peut-étre nouvelles et qui sont
relatives aux variations infinitésimales des arétes d’un
teiedre dit caractéristique dont le sommet se déplace
sur une courbe tracée sur une surface. Jai été conduit
a ces formules en décembre 1914, alors que j’étais en
captivité en Allemagne et que, privé de tout livre i
ma portée, car j’ignorais alors presque totalement Ia
langue allemande, je cherchais, pour me distraire, &
rétablir de mémoire la théorie des quaternions que
Javais étudiée quelque temps avant la guerre dans les
Eléments de Hamilton. Revenu de captivité depuis
quelques mois, je pense que ces formules, qui ont
I'avantage, comme celles de Frenet, de ne contenir que
des éléments caractéristiques de la courbe et de la
surface sur laquelle elle est tracée, pcuvent présenter .

Ann. de Mathémat., }° série, t. XIX. (Janvier 1919.) 1
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quelque intérét et c'est ce qui m’engage & publier cette

Note.

1. Je rappellerai d’abord quelques notations el
résaltats élémentaires du Calcul des quaternions.
Soient «, % deux vecteurs unitaires (c'est-a-dire de
longueur unité). Nous désignons par § l'angle plus
petit que ® que font entre elles les directions positives
de a et B. Soit alors ¢ un vecteur unité perpendicu-
laire au plan de « ct 3 et dont le sens est tel que par

Fig. 1.
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apport & un observateur dont les pieds sont posés sur
le plan («3) et dont la téte est en ¢, le sens de rotation
de a vers {3 soit positif (c’est-d~dire en sens inverse des
aiguilles d'une montre); on aura

. 3 .
(1) i;:cos()—:-esml).

On sait de plus que P'on a, quels que soient les vec-
teurs a, 3, v, I'identité

(2)
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|
R |
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Nous désignons avec Hamilton par S, V, T les
caractéristiques du scalar, du vecteur et du module.

Nous rappelons que si 'on considére une courbe
quelconque, et si Pon prend l'arc s de cette courbe
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comme variable indépendante, on a en désignant

par o’ le vecteur
,__dp
ds’

I

o
h

qui est dirigé suivant la tangente & la courbe,
Tz=1,
¢'est-d-dire que 3’ est un vecteur unité.

D’autre part, le vecteur v du centre du cercle oscu-
lateur a pour valeur

2. Triédre normal. Formules de [Frenet. -
Soient M un point d'une courbe, C le centre de cour-

Fig. 2.
*
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bure et o’ le vecteur unité suivant la tangente. Nous
désignons par v un vecteur unité dirigé de M vers le
centre de courbure, et par y un vecteur unité perpen-
diculaire a o' et v et dans une dircction telle que le
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triedre g'vu soit positif. Nousappellerons, pour abréger,
le vecteur v, normale principale -et le vecteur u,
binormale. .

Soient 8 'anglz de contingence, c’est-a-dire 'angle
des deux tangentes infiniment voisines, et t 'angle de
torsion, c’est-a-dire 'angle de deux binormales infini-
ment voisines. .

Soit ds l'arc infiniment petit de la courbe (variable
indépendante). Supposons que le point M se déplace
infiniment peu sur la courbe dans le sens ds. On a

ds = ro.

Le tri¢dre p'vy, que nous appelons triédre normal,
se déplace infiniment peu. Cherchons a déterminer les
variations infiniment petites dp’, dv, d.

On a d’abord

dy'=90"ds=Tp'wds= _(f_s y = Ov.

On a ensuite (en supprimant ici le signe V)

d’on ke
du=Vdyv+ Vg d.

Le premier terme est nul puisque dg’ est parallele
‘v. Donc dy est perpendiculaire & p'. Mais n étant
unitaire, on sait que dw est aussi perpendiculaire
au('). Donc du est parallele & Vo', c'est-i-dire & v.
D’autre part, d’aprés la définition de =, le module
de dy. est &= =, et 1l est clair qu’il faut prendre

du = —nv.

(') Car de P'équation p?’= —1 on déduit, par différentiation,
Su'dy = o.
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On a ensuite
v = pp';
d’ott
dv=Vudp'+Vdpp,
ou bien, en remplacant do' et dp par leurs valeurs,
dv=—0p"+7u.
On a donc les formules trés importantes (formules
de Frenet) )

‘ dp' = 8v (variation de la tangente),
(F) ( dv =—0g"+~u (variation de la normale principale).
din=—-=v (variation de la binormale).

On connait tout le parti que l'on tire de ces for-
mules pour I'étude des courbes gauches.

Nous allons prendre maintenant un probléme plus
général.

3. Déplacement infinitésimal général d’un

triédre. — Considérons un triedre trirectangle ¢, 7, &
Fig. 3.
i’ A

qui se déplace infiniment peu en tournant autour de
son sommet O,
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Seit ¢/ j'L' la position infiniment voisine du triédre.
Nous définissons cette nouvelle position an moyen des
angles d’Euler. Soit pour cela ¢ un vecteur unité
divigé suivant U'intersection des deux plans infiniment
voisins ¢0 J, i’Oj’. Nous supposons que & est pris du
méme coté que j par rapport a i. Désignons par o et ¢
les angles de i et ¢’ avec ¢ et par z I'angle infiniment
petit de &k et A'. Les angles o et 4 sont en général
finis, mais leur différence est infiniment petite.

Nous allons exprimer ¢’j’/’ en fonction de ijk el
des angles o, 4, . On a (2)

DA A
= =
Z PRy
Mais ona (1)
.1
14 .
5 =cosy — L'sind,
b
.
¢ .
—= =coso + A sing.
12

Exprimons d’abord A’. On a
=0k = (1+23)k,
car ¢ est infiniment petit et 'on peut poser
cose =1, sine = ¢.
D’autre part, on a
3 =k¥i=(cosp—+ ksing)i=1icos¢ + Jsino,
el, par suite,
K'=1L+ceising—ejcoso.
D’ou
U'=[cosy — (k+ceising —zjcosp)siny]
X (cose + ksing) ¢

= (cosy — ksiny —eisinosiny + ¢/ cospsiny)
X (£€0so + jsino).
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Ea effectuant le calcul, on trouve
U=1icos(o—Y)+jsin(e —Y) — zhsind.

On a ensuite
J =k

D'oii, en remplacant & et ' par leurs valeurs et
négligeant les infiniment petits du second ordre,

~r

J'=—isin(p —Y)+ jcos(o — )+ 2k cosd.

Mais la différence ¢ — ¢ est infiniment petite.
Posons

p—b =g
¢t remplacons cosg par 1 et sing par g, cosd et siny

+
pir cosp et sino. 11 vient
U =i+ g/ —cksino,
.,

J'=—gi+j+cekcoso,
L'=zising —ejcosg —+ k.

O bien en posant
I'— i =di, J'—J=dj, A — k=dk,

nous obtenons les formules générales

di= gj—chksino,
dj =—gi +ekcosg,
dk = eisino —z ) cosg.

Il est facile de voir que les formules de I'renet n'en
sont qu'un cas trés particulier. On a en effet, dans le
cas du triedre normal,

. , . .
=g, JS=v, k= .

Le plan (7, ) est le plan osculateur de la courbe,
dont la caractéristique n'est autre, comme on le suit,
que la tangente elle-méme, de sorte que & se confond
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avec o' et que l'on a 9 =o0. On a alors évidemment
g==0 et :=1<. En portant ces valeurs dans les for-
mules précédentes, on retrouve les formules de
Frenet.

4. Courbes tracées sur une surface. Triédre ca-
ractéristique. — lLes avantages obtenus dans I'étude
des courbes gauches par la considération du ¢riédre
normal (ou triédre de Frenet) attaché & la courbe,
nous suggérent I'idée de considérer également, dans le
cas ott une courbe est tracée sur une surface, le dépla-
cement d’un triedre mobile dont le sommet est sur la
surface et dont I'une des arétes ¢ reste en coincidence
avec la direction de la tangente & la courbe. Les deux
aulres arétes seront la normale @ la surface dont
nous choisissons la direction positive vers le centre de
courbure de la section normale plane de la surface
suivant la tangente ¢, el un vecteur unité j situé dans
le plan tangent et normal aux deux premiers, de ma-
nicre que le triedre i, j, & soit positif (ou & droite).

Nous appelons ce triédre, triédre caractéristique
de la courbe au point considéré. -

Les formules du n° 3 lui sont applicables. Nous
ddésignerons par n le vecteur unité 4. Il est facile de
voir que, si Pon veut que 3’ soit encore dirigé dans le
sens des s croissants, il faut changer ici le signe de ¢,
de sorte qu'on a les formules fondamentales :

§ dp'== gj + nesino,

dn =—z3'sine +zj cos¢.

"— necoso,

-0

Dans ces formules :

e est Vangle de deux normales infiniment voisines
@ la surface anx points P et P’ de la courbe;
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» est 'angle que fait avec Oz la caractéristique du
: 5 q

plan tangent p'O j, c'est-i-dire Uangle de ¢’ avec sa
direction conjuguée.

Il reste & examiner la signification géométrique de o.
8
La méthode suivante va nous fournir, en méme
temps que Pexpression de la valeur de g (que l'on
pourrait d’ailleurs obtenir par de simples considéra-
tions géométriques), deux autres relations fondamen-
tales.

5. Relations entre les deux triédres. -— Ceci posé,
la courbe C a au point P un tritdre normal détini par
les éléments g/, v, u et les scalars §, . Cherchons les
relations qui existent entre les éléments de ce triedre
et ceux du triedre caractéristique.

Désignons par I l'angle du plan osculateur a la
courbe avec la normale & la surface. Nous avons la
transformation

i =0
v =ncosH + jsinH,
p=nsinH — jcosH.
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D’ou par différentiation

di = dp',
dv =dncosH + dj sin H+ (j tosH — nsinH) dH,
du=dnsinHH — djcosH — (ncosH + ; sinH)dH.

Remplacons dans ces formules dn, dj, di par leurs
valeurs (L) et dg’, dv, dp. par leurs valeurs (F) ot nous
exprimons p', &, v par les équations de transformation
précédentes. Nous obtenons trois équations linéaires
en p'y j, nodont la premiére ne contient pas ¢’

gJ + nzsino =0(ncosH + jsinH),
(—zp'sing + ¢ cosp) sinH
+(go'+necosy)cosH
-+ (ncosH + jsinH)dH =— (ncosH + jsinH) =,
(—ep'sinp 4+ ¢ coso)cosH
— (&p' + necosyp)sinH
—+(jcosH—nsinH)dH = — o'0 + (nsinH — jcosH) <.

Egalons de part et d’autre les coefficients de ¢, 7, n;
nous obtenons les huit équations :

(a) & =0Hsinll,

(b) esing = O cosH,

(¢) —esinosinH 4+ gcosH = o,

(d) ccososin H +sin HdH = — <sin H,
(e) ccos¢cosH + cosH dH = — < cosH,
2] +esingcosH + gsinH =6,

(&) ¢ coso cosH + cosHdH = — = cosH,
(h) —zcosgpsinH—sinHdH = ~=sinH.

Or il est clair que (¢) est une conséquencc de (1)
et (2) de méme que (). D’autre part les é&uations (d),
(e) (&)- (I) sont identiques.

Ona donc finalement, comme cela devrait étre,
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trols équations seulement :

" & =0sinH,
(M esing =0 cosH,

\ —ecosp =1+ dH,

dont la simplicité est remarquable.

La premiére de ces équations donne l'expression
de g. Elle montre que g n'est autre chose que la pro-
Jection de l’angle de contingence § sur le plan tan-
vent. ()n sait que cette grandeur s'appelle angle de
contingence géodésique de la courbe.

Les éléments qui entrent dans les formules (L) sont
ainsi parfaitement définis. On voit que ces formules
dépendent des éléments essentiels suivants relatifs a la
surface sur laquelle elle est tracée :

1° L'angle = de deux normales infiniment voisines &
la surface;

2° L’angle de contingence géodésique de la courbe;

3¢ I’angle © de la tangente & la courbe avec la direc-
tion conjuguée.

On peut prévoir que leur importance sera analogue
a celle des formules (F) pour I’étude de ces courbes.

La deuxiéme et la troisitme (M) expriment deux
ithéorémes remarquables.

6. Invariants en un point relativement a la tan-
x
wente. — Divisons chacune des deux derniéres équa-
tions (M) par 'élément ds de la courbe. On a

* sino = i cosH

ds YT ods ’

€ < dH
— — 050 = — —+

ds % T ds ds’
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Soit alors dp une direction fixe tangente 4 la sur-

face, et considérons toutes les sections faites dans la

surface par des plans passant par cette direction. On
. € . . . 6
voit que —- et o restent invariables. Mais - est alors
ds v ~ ds .
la courbure de la section plane, au point considéré,

el z; est sa torsion. On a donc

cosH

= const.,

! d” = const
& = comst,

7; -+
ot ry est la grandeur que 'on appelle rayon de tor-
sion.

La premiére de ces équations exprime le théoréme
connu de Meusnier.

La seconde exprime un (héoréme du & Ossian
Ponnet.

Je crois que les formules (L), maniées par des mains
plus expertes que les miennes, peuvent avoir de tres
nombreuses et trés intéressantes conséquences. Je me

contenterai de quelques remarques élémentaires.

[L'17a]
PROBLEME SUR LES CONIQUES
POSE PAR LA MET ROPHOTOGRAPHIE ;

Par M. M. p’6CAGNE.

Le probléme, dit des cing points, qui consiste &
repérer sur la carte la position du point de vue d’ou
une photographie a été prise, sur plaque verticale,
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lorsqu'on a pu identifier sur la photographie cing
points marqués sur la carte, revient géométriquement
. S~
i cecl :

Etant donnés cing points A, B, C, D, D' et deux
rapports anharmoniques o et o', trouver le point
commun auzx deux coniques passant l'une par A, B,
C, D, lautre par A, B, C, D' et telles que ces points
déterminent respectivement sur l'une et Uautre les
rapports anharmoniques pet o' ().

Puisque, si M est un point variable sur la premiére
conique, le rapport anharmonique des rayons MA,
MB, MC, MD est constant et égal & o, il conserve cette
valeur lorsque, le point M venant en coincidence avec
I'un des points A, B, C ou D, le rayon correspondant

k) b )
se confond avec la tangente en ce point; d’oii le moven
de construire cette tangente.

Supposons que I'on ait ainsi déterminé les tangentes
en A et en B aux deux coniques, ces tangentes s¢ cou-
pant, dans chaque couple, respectivement en T ct
en 17,

Le probl¢me sc¢ trouve ainsi ramené au suivant :

Construire le quatriéme point O commun & deux
coniques circonscrites au triangle ABC, connaissant
pour chacune d’elles les tangentes en A et en B qui
se coupent respectivement en T et en T'.

St les droites OA et OB coupent CB et CA respec-
tivement en « et en B3, la droite «f est la polaire du
point de rencontre de AB et OC & la fois par rapport i
chacune des coniques circonscrites au quadrila-

(') Voir notre Cours de géométrie pure et appliquée de I'Ecole
Polytechnique, t. 1, p. 99.
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tere ABCO; elle passe donc par les points T et T'. De
la, la construction cherchée :

Si la droite TT' coupe BC en o et AC en 3, [
point O se trouve a larencontre des droites Az et B3.

[P'6f]
SUR UNE TRANSFORMATION GEGMETRIQUE;
Par M. M.-F. EGAN.

Dans la question 1969 ('), on considére le triangi~
OPQ ayant pour sommet le centre d’une ellipse et
pour base une corde PQ de l'ellipse; on demande la
position limite de l'orthocentre du triangle lorsque ()
tend vers P, et le lieu du point H ainsi déterminé.

Il est clair que H est le point d’intersection de lu
perpendiculaire en P & OP avec la perpendiculaire
abaissée de O sur la tangente en P.

Remplacons I’ellipse et son centre par une courbe (P
et un point O quelconques. Prenons O pour origine
et soient (z, y) et (&, 1) les points P et H. On a faci-
lement, en désignant dy- . dx par )7,

(205 . x4 g2
T eee———— y — -

ST TS

Considérons en particulier le cas ou la courbe ()
est unicursale, et soient-

(') V. 4., 1903, p. 192. Une solution a été publiée (1914, p. 282).
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ses équations. Cellesde la courbe (H), lieudu point H,

seront alors
n —1

= = »

t)y () L)

|4
s

~

ot 'on a mis

)=+ g)(gh'—g'h),

(2) () =(fr+g) (hf — N f).
() = R (fs—rg)

(H) est donc unicursale. Dans le cas ot les trois poly-
nomes £(t), n(t), {(t) n’ont pas de facteur commun,
I'ordre de (H) est 4 n — 2, celuide (P) étant n. L’origine
est pour (H) un point multiple dont les 2n para-
métres sont données par f2+ g?=o. Le polynome 2
a n racines doubles (A =o0) et 2n— 2 autres racines

données par f¢' — f o =o0. Pour ces 3n — 2 valeurs
de ¢ il est facile de constater que 'onad:n=—g:/:

donc : la courbe (H) touche la droite a U'infini dans
les n directions perpendiculaires aux asymptotes
de (P); elle a aussi, en général, an — o asymptotes
perpendiculaires aux tangentes menées par O a (P).

Un facteur commun aux polynomes &, v, { peut s¢
présenter de plusieurs facons :

. St les déterminants

|7 % %]

ont un facteur commun d’ordre 4, de la forme
(t—a)*(t—0>b)3... (2 +08a-...=k),

l'ordre de (H) s’abaisse de k. Il en est de méme pour
la classe de (P), soit m, qui sans ce facteur serait
égale & 2n — 2. L’ordre de (H) est donc toujours
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a2n + m, quel que soit le nombre /4. Le nombre des
asymptotes de {H) se réduit aussi a m.

b. Si h contient un facteur double (¢t —a)2, &, 4, {
ont le facteur commun (¢ — @), l'ordre de (H) diminue
donc par I'unité. La division par (¢ — a) laisse le fac-
teur (t—a)? dans %, donc (H) admet la droite &
Vinfini comme tangente inflexionnelle, lorsque (P)
est tangente a cette droite; le degré de (H) est

alors »n—+m —1.
¥

¢. Si (P) est circulaire, il y aura un facteur commun
A f+ (g et h, et un autre facteur commun & f— iy
et h, Pordre de (H) sera donc diminué par 2.

d. Si (P) passe par O, celui-ci étant un point ordi-
naire sur cette courbe, f et g ont un facteur simple
commun. Le polynome fg'— /"¢ = f2(g: /) contient
le carré de ce facteur, donc l'ordre de (H) s'abaisse
par 2.

Il s’ensuit que si (P) touche la droite & I'infini en
a points distincts, a en chaque point cyclique un point
multiple (i tangentes distinctes) d’ordre-{3, enfin si
Porigine est un point multiple d’ordre y, le degré de (H)
e}

93— 2V,

sera 2",—\—"2——-&——1).‘

e. Supposons que f + (& contient un facteur carré,
c'est-d-dire que O est un foyer de (P). Mettons
Sig=h, f—ig=u, h=v,
les équations (2) deviennent

( 7 +iE=du(vu' —v'p),
(2a) )'r,—i5=).;x(~/7"—v’)\),

laif =v2(ul — u'd).

Si A et u contiennent respectivement les facteurs
(t—a)*et (t —a")?, les trois polynomes (2a) ont le
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facteur commun (¢ — @) (¢t — a'), donc I'ordre de (H)
s’abaisse par 2.

A laide des équations (2a), revenons sur le cas ¢
ou la courbe primitive (P) est circulaire. Si et v ont
le facteur commun (¢t-—a), les trois polynomes de
(2a) contiennent ce facteur avec les ordres de multi-
plicité respectifs 1, 3, 2, ou o, 2, 1 aprés la division
par ¢ — a. Donc, s (P) est circulaire, (H) lest aussi
et le point O en est le foyer double.

Dans les cas ¢y d, e, I'ordre du point multiple O
sur (H) subira la méme réduction que le degré de (H).

Supposons, pour donner un exemple concret, que
(P) soit une conique. Si elle est une ellipse ou une
hyperbole, (H) sera une courbe unicursale touchant la
droite & I'infini aux points dont les directions sont per-
pendiculaires aux asymptotes de (P), ayant en outre
deux asymptotes perpendiculaires aux tangentes i (P)
issues de O. Si O est le centre, ces deux couples de
points & U'infini se confondent; dans ce cas, { a deux
racines triples et la droite & I'infini est par deux fois
tangente inflexionnelle a (H).

Le degré de (H) est 6 pour une position arbitraire
de O, il se réduit a 4 si O est un foyer de (P) ou un
point sur (P).

Si (P)est une parabole, le degré de (H) sera 5 ou 3
suivant le cas; la droite 4 'infini est une tangente
inflexionnelle.

Si (P) est un cercle, (H) est une quartique circu-
laire ayant O pour foyer double, Elle dégénire en un
cercle de centre O si O est sur la circonférence (P) et
aussi dans le cas banal oit O est le centre de (l’)

Posons OP = 2, OH = o, et soit

rcosw + ysinw =p

Ann. de Matheémat., 4 série, t. XIX. (Janvncr 1914.) 2
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I'équation de la tangente 4 (P) au point P. Les coor-
données polaires de H sont p et w, et 'on a facilement
o =r:p. Considérons en particulier le cas ot (P) est
un cercle de centre C et de rayon a. Prenons OC pour
axe des z et soit OC = b, on a I’équation de ( H) sous
la forme

a*+ b+ 2ab cosw

a—+ bcosw

3) p=

qui se rgdun 4 g =2a quand b =a, et 3 p = a quand
b = o. Ecrivons cette équation sous la forme

(3a) a(p—2bcosw) = ar+ b2— bpcosw
= a?+ b2—b E

Cette équation nous donne un mode de génération
de la quartique (H)analogue a celui d’une conique par
foyer et directrice. Considérons en effet le cercle =
concentrique a4 (P) et passant par O. Soient S le
second point de rencontre de OH avec o, et ¢ la droite

bE = a?+ 02,

polaire par rapport au cercle (P) du point O’ sym¢-
trique de O par rapport & C. Désignons par H3 la dis-
tance perpendiculaire de H a ¢, I’équation (3a) nons
montre que

HS = % Hea.

Si l'on multiplie (3a) par p, puis éléve les deux
membres au carré, on a 'équation cartésienne de (H)
@B rnr—2bi)r=(2+n) (bf —a— b1,

soit
a?s? = b2(52+ 2)er.

Cette é‘quation montre que les deux points doubles

de (H) en dehors de I'origine sont les intersections du
cercle 5 avec la dvoite 8.



(19)

[0'2]"
APPLICATIONS
I'UNE FORMULE DE GEOMETRIE INFINITESIMALE;

Par M. F. BALITRAND.

En un point M d’une courbe (M) menons la tan-
cente Mz et la normale My et prenons ces droites
pouraxes de coordonnées mobiles. Quand M décrit (M),
une droite MM, inclinée sur Mz d'un angle variable §,,
enveloppe une courbe (M;) qu'elle touche en un
point M,.

Soient s, ¢, ¢ 'arc, le rayon de courbure, I'angle de¢
contingence de (M) en M; s, py, ¢, les mémes ¢lé-
ments de (M) en M,. Sil'on désigne le segment M M, -
par 7y, ona la formule (V. A., 1913, p. 4)

0 r, d/' 9

9y = — — -+ COs
176 6, \ds t)
qui peut s’écrire

ry d"i
ds

= py sinO; — ry cos 6.

Le second membre représente la projection, changée
de signe, du contour MM C, sur Mz. Si 'on appelle z,
I'abscisse du centre de courbure C, de (M,) en M,.

on a donc
ry d"|
ds

xry =

Cette formule qui fournit soit la valeur de z,, soit
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Vinterprétation géométrique de %, est susceptible de

quelques applications.

L. Soit r; = const. Alors x, = o; ce qui montre que
le centre de courbure G, est sur la normale en M.

II. Menons par M une seconde droite MM,, inclinée
d'un angle 6, sur Mz et soient r, et z, les quantités
analogues & z, et r,. Si ry =r,, x, = x,; c'est-a-dire
que la droite qui joint les centres de courbure C, et (.,
est parallele & la normale My. Donc :

Si les longucurs des tangentes menées d'un
point M a deux courbes (My) et (M,) sont égales,
la normale-a (M) est paralléle a la droite qui
Joint les centres de courbure de (M) et (M) aux
points de contact. (Maxwsuriv, Princ. et dée. de
Géom. ciném., p. 46.)

II. Plus généralement supposons ry = Kr,, alors
r, =K?3z,; donc :

Si les longueurs des tangentes menées d’un
point M a deux courbes (M) et (My) sont dans un
rapport constant, la normale a (M) divise le seg-
ment G, C, des centres de courbure de (M,) et (M),
en M, et My, dans le rapport constant K2.

Donc, si (M,) et (M, ) sont deux cercles, le lieu dn
point M est un cercle, car sa normale passe par un
point fixe de la droite qui joint les centres des deux
cercles donnés. :

IV. Au lieu de deux courbes, considérons n courbes
(M), (My), ... (M,) et supposons que les longueurs
des tangentes menées de M i ces courbes soient
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lides par la relation
f{riyryy oy ry)=o.
Par dérivation on obtient

. ‘f,’.i dr, -+-f,'_ dry ... +f,,»,, d,.” = o0,
ou bien

v, [ o,
-;-j,.‘.’l‘]+T‘/;.iz‘g+...'r‘;‘—f,.',2f,;=0.
] 2 n

On voit que si 'on affecte les centres de courbure C,.

. . . o1 oy 1 .
Cy,y oo vy Gy de masses égales ,—.,f,'.‘, ;:j,.,, eeny ;—f:.,,,

la normale & (M) passe par le centre dc gravité de ces
points.

Considérons en particulier le cas de n cercles et
supposons que les longueurs des tangentes qui leur sont
menées de M soient liées par

r}—+ri-+...+r}=const
Le lieu de M est alors un cercle, car sa normale passe
par un point fixe, le centre de gravité des centres des
n cercles.

Ces cercles, et d'une facon plus générale, les courbes
(My), (My), ..., (M,), peuvent étre remplacés par des
points, assimilés & des cercles de rayon nul. Si par
exemple on prend une ellipse, un ovale de Cassini,
un ovale de Descartes, qui ont respectivement pour
équations

ri+re=a2a, riro=a? ar,+bro=c,
on a

Sy ry x, ri T bry

25 s Z, ri £y ar,’

et ces relations conduisent aux constructions connucs
des tangentes & ces courbes.
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[K2a]

CONDITION DE CONVERGENCE DE TROIS DROITES
DE SIMSON;

Parn M. PavL. BOULANGER.

La condition pour que les droites de Simson corres-
pondant & trois points M, N, P du cercle circonscrit i
un triangle ABC soient concourantes peut étre ob-
tenue d’'une maniére élémentaire.

Désignons par a, m, n, p les angles des rayons O\,
OM, O\, OP avec le diameétre Oz du cercle circons-
crit, qui est parallele au coté BC du triangle.

La droite de Simson relative an point M peut étre
construite ainsi : on prend le symctrique M’ de M par
rapport & O.r, ct’on meéne la paralltle & la droite AM’
par le milicu du segment qui va de l'orthocentre 1l
du triangle an point M. D’aprés cela, la figure formée
par les trois droites telles que la droite My parallele
& AM’, construites pour les trois points M, N, P, esl
homothétique, par rapport au centre H, de la figure
formée par les droites de Simson des points M, N, P.

La convergence des deux systémes de droites aura
lieu simultanc¢ment.

Or pour les droites M. Nv, Pwm, rattachées au
triangle MNP, la convergence s’exprime par la rela-
tion

sin NPw sin PNv sin NM
sin MPw sin MNv sin PMygz '

L’angle PNv, par exemple, formé par NP avec Nv.
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. ) I
ou avec la parallele N'A, a pour mesure - (arc
2

e
AT+a—p—an st
amra—p; . La condition .

AP — arcNN'), soit

précédente s'écrit donc, au groupement pres des

facteurs,
. + 28—«
gin P20«

]_I_ - : .l
A . n+aoep—a”
sin v 2P — @

P

ct elle peut se mettre sous une forme trés simple.

Posons :
m-—4n—+ p—a==as;

. < n—m)
sin { s+
2

° . m—n
sin { s+

nous aurons

Soient :

n—p=2a, p-—-m:‘zﬁ, m-—n=2y.
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La relation établie s’écrit encore

Hsin (s —a) =:IIsin(x + a)

ou. en développant,
sin?s cosszcoti’i coty + cos3s =o.

Comme a + B+ Y=o,o0na 2 cotP coty =1, et la

relation se réduit a
coss = o,

ou, A étant un entier quelconque,
man+p—a=20k-+i)=.

(Vest cette condition nécessaire et suffisante qu'on
se proposait d’indiquer.

Les applications de la formule établie peuvent étre
nombreuses et sont faciles. Par exemple, considérons le
triangle formé par les droites de Simson perpendicu-
laires aux droites concourantes fournies par les points
M, N, P. On sait que ces nouvelles droites corres-
pondent aux points My, Ny, P,, diamétralement opposés
aux points M, N, P; pour eux, les angles de définition
sont :

my=m—+ =, ny=n+ 7, pr=p -7

11 s’ensuit que I'on a
my-+-m+ py—a=(2ki+1)=

et que les droites de Simson des points M, N,, P, con-
courent. ,

Par conséquent, les droites de Simson des points
M, N, P sont les hauteurs du triangle formé par
les droites de Simson perpendiculaires a celles-la.
C'est un théoréme signalé par M. Vautrin dans le
Journal de Vuibert (1918, question 8764).
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SOLUTION D'UN EXERCICE PROPOSE AUX CANBIDATS A
’AGREGATION PAR LES « NOUVELLES ANNALES DE
MATHEMATIQUES » (1944, P. 522);

Par M. L. LONG.

a, b, ¢, A, B, C sont six fonctions d’'un méme
paramétre t, dont les dérivées respectives sont a', ly',
o' A, B, C. L'équation

ar by +~c=sin(Az+ By + Q)
représente une famille de courbes (S).

1° Déterminer les points d’inflexion de la courbe
(Se) qui correspond a une valeur particuliére t, du
parameétre t. Quels sont les lieux des points d’in-
flexion des courbes (S) quant tvarie?
a_b_c.

AT B T

2° Soit Iy 'un des points d’inflexion et soit (T,)
le liew de ce point 1,. Sous quelle condition la
courbe (T,) appartiendra-t-elle a Uenveloppe des
courbes (S), le point de contact entre Uenveloppe

et cette partie de l'enveloppe étant toujours un
point d’inflexion 1, de U’enveloppe (S)?

3o Les points d’inflexion de (S) étant supposés
numérotés dans leur ordre de succession sur(S),mon-
trer qu'tls se répartissent en deux groupes: le groupe
des points de numéros pairs et le groupe des points
de numéros impairs, qui jouissent chacunde la pro-

Examiner le cas particulier-on
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priété suivante : si les lieur (T;) et (T)) de deux
points dinflexion d’un méme groupe appartiennent
@ Uenveloppe, il en est de méme de tous les points
d’inflexion du méme groupe. Donner des expres-
stons générales, indépendantes de tout signe de qua-
drature, des sixz fonctions a, ..., G, lorsque cette
circonstance se produit par un groupe.

4° Les conditions précédentes sont supposées rem-
plies : peut-on choisir convenablement les six fonc-
tions pour que le lieu de Uun (ou les lieux de plu-
steurs) des points d’inflexion de l'autre groupe
appartienne (ou appartiennent) ausst a l’enveloppe?

Plus particuliérement encore, est-il possible de
prendre pour les six fonctions a, b,c, A, B, C, des
expressions d’un paramétre t telles que tous les
lieuz des points d’inflexion de deux groupes étant
supposés appartenir a U’enceloppe des courbes
correspondantes (S), celles-ci soient uniquement
constituées par ces différents lieuzx?

1° Soit
(1) ar +by +~c—sin(Az +By+C)=o0
'"équation d’une courbe S,. En appliquant la formule
(o Firm s fofs Fiyt (£ oo
qui donne les points d'inflexion, on trouve
(2) (aB—bA)sin(Az +~By+ C) = o.

Les points d'inflexion sont donc définis par les deux
équations ’

{az +by +c =o,

3
(3 l Az +By +C=4w  (k étant un entier).



De (3) on tire

g —~Cb-+Be -~ bk=
X = ’

i Ab—Ba
) _Ca—Ac—ak=
(7"=""Ax—Ba '

Quand ¢ varie, le lieu des points d'inflexion des
courbes S est représenté paramétriquement par les

¢quations (4).
.oa b ¢ . , . _—
Sio =g = la premiére é¢quation (3) peut étre

remplacée par fa suivante :
(3") AMr+By+Cs=o0

¢t dans ce cas le lieu des points d’inflexion, défini
par (3') et la seconde équation (3), est I'enveloppe
des droites

Az +By+C=/ik=

2° L’enveloppe des courbes S peut étre définie par
les deux équations

axr + by +c¢ =sin (Ax+ By + C),

5)
) ax+by-+c=(A+B+ C)cos(Ax+ By +(),

entre lesquelles il suffirait d’éliminer ¢ pour avoir son
¢quation en coordonndes cartésiennes. Or les équa-
tions (3) vérifient la premiére équation (5); la deuxieme
¢quation (3) devient, en tenant compte de la deuxiéme
équation (3) et de (4),
(6) a'[—Cb-+Be+bhn]+0[Ca—Ac—akr]

+ ¢'(Ab—Ba)==(Ab—Ba)(A -+ B +C'),

le signe -+ convenant pour les valeurs paires de A cl
le signe — pour les valeurs impajres. Telle est la con-
dition cherchée.
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3° Soient
(6') a[—Cb+Be+a2b=k)

+b] Ca—Ac—2axhk]+c(Ab—Ba)
=+(Ab—Ba)(A'+B'+C')

(6") a[—Cb+ Be +2bwk,)
+b[ Ca—Ac—2azk)]+c(Ab—Ba)
=+ (Ab—Ba)(A'+B' -+ ()

les équations (G) relatives & deux points d’inftlexion
caractérisés par les cocfficients pairs 2k,, 2k,. En
retranchant (6") de (6'), on a

2n(ky—Ay)(a'b —alb')=o,
d'ou

ale
f
S

(7)

et, en intégrant, a = mb, m d¢lant une constante.
Ajoutons membre A membre (6') et (6”): nous obtenons
’équation suivante, en tenant compte de (7):

Ab — Ba'

(8) =X —Ba

— A B O
sous cette forme, il parait difficile d’intégrer (8) en
faisant disparaitre tout signe de quadrature; mais on
I 8 q B
peut trouver des expressions générales des six fonc-
lions a, ..., C satisfaisant & (8).
De (7) on tire
a Ba b Ab' Al — Ba'

@ " Ba O A6 Ab—Ba’

on peut donc écrire (8) sous la forme suivante :

(8) PR LILE U o)

a
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On voit que si 'on a
(2y) ¢ = m,a (m; = const.)
on peut intégrer (8'), et 'on aainsi
« 5) ag=A+B+(,

~, étant une constante d’intégration.
On peut obtenir deux autres expressions %,, 3, en
éerivant (8') sous la forme

. a’
c— A — B'—C’:C—a';
on a alors, en intégrant par partie,
c—A—B—C+c¢;= fcdLoga=clLoga— [c Loga
(cg est une constante d'intégration).
Tout signe de quadrature disparaitra si I'on prend

c Loga = m, (my= const.)

ou
ac= M (ou M = em).

L’expression précédente devient alors

A+~ B-=C=my(Loge —1) 4+ c— cs.

(8') peut encore s’cerire

a a

o, 2 ’
d(_c_>=A—-B+C.

On peut prendre alors

A"+~ B+ C'= mya d’ou A+ B+ C=mza+cy;

I'expression précédente donne ensuite, par inté-
gration,

c
— = Loga + ¢,.
a g ¢
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4° Soit
(9) a[—Cb+Be+br(2k'+1)]

+ &[] Ca—Ac—an(2k+1)]+c'(Ab —Ba)
=—(Ab—Ba)(A'+ B+ C'y;

la condition pour que la courbe (I'.), lieu du point
d’inflexion caractérisé par le coefficient impair 2 &'+ 1+
appartienne i 'enveloppe des courbes (S).

‘n tenant compte de (7), la relation (g) peut

s'éerire
c(aB—0A)+c(Ab—Ba)=—(Ab—Ba)(A'+B'+C")

ol

., ca - , , “
(8 ¢'— — =—(A'"+ B -= (),
p .

relation indépendante de 4. Ce résultat montre que, si
les six fonctions sont telles que le lieu de 'un des points
Finflexion du groupe des coefficients impairs appar-
ticnne aussi & 'enveloppe (en méme temps que les
lieux de tous les points d’inflexion de I'autre groupe),
il en estainsi pour tous les points d'inflexion des deux

groupes.
On tire de (8') et de (8,) les deux relations équiva-
lentes
\'"“-B'+~C'=0, dou A= B-= C=const
et

¢ a'
T a

c

Les conditions demandées au paragraphe 4° sont donc

‘ a b ¢’
} =— = — ou a=bm = cn,
(10 7] b ¢

(.\+B+C=const.

Si les fonctions a, b, ¢, A, B. C satisfont aux rela-
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tions (10), les équations (5) qui définissent 'enveloppe
des courbes (S) deviennent

az+by+C=o,
Az +By+C=km,

et ces équations sont identiques & celles qui définissent
les divers lieux des points d’inflexion des deux groupes.
I1 suffit donc que les conditions (10) soient satisfaites
pour que 'enveloppe des courbes (S) soit uniquement
constituée par les divers lieux des points d’inflexion
des deux groupes.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1105.

(1872, p. 527 ; 1917, p. 299.)

1° Trouver léquation des courbes qui coupent sous un
angle constant tous les segments décrits sur une méme
corde.

a° Méme probléme pour les hyperboles équilatéres con-
centriques qui passent par un point fixe.

3° Méme probléme pour les ellipses homofocales.

4° Méme probléme pour les cassiniennes homofocales,
c’est-a-dire les courbes telles que le produit des distances
de chaque point aux n sommets d’un polygone régulier
reste constant. HaToN DE LA GOUPILLIERE.

SoLuTION
Par M. R. BouvaisT.

Ces diverses questions sont des applications intéressantes
des coordonnées isotropes de Darboux. Je rappelle que si 'on
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pose
u==zx-+uy,

v=x—1y,

1 et v sont les coordonnées isotropes du point z, y, que si
(u, v), (a4 by) sont les coordonnées de deux points M et A,
on a

6 AM = u — ay, e~ AM = ¢ — b,,

w, étant Pangle de AM avec 'axe des 2, et qu’enfin I'angle de

deux courbes
F(u,v)=o0, D(u, v)=o0

est donné par l'expression

du
dy
—
ou

-~
oy

= e2i% .

On en déduit immédiatement que les trajectoires sous 'angle ¢
des courbes

- = K,, F(u)d(o)=K,, Flu)+®(¢)=K

ont respectivement pour équations :
e L[ F(u)] — e L[®(¢)] = const.,
e'? L[F (u)] + ef? L[®(v)] = const.,
e F(u) +—e Pd(v) = const.

1" Soient A(a,a}), B(b,0)) les extrémitésde la corde, si M
est un point du cercle AMB, si

AM.Oz = wy, ABM.Oz = wa, Wy — g = const.

Oz coincide avec AB), I'équation du cercle AMB sera

v—a,  v—a,

—— | ——— = const.
w—by " v — 0

Les trajectoires sous l'angle o de ces cercles auront pour



équations
‘ e uU— . v —a)
Pl —— —e~i¥L. ——! = const.
w—0b, v — b

Posons, M ¢tant un point de I'une de ces courbes,

‘ AM = py, M = p,,
= = =
angle AM.AB =0,, angle BM.AB =6,
On a
u—a;=9,el, w—by=pyes,

|
>
@
1
N
J
St
Il
©
S
@
L
N

v—ay =3

L'équation des trajectoires s'cerit alors

K+(0,—8,1cos¢

! =e sin @ — K’C‘O,‘nol) coty

o

I

2

O

Si ¢ = —, les trajectoires orthogonales sont les cercles ayant
pour diamétres les segments ayant pour extrémités deux
points correspondants de l'involution ayant A et B pour
points doubles. Le cas général peut d’ailleurs se traiter géo-

métriguement trés clmplement : en effet, une inversion de

ME]

centre A et de puissance AB” transforment les cercles AMB
cn un faisceau de droites passant par B, les trajectoires sous
Pangle ¢ de ce faisceau sont les spirales logarithmiques de
pole B, lesinverses de ces spirales sont les courbes cherchées,
I'inversion étant celle qui est définie ci-dessus.
2° Soient 22— y?— 2) 2y —a*= o les hyperboles équila-
téres cousidérées; en coordonnées isotropes leur équation
deviendra
w4+ ¢?—2a’
T—-I’_?_ = const.,

leur équation différenticlle sera

sudu 2¢dv
ur— a? ¢©?— aq?

ot I'équation différentielle de leurs trajectoires sous I'angle o
sera .
~ ~
ausu . 2000

iy — el .
A S il S s el

Ann. de Mathémat., ¢ série, L. XIX. (Janvier 1919.) 3
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/

dont l'intégrale générale est
e?L(u?— a?) — e—?L(v2— a?) = const.

En transformant cette équation comme plus haut et en con-
servant les mémes notations, il vient

01 Py = Ke-0rbicotp,

. T Lo
Dans le cas ou © = =, les trajectoires orthogonales sont des
P =

cassiniennes.
[1 est facile de retrouver géométriguement ces résultats :
Etant donnée une équation en coordonnées polaires d’une
courbe algébrique f(pyw) = o, on sait que la transformation
qui consiste a remplacer 5 et w dans cetle équation par g*
ct nw conserve les angles ( William Roberts). Or les hyper-
holes ¢quilatéres considérées ont pour équation polaire

22c0os 2w — 13¥sin 2w — 2= 0}

on peut les transformer en le faisceau de droites

N . a?
gcosw—/\:smw—--l—, =0
X

a?
qui passent par un point fixe P (w =o0,5 = <) Il en résulte

immédiatement que les trajectoires sous 'angle ¢ des hyper-
boles considérées seront les transformées, dans la transfor-
mation ci-dessus indiquée, de spirales logarithmiques ayant
méme pdle et méme axe polaire. Les trajectoires orthogo-
nales seront des transformées de cecrcles, c’est-a-dire des
cassiniennes.

3 Si 2¢ désigne la distance focale des ellipses considérées,
leur équation sera en coordonnées isotropes

Vie—c)(v—c)-+y(u-+c)(v+c)=const.,

d'ou 'on pourrait déduire immédiatement I'équation diffé-
rentielle des trajectoires sous I'angle v; cependant, dans ce
cas, les variables u et v n’étant plus séparées, I'emploi des
coordonnées isotropes mne présente pas grand avantage et
il vaut mieux procéder comme il suit :

Soient F (94.02) =0, f (¢4, v2) = o les équations bipolaires
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de deux courbes planes, rapportées 4 deux points fixes A
et B.

Posons

AB =c¢, angle AM.AB = 0, angle BM.AB = 0,,

M étant un point commun aux deux courbes, ces deux courbes
se couperont en M sous l'angle ¢ si l'on a

tang ¢ = [Fé,f:,—" F/Pxf”‘z] sin (02— 01) s
8% = FI Ty, & cos (Ga— B,)F,,] -+ F.[Fy, & cos (B, — 0] F5.]

d’ol, en supposant F(p,;0,) =01+ 03— K =0,

cote ;'1_ ;’2___00t 92—91
I 2
ou
02—0, dl‘g-—dl'l .
tang —— = T dr, tango;
or
tangea— 0 _ vVier—(ramm)?
2 \/(I';—l— r,)’— 462
d’ou :
d(ry—ry) — cot d(ry—+ry) ,
‘/4c2—(r2—-r,)‘2 ‘/(r1+r2)?——4c‘-’

équation dont I'intégrale générale est

ry+r /[ ri+ra\? oty
I'g—rizfzcsjnI,Kl—’——’: (‘__’> __,l .
2¢ 2¢

4" L’équation générale des cassiniennes considérées sera
F(uw) ® () = (u—a;)...(u — ay) (v — a})...(v — a},) = const.,
I'équation de leurs trajectoires sous I'angle ¢ sera par suite
e'? L(uw — ay)..(u — a,) + e % L(v— a})...(v — a),) = const.;
or

u—a=pg;ed, o—al=pic®  (i=1,2,...,4)
d’ou 'équation

o1 Pz . Pn= Ketgq)(e,+0,+...+0“)
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qui, pour g = 7;:’ se réduit a
0, —~0,4...-+ 0, = const.
. 1321.

(1879, p. 387%; 1917, p. 231.)

Ftant donné un ellipsoide, on décrit la sphére qui passe
par les extrémités A, B, C de trois rayons conjugués et qui
a son centre dans le plan ABGC; trouver : 1° le lieu du
centre de la sphére; o° l'enveloppe de cette sphére.

) Barparin.

SoLUTION
Par M. R. BouvaIlst.
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