NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.






NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES

AUX ECOLES SPECIALES, A LA LICENCE ET A I’AGREGATION,

DIRIGE PAR

C.-A. LAISANT, R. BRICARD,
Docteur és Sclences, Ingénieur des Manufactures de I'Etat,
Ancien Examinateur d'admission Professeur au Conservatoire des Arts et Métiers,
A I'Ecole Polytechnique. Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.
- — O l—

PuBLICATION FONDEE EN 1842 PAR GERONO ET TERQUEM,
ET CONTINUEE PAR PROUHET, BoURGET, BRISSE, RoucnE, ANTOMARI,
DurorcQ ET BOURLET.

QUATRIEME SERIE.
TOME XVII.

(LXXVI® VOLUME DE LA COLLECTION.)

2%, 5 p("e
oﬁ t,»n_,hgg.:_i

Vi - 3

- TG TANR

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS ET C'=, EDITEURS,
LIBRAIRES DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE,
Quai des Grands-Augustins, 55.

1917



Tous droits de traduction, de reproduction et d'adaptation
réservés pour tous pays.



NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

{L'17e]
LA COURBE ORTHOPTIQUE DE DEUX CONIQUES;

Par M. PICARDAT,
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Nancy.

1. — ETUDE GENERALE.

1. Decre. — Soient deux coniques S et §' sans
particularité de forme ni de position; soit C la courbe
orthoptique; pour avoir son degré, cherchons le
nombre de points d’intersection avec une droite quel-
conque A du plan; menons une tangente T a S qui
coupe A en ¢ et par ¢ la perpendiculaire T, a T; le
point A appartiendra a P'orthoptique ¢ s1 T, est tan-
gente & S'. Or si T varie en restant tangente a S,
T, varie et enveloppe une courbe (E) et les tangentes
communes a E et §' couperont A aux points cherchés;
leur nombre sera donc le double de la classe de E.
Pour avoir la classe de E cherchons le nombre de
droites T, passant par un point quelconque du plan a;
les droites T, passant par a seront obtenues en joi-
gnant ce point aux points d’intersection de A avec la
podaire de S prise par rapport a @; le nombre de ces
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points est 4 et par suite l'orthoptique G est de
degré 8.

Remarque. — La courbe C est tangente 2 S en huit
points, car la développée de S et S’ ont huit tangentes
communes. De méme pour S'.

2. Porints cycLiques I er J. — Si 'on méne del une
tangente 3 S et une tangente a S, ces deux droites iso-
tropes sont rectangulaires, donc I fait partie du lieu G;
de plus les deux tangentes a S issues de I peuvent se
combiner aux deux tangentes & S’ issues de I de quatre
fagons; donc les points cycliques 1 et J sont points
quadruples de C.

Foyers singuliers. — SoitM un point de la courbe G
intersection de la droite T, tangente 3 S en 6, et de la
perpendiculaire T’ tangente a S' en §'; la normale ala
courbe C au point M passe au milieu de 44’ (théorie du
centre instantané, par exemple). Soient F, » les foyers
réels de S; I, o' ceux de S'. Les deux tangentes FI
et F'l fournissent le pointI de C et la tangente 3 C
correspondante coincide avec la normale et est équi-
distante de Fl et F'I; elle passe donc par le milieu f,
de FF’; donc :

La courbe C posséde quatre foyers singuliers

réels f, fa, [, fo qui sont les milieux des segments
obtenus en joignant les foyers de S a ceux de S'.

Ces quatre points sont donc les sommets d’un paral-
lélogramme ayant pour cétés c et c’; ces cotés étant
paralléles aux axes focaux des deux coniques (cetc’
désignant les demi-distances focales).

Remarquons de suite que deux foyers singuliers
peuvent se confondre :
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1° Deux sommets adjacents fi, f. du parallélo-
gramme sont confondus; les deux autres fy, fi sont
alors confondus; I'une des coniques est un cercle; en
prenant pour A une droite isotrope, on trouve pour E
une conique et l'on voit que, en 1 et en J, la courbe G
posséde un double rebroussement ( points bicuspidaux
a tangentes distinctes).

2° Deux sommets opposés f,, fs, par exemple, se
confondent; alors les axes focaux des deux coniques
sont paralléles et les distances focales égales. Ici la
courbe posséde en I et en J un contact avec elle-méme
(tacnode et deux autres branches en chaque point).

3° Les deux cas précédents peuvent étre réunis;
on a deux cercles pour S et §'; ce cas sera examiné
plus loin.

3. Points pousLes. — Un point M du plan sera point
double de C si les deux tangentes & S issues de M sont
perpendiculaires aux deux tangentes & S’ issues du
méme point, car on a en M en général deux tangentes
distinctes pour la courbe C.

L’angle des tangentes 4 S issues de M a alors méme
bissectrice que I'angle des tangentes a 8’ issues de M;
les tangentes issues de M aux coniques du faisceau
tangentiel [S, §’] forment donc une involution de
rayons doubles rectangulaires; les droites isotropes
1ssues de M forment alors un couple de l'involution
et M est le foyer d’une conique du faisceau S, 8'];
réciproquement tout point de C foyer d’une conique
du faisceau [ S, §'] est point double de C. Or le lieu des
foyers des coniques d’un faisceau langentiel est une
cubique circulaive T'; elle coupe G en 24 points dont 8
aux points I et J; il en reste 16 a distance linie; or
chacun est compté deux fois, donc on a 8 points.
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La courbe (C) posséde en général huit points
doubles a distance finie situés sur une cubique cir-
culaire (contenant son foyer singulier) passant par
les foyers et les ombilics de S et S'.

Ces résullals montrent donc que la courbe G est en
général de genre égal a 1.

Nous allons examiner maintenant les cas ou le genre
et le degré de C peuvent diminuer selon la nature et
la position de S et S'.

4. APPARITION D'UN NEUVIEME ET D'UN DIXIEME POINT
pousLe. — La courbe G peut-elle posséder plus de
huit points doubles et devenir unicursale? La réponse
nous sera fournie de la maniére suivante : tout point
double M de C relatif aux deux tangentes issues de M
4 S et &' est fourni par la courbe T'; un nouveau point
double doit résulter d’'une seule tangente & S perpen-
diculaire 4 une seule tangente & S'; ceci ne peut se
produire que si ces deux tangentes sont des asymptotes;
supposons donc une asymptote A de S perpendiculaire
4 une asymptote A’'de §'; ces deux droites se coupent
en a et I'on voit facilement que la courbe C possede
quatre points infiniment voisins de a relatifs a deux
branches de courbes issues de @; donc:

St une asymptote de S est perpendiculaire @ une
asymptote de S', 'intersection de ces deux droites
est un point double de C qui devient unicursale.

Au point de vue de coniques réelles ce cas ne peut
se présenter que pour deux hyperboles.

On conclut de suite que : si les asymptotes de S
sont perpendiculaires aux asymptotes de S', la
courbe C posséde deux nouveaux points doubles et
se décompose.
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La condition de perpendicularité des asymptotes
s’exprime encore par le fait que les deux coniques sont
semblables, les axes correspondants étant rectangu-
laires. (le cas se traite immédiatement : les deux
coniques S et ' possédent alors deux centres de simi-
litude o et o’; soit T une tangente a S;il lui correspond
une perpendiculaire T’ tangente a &', relativement au
centre ¢ et le point d’intersection de T et T’ décrit la
podaire d’une conique semblable 4 S et S’ par rapport
3 ¢, donc:

Si les deux coniques S et S' sont semblables, les
axes correspondants étant rectangulaires, {’orthop-
tique C se décompose en deux podaires de coniques
semblables a S et S’ et de points doubles ¢ et o
centres de similitude.

Remarquons que le cas de deux cercles rentre dans
celui-ci.

5. Asarssement pu pEcrE bE C. — Ce fait peut étre
dt aux deux causes suivantes :

1° Une droite perpendiculaire a elle-méme est tan-
gente 4 S et §'; alors elle fait partie de C; au point de
vue réel, c’est le cas de deux coniques ayant un foyer
commun ;

2° Une tangente a S' est perpendiculaire a toutes les
tangenles de S; c’est-a-dire 8’ est une parabole et la
tangente singuliére, c’est-a-dire la droite de l'infini,
compte double pour C.

6. Erupe pe LA cusiQue circuLaire I, — Je signa-
lerai simplement les résultats classiques relatifs a T
pour la disposition des points doubles de C.
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1° Le quadrilatére des tangentes communesa S et &'
est circonscrit a un cercle : la cubiqueT a un point
double au centre du cercle.

2° Le quadrilatére des tangentes communes est cir-
conscrit & deux cercles; dans ce cas S et S’ ont un axe
commun, ' a deux points doubles, c’est-a-dire : la
cubique T se décomyose en cet axe et un cercle l'ad-
mettant comme diamétre.

3° Le quadrilatére des tangentes communes renferme
une droite isolrope et par suite, a cause de la réalité,
S et 8’ ont un foyer commun ; /a cubique T se réduit
a une droite a distance finie (+ deux droites iso-
tropes).

4° Le quadrilatére des tangentes communes est un
parallélogramme ; S et §' sont concentriques : la
cubique T se réduit a une hyperbole équilatére
(+ la droite de Vinfini).

5° Le quadrilaiére des tangentes communes est un
losange, Set S’ sont coaxiules : la cubique T se réduit
a deur droites perpendiculaires (+ la droite de
Pinfini).

6° Le quadrilatére des tangentes communes ren-
ferme la droite de I'infini; S et S’ sont deux paraboles :
la cubique T se réduit a un cercle (4 la droite de
Pinfini).

7° Le quadrilatére des tangentes communes ren-
ferme la droite de I'infini comptée deux fois; S et &
sont deux paralioles a axes paralléles : /a cubique T se
réduit a une droite (4 la droite de I'infini double).

Enfin signalons le cas dcs coniques homofocales
ou I' w’existe plus.
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Il. — ETUDE DES DIVERS CAS PARTICULIERS.

Cette étude résulte des résultats précédents relatifs
aC:

1° Si une asymptote de S est perpendiculaire a une
asymptote de §', C est unicursale.

2° Si les asymptotes de S sont perpendiculaires 3
celles de §', C se décompose en deux podaires.

3° Si lesdeux coniques ont un foyer commun, C ren-
ferme les deux droites isotropes issues de ce foyer et
le degré de la courbe restante est celui de C— 2.

4° Si une conique est une parabole, C renferme la
droite de I'infini comptée double et le degré de la
courbe restante est celui de G — 2.

5° Les huit points doubles de C sont sur T qui peut
se décomposer et si Fo et F'o' sont égaux et paralléles
deux points doubles sont a 'infini en 1 et J (tacnodes).

La combinaison de ces résultats et des résultats rela-
tifs a T donne les conclusions suivantes :

PremIERE PARTIE. — S et 8 sont deux coniques &
centre :

a. Courbe C de degré 8 de genre1: 1° S et §'
sant placées de fagon quelconque. — C est du
8¢ degré, de genre 1; quarticirculaire; ayant huit
points doubles a distance finie sur la cubique I'.

2° Fo, F'¢' sont deur segments égaux et paral-
léles. — C n'a plus que six points doubles 4 distance
finie, les deux autres sont a 'infinien I etJ.

3° L'une des coniques est un cercle. — Les points
cycliques sont bicuspidaux.

4° Les deux coniques S et S’ ont un axe commun.
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— Cet axe est axe de syméirie pour C qui posséde
quatre points doubles sur cet axe et quatre autres
points doubles deux 4 deux symétriques par rapport a
cet axe situés sur un cercle qui contient les foyers et
les ombilics de S et §' situés hors de I’axe commun.
Ces quatre points doubles peuvent se construire géo-
métriquement; d’ailleurs deux seront rejetés a l'infini
si Set S’ ont méme distance focale.

5 Les deux coniques S et S' sont concentriques.
— Le centre commun est centre de symétrie pour G
qui posséde huit points doubles a distance finie situés
sur une hyperbole équilatére, syméiriques deux a deux
par rapport au centre; si de plus S et §' sont égales, la
courbe C a deux axes de symétrie rectangulaires, les
points doubles se délerminent géométriquement.

6" Les deux conigques S et S' sont coaxiales. —
Les axes sont axes de symétrie pour G; chaque axe
contient quatre points doubles que I'on peut déter-
miner.

B. Courbe C de degré 8 unicursale. — Ce cas
ne peut se présenter que pour deux hyperboles telles
qu'une asymptote de I'une soit perpendiculaire a une
asymptote de 'autre; on peut signaler le cas ou ces
deux hyperboles sont concentriques, la courbe C ayant
alors un centre de symétrie.

v. Courbe G de degré 8 décomposable en deux
podaires. — Ce cas se présente lorsque les asymptotes
de S sont perpendiculaires & celles de S’ ou encore
que S et S’ sont semblables, les axes de méme nature
étant rectangulaires; les deux centres de similitude o
et @’ sont sur le cercle de diamétre ww'; w, w' étant les
centres des deux coniques S et S'; ce cercle passe aussi
par les deex nouveaux points doubles, intersections
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des asymptotes rectangulaires. Les deux coniques Z, X'
dont on prend les podaires sont semblables a S et §/,
deux des centres de similitude étant s et o'. Selon les
positions de &, ¢’ on a diverses courbes.

Je signalerai les cas suivants :

1° Lesdeux coniques S et S’ sont concentriques; on
a deux podaires de coniques prises par rapport au
centre, en particulier l'orthoptique de deux hyper-
boles équilatéres ayant les mémes asymptotes et for-
mée de deux lemniscates.

2° S et S' sont deux cercles; l'orthoptique est for-
mée de deux limacons de Pascal égauzx, symétriques
par rapport & la ligne des centres; on voit que les
points cycliques sont de rebroussement; les foyers
singuliers sont confondus au milieu de ww'; enfin les
points doubles des deux limagons sont sur le cercle de
diameétre ww' el le cercle ayant pour diamétre le seg-
ment formé par les deux centres d’homothétie.

Remarquons que, siles deux coniques données S et S
sont orthogonales en un de leurs points communs, ce
point est de vrebroussement pour C, donc :

L’orthoptique de deux cercles orthogonaux est
Jormée de deux cardioides ayant leurs rebrousse-
ments auzx points d’intersection des deux cercles.

8. Courbe C de degré 6 et de genre 1. — Suppo-
sons que S et S’ aient un foyer commun F, F’; C ren-
ferme les deux droites isotropes FI, FJ et il reste une
courbe du sixiéme degré tricirculaire admetiant pour
foyers singuliers les deux centres w et ' et le milieu
de 9o’. La cubique T se réduit a la droite 9o’ qui
coupe C en trois points doubles, la courbe C est de
genre 1 en général. La courbe C touche chacune des
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coniques S et $' en six points; examinons un cas par-
ticulier :

Les deux coniquesS et S' ont un are commun. —
C’estun axe de symétrie pour C; les trois points doubles
de C sont sur cet axe; sil’'une des coniques est un
cercle, il y a rebroussement aux points cycliques.

e. Courbe Cde degré 6 unicursale. — Cest le cas
de deux hyperboles S et §' ayant un foyer commun,
une asymplote de la premiére étant perpendiculaire a
une de la deuxiéme.

¢. Courbe C de degré 6 décomposable. — Les
deux coniques S et S’ ont un foyer commun, leurs
axes focaux perpendiculaires et sont semblables; la
courbe C se réduit a une podaire du quatriéme degré
et a un cercle, coupant la podaire sur la droite des
foyers. Enfin S et §' sont homofocales; C se réduit au
quatri¢éme degré bicirculaire avec quatre rcbrousse-
menls aux points communs a S et §, on a un cercle
double concentrique. Si S= 8’ on retrouve le cercle
de Monge.

DeuxiiME PaRTIE. — S est une conique a centre,
S’ est une parabole. — L’orthoptique se réduit a une
courbe du sixieme degré, la droite de I'infini comptant
double; les points cycliques sont doubles et il y a
encore huit points doubles, donc en tout dix, la courbe
est donc unicursale; ces huit points doubles sont obte-
nus de la maniére suivante : sept sont sur la cubique
circulaire T, le huitiéme est le point & l'infini dans la
direction de la directrice de la parabole. La courbe
posséde deux foyers singuliers réels, milieux des seg-
ments joignant le foyer de la parabole anx deux foyers
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de la conique S. La courbe C touche chacune des deux
coniques en six points. Signalons les cas suivants :

1° Les deux coniques ont un axe commun. — Ce
sera un axe de symétrie pour C; T se réduit a cet axe
et un cercle, donc la courbe C a trois points doubles
sur I'axe et quatre sur le cercle qui passe par les foyers
et les ombilics non situés sur 'axe.

2° Les deux coniques ont un foyer commun. —
[’orthoptique se réduit a une courbe du quatriéme
degré circulaire ayant pour foyer singulier le centre de
la conique S; T se réduit & une droite qui coupe C en
deux points doubles; le troisiéme point double est a
I'infini; les points doubles et les asymptotes pouvant
se construire géométriquement.

Troisieme varTie. — S et S' sont deux paraboles.
— La droite de I'infini comptant quadruple, il reste
une courbe C du quatriéme degré circulaire ayant
pour foyer singulier le milieu du segment joignant les
foyers des deux paraholes; I' se réduit & un cercle cou-
pant C en huit points; en exceptant les points cycliques
on trouve trois points doubles; donc :

L’orthoptique de deux paraboles est une quar-
tique circulaire ayant trois points doubles situés sur
un cercle passant par les foyers des deux paraboles
et ctrconscrit au triangle des tangentes communes.

Examinons les divers cas : d’abord les axes peuvent -
étre rectangulaires, alors la courbe C se réduit a une
podaire de parabole courbe du troisiéme degré par
rappert au centre de similitude, donc :

1° L'orthoptique de deux paraboles ayant leurs
axes rectangulaires est une podaire de parabole;
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3° L'orthoptique de deux paraboles telles que
Uaxe de chacune d’elles soit la directrice de I’autre
est une strophoide droite;
3° L'orthoptique de deux paraboles telles que
Uaze de chacune d’elles soit la tangente au sommet
de 'autre est une cissoide droite.

Si les deux paraboles ont leur foyer commun, C se
réduit au second degré, en général, et 'on a :

1° L’orthoptique de deux paraboles ayant leur
Joyer commun est une conique;

2° L’orthoptique de deux paraboles ayant leur
Soyer commun et leurs axes rectangulaires est une
droite perpendiculaire au milieu du segment joi-
gnant le foyer commun & Uintersection des deux
directrices.

Si les deux paraboles ont leurs axes paralléles, C est
une quartique circulaire ayant un point double a I'in-
fini sur la direction perpendiculaire & celle des axes et
deux points doubles a distance finie sur la droite joi-
gnant les deux foyers.

Si de plus les deux paraboles ont méme foyer, la
courbe C se réduit a une conique ayant trois points
doubles (un a l'infini et deux aux intersections des
deux paraboles), c’est une droite double, donc :

L'orthoptique de deux paraboles homofocales est
da corde commune. Si les deux paraboles sont iden-
tiques, on retrouve la directrice.

Le cas ou I'une des coniques se réduit a deux droites
ou, au point de vue tangentiel, 3 un ou deux points
fournit pour C des podaires. Si S et S’ sont réduites
toutes deux a des points on a pour C quatre cercles.
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La question peut se généraliser en faisant jouer a
deux points quelconques le réle des points cycliques
ou en les remplagant par une conique quelconque;
on a alors le résultat suivant :

Etant données trois coniques S, S', 8" le lieu C des
points d’intersection des tangentes a S et S' conju-
guées par rapport a S’ est une courbe du huitiéme
degré possédant huit points doubles sur S" et douze
points doubles sur une cubiqueT.

- Les huit points sur S” sont les points de contact des
tangentes communes 3 S et §', puis a S’ et §".

La cubi'que T est le lieu des points tels que les tan-
gentes issues de ces points &4 S, §', §” soient en involu-
tion. Cette cubique I' passe par les dix-huit ombilics
des trois coniques prises deux a deux.

La courbe C touche chacune des deux coniques S
et S’ en huit points. Ces propriétés se démontrent
comme pour le cas de 'orthoptique de deux coniques.

Remarquons qu’en échangeant les trois coniques S,
S’, §", on définit trois courbes du huitiéme degré C,
¢, (7, etl'on & toujours la méme cubique T'; donc la
cubique I renferme les dix-huit ombilics des coniques
et les trente-six points doubles de C, C/, C' situés hors
des coniques données.

[l resterait a étudier comme plus haut les divers cas
possibles pour la courbe du huitiéme degré obtenue et
a en déduire quelques théorémes intéressants.



(14)

[K'18g]

SUR LES SEIZE SPHERES TANGENTES A UNE SPHERE
ET A TROIS PLANS DONNES;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

M. Barisien a proposé dans Mathesis (1913, p. 88)

sous le n° 1913, la question suivaate :

On considére un cercle O et deux cordes rectan-
gulaires APB et CPD; il existe huit cercles qui sont
tangents a la fois a ces cordes et au cercle O. Mon-
trer que st les cordes se déplacent autour du point P :
1° le produit du rayon d’un cercle qui touche le
cercle O extérieurement, par le rayon du cercle qui
touche le cercle O intérieurement dans Uangle des
cordes AB, CD opposé a celui ou se trouve le premier
cercle est constant; 2° la somme des rayons des
quatre cercles extérieurs au cercle O diminuée de
la somme des rayons des quatre cercles intérieurs
est constante.

Dans la question 4603 de I'/ntermédiaire des
Mathématiciens (1916, p. 2) M. Barisien reprend la
seconde propriété et propose de rechercher ce qu'elle
devient quand les cordes données font un angle 9.

Nous nous proposons d’étudier ici la question ana-
logue pour I'espace et de rechercher, entre les rayons
des seize sphéres tangentes & une sphére donnée et a
trois plans sécants formant un triédre quelconque, des
relations du méme genre que celles rappelées plus
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haut. Nous traiterons d’abord rapidement le cas de la
figure plane en supposant que les cordes données fas-
sent un angle 8, et nous mettrons les résultats sous une
forme qui présentera avec ceux relatifs a I'espace une
analogie compléte.

1. Supposons que le centre O du cercle donné se
trouve dans I’angle BPD des cordes AB, CD; soient r
le rayon du cercle O, § I'angle APC, w la puissance de P
par rapport au cercle O, 8,, 8, et d les distances de O
aux cordes AB, CD et au point P. Désignons par p,
et p, les rayons des cercles extérieurs tangents aux
arcs BD et AC, par o/ et p, les rayons des cercles inté-
rieurs tangents aux arcs AC et BD; les centres corres-
pondants seront désignés par w,, w,, w;, ,. Sil'on
considére les projections de Ow, sur chacune des
cordes données faites parallélement a I'autre corde, on
trouve

(1) (p1+ r)*sintb
= (p1— 81)+ (p1— d2)2+ 2(p1— &;) (py — 8,) cosh.
Si 'on opére de méme pour le cercle ], on obtient
(—pf + r)tsin?0
=(— 2} — 81)+(— pi—82)'+ 2(—p}— 8;)(—pj—8,) cosb.

Par suite, I'équation (1), du second degré en p,, a pour
racines p, et — 5. On forme de la méme maniére
I’équation

(2) (p2+r)? sin’O

= (pa+ 81)2+ (p2+ 82)2+ 2(pa—+ 8;) (ps + &) cosb,

qui a pour racines 5, et —p,. On déduit aisément



(16)
de (1)

, 20 ~ a
pr—p= 2r cos ;+01+02 s

sin? —
2

prpy =(rr— d?) tangig— = wtang? g

De (2) on tire de méme

O
W~

I 6 .
 — ph= 6<zrcos’;——ot—8,),

sin? -

2
U 9 e — !
papy = tang? -~ = pip},

et on a, par conséquent,
(3) fr+pa— Py —pa = 4rtlang?~,

. 1 1
4) S - =

On a donc ces propriétés :

Pour un angle § donné, la somme des rayons des
cercles extérieurs situés dans deux angles opposés
Sormés par les cordes AB, CD diminuée de celle des
rayons des cercles intérieurs situés dans les mémes
angles est constante.

Quand les cordes AB, CD faisant un angle cons-
tant § se déplacent autour du point fixe P, le pro-
duit du rayon d’un cercle qui touche le cercle O
extérieurement par le rayon du cercle quitouche le
cercle O intérieurement dans ’angle des cordes AB,
CD opposé a celut ou se trouve le premier cercle est
constant.

Si deuz cordes AB, CD quelconques sont mobiles
autour du point P, la somme des inverses des rayons
des cercles intérieurs situés dans deux angles oppo-
sés formés par ces cordes diminuée de celle des
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inverses des rayons des cercles extérieurs situés
dans les mémes angles est constante et égale au
double du rapport du diamétre du cercle O a la:
puissance & du point P par rapport a ce cercle.

Des propriétés analogues existent pour les cercles
situés dans les autres angles opposés formés par les
cordes AB et CD. Si l'on désigne donc par Zp et Zp' la
somme des rayons des cercles extérieurs et celle des

o 1 i
rayons des cercles intérieurs et par - et £ - la somme

des inverses des rayons des cercles extérieurs et celle
des inverses des rayons des cercles intérieurs, on a,
d’apres les relations (3) et (4),

O

0 0
2o —Sp'=4r <tang2;+cot*;),
N
EESIE
s

En particulier, si § = -,
2%

9

’QJ -

Zp—Z¢ =8r

Remarquons enfin que, si A désigne la diagonale issue
de P dans le losange construit sar les c6tés de 'angle §
etdont les hauteurs égalent 'unité, on a

(3) put b1 P — P4 = Je

! =920, = —Gi—.
1 e )\2___.

O

(6) P1

2. Soient maintenant une sphére S de centre O et
trois plans sécants w,, %y, ©3 se coupant suivant des
droites d,, dy, dy; et considérons les seize sphéres
tangentes a la fois 4 S et aux plans =y, w,, ©y. Soient 3,,
82, 8, les distances de O aux plans =, 7, 75; 9y, 0., 85
les angles du triédre ® formé par les plans = et qui

Ann. de Mathémat., * séric, L. XVIL. (Janvier 1g17.) 2
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renferme le centre O; a,, oy, a3 les angles des
droites d,, d,, d; respectivement avec les plans =,
7, ;. Désignons encore par p, et p, les rayens des
sphéres « extérieure et intérieure a la sphére S et
situées dans le triedre ®, par p, et o, les rayons des
sphéres w extérieure etintérieure 4 S et situées dans le
triédre opposé 4 ©; les centres correspondants seront
désignés par w,, w;, w,, w;.
Menons par O des droites d,, d;, d; paralléles a d,,

dy, dy et par w, des plans paralleles a =, ©y, ™3 COU-
pant les droites d}, d,, d; en ¢, 3, ¢3. On a alors’

N
— 0y 1—02 — 83

———’ 0= P Oty = "—— o1

sinay sinag sinag

Oh-—

et, par suite,

(Pl."‘ 8:)’ -+~ (Pl‘— 3,)’ + (91.— 33)2
sin%a, sin?a, sin?a,
2(91—5:)(91—83)00501

sinay sinag
1(91——01)(01-81)0059:
sinag sinay
. 2(p1 — 81) (p1— 3:) COSBa'

sina sina,

(pr+rp=

Cette relation s’écrit en développant

1 1
-+ - -+ =
(7 Pi[sm’a sin2 ay sin?ay
2 cosB, N 2 cosf, 2 cos0;
sinag sinag sinag sin ay sinay sinay
2 81 + 8y 83 +(Sg+ 83)(20501
erlsme ay sin?a, sin%ay sinay sinay
83+ 0;) cosb 81+ 83) cos®
4 (Lot o) 1 (B 8y)coshy
sin g sina, sinay Sinay
82 BH - 83 2 83 83 cos by
sin2a sin?a, sin?ag sinag sinay

o o
2038, cosf, 23,8, cosh

e it PR i i
sinxg sina, sina, sinxg - ’
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En opérant dela méme maniére pour la sphére v on
obtient une équation du second degré en p| identique
a (7), mais dans laquelle le terme en p) est précédé du
signe +; I’équation (7) a donc pourracines p, et —g|.
De la méme facon on trouve I’équation

1 1
8) pil = + = -+ =
(8) p3 sinfz; = sinfag = sinfay

2 cos b 2 cosly 2 cosly .
sin oy Sinag sinag sinay sing, sin %,
+2p 81 61 83 (6,+ 81) C0591
2| — T T . T T
sintz; sin*ay;  sin?a; Sin g SIN23
N (83+ 6;) cosb, . (814 84) cos By _ r-
" sinagsina sinay sina,
'0\% ) 8% 8§ 281 83 COSG‘
) T 0 23 0 0
sin?a sinZa, sin2x; sinay Sinag

2038, cosy -~ 28,8, cos0;
sinag sinay sinay sinas

— rt=o,

qui a pour racines 9, et — p,. Or, on sait que si I'on
porte sur les droites d,, d;, d; a partir de leur inter-
section P des longueurs PP, = {,, PPy =1{,, PPy=1,
el si l'on désigne par / la longueur de la diagonale
issue de P dans le parallélépipéde construit sur PP, P, P,
on a

P2=12+ {3+ 12 +20l3cos0,+ 2030, cosBy+ 21, 5 cosb,.

Supposons que I'on prenne

1 1 1

l =

= ’ 2 - ) 3= =
sin g sinay sinxg’

cela revient a construire sur le triedre © le parallélépi-
pede ayant ses hauteurs égales a I'unité; si I’on désigne
la diagonale issue de P par A, on a donc

¥ 1 [
A= — “+ = -+ =
sin?ay . sin?a,.  sin?ag
2 cos B - 2cosfy . 2co0s0;

sin 2, sina; sinxa sinay sina, sina,
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D’autre part, si I'on appelle 4 la distance OP,. on a
' 3 3 51

sin?a, sin2a, sin?ag

d? =

2848;¢c0s8; 2838;cos0, 28,8, cosb
- 0 0 0 0 - .
sina, sina; sinag sina, sinay sindsy

En vertu des remarques qui précédent, on peut donc
écrire, d’apreés les équations (7) et (8),

, 2 3y 3 33 (84 + 83) cosb,
pPr—p = < T + = -+ - T
At — 1 {sin?x;  sin?a, sin?ag sinag Sin %3
(33+ 8;) cos® 81+ 8,) cosf;
4 (Gs+o) :+(t_ z)' +rl,
sinxgsina; .  sinay sina,
1 ri—as '
= ——— = 0o
P1P1 N — 1 P2P2
. 2 3 3y o3 (834 03)cos b,
P2 2= 37 |Sinda,  sinta;  sinfa, sinay sinas
(83+81)c050+(8,+8,)0056, -
sinaz sinoy sina, sina,

En désignant par w la puissance de P par rapport a la
sphére S, on déduit de 14 ces trois relations :

41

~ ’ ' 4

PI+A'/2~—Pl_P2_ )\2_‘7

! = [ w

P191=P2f2 = 55—

1 1 1 | 4r

—_-t T —— — = —

P P2 P1 P2 ©

respectivement identiques aux relations (3), (6) et (4)
relatives a la figure plane. On a ainsi ces propriétés :

Pour untriédre ® de grandeur donnée, la somme
des rayons des sphéres extérieures situées dans ce
triédre et le triédre opposé diminuée de la somme
des rayons des sphéres intéricures situées dans les
mémes triédres est constante quel que soit P.

Quand un triédre 8 de grandeur donnée tourne
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autour de son sommet fizxe P, le prodiuit du'rayon
de la sphére extérieure située dans le triedre © par
celui de la sphére intérieure située dans le triédre
opposé est constant; la somme des inverses des rayons
des sphéres intérieures diminuée de celle des in-
verses des rayons des sphéres extérieures est ausst
constante et indépendante de la grandeur du
triédre 6.

Par un raisonnement analogue on trouvera des rela-
tions du méme genre pour les rayons des sphéres
situées dans les autres triedres formés par les plans =,,
Ty, T3; en réunissant les résultats oblenus on aura ces
théorémes :

On considére une sphére S et trois plans sécants x,
Ty, Ty formant un triédre de grandeur donnée; .il
existe seize sphéres qui sont a la fois tangentes a
ces plans et a lasphére S, huit extérieurement, huit
intérieurement. La somme des rayons des huit pre-
miéres diminuée de la somme des rayons des huit
derniéres est constante.

En particulier, si le triedre formé par les plans =,
Ty, ®3 est trirectangle, cette constante est égale a
huit fois le rayon de la sphére S.

Par un point P pris a Uintérieur d’une sphere S
on méne trois plans quelconques =w,, ©;, ©3 et l'on
considére les seize sphéres tangentes a la fois a ces
plans et & la sphére S. La somme des inverses des
rayons des sphéres intérieures a S diminuée de
celle des inverses des rayons des sphéres extérieures
a S est constante et égale & huit fois le rapport du
diamétre de S a la puissance de P par rapport a S,
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NOTE SUR LA GEOMETRIE DU TRIANGLE ;
Par M. A. AURIC.
Généralités. — La géométrie du triangle n’est en

somme qu'un chapitre spécial de la Géométrie analy-
tique, et il semble tout indiqué de prendre le triangle
donné comme triangle de référence, en faisant un
usage exclusif des coordonnées trilinéaires barycen-
triques.

Il est incontestable, en effet, qu’un choix judicieux
de définitions, de notations et de symboles peut faci-
liter beaucoup, non seulement 'exposition didactique
de théorémes déja connus, mais aussi la recherche de
nouvelles propriétés concernant les figures soi-disant
remarquables d’un triangle, telles que points, droites,
coniques, ete.

- Considérons donc le triangle de référence A, A, A,
et appelons m,, m,, m;les coordonnées barycentriques
d’un point M, défim par certaines propriétés intrin-
séques que ce point posséde dans le triangle A, A A,;
en d’autres termes, nous admettons que ce point peut
étre obtenu en effectuant certaines opérations au moyen
des cbtés a,, a,, asou des angles A, A,, A; du triangle
de référence.

Dans ces conditions, comme le c6té a; est propor-
tionnel 4 sin A;, la coordonnée m, sera proportionnelle
A une fonction bien déterminée des angles A,, A,, A,

my= kf(Ah Ay Ag).
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Au moyen de la relation
A+ A+ A=,
on pourra éliminer A, et il viendra :
my =k p(Ay, Ay).
A cette coordonnée, on peut faire correspondre la coor-

donnée conjuguée _
my =k ¢ (A, As),

qui différera en général de m,, & moins que I'on ait
?(Al, A!) = k’?(Ah Aa)»

k" étant une constante indépendante de A,, A,, A, ou

une fonction symétrique par rapport a ces trois angles.

On dira dans ce cas que la coordonnée m, coincide
avec sa conjuguée m, et l'on écrira

my=kos(Ay, Ay) = k' 95(Ay, Aj).
Enfin, il peut arriver que m, se réduise a une fonc-
tion de A, seulement, soit
my = k ‘P(Ai ).
Considérons d’abord le cas ou les coordonnées
m,, my se déduisent de m, par une simple permutation

circulaire des angles; nous obtiendrons les classes
suivantes de points :

(I) Y(Ay) Y (As) Y (As),
(Il) ?S(Ah AZ) ?S(Ah AS) ?S(Ah Ai))
(I11) ©(A1, A2)  o(As, As)  ¢(As Ay)

La classe (I) contient les points M dont les coor-
données s'expriment ezplicitement au moyen d’unc
méme fonction des angles correspondants- .

mi =Y (A;).
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Si un point N a pour coordonnées n; avec
ni= flY(A)] = f(m:),
on pourra écrire symboliquement
N = f(M).

En particulier, si ¢ (A;) est une fonction rationnelle
des lignes trigonométriques ordinaires de Uangle
A;, sinA;, cosA;, et de ses multiples, on sait qu’on
pourra 'exprimer rationnellement en fonction de

A;
tang -

Or, le point de Gergonne L, obtenu en joignant
chaque sommet du triangle au point de contact du
cercle inscrit avec le c6té opposé, a précisément pour
coordonnées

)\Langi—‘, Xtang—':—’, )\Leng%g-

Dés lors, on pourra, dans beaucoup de cas, exprimer
rationnellement un point < en fonction explicite
L
de 7\‘
En particulier, I'orthocentre H, les centres des

cercles inscrit I et circonscrit O peuvent s’écrire sym-
boliquement

H 2L

; = (tangA;) = w1z

| ) 2 LA
=AY =

0 _ .. L _ 2LAa(v—1Ly)
B = (sinAicosAi) =~

Pour les points de la classe (11), nous avons

my=k os(Ag, Ay) = K ¢5(Ay, A3).
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Au moyen de la relation

A+ A+ A=,

nous pouvons éliminer A, et A; et nous obtiendrons

comme résultant
: 1(my, Ay) =o.

On obtiendrait évidemment de la méme maniére
X(mh AZ) = X(mih A3) =0,

m; est ici une fonction implicite de A; et se comporte
comme un nombre algébrique ou transcendant, selon
que y est une fonction algébrique ou transcendante
en m;. .

Nous pourrons donc, dans beaucoup de cas, assimiler
un point M de cette classe & un nombre algébrique,
racine d’une équation irréductible, et associer 4 M les
autres points, réels ou imaginaires, également racines
de cette équation.

Pour la classe (III), nous associerons a la coordonnée
my = 9(Ay, A,),
la coordonnée conjuguée
my = ¢(Ay, As).

Toute fonction symétrique de m, et m sera évidem-
ment de la forme o(A,A,), etappartiendra par consé-
quent a la classe (II); en particulier, lasomme m+ m,
et le produit m, m| appartiendront & cette derniére
classe : deés lors, m,, m|, pourront étre considérés
comme les racines d’une équation du second degré
dont les termes seront des coordonnées appartenant a
la classe (II); symboliquement, il en sera de méme des
points correspondants. ‘ ‘
Dans beaucoup de cas, les points de la troisiéme
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classe seront donc des points algébriques de degré 24,
h étant le degré des points de la deuxiéme classe aux-
quels ils peuvent étre ramenés.

Si les coordonnées m,, m, ne se déduisent pas de m,
par une simple permutation circulaire des angles, on
obtiendra les classes suivantes de points :

(1V) $i(Ay) $a(As) Y3 (As),
(V) 95,(A1, Ag) ?s,(Azy Az) 95,(As, Ay),
(VD) 91(Ag, Az)  92(Az, As)  93(As, Ay).

Considérons un point de la classe (I1V), par exemple
M) $(A) da(A2) da(Aa). |

Nous associerons a ce point les points obtenus par une
permutation circulaire des fonctions §;, qui ici sont
différentes,

(M) $2(A1) $s(Az) $1(As),
(M") $3(A1) $i(As) da(Aj).

Toute fonction symétrique des coordonnées de ces
trois points M, M’, M” donnera pour chaque coordonnée
une méme fonction de I'angle correspondant : en d’au-
tres termes, on obtiendra les coordonnées d'un point
appartenant  la classe (I); on en déduira, comme pré-
cédemment, que les points M, M', M" se comportent
comme des nombres algébriques, racines d'une équa-
tion du troisiéme degré, dont les coefficients sont des
points appartenant a la premiére classe. '

Les classes (V) et (VI) se raméneront de la méme
maniére aux classes (II) et (IlI); on pourra, par
exemple, associer au point '

?s‘(A,,A,), 95, (Aq, As), ®s,(As, Ay)
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les deux points

95, (A1, A2), 95,(As, Ag), s, (As, Ag),
?-“;(Ah A! )') ?8|(Ah Al)» ?Sg(Ah Ai)

et raisonner comme précédemment. Les points des
classes (V) et (VI) se comporteront donc comme des
nombres algébriques de degré 3k ou 64A, si A est le
degré des points algébriques de la deuxiéme classe
auxquels ils peuvent étre ramenés.

Finalement, on pourra dire que toul point remar-
quable du triangle est susceptible d’étre défini par une
fonction implicite irréductible :

f(m,-, Ai)=0

et’étude de ces points remarquables sera ainsi ramenée
a celle des nombres algébriques ou transcendants. On
remarquera 'importance et la grande generalue de ce
résultat.

Points remarquables. — Parmi les points remar-
quables du triangle, il faut citer en premier licu ceux
dont les coordonnées s’expriment au moyen des cdtés
mémes du triangle de référence, considérés comme des
vecteurs du plan
(nH a; e, aseid, a;ed,

) ay e, aye-id a;ei,

a; et §; étant les modules et les argumenls de ces cotés.
Les points ainsi oblenus sont situés sur la droite de

Pinfini
T+ X+ T3=0

et s’appellent les points cycliques du plan : on con-
nait le réle important qu'ils jouent, soit dans la
mesure des distances, soit dans les propnetes des cir-
conférences.
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Ainsi la distance de deux points M (m, my, m,),
N (ny, na, ns) est donnée par I'expression

my m, my
(m,+» ma-+ m,) (n,-.}- nay—+ n,) MN = ny ny n;
ajefy a,eid: a;eid:

de méme la distance 8 du point M & la droite
P11+ pa%s—+ p3T3 =0
est donnée par ’expression

2A1A,A; P1My—+ PaMy—~+ pymy .
My + my-+ my pyay edi+ pya, e+ pyay eids

=

Les points (1) et (J) représentent en quelque sorte,
sur la droite de l'infini, les triangles semblables au
triangle de référence : on pourrait considérer d’autres
triangles dérivant de ce dernier, par exemple ceux dont
les angles sont

T—2A1, m—2A, T—2A,
ou

ou, plus généralement,
k4 (—3k)Ay, An+(1—3k)As, km+ (1—3k)A;.

En considérant les triangles equllateraux on aurait
comme points représentatifs

Gi('?iv J’) et G!(la j’v j):

J et j* étant les racines cubiques de I'unité.

Il n’est pas possible de rappeler ici les nombreux
points remarquables a titres divers étudiés dans le
triangle : nous .nous contenterons d’en définir les ra-
cines carrées et cubiques.



(29 )
Si Pon considére le pormt M2?(m?, mj, m}), on dira
qu’il a pour racines carrées les quatre points

my me ms
—my me m;
my. — Iny mg
my my — m;

On peut associer a4 chacune de ces racines la polaire
trilinéaire correspondante

On voit aisément que le triangle formé par trois points
racines, celui formé par les trois polaires trilinéaires
correspondantes et le triangle de référence sont homo-
logiques, le centre et 'axe d’homologie étant précisé-
ment la quatriéme racine et sa polaire trilinéaire.

Si I'on considére le point M3 (m3, m}, m3}), on voit
qu’il a neuf racines cubiques que I'on peut répartir en
trois triangles comme il suit :

my, my,  mg myj, my, mg my j, msy, mg
my, myj, mszj? my, myj, my my, m,y j*, mg
my, ms jt, mzj my, Mgy, myj my, my, myj?

Ces trois triangles forment avec le triangle de réfé-
rence un groupe tel que deux triangles quelconques du
groupe sont hexahomologiques entre eux, les centres
et les axes d’homologie étant précisément les sommets
et les cOtés des deux autres triangles.

Avant de passer i 'examen des courbes dérivant de
points remarquables, nous allons dire un mot des
points qu’on peut faire dériver de deux ou de trois
points donnés.

Par exemple, des deux points m,, my, ms; n, na,n,,
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on peut déduireles deux p_oints brocardiens
myng= myn,, mgny = myn;, myny= myn,.

Si 'on a trois points

my my m3
ny nNa ng

Pr P2 Ps

on peut en déduire de nouveaux points, soit en chan-
geant, dans le déterminant représentatif, les lignes en
colonnes et réciproquement, soit en remplagant chaque
élément par le mineur correspondant.
On est ainsi condmt a des triples points de la

forme

my my m,

me mg my

my my; my

qui restent invariables par une permutation circulaire,
et au déterminant représentatif suivant :

myng — man, — myny YRS 2mym,
2my m, myrg— myng— myny 2Ny
2R3Ny 2Mqoms; manz—mynyg-— Maely

dont les mineurs sont proportionnels aux éléments
correspondants si 1'on a la relation

mymyms;= nynshn;;

celte égalité signifie que le triple point forme un mangle
homologique aveg le triangle de référence.

Lorsque les deux points M et N sont confondus, on
a le triple point

m}— m} — m} am;m, T oamam,
2amym, m} — m} — m? “amgmg

Tamgmy " amamy mi—m?—m?
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qui représente le discriminant "d’une coﬁique‘gﬂont
'éqnation reste la méme, soit en coordonnées ponc-
tuelles, soit en coordonnées tangentielles.

Courbes remarquables. — Parmi les courbes déri-
vant d’un pomt remarquable M, nous citerons tout
d’abord celles dont ¥’ équation est

xy\® Ty \ ¢ '1‘3 @
()= (@)~ ()=

Pour « =1, on obtient la polaire trilinéaire de M,
dont les propriétés sont bien connues.

Pour a =2, on a une conique dont les points d’in-
tersection avec les cotés de A, A;A; sont conjugués
harmoniques par rapport aux sommets A; et que, pour
cette raison, on appelle conique conjuguée.

Le centre de cetle conique est en M2 (m}, mj, m}) :
elle est une parabole si

2 2 2 -
m} +m} +m?2 =o;

une hyperbole équilatére si

1

a3
4+ =3 = o;
m

-

rore NN

a
m

A=
“wN

un cercle s
m; = tangA;.

Pour a = —1, on obuent une conique circonscrite
au triangle de référence : son centre a pour coor-
données

mi(ma+ my— my), ma(ma~+ my—nty), Ma(my+ my—my);
cette conique est une parabole si

V"-;"‘\/’ m,+m=o;
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une hyperbole équilatére si

my + me - my =o0:
tangA; = tangA, tangA;

un cercle si
m;= sin?A;.

1 . . . .
Pour a = 3’ on obtient une conique inscrite dans

le triangle de référence et dont le centre a pour coor-

données
1 14 1 |4 1 ]
—_— — —_—— —y — —_

my mg m my my ms

Cette conique est une parabole si

1 t I
— +— + — =0;
my my my

une hyperbole équilatére si

a al a
wt T mi T omi
1 H 3
Az az 34 ay Ay
— cosAj— 2 cos Ay — — cosAz;=o;
mam; mgzm; mymg

un cercle si

m=tang =1
2

Pour 2 =23, on a une cubique non singuliére dont
la hessienne est formée par les cétés de A A A,
qui sont des tangentes inflexionnelles a la cubique :les
points de contact se trouvent sur la polaire trilinéaire

de M.

1
Pour a =

3
en M et les tangentes inflexionnelles comme dans le

cas précédent.

» on a une cubique ayant un point double

1 .
Pour a =4, s =—2, a =— s1on obtient des quar-
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tiques qui ont été étudiées par de nombreux géo-
métres.

On pourrait définir de nouvelles courbes comme
lieux géomeétriques des centres ou des foyers de co-
niques satisfaisant & certaines conditions : il mous
suffira de rappeler les notions trés fécondes de fais-
ceaux et de réseauxr de courbes qui constituent des
combinaisons linéaires de deuz ou de trois courbes
données.

Considérons, par exemple, le faisceau obtenu avec
une conigue conjuguée el une conique circonscrite

x? o
So oz
m} nyng
Le discriminant de cette équation aura une racine

double; en d’autres termes, toutes les coniques du fais-
ceau seront tangentes si I'on a

2
() = ()~ (7) =
my m, ms

Lorsque m;= n;, toutes les coniques du faisceau
sont bitangentes et 'on détermine facilement la valeur
de X pour laquelle la conique est une parabole,
une hyperbole équilatére, une conique inscrite dans
AVALA, ..

On pourrait étudier également le faisceau des
coniques bilangentes 4 une conique inscrite dans
A¢A3A; au nombre desquelles se trouve la lemor-
nienne, généralisation du premier cercle de Lemoine :
de méme que le faiscean formé par deux coniques
inscrites dans A,A;A; au nombre desquelles se
trouve eulérienne, généralisation du cercle des neuf
points, etc.

Parmi les coniques d’un réseau, on étudiera surtout

lio
he

o
[
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celles qui sont conjuguées, circonscrites ou inscrites a
un triangle déterminé. Ce triangle peut étre obtenu,
soit en prenant trois des racines carrées d’un point M?
(coniques de de Longchamps), soit en prenant un des
trois triangles formés par les neuf racines cubiques
de M3 (brocardiennes ou généralisation du cercle de
Brocard).

Ces indications sommaires suffiront & montrer I'im-
mense complexité des propriétés des points et des-
figures soi-disant remarquables dont I’étude fait I'objet
de la Géométrie du triangle.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2231.

(1915, p. 52.)

Soient a une racine simple de l'équation o (r)=o0et F(u)
un polynome défini par l’équation

2 (x)=(xr — a)*F(x).
Démontrer qu’on a

F(a) =¢%(a),
F'(a)=19¢'(a)¢(a),

F'(a)= f 0’2 (a)+ %tp'(a)c{:'"(a),

Supposant qu’on ait
(x) =(x — a1)(z —az)...(x — an)

et que f(x) soit un polynome de degré m (m < an), véri-
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Sier Uidentité
f(=)

E—ar@ et (z—a)
_ 2 fla)
i [¥ (@) (7= arp

Zf(az)‘ﬁ(az)—f(a:)?(a,) !
[¢'(ar)]? z—a;

i=1

Les nombres a,, as, ..., a, étant connus, déterminer le
polynome f(x) par la condition que la relation précédente
ne contienne pas de termes de la forme

A;
r — a;

et, dans ce cas, trouver la forme de la relation considérée.
N. ABRAMESCU.

SoLuTiON
Par M. T. Ono.

1° La différentiation n fois de ’équation

(z—a)*F(z)=9(z)¢(2)
donne
(2 — a)F(z) + 2n(x — a)Fr-1(z)+ n(n — 1) Fn-3(x)
= 9(2)o (z)+ ng' ()1 (z)

n(n —1

-+ 5T )zp'(z)w("—”(a: +...+ o (x)p(x)

et, par suite,

‘n(n -—})F(n—z"(a)= no'(a)er-1(

+ "(" 2D g (a)gn-n(a)+...

-+ I;tp"‘-”(a)?'(a).
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En faisant n =2, 3, 4, 3, ..., on trouve
F (a)=1¢"%(a),
F'(a) =¢'(a)¢'(a),
12F"(a) = 8¢'(a)9"(a)+ 69" (a),
20F"(a)=109'(a)¢"(a)+ 20¢"(a)¢"(a).

[La relation donnée pour F”(a) dans I’énoncé est en faute.]
2° Posons, selon l'usage,

/(@)

(x —ap)(x—az)t...(z — ap)?
Ay
Z(z—a,)’ 2a:——a,~’

f(z)=2AFi(z)+ 2A;(x —a;)Fi(x),

c'est-a-dire

ou
(2 —a;)!Fi(z)=(x—a1)?...(x — a,)?= 92 (x).

On a d’abord

et puis
Sfla;) = AF' (a;)+ AFi(a;);
donc
A= L(a) = MiF'(ai) _ fla0 g (@) —fla)g'(ai)

Fi(a;) o'3(a;)
car, d’aprés 1",
Fi(a;)=9'*(a;), F(an= ¢ (ai)9"(a:).
3" Dans le cas A;=o0, 0on a
S'(a)¢'(ai)—f(ai)¢"(ai) = o,
f(z) _ ¢'(=z)
flz) 9 (w)
pour £ = @,, &y, ..., ap; ainsi, & un facteur numérique preés,
Sflx)y=0'(ax).

¢'(x) =? ,l 1

9 (z) Lm0 (a;) (z—ai)t

donc

On a alors
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2235.

(1915, p. 54.)

Soient A, B, C, D les pieds des normales, issues d’un
point P;a une ellipse d’axes Ox et Oy. Les points B, C, D
et le point A', diamétralement opposé sur l'ellipse au
point A, sont sur un cercle, dit « cercle de Joachimsthal ».
Démontrer que le centre de ce cercle peut étre obtenu par
la construction suivante : Soient « et B les points de ren-
contre de la normale en A avee les axes Oz et Oy, M le
point d’intersection des perpendiculaires élevées par ces
points aux axes, My le symétrique de M par rapport a O;
le centre cherché est le milieu du segment M P.

Ce théoréme résulte de l’équation du cercle de Joachim-

sthal mise sous une forme convenable.
F. BALITRAND.

SoLuTioN
Par M. R. BouvaisT.
R 4 A . R .
Si 21 T T —1=oest P’équation de I'ellipse; si x,, yo sont

les coordonnées du point A, a et 3 celles du point P, le cercle
de Joachimsthal a pour équation

2
w’-w’—-y(@ -+ c_by2_0>
cixt

C’$o 2
—_— — —_— /0 — — =
r(a = Byo— azo+ - a?=o.

Si I'on remarque que les coordonnées du point M, sont

C’Zo C’}'o
1‘-—-—-—7—’ _}’—T,

on a la proposition a démontrer.

Autre solution de M. T. Ono.

2236.
(1915, p. 53.)
Trouver l'intégrale

T

¢ dx
sin*z —sinx <+ A

E.-N. BARISIEN.
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SoLuTiON
Par M. R. BouvaIsrT.
1_1’ T

¢ dz __f7 8 dz
_/o‘ sintz —sintz + A J, (8A—1)+cosfz’

ou, en posant tangaz = u,

jd
“ W2 Gh+1
1 /“ du —8‘/ X du 4X
i AN —1 4h—1 Ah—1
A l+u:T J, l—+—u’T
A
== \/41——1'
Autre solution de M. Ono.
2237.
(1918, p. 55.)
Les trois équations '
©)) (x—2a)(2z +a)(x +6a)(2xr—3a)

—fazr(3z — 4a)(jxr —9ga)=o,

(2):/:1 22 — 37+ (a—x)/z +2a
—Vayaa—32z—(a—z)\Yz +2a=yaV2ys,
(3) C/aﬁ+Va3~z3+:/a‘/ﬁ-—\/aa—ﬁ::fzaﬁ

. a - . .
ont deux racines communes 3 (9 =+ V33) qui sont racines

doubles de (1).
Les autres racines de ’équation (2) sont

o, —a(3xy/=3) ‘7’ (3%53).
4
- Les autres racines de U’équation (3) sont

o, S(9=VE)(—1+V3); §loxVH)(—1—v3).

E.-N. BaRIsIEN.
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SoLuTION
Par M. R. Bouvailsr.

Posons dans (1)
r=t+ =,

4

cette équation devient

a 11a 33a 3a
(‘* z)(‘+7)(‘+7)<‘—7>
ou encore

les racines de (1) sont donc doubles et égales a
% (9 + /33).
L’équation (2) élevée au cube s’écrit

2a—z)/rFaa=vaysys(2a+3Y =)

ou, en désignant par ¢ 'une des racines cubiques de — 1,
z[222— gaslx —6a?(1+ 2¢)] = o,

d’olt tout d’abord la racine x =o.
Si

E=—1
on a I’équation
2r*—gazr +6at=o
dont les racines sonl

%(gim)-
VTS

Si
£ =

on a ’équation - :

4x’—ga(\/——3—|)xf-6Aa’(z+ /;—3) =o0
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dont les racines sont
—a(3-v3), 2(3+35/=3).
A
Si
c=tzv=3
= 2
on a I'équation
frt+ga(y=3+1)z—6ar(a—y=3)=o0
dont les racines sont
—a(3+v3), %(3—5¢:'"3)-

Si nous posons dans (3)

w=Vaya+ya—=z, v=Vaya—/d—a,

nous avons
— [ e
uv = Y73 et u+v=V2aya=K;
élevons les deux membres de cette derniére équation a la
puissance 6, il vient
uv[6(ut+ o)+ 15uv(u+ v2) + 20u0?] = o,
d’od I'on déduit, en supposant uv o, c’est-a-dire x = o,
2utor— jKruo + Kt =o,
d’on
K2 —
uv = — (9 = /33),
4
ou

V=X (9= vm),

d’ou les racines

¢ étant l'une quelconque des racines cubiques de I'unité,
I'énoncé n’est donc pas vérifié en ce qui concerne I'équa-
tion (3).
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[119¢]
SUR QUELQUES RQUATIONS HOMOGENES INDETERMINEES
DU TROISIEME DEGRE :
Par M. MatHiev WEILL.

[. Soit & résoudre, en nombres entiers, positifs ou
négatifs, 'équation
x3 4= Y34 53 = (3,
Une solution bien connue est

zy =13, }'1=4;

ﬁl
I
Cr
~
-
Il
(=]

Une seconde solution sera

Xy= 1, Ya2== 0,

13
»
I
L
Bl
»
I
-

Partant des formules

T = a1+ A(x2 — 2v),

Y =r1+My2—yi)

3= 51+ A 22— 34),

1=t A(ta— 1),
on trouve pour A une équation du troisiéme degré qui
admet les solutions évidentes A==0, A==1 et A= %,
—4 —5

id /3, ¢ les valeurs =8 ,
qu1 onne p,Oll[' Z, }, Sy es valeurs —8——1 T’ 3

—3 .. . . .
et —=» on retombe ainsi sur la premiére solution; mais

si Pon prend la solution

r3=—4, )’3=—'3, z3=6, '3=31
Ann. de Mathémat., }* série, t. XVIL, (Féyrier 1917.) 4



en posant
’ r=x+ N3 —2,), .
Y =01+ Mys—r1),
z= 3+ AN 53— 51),
t=t+ N3 — ty),

37

3.58

on trouve encore A = 0, A =1, puis A = » d’ott

xr = 263, ¥ = 363, 5 = go7, t =933,

solution irréductible, puisque 263 est premier. On a
donc

3 —3 —_—3
933 =go7 —+ 363 -+ 263 .

Pour obtenir d’autres solutions, posons

r=3-+u

y=h+upu ’
s=i—+vu,

=6+ Au,

d’ont
(6-+-2uP=(3+u)+ (4 +pu)+(54+vu)
et, en posant \* ud +v3 -+ 1,
(3 + 42+ 591 —B6A2) = 36A — 25v — 16— g.
Prenons ) =1, p=1,v =1, il vient

w=3, r =6, Yy =1, =8, t=yq,
d'on
97 = 8% 6313
qui est une nouvelle solution trés simple.
Prenons, maintenant, k=9, #1 =8, v =6 il vient
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d'ou
— —_3 =3 —3
108 =104 +51 4+ 13 .
Enfin, prenons p=— g, v =12, k=10, il vient
"= 65
149
et
x =512, y =1, 3 = 1525, t =1544,
t|‘(ll‘l
rr e TR Ty =
1344 = 1525 =2 4+ 11 .

11. Supposoné connues deux solutions de I'équa-

tion
1-3_:_‘}/3_.:_ 33 = 3,

Si Zy, ¥y, 54, & est une solution et x,, ya, 52, {2 €n
est une aulre, posons

T = 1y + 0T,,
N ~

Y =Y1-i- 0Ya,
s

5 == 3y-- 03,

t = 1y +cls;
il vient

(ty+ 8ty )3 = (21 + 8xa P+ (J1+ 82 )3 + (&g + 83 )%,
d’on
Ty T] + Y2 )} + 525 — tgt‘f’
rix+yiyi+3i5—tity

a
0 =

ce qui donne une troisiéme solution, et ainsi de suite.
Nous avons appliqué cette méthode dans ce qui pré-
ctde. On peut, comme l'on voit, obtenir une infinit¢
de solutions de I'équation proposée.

1. Soit I'équation

T34+ B = B L
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Soit z,, ¥y, 2\, ¢, une solution; posons

r =124 pu,

=1+ hu,

il vient

w3 N — 3 — 3 |+ 3ufprr 4+ Aty — 23— vl ]

+3[sx} +Ay} —pz} —vit] =o.

Premiére méthode. — Déterminons X, p, v, p par
la condition
22l +Ay; — 13l — v} =o0;
il vient
=3 pray - Ny — plsy— vl
- pz_h)‘:s_.{lu__‘,s

d’ot Ton tire xz, ¥, 3, t, c'esl-i-dire une infinité de
solutions.
Prenons, par exemple,

xr) =3, yi=4, s =—173, ty =06,
puis
A=1, n=1, v=1,
d'ou
o 25p+36v—i6N 5
; 9 )
d’on
17
U = — =
62
el
x = — 399, y =131, 3 =— 427, t = 253,

en négligeant le dénominateur G2, ce qui est permis,
dou

-—3
,

—3
427 4131 =255 + 399 .

—_— —3

Deuxiéme méthode. — Considérons, plus simple-



ment, la solution
ry=1, Yi=I, 35 =1, ty=1

et posons
=1+ ou,

T
¥y =1-+hu,
=1 1U,
t

=1-vUu;

il vient

w223+ A3— p3—v3]

+3ulp?+ 2 — 12— -3 (s - A — g —v)=o.

Choisissons pour X, p, v, ¢ une solution de I'équa-
tion

M—nt—3=o0;

by

en d’autres termes, supposons connue une solution de
I'équation
23+ y3— 33— 3=,

il vient

O4+A—u—v
U=— — - C— e
oA 2
Soit, par exemple,
k=3, 2=1, w=—7>7, v=26;
on en déduit
1
U= -
6
et
oo 10 9 s ! PR
= — = = = - = -
5’ 7 6’ 6
d’oa

3 -3
10 +9 =12 —+13,

solution trés simple.
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En général, on a
M—p2—v2—p(h—u—v)
D ’
pr—pr-vi—A(p—p—v)
D ’

r=14+2U=

y:l—l—)\u:

o~
li
:

on peut négliger le dénominateur commun D.
Prenons, par exemple, en nous servant du résultat
précédent,

A =10, p=—1, =12, v=-—9;
il vient, en négligeant le dénominateur commun,

z = 59, Y =92, s =98, t =35,
d’ot
—3 —3 —3 =3
92 =39 =98 + 35

et ainst de suite.

1V. De I'équation
ad :)/3_}_ 33 134 “31

cousidérons les deux solutions :

V1= o0, x; =06, 31=13, = 4, uy =75,
Y= 1, Ty = 1, Sy=1, fo=—1, Uy = 0
Posons

x =2+ h(xy— 2y),

y=y14+ MNy2—y1)
d’on
(6 —B5AP =234 (3 —ohP+ (f—3AP+ (53 =52

ou
132A25 Ak +129 = o0,
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c . . - _ -5 __ ¥29_ 43
équation qui admet la solution A =1, puis ) = ATk
d’ont

x = 49, r =43, 3 = 46, t=—139, w=3,

d’ott
—3 —3 —3 —2 -3
49 +39 =43 +46 +5 .

V. Equation
ars+—byi+ c3t=o.

Soit une solution z, y, z; posons

X:.Z‘—i—)\a,
Y:y+7.’8,

= 5 a.

Annulons le coefficient de & dans I'équation

aX3+bY3+cl3=o,
1l vient
ArZ2+ bNyr+cs?=0
et
by3(alx +c3)+ (cz2+ aka?)?
b2ys(ak®+ c) — (c®+ akz?)? ’

¢ =—3bys

le numérateur se réduit a (Ax — 3)?, et le dénomi-
nateur est divisible par (Ax -— z)?, et la solution devient,
en négligeant (Az — z), '

X =z(by?— c33),

Y =y (c33—ax?),

7. =s5(azx*—bys3),

qui donne une nouvelle solution quand on en connait
une, et par conséquent, une suite, simplement infinie,
de solutions.

Soit, par exemple, 1’équation

2234-3 3 —1333=o0,
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qui admet la solution évidente
r=9, y=-—1, z=1;

elle admet une autre solution

X = 20,
Y = 29,
7 =19,
d’ont
— —3 —3
2.20 -+ 3.29 =13.19 .

Considérons, de méme, ’équation
2+ y3— 4333 =0,
qui admet la solution
x=1, .y=7, s=29;

elle admet une autre solution

X= 687 =  3.229,
=—7.345=—3.805
2 =—2.343 =— 3.228,

d'ou
-3 —3 —3
229 -+ 43.228 = 805 .
Soit, encore, 'équation
r3+ y3—1933= o,
qui admet la solution

xr = 3. ¥y =35,

o
I
©

elle admet aussi la solution
X= 831,
Y = — 895,
Z =— 196.



( 49)

V1. Sou I'équation
a3 y3 4+ 3 B3 w3 ¢d=o.

Nous avons les deux solutions

xy=— 6, ZTy==—1;
Y= 37 Y= 13
1= 0 Sp=—1;
ty= 5, ta= 1
Uy= 0, Usg = —1;
vi= 4, Vg = t

Posons
x=xs+h(x —7s),

Y=Y+ b y1—32)-

On en déduit une équation en 2 qui admet les solu-
tions

“
S ~ J
A=o, L=1, h=— =)
4
r s
d'ott
r=1, y=—2, 3=—7, (=-—-8, u=—7, ¢=—237,
d’on
—3 ' N
11 =234 734 83 734 53,

VII. Considérons I’équation
azxd+byd-c33=o0

et deux solutions
x,y’z', .’I?”}’”S”.

Posons
r=a + 82",
y=y+a"
5= 3'+23,
d'on

az'ta’ o by'ty" - 55"
ar'x"t 4. ..

(NP
Il
!

’
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d’ou

r=0>by ”(.Z" "y +cz'z” z"z"—z’x",
Yy ey —y
= cz 3" (_y’z"— z'_y")+ a.z".z'”(y’z‘”—z"y”)‘

5 = az"x”(z'.z'”——x'z")+b}/'_y"(r'_y"——y'z");

cette solution ne rentre pas dans la suite des solutions
du paragraphe V.
Soit, par exemple, I'équation
234 y3=1233,
(ui admet la solution
=1, y=i, =1,
soit ", y", 5" une autre solution, une troisi¢me solu-

tion sera donnée par les formules

=yt—a'y — 232023,

" — xﬂyl/___ 9 3'2—5— ‘22”}’”,

x
N
"o

s=z"+ ¥yt —a2"" - Y3,

e

d’ott I'on déduit ce résultat, purement algébrique,
savolr : st 'on a
x4 y3= 233,
on a aussi
X3+ Y3 = 9173,
avec
X=pyt—zy—232+223,
Y=az*—xy —232+23),

L=2x'+y*—x5—ya.
Une seule solution z'. ), 5. de 'équation
axt+ bys+czt=o,
en fournit immédiatement une deuxi¢me, z", 3", 3",
par le procédé du paragraphe V; d’ou, par la méthode

précédente, on déduit une troisiéme solution, et ainsi
de suite.



(31)
Considérons, par exemple, 'équation

ar’+by’+ cst=o,

qui admet la solution

r ' '

z'=1, y=1i, =1,
si 'on a
a+b-+c=o.

Elle admet la solution

=0-—c,
y'=c—a,
3'=a—0>,
puis
2" =(b—c)[b(c —a)P— c(a—b)],
y'=(c—a)[c(a—b)3—a(b—c)],

"=(a—0b)[a(b—c)} —b(c—a)].

En combinant, d’autre part, les solutions z', 3, 5/,

z", y", 5", par les formules du paragraphe VII, on
trouve de nouvelles solutions, dont la premiére est

z=0(c—a)(2c—a—b)+c(a—b)(a-+c—2D),

La méme méthode s’applique a 'équation

az3+byd+ e+ dtd=o.

Si 'on a deux solutions, on en a une troisi¢me par les
formules

i

by y' (' y'—2"y )+ c3' 3" (2 3" —a" s )+ di't (2 t'— 2L,

<R 8
|

O
|

Il
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Soit, par exemple, 'équation
23434+ 233—3 3=o0
qui admet la solution
2 =1, Y=, =1, U'=1;

si 'on connait une autre solution z, y, =, ¢ on en aura
une troisi¢me par les formules

X=y(y—2z)+s3(z—x)—3t(t—ux),
Y=3(s5—y)=3t(t—y)+z(x —y),
L= ,
e

Ce résultat, purement algébrique, donne une relation
X34 Y34 Z3—3To = o,
entre quatre quantités quelconques z, y, 5. t, lides

par la relation
3+ Y3+ 23— 33 = o.

On peut, évidemment, généraliser ces formules.
Pour résoudre I’équation

w3+ Y3+ 53— 33=o,

nous pouvons, suivant une méthode déji indiquée,
poser
=1+ AG,

e
I3
y=1+Ng,

13}
Il

14 N3,

I

=1+ 8;

d’ou, en annulant le coefficient de ¢, il vient

a

A+N+N=3,
s AN A2 02— 3
M3+ ANs—3
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ce qui donne une double infinité de valeurs pour z, y,

5. t. Particularisons en prenant X = 2, il vient

A+ N=r,
d’ou
=—2 N+ 3)2-~3h+ 2,

x
y= 20—32243),

— 3R 3h— 2,

»
g

t=— A2+ A

En donnant &4 X une valeur entiére ou fractionnaire,
positive ou négative, on aura une suite infinie de
solutions. On peut remarquer que z + y + 5 =3¢,
donc I'équation

(3 +y3+3B3)=(x+y+3)®

admet les mémes solutions en x, y, 5 avec le para-
métre arbitraire A, ce qui donne encore une identité
algébrique.

VIII. Nous allons étudier certaines équations indé-
terminées en partant d’une identité nouvelle que nous
allons ¢tablir. Considérons I'équation

»—y3i=a.b;
on peut la résoudre en prenant

r—y=a,
x4+ xy +yr=0b,
d'ont
r=a-y,

3y?+3ay+at—b=o,

—3axyi12b—3a?

Yy = b
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Posons
12b —3a*= ¢,
a2
1):—1-‘-;—’ a=a, t =61

b=a'2+ 32
Exprimons (ue b est un cube,
a2 31" = )3 = (u?+ 3923,
d’ou
W+t y—3= (1L+v¢j)3,
d’ott
a' = ud— quv?,
"= 3uv — 3¢3;
Y = ¢ — a'7
r=1t+a;
y=3uto — 30— ud+ gue?,
xr=3utv — 3034 ud— guv3,

d’ou I'identité
() [3u2e—3024 ud— go2u P4+ [ud+ 303 — S ule — que?]’
=a2(ud—quer)(ur+ 3o2)3,
Faisons ¢ =1, u = 4; on en déduit que I'équation

234 y3= 173}
admet la solution

xr =73, y=—17, 5 =33
Faisons ¢ =1, «=6; on en déduit que I'équation

r34y3=123"
admet la solution

T =19, ¥y =89, 5= 39.

En faisant =1, ¢ =3, on &etrouve la solution,
précédemment obtenue, de 1'équation

34+ yi= 733



- (55)
En faisant ¢ = 2, u =3, 0ona
ud—guer=—3.27;
I'équation

3+ yi=+4 63

admet donc la solution

_—q- —_ U= -
r =17, ¥y =37, 5 =21.

IX. Dans I'identité (1), faisons
u—3v=(6a')’,
w—+3v=(6b")3,

20 = 63(a'3+ b').
S = 62( b'3—a’3),

2u(u—30)(u+3¢)=2(ud— quv?) = (a3+ b'3)(216a’ ' p.
St a' et §' satistont a I'équation

a3+ b'3=mh3,

en pOSﬁHL
a3= %€, b3 = ra,,

les valeurs
X =33+ 6232+ 3223 — a3,
Y =23+ 6a2f3 + 3282— B3,
Z=3a"b'N(x2+«f + P?)
sont solutions de I'équation
X3+ Y3= mZ3.
On a donc une seconde solution de ’équation
23+ y3=m3s3,

x =a', y = b/, 3 =1 étant une premiére solution. La
méthode employée est tout a fait différente des précé-
dentes.
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X. Transformons 'identité (1) en posant

= 4fad,
u -3¢ = P3,
d’ou
w—3v=8ad— @3,
Soit
22 = 3 +1,
il vient

88— B3=3824+38+1.
L’identité devient
X3+ Y3=(382+ 33 +1)Z3
avec
Z =228 (u?+ 302)
et Pona
(B1)3 3BT+ 38 +1— 33
u=--—", o=
2 6
N=3u?0—303+ ud—gque?,
Y = w3+ 303 — 3u?e — que?,
Z=03(8-1)(ut+ 3v2).

En donnant &t $ des valeurs entiéres, positives ou
négatives, on aura, aprés suppression, s'il y a lieu,
d’un dénominateur commun a X, Y, Z, une solution

de Péquation
X3+ Y3s=m1Z3

pour toutes les valeurs de m qui appartiennent i la
forme
38838 4.
. . . a

En donnant & $ une valeur fractionnaire 2 On aura

une solution de I'équation
bra3+ 023 = (Jat+ 3ab + b?) 33,
]

Faisons, par exemple, « =1, b = 2, nous aurons

Ja3 4 fy3=1333;
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a=1,b=23,
33433 =733,
a=-—1,b=23,
33+ 3 y3= 33,
a =3, b =— 2; on retrouve I'équation
A3+ fy3 =132
Faisons enfin @ = 2, b = — 3! nous retrouvons

33+ 3y%= 33

Si nous faisons b = 8, comme b2 est un cube, en

posant
4‘2‘ = 1.!?

&y =y
nous aurons une solution de I'équation

34+ Y= (3a2+ 2f{a + 64)33,

z' et ' devant étre multiples de 4; il yaura une discus-
sion i faire.
Il faut remarquer qne I'équation

r3-- yd=m33,

quand m = 332+ 33 + 1, admet la solution évidente

Il

x=1083+1,
Y —-rfﬁ,
=1,

[x]
|

Pour B = 3, I’équation

3+ y3 =373
admet la solution

De méme
23+ y3= 6133

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVIIL. (Février 1917.)

Qt
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admel la solution

r =75, Yy =—14, 3=1
e méme
3+ yi=913s¥
admet la solution
x =06, y =—275, 5=1.

Lia méthode que nons avons exposée permet d'obtenir
une seconde solution, différente de la solution évi-
dente.

Remarques. — 1° En donnant dans I'identité (1) &
t-— 3¢, u -+ 3¢, des valeurs {ractionnaires, on trouve
de nouvelles équations, dont on a ainsi une solution.

Prenons, par exemple,

I
w— 30 2= —,

et la solution

r =37, Y =17 3= 42,

Rl

(ui coincide avec la solution

B

xr =7, Yy =17, s =21
de I'équation

a3 -3 = (38,

2° Dans le produit 2u(w — 3¢)(u + 3¢), posons

20 = 35,
w— 3% =,
w4+ e =

&t - x o= 3%,
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Si une pareille équation était possible, Féquation

X3 4+Y3=173

auratt des solutions entiéres, et l'on sait que c'est
impossible.
De méme, posons
u—3v=x%y,
u—+30=y2
22U = 33,
d’ou
F=yr+ a2y
et cette équation est impossible, en vertu de ce qui
précede. .
On en déduit que Péquation

2

xb 4+ 4353=1

est, aussl, impossible.

CORRESPONDANCE.

M. R. Bouvaist. — Sur la question 546. -— La
solution publiée (1916, p. 469) me parait incompléte :
I'auteur admet @ priori que les transformations dont
il est question doivent conserver les points cycliques.
Or la normale et la tangente en un point d’une conique
sont conjuguées par rapport aux foyers réels et imagi-
naires de la courbe, il en résulte immédiatement que
toute transformation homographique faisant corres-
pondre aux points cycliques les foyers réels ou imagi-
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naires fera correspondre, aux normales & la courbe
primitive, les normales & la courbe transformée.

En ce qui concerne les quadriques il suffira de
méme de faire correspondre & 'ombilicale ure quel-
conque des coniques focales.

M. M. Faucheux. — {/ne question de Cinématique.
— Voici un exercice qui sera peut étre de nature i
intéresser quelques lecteurs des Nouvelles Annales.

Si un mobile décrit une trajectoire plane T de telle
facon que I'accélération y coupe le rayon de courbure
de la développée T' de la trajectoire dans un rapport
constant, la vitesse est proportionnelle & une puissance
du rayon de courbure de la trajectoire. Réciproque.
Cas particuliers. SoientC et G, les centres de courbure
de T et T, M I'intersection de CC, avec y.

Si

CM = CC,,
l'aire balayée par le rayon de courbure de la trajectoire
est proportionnelle au temps.
Si

CM = - CC,,

la tangente & la trajectoire tourne avec une vitesse

angulaire constante.
Si
CC
CM == =,
2
la force vive du mobile est inversement ou directement

proportionnelle au rayon de courbure de T

L]
M. G. Fontené. — Sur la question 1704 bis. — La
solution de cette question (lieu du centre du cercle
circonscrit & un triangle ABC qui reste circonscrit &
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une conique S, conjugué i une conique X, inscrit par
suite & une conique S') insérée en 1916, p. 474, avait
été rédigée avant I’excellente solution de M. Bouvaist,
p- 184, et la Note de la page 355. Je ne soupconnais
pas l'interprétation des conditions qui expriment que
le lieu est un cercle, interprétation qui résulte du
calcul de M. Bouvaist. Et je n’avais pas encore deviné
le sens de la condition qui exprime que le lieu est une
droite double.

Mais il y a autre chose. La représentation paramé-
trique d’une conique qui est un lieu géométrique
ne peut atteindre le cas o le lieu dégenére en un
systémede deux droitesdistinctes;elle peut atteindre
le cas ou le lieu se réduit @ une droite double, et
ausst le cas ou le lieu se réduit a une droite accom-
pagnée de la droite a Uinfini du plan. Je ne pouvais
donc, par la méthode employée, atteindre le cas ou le
lieu se compose de deux droites, d’ailleurs imaginaires ;
mais j'aurais dd, en outre du cas ou le lieu est une
droite double, rencontrer le cas ou le lieu se réduit &
une droite, plus la droite & I'infini. La forme un peu
trop particuliére donnée a I'équation Ap(t) + ¢(¢) = o,
au bas de la page 475, m’en a empéché. On doit prendre
cette équation sous la forme

() [(AA+B)t—(Cr+D))(2+1)+MAt —1=00,

sans faire M =1, et l'on trouve alors, pour les coor-
données d’un point du lieu,

¢ AMA2+ (BM + C)A=+D 41
= —— ]

a M2A2 1
_ e CMy+- (DM—A)A—B
Y="3 M2p2 4+ !

avec le facteur M commun aux trois coefficients de 2.
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Si M tend vers zcéro, le lieu tend & se réduire & une
droite, plus la droite & I'infini. Or,avec M = o, si l'on
fait « infini, deux des trois valeurs de ¢ données par
I'équation (1) sont [ et — &, I'an des trois cités du
triangle ABG correspondant est rejeté a l'infini, la
conique S est une parabole; c'est le cas 2° de la
page 356.

Jajoute que, d’'une manitre générale, les formules

r ¥ 1
AR 4+bh ¢ I bh+c N+ "

représentent une droite double si Vona

a O ¢
a b | =o,
a’ O

c’est-d-dire si les racines des trois trinomes en A sont
en involution (1) ; deux valeurs 2 et § du parameétre %
donnent un méme point si elles se correspondent dans
cette involution ; si I'on pose § = 2 + B, on peut écrire
e ¥ . 1
ad b dO+0 a0

On peut écrire encore

r _ Y 1
mEQO) =nf(r)y  F(N) F(n)’

ou

on reconnatt une représe‘nmtion impropre de la droite,

(1) Cette relation serait encore satisfaite si les trois trinomes
en A avaient ume racine commune.
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et il y a involution entre les deux valeurs de % qui
donnent un méme point.

M. R. Goormaghtigh. — Sur la parabole tangente
@ quatre droites ('). — L’équation (6) de la Note de
M. Barisien & ce sujet (1916, p. 435) ne donne pas
trois valeurs pour © mais une seule, comme I'exigent
les conditions du probléme géométrique. Si I'on mul-
tiplie les éléments de la premiére colonne par sing ct
ceux de la seconde par coso et qu'on les ajoute, que
d’autre part on multiplie ceux de la premiére colonne
par coso et ceux de la seconde par sing et qu'on les
retranche, on trouve I'équation

[mi 1—mi pi(sino— micosg) 1+m}|=o0
(l.:lv"oygy“)
ou
|pe(tange —m;) m; 1—m} 1|=o0:

on en déduit facilement, en développant le détermi-
nant, la valeur de tange.

M. R. Goormaghtigh. — Sur lescentres de courbur:
aux points correspondants de deux courbes polaires
réciproques. — La solution du probléme traité, par
M. Balitrand (1916, p. 461) résulte unmédiatement de
deux constructions bien connues, si 'on remarque que
la polaire réciproque (M,) de (M) par rapport & un
cercle de centre O est I'inverse de la podaire de (M)
par rapport & O. En conservant les notations de la
figure (p. 461), on aura donc cette construction

sumple :

(') La Rédaction, sur le méme sujet, a recu plusieurs Notes ana-
logues, notamment de MM. EcaN, SEr et d’'un Anonyme.
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On projette Cen C sur OM, puis C'en C' sur MC;
la droite OC" passe au centre de courbure C, chercheé.

Il est facile d’en déduire d’une part les constructions
données par M. Balitrand et d’autre part, au moyen de
la  considération des triangles semblables OMC’,
CyM, 0, la formule p¢'sin® V = a? de M. Chemin.

M. M. d’0Ocagne. — Sur le rayon de courbure de la
polaire réciprogue. — La formule attribuée &
M. Chemin par M. Balitrand dans une Note récente
sur ce sujet (Nouvelles Annales, 1916, p. 461) est
due i Mannheim (Journal de Liouville, 1866, p. 193).
Je I'ai déduite & mon tour (Annales de U'Ecole Nor-
male, 1887, p. 313) d’une autre relation obtenue d’'une
facon tellement simple (ue je crois devoir la rappeler
ici.

Si df et db, sont les angles infiniment petits dont
tournent les tangentes en M et en M, aux courbes
polaires réciproques, OM, et OM, respectivement
perpendiculaires & ces tangentes, tournent des mémes
angles. Si donc N et N, sont les extrémités des sous-
normales polaires corvespondant & M et M,, pour
lesquels C et G, sont les centres de courbure, on a
pour les différentielles des arcs décrits par M et M,

ds =MC.d8 = MN.do,,
ds, = M;Cy.d, = M, N,.db,
d’ott
MG M,N,
MN T M, G,

Telle est la relation que j'avais obtenue, facile & tra-
duire en construction géométrique, et d’oti, comme je
'ai fait voir, se déduit immédiatement celle de
Mannheim.
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Dans la méme Note, ci-dessus rappelée, j’ai établi
les relations analogues correspondant aux cas ou les
polaires réciproques sont prises non plus par rapport
i un cercle, mais par rapport soit & une conique i
centre quelconque, soit & une parabole.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1832.

(1899, p. 579.)

I. 8¢ l’on considére les triangles T inscrits a une co-
nique A et circonscrits @ une conique B, le lieu des centres
des cercles  qui leur sont circonscrits est une conique C.

II. Il existe un point du plan ayant méme puissance
par rapport a tous les cercles T; ce point se détermine
comme il suit : deux des triangles T ont un sommet a
linfini; les deux cétés opposés respectivement a ces som-—
mets se coupent au point cherché V.

HI. Daprés cela, l'enveloppe des cercles = est une anal-
lagmatique du quatriéme ordre ayant le point P pour
pole et la conique C pour déférente; pour que cette courbe
se décompose en deux cercles, il faut et il suffit que les
deux foyers (1) de la conique B soient situés sur la co-
nigue A.

{V. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour
que tous les cercles = passent par le point P.

G. HuMBERT.

(') Les deux foyers réels ou les deux-foyers imaginaires.
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SoLuTioN
Par M. G. FONTENE.

(Avec une Note de M. G. HUMBERT.)

En 1900, sans connaitre la question précédente, j’ai donné
(dans la Revue de Mathématiques spéciales) le lieu du
centre O du cercle £, le liew du centre de gravité G du
triangle, le lieu de l’orthocentre H, le liew du centre ©
du cercle des newf points; tous ces lieux sont des coniques.

1. Lorsque deux coniques S, et S; admettent des triangles
ABC circonscrits a S, et inscrits 4 S,, les racines de I’équa-
tion en A pour la forme XS+ S, doivent satisfaire a l'une
des relations

\/7?::'1 \/7:‘; \/7:0;

la conique Sy, et l'une des quatre coniques par rapport
auxquelles S, et S, sont polaires réciproques, admettent
alors des triangles circonscrits & S, et conjugués a cette
conique S; : ce sont les triangles ABC. J’ai donc pu consi-
dérer un triangle ABC circonscrit a une conique S,, con-
Jjugué a une conique Sy, inscrit par suite a une conique S,.
L.es coniques S, et &, étant d’abord quelconques, soient

Sz, ¥)=o, Az2+~Byr+C=o0

leurs équations, avec des axes rectangulaires.

En partant des coordonnées homogénes d'un point A de la
conique Sy, lesquelles sont exprimables par des polynomes
du second degré en ¢, si la polaire du point A par rapport a
la conique S; coupe la conique S, aux points B et G, on
trouve facilement pour les coordonnées du centre O du
cercle ABC

o= =< }/0 == 9 )

R R

P, Q, R étant des polynomes du sixiéme degré en ¢; les
points O situés sur une droite donnée correspondent a des
valeurs de ¢ en nombrevégal 4 6. Si maintenant les deux
coniques S, et S, satisfont a la relation invariante qui donne
un nombre infini de triangles ABC inscrits a Sy et conjugués
a Sy, un méme point O correspond aux trois valeurs de ¢ qui
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donnent les sommets d’un méme triangle ABC, il n'y a plus
que deux points O sur une droite donnée, et le lieu du
point O est une conique. On se rend bien compte aprés coup
de ce qui se passe. On a pour le point O

Z Yo I

al+_.. ai—+—... a1 L.

les trois ¢ d’un triangle ABC sont liés au A du point O par
une relation de la forme

¢3(8) -+ Abs( () =03
on a donc
X _ Yo _ 1 3
Po(t) 7 Qe(?) — Re(?)

2. On trouve de méme pour le point G

P’ !
[rlz—l—{, ‘}/‘_—_ %’

P’ Q’, R étant des polynomes du sixiéme degré en . Le lieu
du point G est une conique, homothétique & S? puisque’ les
points a l'infini sont les mémes.

3. Le lieu du point H a ¢té donné par M. Burnside; une
démonstration par les invariants se trouve dans le 7'raité
des sections contques de Salmon ; une démonstration en partie
géométrique a été donnée par P. Serrvet dans les Nouvelles
annales, 1865, p. 157.

I’équation du licu est, en rapportant la figure aux axes de
la conique S,

x? 12 A " 10
—,——“—‘—.—')(—‘“"‘7
a? b .a'? b2

\ /

—(x—ar+(y—B)r—(az+b2)|=o0;

le lieu est une conique appartenant au faisceau ponctuel
déterminé par la conique S, et par le cercle orthoptique
de la conique S,, et semblable a la conique S,, ce qui
entraine la perpendicularité des axes homologues des
deux coniques. La conique S, n’intervient que par son cercle
orthoptique. Nous montrerons simplement que le lieu est une
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conique; les asymptotes de cette conique sont d’ailleurs évi-
demment perpendiculaires a celles de S,.

Les dénominateurs des formules qui donnent les coor-
données des points O et G sont identiques : cela tient a ce
que ces points sont simultanément rejetés a l'infini. Or, sur
la droite OG, droite d’Euler du triangle ABC, les points H
et © sont donnés par les relations

ic ., o6

I
HO 3 00 3

|
]

de sorte que les coordonnées de ces points sont données par
des formules analogues aux formules ci-dessus; ces points
décrivent donc des coniques.
. Il résulte d’un théoréme général dia a M. Humbert ( Bul-
letin de la Société mathématique, 1899) que le point G est
fixe si la conique S, touche les asymptotes de la conique S, :
d'une maniére générale, une tangente commune aux deux
coniques S, et S, touche la conique en un point B =C, et
la seconde tangente menée de ce point a la conique S, la
touche en un point A situé sur S,, de sorte qu’on obtient un
triangle évanouissant ABC, avec deux sommets B et C con-
fondus, deux cotés AB et AC confondus; si deux des quatre
tangentes communes sont les asymptotes de Sy, en sorte que
deux des quatre sommets doubles B = C sont a linfini, le
point G est fixe. (La conique qui est ordinairement le lieu du
point G est ici formée de deux droites paralléles aux asymp-
totes de Sy; sauf pour les deux triangles qui ont un sommet
double a I'infini, le point G est au point de rencontre de ces
deux droites). En particulier, si S, est un cercle et si Sy est
une conique ayant un foyer au centre O de ce cercle, les
points O, G, H, @ sont les mémes pour tous les triangles ABC;
ces triangles sont ceux, biecn connus, qui sont inscrits a un
cercle S, et dont 'orthocentre occupe une position.

4. L'enveloppe des cercles (O) circonscrits auz tri-
angles ABG et l’enveloppe des cercles (H) conjugués a
ces triangles sont des anallagmatiques du quatriéme
ordre. — Le cercle (O) circonscrit au triangle ABC est or-
thogonal au cercle orthoptique de la conique Sy (théoréme

de Faure); comme son centre décrit une conique, il a pour
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enveloppe une anallagmatique du gquatriéme ordre. Lorsque la
conique S, est une hyperbole équilatére, les cercles (O) pas-
sent au centre de cette hyperbole. Lorsque la conique S, est
une parabole, les cercles (O) ont leurs centres sur la direc-
trice : il sont orthogonaux a cette droite. Le cercle (H) con-
jugué au triangle ABC est orthogonal au cercle orthoptique
de la conique S, (théoréme de Steiner): comme son centre
décrit une conique, il a pour enveloppe une anallagmatique
du quatri¢me ordre. Lorsque la conique S, est une hyperbole
équilatére, les cercles (H) passent au centre de cette hyper-
bole. Lorsque la conique Sy ecst une parabole, les cercles (H)
ont leurs centres sur la directrice : ils sont orthogonaux a cette
droite; le lieu trouvé dans le cas général se décompose en
la directrice et la droite a l'infini. [Dans ce méme cas, les
cercles (O) passent au foyer de la parabole.]

3. En ce qui concerne la décomposition de 'enveloppe des
cercles (0), voici la solution que m’a indiquée M. G. Humbert.

Si une anallagmatique du quatriéme ordre se décompose en
deux circonférences, les seize foyers sont les deux points com-
muns a celles-ci et les centres des deux cercles de rayon nul
qui passent par ces deux points, chacun des quatre foyers
ainsi obtenus étant compté quatre fois. Or, dans chaque géné-
ration de I’anallagmatique, les quatre foyers qui correspondent
a cette génération sont les points communs a la conique défé-
rente et a la circonférence directrice. Si I'anallagmatique se
décompose en deux circonférences, il faut que la conique défé-
rente et la circonférence directrice soient bitangentes. On voit
d’ailleurs directement que, s'il en est ainsi, I'anallagmatique
se décompose.

Dans le cas du probléme, il faut exprimer que la conique
qui forme le lieu du point O et la circonférence directrice
(circonférence orthoptique de la conique Sy) sont bitangentes,
ou eacore que les quatre foyers de l'anallagmatique corres-
pondant & cette génération sont deux a deux confondus.

Cherchons donc, parmi les cercles circonscrits aux triangles
considérés (triangles circonscrits a S, et inscrits a Sy), ceux
qui sont de rayon nul. L’un des cdtés AB du triangle ABG
doit étre une isotrope, une tangente menée du point cyclique k,
par exemple, a la conique S, et le centre du cercle ABC est
a l'intersection de cette tangente avec l'isotrope JC. Ce méme
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centre sera fourni par une tangente menée de J 2 S, s1 la
droite JC se confond avec le c6té CB du triangle, et cela aura
lieu si le sommet B est un foyer de S,. On voit ainsi que deux
foyers opposés de Sy, foyers réels ou foyers imaginaires, doivent
étre situés sur S,. Ces conditions sont suffisantes.

1834 ().

(1900, p. 95.1

Etant données deur coniques S et S', trouver le lieu
d’un point P tel que l’on puisse mener de ce point une
tangente & S et une tangente a S’ perpendiculaires entre
elles.

Montrer que ce lieu est une courbe Cy du huitiécme ordre
et du premier genre ayant les points cycliques pour paints
quadruples et huit points doubles a distance finie. On dé-
terminera la position de ces derniers en montrant que ce
sont les points communs & distance finie atrois courbes du
quatriéme ordre, dont on formera les équations. On éta-
blira que les points multiples de Cg et les foyers réels et
imaginaires des deux coniques S et S' sont sur une méme
courbe Gy du troisiéme ordre, qui dégénére en une hyper-
bole équilatére et la droite a Uinfini, lorsque S et S’ sont
concentriques. On donnera une définition géométrigue de
cette courbe C;. Le lieu cherché Cy est tangent en huit
points & chacune des coniques données; les seize poinis de
contact sont sur une méme courbe du quatriéme ordre.

Exprimer les coordonnées d’un point du lieu en fonction
d’un paramétre.

Examiner les cas particuliers ot l’une des coniques
données se réduit & une parabole ou & un couple de droites.

J. FRANEL.

DEUXIEME SOLUTION
Par M. M.-F. EgaAx.

Mettons X +i{Y =, X —iY =y, X et Y étant des coor-
données cartésiennes rectangulaires. Soit

(3) UT Y 4w =0

(') Yoir Nouvelles Annales, 1913, p. 431,
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I’équation de la droite (u, v, w), et soit

(2) au+ b2+ cw2+ 2 fow +2gwu + 2huv = o0

I'équation de la conique S. Désignons par A, B, ... les mi-
neurs du discriminant & de S, et par a’, A’, ..., A" les élé-
ments correspondants pour S'.

Si la tangente (1, — %, w) a S et la tangente perpendicu-
laive (1, A, ') & 8’ se coupent au point P (z, ), on a

(3) r—Ay +up=o, e
(§) cpr+2u(g—rif)+a—2hh+ 6N =o, R,
et deux équations analogues. Les coordonnées et y sont donc
des fonctions rationnelles de X, 1, u'. Or ;2 et u' s’expriment
rationnellement en fonction de

n V(AR —2HL =B, V(A'A—a2HA + B');

la courbe I', lieu du point P, est donc de genre 1 dans le cas
ol S et 8" sont quelconques, et les coordonnées x, y s’expri-
meront par des fonctions elliptiques d’un paramétre ¢.

La courbe T sera rationnelle si 'une des fonctions sous la
racine (soit par exemple la premiére) est un carré parfait, ce
qui arrive lorsque S est une parabole ou dégénére en un couple
de points. I' sera rationnelle aussi si les deux fonctions ont
une racine commune, c¢’est-a-dire si une asymptote de S est
perpendiculaire 4 une asymptote de S'.

Les valeurs de X répondant aux deux tangentes 3 S menées
par le point P sont donndes par I’équation
(3) LW — 20k +§ =0,
en écrivant

t=crl—2gx + a, n=cy—ofy b,

s=cxy—fr— gy -+ h.

Notons que £ = o et w; = o sont les équations des couples de
tangentes a S passant par I'un et I'autre des points isotropes,
et que ¢ = o est celle du cerele ortheoptique de S.

On trouve I’équation du liew de P en ¢liminant X entre (5)
et

i

A2 25 h -+ = o,
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Le résultat de I'élimination peut s'écrire sous deux formes
équivalentes

p 16 =)t d(on 4 o) (s + ') =0,
M) V(6 a) 4(tn—ot) (' — %) — (/' + 9 + 205 =0,
Le degré de cette équation est 8. Il s’abaisse 4 6 quand S est
une parabole (¢ = 0), et & § quand S’ I'est aussi (¢ = ¢'= o).
Si S dégénére en deux points, il est visible que T' se décom-
pose en deux quartiques, dont chacune est la podaire de S’
par rapport i un point, donc I'inverse d’une conique.

Si ¢y —a?, I’équation (5) a ses racines égales; donc &q —o2=o
est I'équation ponctueclle de S, ce qu’il est facile de vérifier di-
rectement. L’équation (6 @) montre alors que le lieu de P est
tangent & S et S"aux points ot celles-ci rencontrent la quar-
tique bicirculaire

(T) &n'+ %'+ 208" = o.

Au point cyclique I(x = z = 0), les ordres de ¢, 7, ¢ sont
respectivement 2, o, 1. Ce point est donc un point quadruple
sur T, ainsi que le point J() = s = o).

Mettons V'origine 2 un point a distance finie ou 'on a

ooy e BT o -
tig=t11=—0o:7.

Les fonctions

'

' —8r =0y  oFd'i=Q, s+dn=0Q
s'annulent a 'origine. D'aprés I'équation (6), ce point est donc
un point double sur I'. Il est facile de voir que le nombre des
points communs & C3 =0, Q = 0, Q"= o a distance finie est 8.
Le nombre effectif des points doubles de T étant 20, on les a
tous ainsi.

Remarquons que, &, 0 et £, o' étant des imaginaires con-
jugués, les courbes Q «+ Q' =0, Q —Q'=o0 sont des quar-
tiques réelles. Gy est une cubique circulaire, les termes du
quatriéme degré dans son équation s’annulant,

C; est le lieu des foyers des coniques du faisceau tangen-
tiel (S, 8'). En effet, a un foyer de S + AS'=o0, on a

¢t -kt =o, w+ k' =o,
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donc C;= o, et inversement. Voici une autre forme géomé-
trique qu'on peut donner a la définition de Cj. Le faisceau
involutif des tangentes menées par un point M aux coniques
du faisceau (S, 8') a pour droites doubles les tangentes en M
aux deux coniques du systéme qui y passent. Pour que ces
deux droites soient les bissectrices de 'angle entre tout couple
de tangentes conjuguées, il faut et il suffit que le faisceau de
droites admette comme couple conjugué les droites isotropes
issues de M, donc que M soit le foyer d’une conique du sys-
téme. C; est donc le lieu d’un point M tel que les couples de
tangentes menées par M aux coniques du faisceau (S, 8') aient
les mémes bissectrices.

Il est facile de vérifier par son équation que C; dégénére en
un cercle si S et S’ sont des paraboles, et en une hyperbole
équilatére si S et S’ sont concentriques. (Dans ce dernier cas,
prenons le centre pour origine; alors f, f', g, g s’annulent.)

Lorsque S est une parabole, &, n, ¢ sont linéaires, C;, Q,
Q' sont des cubiques ayant sept points communs, qui sont des
points doubles de I'. Si 'on écrit I'équation de S sous la forme

20w + 2wu + 2huv = o,

I'équation (6 a) montre que le point z + ¥ = o, 5 =0, c’est-
a-dire le point a 'infini sur la directrice de S, est aussi un point
double de T.T étant une sextique rationnelle bicirculaire, on a
ainsi ses dix points doubles.

Si S’ est aussi une parabole, I' est une quartique rationnelle
non circulaire, ayant pour points doubles les trois points com-
muns au cercle C; et aux coniques Q, Q'.

Si les coniques S et S’ sont homofocales, leurs équations
différent par les seuls coefficients h et A’; on a donc§ =¥,
7 = 7/, et 'équation (6) se réduit a

(o +d' )2 =o,

d’oll le théoréme bien connu.

Quant aux contacts de I avec S et 8', il suffit de remarquer
que la courbe T se réduit a une cubique si S est une parabole
et & une conique si S et S'sont toutes les deux des paraboles.

En modifiant légérement l'analyse qui précéde, on trouve
I'enveloppe y de la droite d joignant les points de contact de

Ann. de Mathémact., }* série, t. XVIL (Février 1917.) 6
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deux tangentes, a S et a S', perpendiculaires entre elles. Voici
quelques propriétés de cette courbe :

La courbe y est de la huitiéme classe et du méme genre
(1 ou o, suivant le cas) que T. Elle touche S et S' chacune
en huit points; les tangentes en ces seize points touchent
une courbe < de la quatriéme classe. Les huit tangentes
menées @ © par lescentres S et S' sont des tangentes doubles
de y. Les douze tangentes doubles de T qui restent sont les
tangentes communes & trois courbes données de la qua-
triéme classe.

En effet, soit (u, v, w) la droite d dont on cherche I'enve-
loppe. Ecrivons

Si=au+ ho + gw, Sy= hu + bv + fw,
S;= gu + fo + cw.

Puisque d passe par le point de contact de (1, — X, @)
avec S et de (1, A, p’) avec §’, on a

Sj_ )\Sz+ y.S;, =0,
81 + 18, + 1’8} =o;
donc u, w et v : w sont des fonctions rationnelles de A, u, w'.

Cela suffit 4 déterminer le genre de v.
On a aussi, comme avparavant,

PAr—2ZN+ 8 = o,
PN 425N +8'= o,
ou I'on a mis
8 =c¢5? —2£8,S;+ aS} =BS — A2,
D =cS—2fS;S;+ 6S} =AS — Au?,
= cS.S,—fS,Sa—— gS;S;-&— hS§ = — HS + Auo.
8 = o0 et ® = o donnent les points de contact des couples
de tangentes a S issus des points cycliques v =0 et u = o.

X est une conique homofocale a S (polaire réciproque par
rapport a S de son cercle orthoptique ¢). On vérifie aussi que

8o — 3= AS(gu—+ fv +cw).
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L’équation de vy s’écrit donc sous les deux formes équiva-

lentes (2 = o0 et a’=o0 étant les équations des centres de S
et S')
4AA'SS'a%a'?= (89’ + 8¢+ 232 ) =0,

(89— 8'0)2+ 4(9Z'+ ¢'S) (8% + 6'S) = o;

d’ou les propriétés énoncées.

La courbe () 8¢’ — 80 = o, qui remplace ici la courbe G;,
est de la quatriéme classe. Ses foyers réels sont ceux des deux
coniques. Les droites pour lesquelles on a

0:8=0.0=—3:%

sont des tangentes doubles de y. Ces droites sont au nombre
de douze; on connait donc ainsi les vingt tangentes doubles
de vy.

1864.

(1900, p. 384.)

Etant donnés, sur une conique S', deux couples de points
JSizes A, B et G, D, si deux points M et N de la conique ont
une correspondance doublement quadratique et symétrique
exprimés par la relation

1+ (ABMN) 1+ (CDMN) _ 1+ (ABCD)
1— (ABMN) ~ 1 —(CDMN) ~ ~ 1 —(ABCD)’

o les parenthéses désignent des rapports anharmoniques,
la corde MN est un cété d’'un contour quadrangulaire
variable MNPQ circonscrit a une conique fixe S et inscrit
a la conique S'. G. FONTENE.
SoruTION
Par L’AUTEUR.

La relation qui lie M et N établit entre ces points une cor-
respondance doublement quadratique et symétrique; il en
résulte que la corde MN a pour enveloppe une courbe de
seconde classe, une conique S. Il faut montrer que les deux
coniques S’ et S admettent en nombre infini des contours qua-
drangulaires inscrits a S’ et circoncrits a4 S, et pour cela il
suffit de montrer qu'elles admettent un tel contour.

Observons d’abord que, si 'on met M en A, I'une des deux
positions de N est aussi en A; un fait analogue a lieu quand
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on met M en B, ou en C, ou en D; la conique S, enveloppe
de la corde MN, est donc inscrite au quadrilatére formé par
les tangentes 4 la conique S' aux quatre points A, B, C, D,
ou encore, les tangentes communes aux deux coniques tou-
chant la conique 8’ aux points A, B, G, D.

Le polygone de Poncelet ayant ici un nombre pair de cdtés,
s’il existe, on aura deux sortes de polygones repliés : dans les
uns, deux sommets seront confondus au point de contact
avec S’ d’une tangente commune aux deux coniques, les
deux autres sommets étant également confondus au point de
contact avec S’ d’une tangente commune, et la droite qui
joint les deux points de contact devra étre tangente a la
conique S; les deux autres contacts repliés jouiront de pro-
priétés corrélatives des précédentes. Un polygone replié de la
premiére espéce existera si la droite CD (on pourrait aussi
bien prendre AB) est tangente a la conique S, c’est-a-dire si
les points C et D forment un couple M, N vérifiant la relation
donnée; or c’est bien ce qui alieu, avec la relation de I’énoncé,
si I'écriture (A, B, G, D) représente le rapport anharmo-

nique -gl: ' DA’ il aurait mieux valu supprimer le signe —
au second membre, en prenant comme Von fait d’ordinaire
CA , DA
CB ' DB’
1876.
{1900, p. 571.)

Pour quelles valeurs de zy, x; la somme

1 f I
-+ Hee e —————————
zy(n—1)+ Zy(n—2)+ 22, 1+ (n—1)x,

a-t-elle une limite, quand n grandit indéfiniment ?
Calculer cette limite. E. WEILL.

SOLUTION
Par UN ABONNE.

PP TIP | .
Lorsque #3 = z,, chaque terme se réduit a = et la limite
1

, . 1
de la somme est évidemment oo
1

Si x4 et z, sont différents, soit ;< 2,; le terme général,



de rang p, peut s’écrire

i I
z (R —p)+pxy  nTy+ p(Ts— 21)

Posons
ndxr = r,— z,, pdr=x—uz;

’ N ez . dz
P’expression du terme général devient ———— et la somme
(22— z)x

1 f"’dx lzy— lzy
T9— T 4 x Ty — Ty

Cette expression ne prend une valeur bien déterminée que
si 1 et x, sont de méme signe. Quand ils sont négatifs, il
suffit évidemment de changer le signe du résultat obtenu
pour —+ zy, + ;.

cherchée est

s . I
On vérifie sans peine que, pour zy= 2, on retrouve —

1
comme somine.

1880.

(1900, p. 571.)

Les intersections des plans principaux d’une quadrigque
avec la normale en un point M de cette quadrique déter-
minent trois régions sur cette normale. La région qui
comprend le point M ne contient aucun des centres de
courbure principaux correspondant & ce point M. Pour
un point P de cette région, PM est la plus courte distance
du point P a la quadrique, si celle-ci n’est pas un ellip-
soide. Dans le cas d’un ellipsoide, la région contenant le
point M se compose de deux segments infinis; pour un
point P situé dans le méme segment que M, PM est la plus
courte distance; pour un point P situé dans lautre seg-
ment, PM est la plus grande distance. Pour les points P
situés dans les autres régions de la normale, PM n’est ni
la plus petite, ni la plus grande des normales menées du
point P a la quadrique. A. PELLET.

SoLuTioN
Par L'AUTEUR.
Considérons le cas de I'ellipsoide

t 2 2
_:_’_5--‘;;—24-%.—1:0 (a2> b2> c?).
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Soit P un de ses points, non situé dans un des plans prin-
cipaux, de coordonnées z, y, z. On a, pour les équations de
la normale en ce point,

X—2z Y—y Z—3z
z  y &z P
a? b e

p est Ia distance du point M (X, Y, Z) au point P multipliée
par p = ——— L , distance du centre au plan tan-

x? 72 z2
prisly Tl
gent en P. Pour p = — ¢?, le point correspondant M, est situé

dans le plan z =o0; pour p <— c?, My est compris entre M
et P, et, si'on désigne par P’ le symétrigue de P par rapport
au plan z =0, on a

M, P =M,P, MP = MM, + M, P = MM, + M, P'> MP’,

puisque MM, P’ forme un triangle. Pour p =— a?, le point
correspondant M, est situé dans le plan # =0; on a, pour les
points M correspondant a p > — a?,

M;P = M,P’, MP =M,P —M,M = M, P"— M,M < MP”,

P" étant le symétrique de P par rapport au plan z = o. Ainsi,
lorsque p est compris entre — ¢* el — a2, par suite M entre
M, et My, MP est compris entre MP” et MP’, et ne peut étre
la plus grande ou la plus petite distance du point M a lellip-
soide.

Cette région de la normale M;M, contient les centres de
courbure des sections principales de l'ellipsoide au point P,
qui correspondent aux valeurs de p racines de I’équation

x? yi 22
at(at+p) T b e) T e+ ey °

Pour M voisin de P, MP est la plus courte distance a I'ellip-
soide, et MQ étant une autre normale de pied Q, on a

MQ > MP;

cette inégalité subsiste lorsque p varie entre — ¢? et +2p +,
tant que MQ est réel puisque 1’égalité ne peut avoir lieu dans
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cet intervalle. Si, pour un point M’ situé dans cette région et
sur la développée de Iellipsoide, M’'Q’ devient réel, M’ est un
centre de courbure pour le point Q' et, d’aprés la remarque
faite, M' Q" ne pouvant étre plus courte distance, on a

M'Q > M'P.

Ainsi MP est la plus courte distance du point M a Pellipsoide
pour o >—c2 On verrait de méme que MP est la plus grande
distance pour p < — a?.

Les cas de 'hyperboloide et du paraboloide se traiteraient
de la méme maniére.

QUESTIONS.

2306. Soient OA et OB deux tangentesrectangulaires d’'une
kypocycloide a trois rebroussements (H;). Une conique quel-
conque qui touche OA et OB a, avec (Hj;), quatre autres tan-
gentes communes. La parabole qui les touche a pour foyer le
symétrique de O par rapport au centre de la conique et son
axe est paralléle a la tangente a (H;) issue de O.

F. BALITRAND.

2307. On considére une conique quelconque tangente en
un point O & une hypocycloide & trois rebroussements (Hj).
Elle a avec ( H;) quatre autres tangentes communes. La para-
bole qui les touche a pour foyer le symétrique de O par rap-
port au centre de la conique et son axe est paralléle a la tan-
gente a (Hj) issue de O. F. BALITRAND.

2308. Soient M un point d’une hypocycloide a trois rebrous
sements H; et O le centre de son cercle tritangent. On méne
a la courbe la tangente MT issue de M et l'on joint MO.
Démontrer que les angles § et w, que font avec la tangente
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en M les droites MT et MO, sont liés par la relation

tangh = 3 tangw.
F. BALITRAND.

2309 D'un point P on méne 3 une hypocycloide a trois
rebroussements les trois tangentes dont les points de contact
sont A, B, C. Démontrer que le cercle circonscrit au triangle
PAB, par exemple, admet pour tangente en P la conjuguée
harmonique de PC par rapport & PA et PB.

F. BALITRAND. -

2310. On considére une tangente fixe d’'une hypocycloide 2
trois rebroussements. Démontrer que les couples de tangentes
rectangulaires a I'hypocycloide déterminent sur cette tangente
fixe des segments qui ont tous méme point milieu.

F. BALITRAND.

2311. Soient OA et OB, PG et PD deux couples de tan-
gentes rectangulaires d’une hypocycloide a trois rebrousse-
ments; A et B, C et D étant les points de contact de ces tan-
gentes ; démontrer qu'il existe une hyperbole équilatére
civconscrite au triangle OAB et ayant pour asymptotes les
droites PC et PD. F. BALITRAND.

2312. Soient C une courbe gauche et Cy la courbe, lieu des
centres des sphéres osculatrices a C. Si 'on désigne par R le
rayon de courbure de G en 'un de ses points, par p le rayon
de la sphére osculatrice au méme point, par R, le rayon de C;
au point correspondant, on a, si R n’est pas constant,

d
(a) R, = %R_ .
Si R est constant, on a
(&) Ry=p=R.

R Bgicarbp.
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[(H1]
SUR L'ELIMINATION ENTRE EQUATIONS DIFFERENTIELLES;

Par M. HADAMARD.

L’intégration d’un systéme de p équations différen-
tielles ordinaires & p fonctions inconnues d’une va-
riable z,

dt d drt  dk
() Fy (%Eﬂ)y ce %: E;T}_' T E—z'%’ z;,%’ ) =0,
F;= o, . Fp,=o,

peut, en général, se ramener a celle d’une seule
équation, d’ordre égal & la somme des ordres aux-
quels & 7, ... figurent dans le systéme donné, l'in-
connue unique, § par exemple, qui figure dans cette
équation, fournissant (en général) toutes les autres par
des dérivations et des opérations algébriques.

Mais des cas exceplionnels peuvent se présenter.

La méthode théorique suivante, que j'ai été conduit
4 indiquer dans mon enseignement a ’Ecole Polytech-
nique, permet de discuter ce qui peut se passer dans
tous les cas possibles.

On sait, tout d'abord, que le systéme (1) peut se
ramener 4 un systéme canonique d'équations du pre-
mier ordre. Partons donc du systéme

a% = 1 (x)}/rzy u, "‘)?
(2) dz
Ti;:‘?z (%, 7,3, u,...),

4nn. de Mathémat., §* série, L. XVIL. (Mars 1917.) 7
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Il se peut (exceptionnellement) que le second
membre ¢, de la premitre équation ne contienne que z
et y. Dans ce cas en remplacant, pour la symétrie des
notations, y par Y, cette équation sera du premier
ordre en Y seul. On aura donc & effectuer I'intégration
de cette équation unique, suivie de celle d’un systéme
d’ordre n—1 (ot y ne devra plus étre considéré
comme inconnu).

Si, au contraire (cas général), o, contient au moins
une inconnue s autre que y, on fera un changement
d’inconnues ot Z = ¢, sera introduite a la place de s.
La premiére ¢quation aura donc la forme

dy _
=

(3) Z.

L.e calcul du changement de variables nous donnera

c . di .
(comme seconde équation) la valeur de 2’ Soit

dl |
=

St 4, ne contient que z, Y et Z, on est ramené,
dapres la forme de U'équation (3), & une équation
unique du second ordre

dZ dary dY
= dn =\”2<-"Yw7;>'

puis a I'intégration des équations restantes qui (Y et Z
étant considérés comme connus) forment un systéme
canonique d’ordre n — 2.

En général, au contraire, J, contiendra au moins
une inconnue u distincte de Y et de Z : a la place
de w«, introduisons alors la nouvelle inconnue
U=1d,, etc.

Continuant ainsi, le cas général sera celui ou les
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n —1 premiéres équations seront amenées a la forme

ay di
==L =N

la nime seule conservant une forme telle que

aw
e =n(m Y2, W)

ou, comme Z, .... W sont, d’aprés (4), les dérivées
b ) b
successives de Y,

arY dY dn-1Y
m = q»,,(x,Y, E;" ey W)

On a bien alors une équation du r'™® ordre
en Y=y, toules les autres inconnues s'exprimant
d’ailleurs en fonctions connues de Y, Z, ..., c’est-a-dire
de Y et de ses dérivées.

Mais, comme on le voit, il est des cas exceptionnels
ot l'on est ramené 4 I'intégration successive (et non
plus simultanée) de plusieurs équations d’ordres res-
pectifs p, q, ry ..., avec p4+qg—+r—+...=n. La
premiére d’entre elles est d’ailleurs I'équation en y
(inconnue non modifiée par notre changement de va-
riables).

On a donc ainsi, dans tous les cas, I'équation qui
renferme 'inconnue y qu’'on a pu se proposer plus spé-
cialement de déterminer.

Dans le cas général ou I'équation en y est d’ordre n,
les dérivées successives de y fournissent les inconnues
suivantes Z, U, ....

Elles permettent donc d’obtenir toutes les inconnues
primitives 3, u, ... par des opérations algébriques : a
savoir, par le changement de variables ponctuel défini
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par les relations

‘?1(1‘»)’» su,...)=1,
l‘.’!(z’}’y Z, u, '-')=Uv

Si,au contraire, I'équation en y est d’ordre inférieur
a n, la détermination des inconnues restantes exigera
de nouvelles intégrations.

[0'2e][P'1e]

SUR LES GENTRES DE COURBURE
DES COURBES AFFINES D'UNE COURBE DONNEE ;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Soient Ox, Oy deux axes rectangulaires ou obliques,
m un point variable d’une courbe (m), M le point qui
divise I'ordonnée de m dans un rapport constant &;
quand le point m décrit la courbe (m), le lieu du
point M est une courbe (M) affine de (m). L’'axe Oz
est aze d’affinité, & le rapport d’aftinité. On sait que
la tangente en m a (m) et celle en M a (M) se coupent
en un point Q de Ox.

Nous avons donné (') une solution du probléme qui
consisle a construire le centre de courbure C de la
courbe (M) au point M, connaissant le centre de cour-
bure ¢ de la courbe (m) en m; une autre méthode a
é1é indiquée par M. Balitrand (2). Nous nous propo-

(') Nouvelles Annales, 1915, p. 423.

(?) Construction du centre de courbure de l’hyperbolisme et
de l'affine d’une courbe donnée (Nouvelles Annales, 1916,
p. 74-78). Cette construction suppose des axes de coordonnées rec-
tangulaires.
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sons d’indiquer plusieurs autres solutions simples de
ce probléme et de signaler quelques propriétés de la
courbe, lieu des centres de courbure aux points cor-
respondants des courbes affines de (m) répondant aux
diverses valeurs du rapport d’affinité k.

1. On a d’abord (fig. 1) la construction suivante
(Nouvelles Annales, 1915, p. 424) :

La perpendiculaire élevée en Q sur Oz rencontre
en g' la normale en m a (m); soient n le symétrique
de Q par rapport a m, n' celui de ¢q' par rapport
ac; la perpendiculaire en n a nn' coupe Ox en R.

Fig. 1.

Ce point R sert ensuite & construire les centres de
courbure aux points correspondant a m dans toutes les
courbes affines de (m). On obtient le centre de cour-
bure C de (M) au point M de la maniére suivante :

Soit N le symétrique de Q par rapport a M; la
normale en M a (M) rencontre en N' et Q' les per-
pendiculaires élevées sur NR en N et sur Oz
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en Q; le milieu de Q'N' est le centre de courbure
cherché.

Considérons maintenant une hyperbole passant
par m, ayant en ce point méme centre de courbure
que (m) et dont Ox est 'une des asymptotes. Si I'on
applique a cette hyperbole la transformation par affi-
nité par laquelle on déduit (M) de (m), on obtient une
autre hyperbole. Celle-ci a méme centre que la pre-
miére, elle a Oz pour asymptote, passe par M et y a
méme centre de courbure que la courbe (M). Or, il est
aisé¢ de construire le centre commun & ces hyperboles,
connaissant le centre de courbure de (m) en m. D’aprés
un théoréme de M.d’Ocagne ('), il suffit d’élever en Q
sur Q¢ une perpendiculaire qui rencontre la nor-
male mc en ¢, et de mener par ¢ une parallele a la
langente & (m) en m; cette paralléle coupe Oz au
centre cherché. Il est intéressant d’observer que ce
centre coincide avec le point R considéré dans la solu-
tion rappelée ci-dessus. Du point R on déduira le
centre de courbure cherché G par une construction
inverse de celle par laquelle on a obtenu le point R
connaissant ¢. On obtient ainsi cette construction :

La perpendiculaire élevée en Q sur c¢Q rencontre
en t la normale en m & (m); la paralléle & la tan-
gente en m a (m) menée par le point t coupe Ox
en R. Soit T Uintersection de la normale & (M) en M
avec la paralléle menée par le point R a la tangente
en M a (M); la perpendiculaire élevée en Q sur QT
passe par le centre de courbure cherché C.

(') Nouvelles Annales, 1902, p. 232. Voir aussi un article de
M. Bouvaist (Nouvelles Annales, 1914, p. 337-356) et la ques-
tion 2257 de M. d’Ocagne ( Nouvelles Annales, 1915, p. §32).
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2. Soit encore (T) Dellipse affine du cercle oscula-
teur () de la courbe (m) en m; cette conique a en M
méme centre de courbure que la courbe (M). Le
centre w de (') esta I'intersection de la paralléle menée
par ¢ a Oy avec la droite qui joint M & 'intersection
de mc avec Oz (fig.2).1l est, en outre, facile de cons-

Fig. 2.

truire le demi-diamétre w3 conjugué & Mw dans 'el-
lipse (T'); a cet effet, on éléve en ¢ une perpendicu-
laire co égale & cm; le point B est & Dintersection des
paralleles menées par a & mM et par w & MQ. On sait,
d’autre part, d’aprés un théoréeme de Chasles (1), que
si, sur la normale en un point M d’une ellipse, on
porte, de part et d’autre de ce point, deux segments
égaux au demi-diamelire conjugué a celui qui aboutit &
ce point, puis qu’on prenne sur cette normale la pro-
jection du centre w de 'ellipse, le centre de courbure
de (T') en M sera le conjugué harmonique de ce point
par rapport aux extrémités de ces deux segments. De

(') Journal de Liouville, t. X, p. 208.

Voir aussi A. MANNHEIM, Construction des centres de courbure
des lignes décrites dans le mouvement d’une figure plane qui
glisse sur son plan (Journalde l’Ecole Polytechnique, 37° cahier,
1858).
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ce qui précéde, on déduit donc la construction sui-
vante :

Soitw le point de rencontre de la paralléle menée
par ¢ a mM avec la droite qui joint M & Uintersec-
tion de cm avec Ox. On éléve en ¢ sur cm une per-

\

pendiculaire co. égale a cm; les paralléles menées
par o« a mM et par w a MQ se coupent en {3. Le
centre de courbure cherché G est le péle de w3 par

rapport au cercle ayant M pour centre et v pour
rayon.

Les trois constructions qui précédent sont appli-
cables si les axes sont rectangulaires ou obliques; dans

ce qui suit, nous supposerons les axes Oz, Oy rectan-
gulaires.

3. M. Balitrand a indiqué dans les Nouvelles An-
nales (1916, p. 78) la méthode suivante (fig. 3) :
Fig. 3.
Y k’_ll

Cs

()
0 v,
/ :
c
/

P

\;:Y
=
&

c

On prolonge le rayon de courbure cm de (m)
1 \
d’une longueur mc,= S me et l'on méne par ¢, une

paralléle a Ox quicoupe mM en m,. Par le point f,
symétrique de m, par rapport a la tangente en m
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& (m),on méne une perpendiculaire @ Ozx. Du point
ot elle rencontre la normale en M on tire la paral-
lele a la tangente en M et par M on tire une paral-
léle a Oy. Par le point d’intersection de ces deux
paralléles, on méne la paralléle a Oz; elle passe
au centre de courbure cherché.

On en déduit cette autre construction :

Soient p la projection de ¢ sur mM, v celle de p
sur mc, V Uintersection de la normale en M a (M)
avec la paralléle menée par V. a mM; la perpendi-
culaire élevée en V sur la normale a (M) en M
coupe mM en P, la paralléle menée par P a Ox
passe au centre de courbure cherché.

4. Considérons maintenant lellipse (T') affine du
cercle osculateur de (m) au point m. D’aprés la cons-
truction de Mannheim, si K est P'intersection du grand
axe de (T') avec la normale en M & (M) et si L est le

Fig. 4.

point ou la perpendiculaire élevée en K sur MK ren-
contre Mw, le centre de courbure de (T') en M appar-
tient a la parallele menée par L 4 Oy. On obtient ainsi
la construction suivante (fig. 4):
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La droite qui joint M au point d’intersection
de mc avec Ox coupe en v la paralléle menée par ¢
a Oy; la paralléle a Ox menée par v rencontre
en K la normale en M & (M); la paralléle a Oy
menée par le point d’intersection de Mw avec la
perpendiculaire élecée en K sur MK contient le
centre de courbure cherché.

On peut encore construire d’une aulre maniére le
centre de courbure de I'ellipse (T') au point M. Soit S
le point d’intersection de la tangente MQ) avec le grand
axe Kw; s1 la perpendiculaire élevée en S sur MS ren-
contre mM en J, la droite Jw renferme le centre de
courbure C de (T') au point M. On en déduit la méthode
suivante pour construire le centre de courbure C
de (M) en M connaissant le centre de courbure ¢ de (m)
en m:

La droite qui joint M au point d’intersection
de mc avec Oz coupe en w la paralléle menée par c
a Oy, la paralléle a Ox menée par w rencontre
en S la tangente a (M) en M; le centre de cour-
bure G appartient a la droite qui joint w a U’inter-
section de mM avec la perpendiculaire élevée en S
sur MS.

5. Lieu des centres de courbure aux points cor-
respondants des courbes affines d’une courbe
donnée. — Prenons maintenant comme axes de coor-
données O, X, O,Y l'axe d’affinité et la droite mM, la
partie positive de I'axe des X étant celle qui renferme
le point Q. D’aprés la deuxieéme construction indiquée
au paragraphe 3, le lieu considéré peut étre défini
comme suit (fig. 5) (V) :

(') La courbe (C) admet O,X pour axe de symétrie; dans la
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Etant donnés deux axes rectangulaires O, X et O, Y
et une droite A paralléle 2 O, Y, on méne par un point
fixe Q de O, X une droite variable qui rencontre O,Y

Fig. 5.
Y ©
5
P
™M
0, X

en M; la perpendiculaire 8 QM en M coupe A en V,
celle en Va MV rencontre O, Y en P, lieu (C) du point
d’intersection C de MV avec la paralléle menée par P
a0,X.

Si X =d estéquation de A, ct si a désigne I'ab-
scisse du point Q, on trouve facilement que le lieu
considéré est la cubique

(1) Yyd(X—d)+ (a+d)X —ad = o.

Posons
ad

a+d

=b.

figure 5, la branche située du coté des Y positifs est seule repré-
sentée.
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La cubique (C) coupe I'axe O X au point Co(b, 0);
en prenant pour nouvel axe des ordonnées la paralléle
menée par ce dernier pointa A, I'équation de la cubique

devient
(2) b(b—a)tnt+ adtr+ b3n2=o,
ou encore
a ¢
(3 =a\ﬂ .
) K b Via—b)t—b?

D’aprés I'équation (1), la cubique (C) a la droite A
pour asymptote. L.’équation (3) montre que le point C,
est un point isolé ou un point double de (C) suivant
que les points G, et Q sont situés d’un méme coté ou
de part et d’autre de la droite A.

Les constructions données aux paragraphes pré-
cédents donnent encore d’aulres définitions simples de
la cubique (C); on a, par exemple, les deux sui-
vantes :

Etant donnés deux points R et Q et une droite O, Y
perpendiculaire & RQ, on méne par Q une droite
variable coupant O,Y en M et 'on projette R en T sur
la perpendiculaire élevée en M sur QM, lieu du point
d’intersection de MT avec la perpendiculaire élevée
en Q sur QT.

Etant donnés deux points Cy et Q et une droite O, Y
perpendiculaire & C,Q, on considére un angle droit
variable de sommet Q dont les cOtés coupent O, Y
en M et J, lieude I'intersection de CoJ avec la perpen-
diculaire élevée en M sur QM.

6. Distinguons maintenant les deux cas ou Gy et Q
sont situés d'un méme c61é ou de part et d’autre de la
droite O, Y.
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Dans ce dernier cas, & est négatif; posons donc
b= — b et I'équation (2) s’écrit
(6 +a)tn?+ a3t — b3 92 = o.

Considérons d’abord le premier cas; soit & la droite

d’équation
n= a\/(bi)

et prenons 'hyperbolisme (') de (C), le pole étant le
point Gy, I'axe la droite 6. On obtient I’équation

@ (b~ a)tn +a(i+ B /5 =0

Lille représente une hyperbole ayant G, pour centre et
dont l'une des asymptotes D, est perpendiculaire a
I’axe d’affinité.

SiI'on considére de méme dans le second cas (fig.6)
la droite &' d’équation

et si l'on prend encore 'hyperbolisme de (C), le pole
étant le point Gy, I'axe la droite &', on trouye

(5) <b'+a>&n+a<sz—b'=>\/§=o,

Cette équation représenle une hyperbole ayant G,
pour centre et dont 'une des asymptotes D, est perpen-
diculaire a ¢’. On a donc cette nouvelle définition de

la cubique (C) :

La cubique, lieu des centres de courbure aux

(') Voir le Traite des courbes speciales remarquables de
M. Gomés Teixeira, t. I, p. 95, 99, 151; voir aussi Nouvelles An-
nales, 1915, p. 403, 520; 1916, p. 74 et 83.
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points correspondants d’'une famille de courbes
affines est l'anti-hyperbolisme d’une hyperbole (H),
le pile étant le centre de (H) et U'axe une perpen-
diculaire a l'une des asymptotes.

Fig. 6.
8
«C)
\,
\
\
\
\\
H) \
\
\
\ Q X
c
({1}

Dans le premier cas considéré, la seconde asymp-
tote D, de (H) est la droite qui joint G, a la projection
de Q sur & ou la symétrique de cette droite par rapport
a O, X, suivant que le point G, se trouve entre O, et Q
ou au dela du point Q.

Dans le second cas considéré, la seconde asymptote
est la symétrique, par rapport a O, X, de la droite qui
joint G, a la projection de Q sur &'

La construction de la tangente en un point C de la
cubique (C) résulte immédiatement de ce qui pré-
céde :

La paralléle a A menée par le point g ot C,C
rencontre 6 (ou d'), coupe en | celle menée par C
a GoQ. Soit h le symétrique de Cy par rapport au
pointoula paralléle menée par l a D, rencontre Dy;
la tangente en C a (C) passe par l'intersection
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de hl avec la droite qui joint g a la projection de G
sur D,.

Dans chacun des deux cas considérés, la détermi-
nation directe de (H) est d’ailleurs aisée.

D’apres Péquation (4), dans le premier cas, 'un des
points de (H) ou la tangente est parallele a 3 a pour
coordonnées

2ab a
. £E=0, nza_:—b\/-b_'

Ce point est donc a l'intersection de la paralléle
menée par O, 4 D, avec celle menée a4 A par le symé-
trique de O, par rapport a C,.

Au moyen de I’équation (3), on trouve aisément que
la cubique (C) a dans ce cas deux points d’inflexion [
situés sur la droite

PP L
Ta—20b’

la distance de G, & cette droite vaut quatre fois celle
de G, a A.

Dans le second cas, ’hyperbole (H) est immédiate-
ment déterminée puisqu’on connail ses asymptotes et -
I'un de ses points; on voit, en effet, d’apres I’équa-
tion (5), qu’elle passe par le point d’intersection O,
de mM avec l'axe d’affinité.
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NECROLOGIE.

Gaston. DARBOUX.

C’est une grande perte que la Science francaise
vient de faire, le 23 février dernier, jour du décés de
Gaston Darboux. .

1l était né a Nimes le 13 aotit 1842. En 1861, 1l fut
admis premier a I'Ecole Polytechnique et a I'Ecole
Normale supérieure, pour laquelle il opta.

Pendant six années professeur de Mathématiques
spéciales au Lycée Louis-le-Grand, il devint profes-
seur a la Faculté des Sciences, et suppléant de Joseph
Bertrand au Collége de France.

Doyen de la Faculté des Sciences pendant plusieurs
années, élu & 'Académie des Sciences (Section de
Géométrie) en 1884, i1l en élait secrétaire perpétuel
depuis 1goo.

Nous ne saurions entreprendre ici une analyse, ni
méme une énumération des travaux qui constituent
son ccuvre. Le nombre des Mémoires et des Ouvrages
qu’il a publiés est considérable. Presque tous se rap-
portent & I’Analyse et & la Géométrie, sciences dont il
savail merveilleusement utiliser les ressources pour
parvenir a la vérité, loin de vouloir les opposer 'une a
I'autre, ou tenter d’établir entre elles une sorte de
hiérarchie, lorcément injustifiée.

Rappelons en terminant que Darboux avait, en 1870,
fondé le Bulletin des Sciences mathématiques dont
1l a gardé la direction jusqu’a sa mort.

La Repacrion.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1809.

(1898, p. 84.)
Les solutions communes auzx deux équations

F(p,q,3)=0,
Fi(r,s, t, p, q. 3)=o,

la seconde n'étant pas, bien entendu, une conséquence
de la premiére, sont de la forme

z=09(mx+ny),
m et n étant deux constantes. A. PELLET.
SoLuTION
Par L’AUTEUR.

Lorsque les dérivées partielles, p et ¢, d’'une fonction z de
deux variables x, y, sont des fonctions de z, cette fonction z
est de la forme o (mx + ny), m et n étant des constantes.

. dp daq .o
En effet, la relation ¥y = oz’ qui résulte de ce que p et ¢
sont les deux dérivées de z, devient
dap dg .
13: =P as’
d’ou
q = ap,

a étant une constante. Portant dans la différentielle

dz =pdx +q dy,
elle devient
dz = p(dr + ady);

Ann. de Mathémas., ° série, t. XVII. (Mars 1g17.) 8
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et enfin on a
*dsz
— =x+4+ay—+b,
Jo P
a el /) étant des constantes.
Si la fonction 5 satisfait aux deux équations

F(p, q,3)=o, Fy(r,s,t, p,q,3)=o0,
elle satisfera a une autre équation
F.(p, q, ) =0,

et par suite p et q seront des fonctions de 3. Dérivons F = o
par rapport a x et y, on obtient deux équations entre r, s, t;
la dérivation de celles-ci donne trois équations entre les
dérivées troisiémes de z, et la dérivation de Fy= o0 en donne
deux; I'élimination de ces dérivées troisiémes, au nombre de
quatre, conduit a égaler 4 zéro un déterminant qu’on suppose
n’étre pas identiquement nul en vertu de F =o0. On a ainsi
quatre équations entre r, s, ¢ et l'élimination de ces trois
quantités conduit a I'équation Fy(p, ¢, 3) = 0. On retombe
ainsi sur le cas étudié au début.

1843.

(1900, p. 191.)

Appelons SECOND CENTRE DE COURBURE d’une courbe en un
point M le centre de courbure de la développée au point
ot elle est touchée par la normale en M. Le lieu des
seconds centres de courbure des courbes triangulaires

AXm 4+ BYm 4 CZm=o

tangentes en M @ une droite donnée MT, lorsque m varie,
est une parabole passant par M et admettant MT pour
diamétre. A. PELLET.
SoLuTION

Par L'AUTEUR.
- Soit

a a,

=—x?4+ —x3+ ...
r=3 6

I'équation d'une courbe rapportée a ses coordonnées normales
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(la tangente et la normale) en un point que 'on prend pour
origine. L'enveloppe de la normale aux points voisins de l'ori-
gine, X —x+ y'(Y— y) = o, est donnée par les équations

T+ y'2 1 a,

= z 4. .,

i

Y a a?

[+ y'? a
Yo y= gy .
¥ 2a

Les coordonnées du centre de courbure de cette enveloppe
correspondant au point x = o sont
a,y 1

X = Y=-—.

a3’ a
Les courbes de la famille

AX7m 4 BY" 4 GZm = o,

tangentes en M a une droite MT, lorsque m varie, rapportées
a la droite MT et & la perpendiculaire menée par M a cette
droite, ont pour équation (voir Bulletin de la Société mathé-
matique, Construction des rayons de courbure d’une
classe de courbes, t. XXXV, 1907)

_ (l—m)bay2+ (1—m)(b,m+b2)x

L
2 6

Y

Ainsi on a pour ces courbes

a=(1—m)b, ay= (1—m)(bym+ b%);
ay bym + by
@ (= myes’

I
X = 3=(1_—:—m—75'

Y=
L’élimination de m conduit a la parabole
(b1 +b)bY2=02X + b, Y,

dont I'axe est paralléle a la droite MT. RS

1882.

(1900, p. 572:)

Etant données deux paraboles focales l'une de U'autre



( 100)

dans lespace, la surface réglée engendrée par une
droite s'appuyant sur ces deux paraboles et paralléle a
un plan passant par ’'axe commun des paraboles est un
conoide droit. A. PELLET.

SoLuTION

Par L’AUTEUR.

Soient les deux paraboles

z=o, yi=apx;

y=o, z‘:—gpx_;_[;z;
focales des paraboloides

2 2
;%\%»%—22:4—')\:0.

Le plan my + nz— u = o, ou u est variable, paralléle a
I’axe commun des paraboles, qui est 'axe des z, coupe ces
paraboles aux points

u u?

3 =0 = — r = ~——-
' Y= 2 pm?’

u o 1 u? 2
& = = = rXr=— —( — — .
n Y ’ 2p \ n?

La droite qui passe par ces deux points engendre, quand «
varie, le conoide considéré. Il s’agit de montrer que le plan
mené par cette génératrice, perpendiculairement au plan
directeur my -+ nz=o, passe par une droite fixe. L'équation
de ce plan est

x Yy 3 1
0 m n o
u? u
—_— — 0 I | = 0.
2 pm? m
u? P

-+
2pn? 2
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Une transformation facile permet de I'écrire :

x Y 3 1
o m n 0
n?
P o 0 m?—+ n? | = O.
2
u? [ 1 I p u —u
2p \m? nt 2 m n

Divisons les termes de la derniére ligne horizontale par «,
et développons, en posant

u<1 |> P
v=—(—=+=)— =3
2p \ m? n? 2u

m? + n?
mn

il vient

pn?
o(—ny +msz)+ (m2+n?)x — — | =o.

2

Ainsi les génératrices s'appuient sur une droite perpendi-
culaire au plan directeur et qui rencontre 'axe commun des
paraboles en un point situé entre leurs sommets.

2056.

(1906, p. 575.)

Trouver le minimum de la plus courte distance des
cercles osculateurs aux sommets situés sur le grand axe
et le petit axe d’une ellipse, pour les ellipses ayant méme
cercle de Monge ou méme axe. A. PELLET.

SoruTiON
Par L’AUTEUR.
Pour Pellipse
zr  y?
Pl Y = 2 2
por Ry co el (ar> b),
la plus courte distance des -cercles de courbure au sommet
situé sur le grand axe et a celui situé sur le petit axe est

a & ("_'_b)'+(a_— ’g)’:d.

b a b
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Le rapport de d & la différence des demi-axes a — b,

d r b

= —

b— —_—
a— 1+ r 4+ ri4 (14 7)1+ 32 a

Ce rapport va en augmentant depuis 7 = o0 jusqu'd r=r1;
pour r =1, il est égal 3 3 —2y/2. Pour a%>+ b2 conslant, ce
rapport acquiert sa plus grande valeur pour a = b.

2062.

(1907, p. 95.)

Soit p un nombre entier qui divise l'un des nombres
p—t p=
22 41,2 2 —1et qul, écrit dans le systéme de numéra-
p-1_

|
s écrit dans

. . . 2
tion binaire, a n chiffres. Le nombre

le méme systéme, présente en son centre (n — 1) chiffres 1
encadrés de deux zéros, ou bien (n — 1) zéros encadrés de
deux chiffres 1. R. AMSLER.

SoLuTiON
Par M. A. GERARDIN.

On sait, d’aprés le théoréme de Fermat, que p doit étre
premier, puisque, d’aprés I'énoncé, il doit avoir n chiffres en
numération binaire; il doit donc s’écrire en numération
décimale

p=2t-14+hot4i,

h étant un entier, et (n —1) étant le- plus haut exposant du
développement décimal de p. Le nombre N = %(21)—1——1)

sera représenté, en binaire, par le quotient de 27-1- h 22
unités par un nombre de n chiffres, formé, en général,
d’unités et de zéros.

La démonstration semble difficile, d’'une maniére générale;
mais on arrivera facilement a des cas intéressants, en se don-
nant & et a.

Supposons ainsi

p=aot—3=on-lyon-ty .92
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Voici les premiers termes du développement décimal de N:

N = o2"—n—% 4 2"—2n—3 4 52"—2n—4

02" —3n—1 2P —3n—k 4 92"—in 4 o2"—hn—1 4 |

Le nombre des chiffres de N en binaire égale p — n; ce
nombre N doit étre formé en général de la maniére suivante :

N . ~+ 1 . ot s
a partir de la droite : L T chiffres différents, unités ou

zéros, puis (n—1) chiffres semblables au centre, enfin
P+

— n chiffres différents; le rang du premier chiffre du

centre est donné par 22"7'—3, et le dernier par 22""'—7—1,

Les solutions se partagent en deux groupes : celui ot N est
symétrique sera étudié dans la réponse 2063; les autres valeurs
de p premier donnent une solution a 2062.

Voici quelques exemples :

n=4, p=13 ou 1101, N =100111011;
n=>5, p = 11101, N = 1000110100 11110111001011;
n=~=6, p=28—3 =061t ou 1r1110I;
n=ag, p=2"—3=>509 ou 111111101,
p=19 donne = 11010 [11100101.

On pourra consulter le Sphinz-OEdipe, 1908-190g, articles
de MM. Ern. Lebon et A. Gérardin, p. 81-83 et g7-r12.

Les plus petites solutions sont : p =13, 19, 23, 29, 37, 41,
47, 53, 59, 61, 67, 71, 79, ... pour N dissymétrique en bi-

naire.
[

2063.
(1907, p. 95.)
. . . eP—1— ¢ .
p étant premier, chercher les nombres 5 qui,
écrits dans le systéme de numération binaire, présentent
une symétrie parfaite. R. AMSLER.

SoLUTION
Par M. A. GERARDIN.

Je ne puis donner qu’un trés bref résumé des résultats
obtenus, en disant quelques mots de cas particuliers.
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PREMIER cAS. — p premier en décimal et symétrique en
binaire :

1. Supposons p = 27— 1, formé, en binaire, avec n chif-
1 R A
fres 1. N = — [2P—1—1] sera, dans la méme numération, le
p

quotient de 2" — 2 chiffres 1 par p. Ce nombre N s’écrira donc
— 2

2n . A
avec chiffres 1 séparés chacun par un groupe de (n—1)

21— 9

zéros, le nombre étant entier, d’aprés le théoréme de

Fermat, pour n premier. On voit donc que :

Lorsque p = an— 1 est un nombre de Mersenne premier,
c'est-a-dire lorsque n = 2, 3, 5, 7, 19, 31, 61, 89, 107 et 127,
on aura une solution du probléme, et voici la liste des
douze valeurs minima :

p=3,7, 31, 127, 8191, 131071, 524 827, 2147483647,
2305843 009213693951, 618970019642690137 449562111,
162 259 276 829 213 363 391 578 010 288 127,

et
170 141 183 458 469231 731 687303 715 884 105 727.

Au centre, on voit, en binaire, un groupe de (n —1) zéros
encadrés de deux groupes de 1 unité.

1. Supposons maintenant p = 25+ 1. Pour que p soit pre-
mier, il faut que y = 2%; p est alors un nombre de Fermat.
On sait que 2%3+2 4 | est toujours composé, 5 excepté (Euler,
puis Aurifeuille), et que 22a+! + 1 est toujours multiple de 3.
On aura

22— g
=

ou en numération binaire le quotient d’un nombre formé
de 22" unités par un nombre ayant (2# — 1) zéros encadrés par
deux chiffres 1. Le nombre N cherché, symétrique en binaire,
sera, a partir de la droite, formé de 2% unités, puis de 2# zéros,
et ainsi de suite, périodiqguement. Le nombre des chiffres de N
ajouté a celui de p, écrits en binaire, est de 22+ 1; le
nombre des chitfres de p est 2%+ 1 et celui des chiffres de N
est donc 24 (22— — 1),
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Le nombre des groupes (de chiffres 1 et de zéros) qui com-
posent N est de (22“~%—1) et chaque groupe est formé de
2% termes, unités et zéros, successivement. Il y a 22*~#~1 groupes
de chiffres 1 et 22“—*—1— groupes de zéros intercalés.

On voit, au centre, 2" zéros encadrés de deux groupes de
2% unités. La solution p = 3 est déja connue.

Lorsque p = 22 + 1 est un nombre de Fermat premier, ce
qui a lieu pour u=o, 1, 2, 3, 4 ou bien p =3, 5, 17, 257,
65537, on aura quatre solutions nouvelles; il n’y a pas
d'autre solution pour p ayant en numération décimale
moins de cent vingt chiffres. Le nombre des chiffres de N,
en binaire, est successivement 1, 2, 12, 248, 65520, ....

III. Supposons maintenant p premier de la forme

22% - 9% 1
on aura
23427 __

T 2T

qui sera, en binaire, le quotient d’un nombre formé de
22% 4 9% unités par le nombre p formé de 2z —1 chiffres
ayant une unité au centre, une a chaque extrémité, séparés
par deux groupes de (z — 1) zéros intercalaires.

Le nombre des unités de ce numérateur est toujours le
double d’un triangulaire; le nombre symétrique N cherché est
formé par un premier groupe de x unités, puis 2z zéros, ceci
formant un groupe périodique a partir de la droite; le nombre
des chiffres de N sera 22 — 22— 22; le nombre des périodes
23 49T — oz

3x
x égal a un multiple impair de 3. Ceci nous donne une seule
nouvelle solution z = 3, p = 73; il n’y en a pas d’autre pour
p inférieur a un milliard. Au centre, 22 zéros encadrés de
deux groupes de x unités.

complétes sera » ce qui impose x = I Ou encore

IV. Supposons p premier, symétrique en binaire et infé-
rieur a 2000. Ceci englobe toutes les formes particuliéres
précédentes. Je trouve les seules solutions possibles suivantes :
p=3, 5,7, 17, 31, 73, 107, 127, 257, 313, 443, 1193, 1453,
1571, 1619, 1831 et 1879. En effet, ces nombres ¢’écrivent, en
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numération binaire :

11, 1ot, 11y, 10001, J¥I1llII, fOO100I, TXIIIIl, 1000000OI,
1oo1rtool, fiorfiorr, 10010101001 10 (10101 101,

11000100011, 11001010011, IIYOOTIOOIII, JIIOLIOIOILIY.

Parmi ces valeurs, il nereste & étudier que p = 107, 313, 443,
1193, 1453, 1571, 1619, 1831 et 1879. On sait, d’aprés le
théoréme’de Plateau, que tous ces nombres, écrits en binaire,
divisent des nombres formés entiérement d’unités; il reste a
vérifier que ces nombres remplissent les conditions du pro-
bléme spécial posé ici.

DEuxiEME cas. — Supposons maintenant p premier et
dissymétrique en numération binaire. Ayant trouvé une
solution pour p = 11 = 23+ 2! + 1, j'ai essayé la forme p pre-
mier égal a

Lol 23 95 4, 4 2273 H2x—1;
en écrivant
P=14+2(14 4416 +... .+ 22%-2)

=14 2(1 + u+ u4.. + us-t),
on aura
uxr —x 4% — 1 222+

=1+ 22— =142 n =
P u—1 3 3 ’

on aura p premier pour x =2, 3, 5,6, 8,9, 11, ..., ce qui
donne p =11, 43, 683, 2731, 43691, 174763, 2796203, ....
Ainsi
Jarerioy
5 —
N=2__ =
_1_(221'+1+ 1)
3
1 1
(23X +1-8) =23+
I e e i S SR + 23
T2l 23495 4 | 4 02034 9271

En numération binaire, N sera représenté a partir de la
droite par 1, puis o, ensuite (22 —1) unités, un zéro, une
unité, enfin un groupe de (22 — 1) zéros, ce groupe complet
étant périodique. N contient au centre (2 — 1) unités enca-
drées de deux groupes de 1 zéro.
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On voit ainsi, en passant, que
bz [ = (222+1 1) (224+1 4 1)
= (2224 92T - 024-1)
X (2301 — 9283 4934 ol 4-1),

ou encore

1
M,=21—1= §(2q+1+ 2914 4224 1).

La méthode la plus rapide pour vérifier la valeur de N en
numération binaire semble étre celle de la décomposition en
ses facteurs binaires de I'expression orP—1—1.,

Je n’ai pas trouvé d’autre valeur de p premier inférieur a
100 en numération décimale, symétrique ou dissymétrique,
N étant la valeur en numération décimale, et B en binaire :

p=3 N=1 B=1
5 3 I
- 9 1001
11 93 1011101
17 3855 111100001 111

Les trois autres solutions p = 31, 43, 73 donnent
N = 34636833, 102280151421 et 64689951820132126215
et dans l'ordre

B = 10000 10000 10000 10000 100007 .

La valeur binaire B pour p = 43 peut s'écrire

B = ouorziouorziouol,

u étant un groupe de cingq unités et z un groupe de cing
zéros.

Pour p = 73 enfin, B s’écrit
B = UZUZUZUZUZUZUZU,

U étant un groupe de trois unités, et Z un groupe de six
zéros.

La somme des unités du nombre B semble étre en général
un sous-multiple du nombre (p —1) écrit en décimal.
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On peut généraliser cette question. On a, par exemple, en
numération ternaire,

1
= —-(3r1—
» )
symétrigue pour p = 5, puisque N s’écrit alors 121,

2118.
(1909, p. Jou.)

L’équation x — e sin(m + z) = o peut s’écrire

x
sinx

m p+e m N
tang (zx+ — ) = tang —» ou p= .
2 p—e 2

Construire le lieu de Uintersection des droites menées
par les extrémités A et B du segment AB = e et faisant
avec ce segment respectivement les angles m et m + .

A. PELLET.
NotE (1)
Par L’AUTEUR.

L'identité des deux équations est facile a vérifier. Il en
résulte que si, sur le segment AB = e, on fait un angle égal
a m, et si 'on prend AM = p, I'angle AMB est égal a . Ce
fait m’a paru curieux, et avantageux pour le calcul de z,

. e . . .
p variant entre 1 et ——- Le lieu du point M lorsque m varie
sine

est tangent au cercle de rayon 1 aux points d’intersection
avec la droite AB, le centre étant au point A, et au cercle de

. . R ™
rayon I+ sine au point correspondant & m = ——e our
2 ’

lequel z = e.
2120.

(1909, p. 100.)

On donne une surface

X+Y+Z=l,

X étant fonction de la seule coordonnée x,Y de y, L de z;

(*) Voir solutions précédentes 1915, p. 573; 1916, p. 174.
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trouver les transformées telles que les systémes conjugués
se correspondent sur la surface et sa transformée. -
A. PELLET.
Note
Par L’AUTEUR.

Soient u et ¢ les paramétres de deux familles conjuguées sur
la surface X+~ Y+ Z =1;0na

g ! !
xllV xu xv
" ! !
Yue Yu Yo | =0,
L ! !
qu zu zV
et, en différentiant I'équation de la surface,

Xz, +Yy,+23,=o, X'z, +Yy,+2'z,=o0,
"

X'@y,—+ Y,}’;’w+ Lz, + X"z, 2, + Y'J’L}’L + 1"z, 3, =o.

11 en résulte que la derniére équation se décompose en deux
et 'on a
"

[ Y] (= — LA N <V ’ "l
xzuv""Y}’uvZ"uv'—oa Yxltxv+x.}/lt.y0+zzllzv—0'

Effectuons la transformation faisant correspondre a z, y, s
le point (&), ¥(¥), 7(3). Pour que u et ¢ soient les para-
métres de deux familles conjuguées sur la nouvelle surface, il
faut que le déterminant

’ " LA ’ J ’ " " !/ ! 14 " ” r !
oz, + ", YVyu.+Vyuye ¥ 3.+ 2.5
’ v ’ ’ r !

(P Ty q"}/u 7. zu
’ ' ’ / !

o'z, Yy Y3

f
e

Divisant les colonnes verticales par ¢, ¢', ' respectivement,
on voit que il faut et il suffit, pour que le déterminant soit
nul, qu'on ait

(?’/X’ U{IYI XIIZI

?lxﬂ = W = Xlzl'

Ces rapports doivent donc étre indépendants des variables
et'égaux a une méme constante p. Donc:

¢ =aX't, V=>56Y', Y = cl'¥,

a, b, ¢ étant trois nouvelles constantes.
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Soient, par exemple,

X =22, Y =2, 7 = 3%,

on aura
¢ = axt, Y= by, A =czb;
puis
b+ et Z+1
F=%T YT %wx0 ATy

si p# —1. Pour p = —1,
p=alx, Y=10bly, L =clz.

Soit encore
X = a2, Y = y?, 1=—3,

il viendra

a i+ _ _Ip/_l“'_‘

© = = ’
: I TR

=C23.

Les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux
surfaces.

2160.

(1910, p. 336.)

Appelons « cercle cylindrique » la courbe intersection

d’un cylindre de révolution et d’une sphére ayant son
centre sur le cylindre. Le rayon de cette sphére sera dit
« rayon du cercls cylindrique ».
. Etant donné un cercle cylindrique quelconque, montrer
qu’on peut lui inscrire une infinité d’hexagones gauches
dont tous les cotés aient pour longueur le rayon du cercle
cylindrique. Ce théoréme généralise la construction clas-
sique & l’hexagone régulier.

Plus généralement encore, étant donnés deux cercles
cylindriques égaux tracés sur un méme cylindre de révo-
lution, montrer qu’il existe une infinité d’hezxagones
gauches, dont tous les cotés ont pour longueur le rayon
commun des deux cercles cylindriques, et dont les sommets
se trouvent alternativement sur ces deux courbes.

R. BRICARD.
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SoLuTION
Par L’AUTEUR.

Je dirai que quatre points d’un cylindre Ay, A,, A;, A, sont
les sommets d’un parallélogramme cylindrique quand,
aprés développement du cylindre, ils deviennent les sommets
d’un parallélogramme. Cette relation géométrique peut étre
traduite symboliquement par I'égalité

A+ A3=A2+A5.

Cela posé, soient O, O, A, A, quatre points quelconques
du cylindre. Marquons successivement sur celui-ci les points
Az, Ay, A, .o telsque O A1 AR A3, O'AAzA,, OA3A LA, ...
soient des parallélogrammes cylindriques. Je dis que le point
A, se confond avec A;.

En effet, on a les égalités symboliques

A +A;=0 +A,,
Ag+A,=0"4-A;,
Az +A;=0 + A,
A+ Ag= 0"+ A,;,
As+ A= 0 + A,

On tire, par addition, des deux premiéres égalités,
A+ A, = 0 + O',
et des deux derniéres,

A‘-i— A-/ = O'—i—- O,
d’ou
A;=A,,

ce qui établit la proposition.

Supposons maintenant que O et O’ soient les centres des
sphéres contenant les cercles cylindriques égaux C et G/, et
que A, et A, appartiennent respectivement a ces deux cercles,
AyA, étant égal a leur rayon commun. On aura construit en
A;A2A3A, A5 Aq un hexagone gauche dont les sommets appar-
tiennent alternativement aux deux cercles, et dont tous les
cotés ont pour longueur le rayon commun de ceux-ci. Le
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premier sommet A; peut en outre étre pris arbitrairement
sur C.

La seconde partie de I’énoncé se trouve ainsi démontrée. La
premiére n’en est qu’un cas particulier, celui ou les deux
cercles cylindriques sont confondus.

2192,

(1912, p. 336.)

Déterminer un céne dont un plan cyclique est perpendi-
culaire & une génératrice et a la fois a une ligne focale

perpendiculaire a un plan tangent.
Kvrvue.

SoLuTION
Par UN ABONNE.

L'énoncé de la question 2192 n’est pas parfaitement clair,
Si le cone rapporté a son sommet a pour équation

o(z,y,3)=o0,

¢(x, y, z) désignant une forme quadratique homogene, il est
certain que les deux conditions imposées sont insuffisantes
a le déterminer. Il convient de supposer que le cone est rap-
porté a ses plans de symétrie, c’est-a-dire qu’il a une équation
de la forme

z2 oy 3
(l) ; -+ ~b—2— —_ -c-; = 0.

Soit S sa trace sur le plan de l'infini et G 'ombilicale; inter-
section commune de toutes les sphéres avec ce plan. Les plans
cycliques de (1) passent par les cordes eommunes 3 Seta G
et par suite la premiére condition revient a dire que le pole,
par rapport a Vombilicale, de I'une de ces cordes communes
se trouve sur S.

On sait que les focales d’un cone sont perpendiculaires aux
plans cycliques du cone supplémentaire. La trace du cone
supplémentaire de (1) sur le plan de linfini est la polaire
réciproque de S par rapport a I'ombilicale.

Soit = cette polaire réciproque. La seconde condition
revient a dire que I'une des cordes communes a C et a X est
tangente a S. )
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Ce qui précéde résulte de ce fait bien connu que les traces,
sur le plan de l'infini, d’un plan et d’une droite perpendicu-
laires sont pole et polaire par rapport a 'ombilicale.

Au point de vue analytique, les plans cycliques réels du céne
représenté par (1) ont pour équation

c? y%(a?— b?) — b2z2(a?+ c?) = o.

[’une des sécantes communes a S et a C sera par exemple

cyyar*—b2 —bzy/at+ c? =o,

et la condition pour que son poéle, par rapport a C, soit sur S
donne

(2) ct(a?— b?) — b*(a? + c?) =o.
Le cone supplémentaire de (1) a pour équation
atzt+ b2yr— ¢tz =o.
Les équations des plans cycliques sont
x2(at— b2) — 32(b2+ c?) = o;

celle de I'un d’eux sera

zya?— b? — 5y/b?+c? = o.
La condition de contact avec S donne
(3) a?(a*— b?) — c?(b2+ c?) = o.

Les équations (2) et (3) déterminent les rapports des coef-
ficients de I'équation (1) et par suite le cone qu’elle repré-
sente.

2208.

(1913, p. 288 ; 1914, p. 428.)

Si M est un point quelconque d’une conique dont A est
un sommet, « étant le centre de courbure répondant a ce
sommet, la tangente en M & la conique coupe la tangente
en A sur la perpendiculaire menée de o a la corde AM.

M. p’OcaGNE.

Ann. de Matheémat., 4 série, t. XVIL. (Mars 1917.) 9
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DEUXIEME SOLUTION
Par UN ABONNE.

On sait que si un cercle et une conique sont tangents, ils
sont homologiques. Le centre d’homologie est le point de
contact, I'axe d’homologie la corde commune opposée a la
tangente. Ici A est le centre d’homologie et la tangente AT
en ce point 'axe d’homologie.

Les tangentes au cercle et a la conique en deux points
homologues, c’est-a-dire en ligne droite avec A, concourent
sur AT ; ce qui démontre le théoréme.

Généralisation. — Si le cercle au lieu d’étre osculateur est
simplement tangent en A, ce point est toujours le centre
d’homologie. L’axe d’homologie est une droite perpendiculaire
a 'axe qui passe en A, par raison de symétrie. Soient B le
sommet opposé a A, B’ le second point de rencontre du cercle
avec AB. M et M’ étant deux points homologues, les droites BM
et B'M’ sont homologues et se coupent sur I'axe d’homologie.
De plus B'M’' et AM’ sont évidemment perpendiculaires.
Ainsi : Si Pon joint un point M d’une conique aux ewtré-
mités A et B d’un de ses axes, si l'on prolonge BM jusqu’a
sa rencontre avec une perpendiculaire a l’axe, la droite
abaissée perpendiculairement de ce point sur AM passe par
un point fixe de AB. .

Ce théoréme permet de construire par points une conique
connaissant deux sommets et un point de la courbe.

2223.

(1914, p. 336.)

Soient M et M’ les extrémités de deux diamétres conju-
gués, ¥ et ¥' les foyers d’une ellipse. Trouver le lieu du
point d’intersection de MF, M'F’' ou de MF', M'F.

T. Ono.

SOLUTION
Par UN ABONNE.
Soit
X? Y2
P

—I1I=0

I’équation de l'ellipse. x et y étant les coordonnées de M,
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celles de M’ sont

@ __ 7 Y’
a b

’

Nous choisirons les signes supérieurs. Le cas od I'on prendrait
les signes inférieurs se traiterait de méme.
Les équations des droites MF, M'F’ sont

X_ X—c¢
y  w—c’
aY  b(X+ec
bz~ —ay+bc

Les équations résolues par rapport & z et  donnent

x cY(aY+bX—bc) v cY(aY—bX —bc

a aYii b2Xt_— brer’ b 7 atyr+ 02X2— b2c?’

d’ott pour I'équation du lieu du point d’intersection des deux
droites MF, M'F',

c2yr(aY +bX —be)2+c2Y2(aY — bX — be2?)
—(a? Y2+ b2X2— b2¢2) = o.

C’est une courbe fermée unicursale du quatriéme ordre
admettant OY pour axe de symétrie. Les foyers F et F' sont
des points doubles, les tangentes a la courbe en ces points
sont des droites qui les joignent aux sommets du petit axe.
La courbe présente un troisiéme point double situé sur OY.

, be
Il a pour ordonnée -

Le lieu du point d’intersection des droites MF' et M'F
s’obtient en changeant dans I'équation précédente c en — c.

2224.

(1914, p. 336.)

Etantdonnés deuxtriangles ABC,A'B'C',si les paralléles
menées par A', B, C' respectivement & BC, CA, AB,
rencontrent les droites B'C, C'A’, A'B" en trois points
collinéaires, de méme, les paralléles menées par A, B, C
respectivement a B'C', C'A’, A’B’, rencontrent BC, CA, AB
aussi €n trois points collinéaires. N. ABRAMESCU.
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SOLUTION
Par M. T. Ono.

Soient D, E, F (1) les trois points collinéaires ou les
paralleles menées par A’, B, C' a BC, CA, AB rencontrent
B'C’, C'A’, A'B’. On peut concevoir le triangle ABC comme
formé par les trois diagonales du quadrilatére complet ayant
les cotés B'C’, C'A’, A’B’, DEF. Alors en prenant ABC pour
triangle de référence, on a

(DEF) la+mB+ny=o,
(B'CH) —la+mP+ny=aq,
(C'AY) lo—mB+ny=o,
(A'B") la+mfB—ny=o.

Soient maintenant D', E’; F' les points ou les paralléles
menées par A, B, C respectivement a B'C’, C'A’, A'B’
rencontrent BC, CA, AB; ona

, B Y _
(AD") cl+an+am—+—bl_0'

, Y a _
(BE) am—+6l Tbnxem "

. @ e _
(CF) bnxem T dxan

On voit donc que les trois points D', E', F' se trouvent sur
la droite :

« P v _
bn +cm ¢l + an am + bl

0.

Autres solutions par UN ABONNE et par M. J. LEMAIRE.

2233.

(1915, p. 54.)

Soient A'B'C’ les pieds des trois céviennes AM, BM, CM
du triangle ABC. Trouver U'enveloppe T' de U'axe d’homo-
logie A des triangles ABC, A'B'C' quand le point M décrit

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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une courbe . En particulier : 1° quand la courbe X est
une conique circonscrite au triangle ABC, T se réduit a
un point; 2° quand I est une droite, T est une conigue
inscrite au triangle ABC. Etudier la transformation MA;
3° quand la conique % est une conique variable d'un
faisceau passant par les points donnés A, B, C, D, la
-courbe T se réduit a un point qui décrit deux droites.

N. ABRAMESCU.

SoLuTION
Par uN ABONNIE,

Les cOtés du triangle A’B'C’ rencontrent les cotés corres-
pondants de ABC en trois points qui sont les conjugués
harmoniques de A’, B', C' par rapport aux sommets de ABC

situés sur ces cotés. Si

c’est-a-dire que ses coordonnées u, v, w sont

au=[v="yw.

Donc si le point M décrit une courbe f(x, B, 1), la droite A
enveloppe une courbe correspondante qui a pour équation

tangentielle
[ I
f —3 =y — ) = O.
u v ow

Depuis la création de la géométrie du triangle, la corres-
pondance entre M et A a été fréquemment rencontrée et
étudiée. Ces deux éléments sont dits harmoniquement asso-

clés.

Autre solution par M. T. Ono.

2234.

(1915, p. 54.)

De chaque point M d’une courbe (M), on abaisse une
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perpendiculaire MH sur une droite fire A; par le point H
on méne les paralléles HT et HN a la tangente et a la
normale en M a (M). Lorsque M décrit (M), ces deux
droites enveloppent deux courbes (T) et (N). Montrer que
les deux centres de courbure de ces courbes s’obtiennent
par la construction suivante : Soient | le point de ren-
contre des normales & (T) et (N) et A la projection sur A
du centre de courbure de la développée de M; A’ le symé-
trigue de A par rapport a 1. Les projections de A’ sur les
normales aux courbes (T) et (N) donnent les centres de
courbure cherchés (cf. Nouvelles Annales, juin 1913, ques-
tion 2207). F. BALITRAND.

SoLuTioN
Par M. R. Bouvaisr.

Prenons la droite A pour axe des x et soient
Zcose + ¥ sing —p =o,
— x sing+ ycosp —p' = o,

la tangente et la normale en M a (M),
La droite HT a pour équation

£ €0s9 + )y sing = p cos?g — p’ sinp cos g,
le rayon de courbure correspondant de (T) sera
Rr=(p+ p") (2sin29 — cos2o) — (p'+ p")sinv coso.
La droite HN a pour équation
—xsing 4+ ycoso = p'sin?o — psino cosy,
le rayon de courbure correspondant de (N) sera
Ryx=3(p + p")sinvcose + (p'+ p”)sin2g,
d'otr les deux relations
Rrsine + Ry cosg = ap, sino,

(Rt + p1) cosg — (Ry — pg) sing = o,

91 et p, désignant les rayons de courbure de (M) et de sa dé-
veloppée, d’ou la construction suivante : G, et G, désignant les



(119)

centres de courbure de (M) et de sa développée, la paralléle
a MH menée par C; coupe HN en B; prenons sur HN, le

point BD tel que HB = BD et menons par D la paralléele DA’

a Ox. Prenons sur HT un segment HE équipollent a G, Cy,
menons par E une paralléle a HN, prenons sur HN un seg-

ment HB' =— HB et menons par B’ une paralléle 3 HT; ces
deux paralléles se coupent en E’; la perpendiculaire a Oz
menée par E' coupe DA’ en A'; les projections de A’ sur les
normales a (T) et (N) donneront les centres de courbure
cherchés.

Si nous remarquons maintenant que les quadrilatéres
MC'HB’, C;C, E'B’ sont des parallélogrammes, nous en con-
cluons que les paralléles a MH menées par G et E' sont équi-
distantes de MH. Nous savons d’autre part que les normales
a (T)et(N)secoupent sur MH au point I tel que HI = p, sing;
la droite DA’ est donc la symétrique de Ox par rapport a I.
Donc si la projection de G, sur Oz est A, les trois points A,
I, A" sont en ligne droite et Al = IA’, ce qui démontre la pro-
position.

ANGIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

703 (4864, 176). — Déterminer des valeurs entiéres des
quantités z, n, r :
1° Telles que la somme

B+ (x+rP+...+[z+(n—1)rp

soit un cube;
2° Telles que cette somme soit le cube de x + nr.
B. BoNcoMPAGNI.

724 (1865, 141). — Etant donnés un point quelconque O et
la courbe d’intersection d’une sphére et d’une surface du
second ordre, le cone qui a pour sommet le point O et pour
directrice la courbe donnée coupe la sphére suivant une
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deuxiéme courbe située, comme la premiére, sur une infinité
de surfaces du second ordre.

Gela posé, on demande de démontrer que les axes de cha-
cune de ces nouvelles surfaces sont paralléles aux normales
qu’on peut mener en O aux trois anallagmatiques du qua-

trieme ordre, passant par ce point, qui ont pour focale la
courbe donnée. MouTARD.

729 (1865, 142). — Les directions des axes de la section
faite par le plan

Z cosa + ¥ cosf + zcosy = A,
dans la surface
Ax*+A'yr+ A3+ 2Bys +2B' 22z + 2B'xy
+2Cx +20y+2C"2+D=o,
sont données par les intersections du plan

z cosa +y cosP+ zcosy=o0
avec le cone .
(Acos?B+ A'cos?a —2B"cosacos B)(z?sin?B—y2sin?a)
+(Acos?y+A”"cos?a —2B'cosacosy)(zsin?a —a?sin2y)

+(A'cos?y+ A"cos?B—2BcosfBcosy)(y?sin?y — z2sin2B) =o.

J.~J.-A. MATHIEV.

ERRATUM.

1916, page 466, ligne g, en remontant, au lieu de indescriptible,
lire inscriptible.
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[R1e]
SUR LE MOUVEMENT DE LA MANIVELLE
ET DE LA TIGE GUIDEE;

Par M. n’OCAGNE.

Soit BB’ (fig. 1) une tige guidée, glissant le long
de Oz, dont I'extrémité B est reliée au bouton A de la

Fig. 1.

ol

B B

manivelle OA tournant autour de O avec une vitesse
angulaire © constante. Il s’agit de trouver le maximum
de la vitesse du point B. Ce probléme est résolu ana-
Iytiquement dons l'excellent Cours de Mécanique de
M. Lecornu (t. I, p. 182). Le savant auteur aboutil
(p- 183) & une ¢quation du troisiéme degré de forme
assez compliquée dont il indique, au reste, une solu-
tion approchée pour le cas, conforme aux dispositions
de la pratique, ot la longueur de la bielle atteint cinq
fuis environ celle de la mnanivelle.
Ann. de Mathemat., * série, t. XVIL. (Avril 1917.) 10
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Je me propose de faire connaitre ici une solution
géométrique du méme probléme qui, grace & un choix
différent de V'inconnue (l'inclinaison de la bielle au
lieu de celle de la manivelle sur la tige), aboutit a un
résultat de forme trés simple. J’emploie d’ailleurs les
mémes notations que M. Lecornu en posant

OA

UA\:—_“I', :\B:/, :ﬁ‘;—z

e, ABO =9
et représentant par ¢ la vitesse du point B.

Si on prend le centre instantan¢ I de AB, a la
rencontre de OA et de la perpendiculairve élevée en B
a OB, on a immédiatement, puisque la vitesse de A

est ro,

© 3

ro 1’
d’oft, st AB coupe Oy en H,
v = 0OH w,

résultat depuis longtemps classique. Puisque w est
constant, le maximum de ¢ a lieu en méme temps que
celui de OH, c'est-d-dire pour la position telle que la
différentielle d(H) du déplacement de H sur Oy
s'annule.

St la normale en LI au lien que décrit ce point
(perpendiculaire en H & O)') coupe en N la normale &
Penveloppe de AB (perpendiculaire abaissée de 1
sur AB), on a, en vertu d'une formule bhien connue,

dill) 1IN

d(A) ~ Al

ou, en remplacant d(A) par sa valeur rwdt,

QA TN

d(li)=_A_I_

w L.
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Tirons la perpendiculaire JK 3 O z. La figure OHJK
est homothétique de IBOH pour le pole A, le rapport

. L. . OA .
d’homothétie étant 3T Si donc nous menons OP

perpendiculaire & AB, puis KL perpendiculaire & Oy,
ces deux lignes, prises dans la premiére figure, sont
homologues respectivement de OH et HN, prises dans
la seconde, et nous avons

KL OA
N — AL’
ce qui montre que

d(1) = KL.w du.

On déduit immédiatement de i que Faccélération

. , {(H . e .
du point B, donnée par : ih )w, est dgale & KLw?,

résultat établi d'une autre facon dans mon Cours de
Géométrie de I'Ecole Polytechnique (voir notanmment
les Feutlles autographides de la deuxiéme division
1912-1913, p. 494). Mais, pour Pobjet qui nous occupe
ici, il suffit de remarquer que la position correspon-
dant au maximum de ¢, pour laquelle, nous venons
de le dire, d(H) = o est celle qui est telle que K1. = o,
c'est-a-dire telle que le point K se confonde avec le
pied P de la perpendiculaire abaissée de O sur AB.

Refaisons la figure dans cetie hypothése (fig. 2).
Nous avons immédiatement

Or

x P
BH = m) OH = ztangyo, HJ = & sintg,

2

e —
0J =Yy OH —HJ =aztangs 1+ sin*¢cos?e.
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L’égalité précédente devient done
sing /1 + sin?g costo = e,
sin?g + sin*o —sinfo = e?,

Telle est I'équation qui résout le probleme. II suffit
de remarquer que, si g, est Uinclinaison de la bielle

Fig. .
K%
H J
ANP
ki { a
0 B B

sur la tige lorsque la manivelle est perpendiculaire &
cette lige (valeur maximum de %), on a singy=e,
pour que cette équation prenne la forme peut-étre plus
frappante
sin2¢ + sin*g — sinfo = sin?o,.
Posant sin?e = 5 et sin®vy= 35, on voit que 'équa-
tion & résoudre pour avoir le maximum peut s'écrire

593 -

¢équation de forme tees simple dont il estaisé d'obtenir
(soit par les procédés dapproximation connus, soit par
nomogramme) l'unique racine comprise entre o el 1.

Pour avoir la valeur correspondante de ¢ donnée,
comme on la vu plus haut, par OHw, il suffit de
calculer celle de OH, donnée elle-méme par

OH = r tango.
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Tout revient donc & calculer x (c'est-a-dire OB de
la figure 2), en fonction de ©. Or, on a immédiatement

AB All BH
OB~ HI — OB=HJ’
ou
T
/ _ cosp
*r r+wzsinte’
d’ont

x = lcoso(1+sinty)
et, par suite,
OH = {(sin¢ + sin3¢).

[K'7c]
QUELQUES PROPRIETES METIHQIJES DES ‘FOYERS,
DES TANGENTES, ETC.;

Par M. F. GONSETH,

Assistant & PEcole Polytechnique fédérale de Zarich.

{. Les groupes de n droites, d’'un faisceau de
centre I, qui sont apolaires a une paire de droites d,
et d, du faisceau, forment une involution (systéme
lintaire de dimension 1). On les obtient tous en con-
sidérant d, et dy comme deux groupes de n droites
confondues et en formant le systéme linéaire que ces
deux premiers déterminent. Je supposerai, dans la
suite, que la paire d, d, est isotrope. On sait, en
pareil cas ('), que les paires qui lui sont apolaires
(ou harmoniques) sont rectangulaires.

(') LAGUERRE, Note sur les foyers ( Nouvelles Annales, 1853).
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L’involution des groupes apolaires & la paire d, d,
n’est pas modifiée par toute transformation projective
du plan qui laisse cette derniére intacte, d’apres ce qui
préctde. En particulier I'involution des apolaires a la
paire isotrope de F ne sera pas modifiée par une rota-
tion quelconque du plan autour de F. Par conséquent
les groupes de cette involution s’obtiennent par la
rotation de U'un d’entre euz (rotation réelle ou ima-
ginaire).

)autre part, un groupe g est univoquement déter-
miné par une des droites qui le composent. Soient d,,
dy, ..., dy ces dernicres (les indices indiquant Pordre
dans lequel elles sont rencontrées par une droite mobile
tournant dans un sens constant autour de F). Je fais
tourner le groupe & jusqu’a ce que d, vienne en d,:
le groupe dans cette nouvelle position fait encore partie
de 'involution et, comme il a la droite d, en commun
avec le groupe o primtf, il coincide avec celui-ci.
Done Pangle o, dy est égal & Pangle d, d,. En défi-
nitive :

Lincolution des groupes de n droites d’un fais-
ceau apolaires o la paire isotrope du faisceau est
Jormée des groupes quidivisentle plan en 2n parties
égales (involution absolue, du n'éme ordre).

2. Un foyer ¥ d'une courbe plane algébrique T,
de némc classe, est, par définition, a I'intersection de
deux tangentes isolropes. Or les groupes de n droites
conjuguées a I, autour de F, forment un systéme li-
néaire auquel on peut parvenir en considérant chaque
tangente comme un groupe de n droites conjuguées con-
fondues, et en formant le systéme linéaire de groupes
déterminé par ces n premiers. Par conséquent, d’apres
ce qui précede :
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La condition nécessaire et suffisante, sous forme
réelle, pour qu’un point ¥ soit foyer d’une courbe
plane algébrique I, de niéme classe, est que le sys-
téme linéaire des groupes de n droites conjuguées,
autour de F, contienne [’involution absolue de
niéme ordre..

Par commodité, je nommerai régulier tout groupe
d’une involution absolue.

3. Soit, réciproquement, g un groupe régulier de
ndroites; il admet la paire isotrope du faisccau comme
paire apolaire. Par conséquent les groupes, de n — 1
droites, polaires premiers des droites du faisceau sont
eux aussi apolaires & la paire isotrope, donc réguliers;
de méme :

Le groupe polaire, suivant g, d’un groupe quel-
conque de p droites est un groupe régulier den — p
droites (s'il n’est pas indéterminé).

De ceci résulte immédiatement :

SiPest un point d’ot les tangentes menées & une
courbe de ni¢me classe ', forment un groupe régu-
lier, les tangentes menées de P a la polaire mizte,
suivantT,,d’un groupe quelconque de droites par P
Sformeront, elles aussi, un groupe régilier.

Examinons particuliérement le cas ot n = 3. Deux
courbes de troisiéme classe, T'; et T, étant fixées, le lieu
des points, P, d’ou les tangentes a I'une et a I'autre
forment deux groupes apolaires est, comme on sait, une
courbe de troisiéme ordre, C;. Il est d’ailleurs facile de
s’en assurer : si un point M décrit une droite d, les
groupes de tangentes menées de M a T’y forment une
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série, d’ordre 3, de courbes de troisieme ordre (dégé-
nérées), et si M doit venir en un point P, il faut
soumettre les courbes de cetlte série @ une condition
linéaire, )

Je suppose que T, se réduise a trois points non en
ligne droite, A, B, C. La courbe C; passe alors par ces
trois points. Déplacons C jusqu'en C; C; devient Cj;
ces deux courbes ont en commun les points A et B, et
sepl autres. De chacun, R, de ces derniers, les trois
tangentes menées a I, forment un groupe apolaire aux
deux groupes RA, RB, RC; et RA, RB, RC/, c’est-
a-dire apolaire a la paire RA, RB.

Je suppose enfin que A et B soient les ombilics du
plan. D’aprés ce qui précéde, les trois tangentes menées
de RaT, forment un groupe régulier. Ces sept points
peuventétre tous distincts el réels,comme, par exemple,
dans le cas oi ['; est réduite & trois points. En défi-
nitive :

1l existe sept points d’oi les tangentes menées a

une courbe générale de troisiéme classe forment un
groupe régulier.

Par ces sept points passent une double infinité de
cubiques, qui coupent la droite de Dinfini suivant
un systéme linéaire, de dimension 2, de groupes de
trois points. Ces groupes sont tous apolaires au groupe
des trois points triples; les ombilics forment la paire
neutre. Par conséquent : Par ces sept points passent
trois courbes de troisieme ordre quiosculent la droite
de Uinfini; les trois directions d’osculation forment
un groupe régulier.

Nous avons vu plus haut que les coniques polaires,
suivant I'y, des droites passant par un point R sont
toutes vues de ce point sous un angle droit. Supposons
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que Uy se réduise aux trois points ABC. Soient A,,
By, G, les projections du point R depuis les sommets
du triangle ABC sur les cotés opposés, et Ay, By, G,
les harmoniques de A,, B,, G, suivant les paires de
sommets du méme triangle. [l n’est pas difficile de voir
que les coniques polaires (suivant notre T', dégénérée)
des droites passant par R forment un faisceau qui con-
tient les paires AA,, BB, et CC, comme coniques
dégénérées. Les cercles orthoptiques de toutes ces
coniques, en particulier, les cercles construits sur
AA,, ..., comme diamétres, passent par R.

Enfin, si le triangle ABC est équilatéral, tout point
du cercle circonscrit jouit des mémes propriétés.

4. Nous avons rencontré au paragraphe précédent
un systeme linéaire de groupes de trois points, de
dimension 2, sur la droite de l'infini, et dont les
ombilics forment la paire neutre. Ce -systéme peutl
étre examiné plus soigneusement. Je le projette depuis
un point arbitraire. D’apres ce qui précede, tous les
groupes de trois droites obtenus sont apolaires a
un groupe régulier; la paire isotrope est apolaire
a ce dernier et la paire polaire de toute droite d du
Sfaisceau est rectangulaire. Voici comment, d étant
donnée, sa paire polaire s’en déduit : solent d,, d,, d;
les droites du groupe fondamental régulier; les trois
paires formées d’une droite d; et de la symétrique de d
suivant d; ont mémes bissectrices; celles-ci forment la
paire polaire de «. On en déduit :

a. La somme algébrique des angles que forment,
avec une des fondamentales d;, une droite d et les

. . , ST
droites de son groupe polaire est égale a 3 (indé-

pendante de d).
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h. La somme algébrique des angles que forment
avec d; les trois droites d’un groupe du systéme est
égale & zéro.

Ce systéme mériterait donc le nom de systéme symé-
trique du troisiéme ordre, de méme qu'on nomme
involution symétrique (de second ordre) le systéme
des harmoniques 4 une paire rectangulaire.

Je veux maintenant faive voir que les directions
asymptotiques de toutes les cubiques qui passent par
les sommets, Uorthocentre et les trois pieds des
hauteurs d’un triangle, forment un systéme symé-
trique de troisiéme ordre.

Soient A, B, C, D les quatre sommets d’un qua-
drangle et L, M, N ses points diagonaux. Par ces sept
points passent une double infinité de cubiques qui
coupent une droite arbitraire, d, suivant un systéme
linéaire de groupes de trois points, de dimension 2. Je
me propose de rechercher la paire neutre de ce sys-
teme. Dans ce but, d’un point P quelconque, je méne
les tangentes aux coniques du faisceau passaut par A,
B, C, D. Les points de contact sont sur une cubique
(la correspondante de P) qui passe par P et les sept
points sus-mentionnés. (1l n’est pas difficile de voir
que toute cubiquc passant par ces sepl points peut élre
obtenue de la sorte.) Je suppose que P soit quelconque
sur d; deux coniques du faisceau touchent d, en F,
et Fy; ces points appartiennent & la cubique corres-
pondante de tout point de d et par conséquent ils
forment la paire neutre cherchée.

Si maintenant les quatre points A, B, C, D sont les
trois sommels d'un triangle et son orthocentre, les
points L, M, N en sont les pieds des hauteurs; si
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enfin « est a l'infini, les points F, et F, sont les
ombilics du plan, ce qui démontre I'affirmation.

Je nomme équilatére une cubique dont les trois
asymptotes forment un triangle équilatéral. Sur toute
droite le systéme des groupes de trois points conjugués
4 une cubique posséde une paire neutre. Cette paire,
pour une cubique équilatére, et sur la droite de I'infini,
est naturellement formée des ombilics. Elle est d’autre
part harmonique aux coniques polaires de tout point
de Ia droite de I'infini, qui forment donc un faisceau
d’hyperboles équilatéres. Les points-bases de ce fais-
cean sont les quatre pdles de la droite de I'infini. Par
conséquent :

Les quatre pdles, suivant une cubique équilatére,
de la droite de U’infini, sont les sommets et [’ortho-
centred’un (riangle.

5. Voici comment sera caractérisé le systéeme syme-
triqgue du néme ordre, c’est-a-dire le systéme linéaire
des groupes de n droites apolaires au groupe régu-

lierd, ... d,.
Tout groupe polaire est régulier.

Je nomme 2 I'angle dont doit tourner, dans le sens
positif, une droite arbitraire d, jusqu’a ce qu’elle ren-
contre une premiére droite fondamentale. d rencon-
trera une premicre droite de son groupe polaire apreés

une rotation de el

n -—

On en déduit :

La somme algébrique des angles que forment,
avec une direction fondamentale d;, k droites arbi-
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traires et les n — k droites de leur groupe polaire
. ’ \ T /- ,

mizte est égale a(n—1 — k) - (indépendante des k&

premiéres droites).

En particalier la somme algébrique des angles
que forment, avec une direction fondamentale,
les n droites d’un groupe est égale a zéro. En
d’autres termes, et en faisant usage d’une expression
due a Laguerre : Les groupes d’un systéme symé-
trigue ont une orientation nulle par rapport & toute
droite du groupe régulier fondamental.

Par les 2n points d'intersection d’une courbe de
ni¥me ordre el d’un cercle passent une infinité de
dimension N (n — 2) + 1 de courbes de n*"™¢ ordre.
On vérifie aisémenl que ces courbes coupent une droite
arbitraire suivant un systéeme linéaire de groupes de
n points, de dimension n — 1 seulement; la droite de
I'infini, en particulier, suivant un pareil systéme dans
lequel les ombilics forment une paire neutre et par
conséquent :

Les directions asymptotiques de toutes les courbes
de nitme opdre, qui passent par les points d’inter-
section de une d’entre elles et d’un cercle, forment
un systéme symétrique du nié¢™e ordre.

Le cas particulier ot n = 2 est bien connu.
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[K'1] .
SUR LE PROBLEME DE PAPPUS GENERALISE :
Par M. J. LEMAIRE.

Il s’agit du probléme suivant : Mener par un point

PN

de la bissectrice d’un angle XOY une droite sur
laquelle les cotés de Uangle, ou leurs prolon-
gements, interceptent un segment de longueur
donnée I. M. Joffroy a donné récemment (N. 4.,
1916, p. 168) une solution de cette question. En voici
une autre :

Supposons le probléme résolu; soit une droite pas-
sant en P, coupant OX en A, OY en B, et telle

que AB=1(; tracons le cercle passanten A et B et
ayant son centre 1 sur OP; il coupe les cotés de Langle
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cn A’ et B’ et la bissectrice en C et D. Les points O,
P, C, D forment une division harmonique, et st M est
le milieu de OP, on a

MO = MG.MD = MI — re,
rdésignant le rayon du cercle; d’ailleurs, si I'on
, o~
appelle w Pangle XOY,
AB {

2 = ———— =

LN w
«sinA\'B Cnsj

’

ces deux relations déterminent » et MO et conduisent
. . . . E /

a la construction suivante : sur OX prenons ON = =
la perpendiculaire en K & OX coupant OP en L nous

avons

OL = ! E N

2.CO08 —
2

menons en O une droite ON perpendiculaire i OP et

Fig. .
0 N

¢gale & OL, portons sur MP une longueur égale & MN,
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nous obtenons le point I; il ne reste plus qu’a décrire
la circonférence de centre T et de rayon r pour obtenir
les droites AB et A’ B’ symétriques par rapport & OP
et répondant & la question ; la discussion de cette con-
struction est des plus simples et conduit & la condi-
tion

/;zOPlang(-s-

I existe aussi deux droites passant en P, sur chacune

/\
desquelles I'un des cotés de I'angle XOY et le prolonge-
ment de l'autre interceptent un segment égal & /; la
construction est analogue & la précédente, mais tou-

jours possible.

[C2j]
SUR LE CALGUL APPROCHE DES QUADRATURES ;
Par M. J. HAAG.

1. Imaginons qu'on ait calculé une intégrale définic

14
l:/ f(z)de

par la méthode des trapézes, en prenant comme base
commune & tous les trapézes une quantité trés petite h.
Considérant cette quantité comme infiniment petit
principal, proposons-nous de Lalculer la partie prin-
cipale de Uerreur commise.

Soit (x, z + h) labase d'un des trapézes. L'erreur
cominise sur ce trapeze est, en deswnanl par F( ) une
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primitive de f(x),

e=F(xr+h)—F(z)— ? [f(x)+flx+h)]|=— ?;f”(x)—i—. coy

les termes non écrits étant de degré an moins ¢gal a 4.
L’erreur totale est

e:.‘.‘a:—;)‘f"(m)-*—
Un infiniment petit équivalent & e est donc
h3 h2 ”
= LS ) =— = Sk ().
19 192
Or, lorsque A tend vers zéro, X/tf"(z) tend vers
P
/ Sf(z) der,
tu

cest-ia-dire [7(b) — ["(a). 1l s'ensuit que la partie
principale de ¢, donc de e, est

he .
L1 —rw.

Si, & la valeur approchée caleulée I, on ajoute cette
quantité, wes facile & évaluer, Lerreur commise ne
sera plus que du troisieme ordre, au lieu d’étre du
second.

2. Supposons maintenant que I'intégrale 1 soit cal-
culée par la méthode de Simpson. L'intégrale relative
a intervalle (z, x + k) est remplacée, comme on sait,
par

h | 1
—élf(z)+4f<:v—i—-§) +f(r+/z)]-
I, errcur commise est

s:l’(x—q—l:)——l“(r)——,—; [f(f.r)+4f<.r ~]—;\) —i—f(..'rr:«h)] .
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En développant par la formule de Taylor, on trouve

. hs .
—— %)

que le premier terme non nul est 2880]‘ ().
L’erreur totale est donc un infiniment petit équi-
valent a

h* .

_ > (3

>880 ~ 1S ()

ou a

B ey de = — iy —
2850 J ' =~ 2880 Sr(a)]
Telle est la partie principale de l'erreur. Si on
I'ajoute a I'intégrale approchée I', Uerreur commise

n'est plus que du cinquiéme ordre.

CORRESPONDANCE.
M. G. Fontené. — Sur l'utilité des grandeurs
directives. — Dans la démonstration qu’il a donnée

des formules d’Euler d*= R2= 2R r, M. Gambiera eu
soin, pour ce qui concerne la formule d*=R*+ 2R,
de donner deux démonstrations : 'une en considérant
le centre du cercle exinscrit comme situé sur la bissec-
trice d’un angle du triangle, 'autre en considérant ce
point comme situé sur la bissectrice d'un angle exté-
rieur; cela est essentiel, en effet, pour établir la réci-
proque, le sommet A d’ou l'on part pouvant étre ou
n'étre pas, selon la position qu’'on lui a donnée,
sommet de ’angle du triangle dans lequel le cercle I
sera exinscrit. (V. 4., 1914, p. 366.)

M. Montel a donné (V. 4., 1915, p. 57) une dé-

Ann. de Mathémat., §° série, t. XVIL (Avril 1917.) 1
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monstration de la relation qui lie &, R et 7 dans le cas
du quadrilatére. Pour e cas ot le cercle I est exinscrit
au quadrilaicre ABCD, il existe les mémes raisons
d'établir de plusieurs maniéres la relation en question.

Il faut souhaiter que I'usage des grandeurs directives
fasse un jour disparaitre ces démonstrations multiples.
On me permettra de rappeler que, dans un opuscule
ayanl pour titre (réométrie dirigée ('), J’ai résumé ce
qu’il est essentiel de connaitre dans cet ordre d'idées.

M.R. Goormaghtigh. — Sur une question de Ciné-
matique. — Le théoréme énoncé par M. Faucheux
(Nouvelles Annales, 1915, p. 60) peut étre généralisé
ainsi :

St un mobile décrit une trajectoire plane de telle
Sacon que, pour chaque position, la droite qui divise
les deux premiers rayons de courbure de la tra-
Jectoire dans des rapports constants donnés con-
tienne 'extrémité de l'accélération, la vitesse ¢ est
liée au rayon de courbure s de la trajectoire par
une relation de la forme ¢ = as\/p =+ 3, ot a, B, %
désignent des constantes.

Dans le cas considéré par M. Faucheux, 8 est nul
et la relation entre ¢ et  a la forme ¢ = apt.

M. J. Lemaire. — Swr une Note de M. Barisien. —
Dans cette Note (1910, p. 460), I'auteur donne deuz
hyperboles pour le lieu des points équidistants de
deux cercle O et O'. Cela n'est vrai que pour deux
cercles extérieurs : ce lieu est le méme que le lieu des

(') Librairie Noay, 189;.
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centres des cercles tangents aux deux cercles, et sa
nature dépend de la position relative des deux cercles :

1° St les cercles sont extérieurs, le lieu se compose
bien de deux hyperboles ayant pour foyers les centres
O et ' des cercles donnés : pour 'une, I'axe focal est
égal a la différence des rayons; pour l'autre, & lasomme
des rayons. La premiére de ces hyperboles est le lieu
des centres des cercles ayant avec les cercles donnés
des contacts de méme espéce; la deuxi¢me est le lieu
des centres des cercles ayant avec les cercles donnés
des contacts d'espéce diflérente.

2° Si les cercles sont sécants, le lieu se compose
d'une hyperbole et d’une ellipse ayant O et O' pour
foyers, et passant aux points communs aux deux
cercles : I'hyperbole, dont I'axe focal est égal & la
différence des rayons, est le lieu des centres des cercles
ayant avec les cercles donnés des contacts de méme
espéce; Lellipse, dont 'axe focal est égal 4 la somme
des rayons, est le lieu des centres des cercles touchant
I'un des cercles donnés extérieurement, et l'autre inté-
rieurement.

3° St Lun des cercles est intérieur a lautre, le
lieu se compose de deux ellipses de foyers O et O’ :
I'une, dont l'axe focal est égal & la différence des
rayons, est le lieu des centres des cercles tangents
intérieurement & chacun des cercles donnés; l'autre,
dont l'axe focal est égal & la somme des rayons, est le
lieu des centres des cercles tangents intérieurement &
I'un des cercles donnés, extérieurement i I'autre.

4° S¢ les deux cercles sont tangents, le lieu se
réduit a la droite des centres et a une hyperbole ou
une ellipse suivant que les cercles se touchent exté-
rieurement ou intérieurement.
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Sil'un des cercles se réduit a un point, le lieu est,
comme on sait, une hyperbole ou une ellipse suivant
que ce poinl est extérieur ou intérieur au cercle res-
tant : les deux hyperboles ou les deux ellipses du pre-
mier ou du troisi¢me cas se confondent dans ce cas
particulier.

Si l'un des cercles devient une droite, le lieu se
compose de deux paraboles ayant pour foyer le centre
du cercle restant.

Dans tous les cas, chaque conique du lieu passe aux
points communs, réels ou imaginaires, aux deux cercles
donnés, méme si les rayons de ces cercles deviennent
nuls ou infinis.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1503.

(1883, p. 3i7.)

L’intégrale générale de ’équation

dm--1
dxm--1 —Zy =0
est donnée par la formule
A I i
¥ :2 A / e (x4 exlxy p¥frr 4 eafim—iey gy
<0

dans laquelle 8 doit étre remplacée par les m racines de
I'équation
0m—1=o0
CaTaLaN.
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SoLuTtiON
Par M. H. Brocarp.

D’aprés une Note Sur une classe d’équations différen-
rentielles, parue aux Bulletins de U’Académie royale de
Belgique, 1886, Catalan a déclaré avoir rencontré cette ques-
tion depuis quelques années, et c'est ainsi qu'il a été amené a
la proposer en 1884.

L’énoncé ci-dessus en est tiré a peu prés textuellement.

Ceci pourra donc servir de réponse provisoire.

Dans le méme article, Catalan a annoncé avoir recu de
M. de Tilly une lettre du 4 juillet 1886 lui affirmant qu’it
savait intégrer I'équation

m étant quelconque.
Jignore s'il en a été publié quelque démonstration.

.1510.

(1884, P. 495.)

~ La conique inscrite au triangle ABC touche les c6tés BC,
CA, AB aur points A',B',C'. Les milieux a, b, c des cétés BC,
CA, AB ont des polaires relatives a la conique inscrite; ces
polaires forment un autre triangle dont l'aire est égale &

Uaire du triangle ABC.
H. ScHROTER.

SoLuTION
Par M. R.-S. pE BEIRES.

En représentant par S l'aire du triangle ABC, et par = l'aire
du triangle formé par les polaires des milieux a, b,¢, on a
(SALMON, Sections conigues, p. 371-600) :

S=a b, tangé(z—— {5)tang§(ﬁ—-~()tang£(y—a),

_ a}bi(abc)
=~ % (aob)(boc)(coa)’

a; et b, désignant les axes de la conique inscrite; a, § et y
les angles exceutriques correspondant aux points de con-
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tact A', B', €', et (aob) l'aire du triangle qui a pour sommets
les points «, b et le centre o de la conique.

Mais on sait que

S = 4(abc),
a, b tang%(a — B) =4(aob),

.......... R R I I

donce
Cc. Q. F. D.

2235.

(1915, p. 85.)

Soient A, B, C, D les pieds des normales, issues d’un
point P, a une ellipse d’axes Ox et Oy. Les points B, G, D
et le point A', diamétralement opposé sur l’ellipse au
point A, sont sur un cercle dit « cercle de Joachimsthal ».
Démontrer que le centre de ce cercle peut étre obtenu par
la construction suivante : Soient 2 et § les points de ren-
contre de la normale en A avec les axes Ox et Oy, M le
point d’intersection des perpendiculaires élevées par ces
points aur axes, My le symétrique de M par rapport a O;
le centre cherché est le milieu du segment M, P.

Ce théoréme résulte de U'équation du cercle de Joa-
chimsthal mise sous une forme convenable. F. BALITRAND.

DeuxieME SoLtTioN (voir 1917, p. 37).
Par M. R. Bouvaist.

On sait que si le point P décrit la normale en A a I'ellipse
considérée, les cOtés du triangle CBD enveloppent une para-
bole (w) tangente aux axes Oz et Oy, la polaire réciproque
de cette parabole par rapport a I'ellipse donnée sera une hy-
perbole d’Apollonius (H), telle qu'il existera une infinité de
triangles inscrits a (H) et circonscrits a I'ellipse donnée (E).
Or (H) étant harmoniquement circonscrite a (E) et les asymp-
totes de (E) formant faisceau harmoniqué avec celles de (H),
il faut et il suffit, pour qu'il existe une infinité de triangles
inscrits dans (H) et circonscrits a (E), que le centre de (H)
soit sur (E). L’hyperbole d’Apollonius (H) relative a un point Q
est le lieu des points p tels que leurs polaires soient perpen-
diculaires & pQ; soit w le centre de (H), (H) passe par O
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symétrique de O par rapport a w, et Q sera la perpendiculaire
abaissée de O’ sur la tangente & (E) en w; si d’autre part Q
et Q, sont les projections de Q sur Oz et Oy, Q;Q, est un
diamétre de (H), il s’ensuit que Q, et Q, sont les points d’in-
tersection de Oz et Oy avec la normale 4 (E) en w. La corde
de contact de la parabole () avec Oz et Oy sera la tangente
en w a (E), le point w se confondra donc avec le point A" dia-
métralement opposé a A sur (E) et le point Q se confondra
avec le point M; de I’énoncé. Les tangentes a (E)en B, C,; D
se coupent sur (H) en B, v, 8, et les perpendiculaires abais-
sées de B sur CD, vy sur BD, & sur CD se couperont en (M,),
et les deux points P et M; seront deux points inverses du
triangle gya, le centre du cercle BCD sera donc le milieu

de PM;. Ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarque. — Nous pouvons énoncer la propriété sui-
vante :

Soient A, B, C, D les pieds des normales issues d'un
point P a une conique (E), A' le symétrique de A par rap-
rort au centre O de (E); la normale en A' coupe les axes
de (E) en aet B, les perpendiculaires élevées en ces points
auz axes se coupent en M, le cercle de Joachimsthal BCDA'
passe par les pieds des perpendiculaires abaissées de M sur
les tangentes a (E) en B, C, D.

2239.

(1915, p. 56.)

On donne deux points A, B, sur chacun des axes de
coordonnées rectangulaires.

Soient AM et BM deux droites menées jusqu'a l'axe
opposé et P leur intersection, de telle sorte qu'on ait la

relation

1 1
e e —

1 1
AP "PM T BP T PN

1 Démontrer que le lieu de P est une strophoide.

2° Les tangentes en A et Bsont paralléles a son asymp-
tote réelle.

3° Les tangentes menées de A a la courbe sont égales
a OA, O étant l'origine des coordonnées.
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i° L'aire de la boucle est représentée par l'expression

a—5b

a+b
—(a*—6a2b>+ b’*)'rtJ.

ah?

2(a?+ b2)

[4(a‘——b‘) + 8ab(a*— b)log

e Examiner le cas particulier oit a = b. T. Ono.

SOLUTION
Par M. R. Bouvaisr.

Prenons le point O comme centre d’inversion, la puissance
d'inversion étant K; soient A, B, P') M, N’ les inverses des
points A, B, P/ M, N.

1° Nous aurons

I _OA.OP' 1 _ OM.OP'
AP T KEAPT MP T KLLMD
d’ou
{1 OP'/OA'M'P'+OM.AP\ OP
AP T WP T “K“( AP PW )’ K PH,’

H, étant le pied de la perpendiculaire abaissée de P’ sur A'M’;
nous aurons de méme

1 0P

BP T NP~ K PH,

P'H,=P'H,;

N T : LN
or les angles P'M’A’, P'B’'M’ sont égaux a P’OA’, donc
P'M'=P'B;

le point P’ est donc a Pintersection du cercle OA’M’ avec la
perpendiculaire 3 OM’ au milieu p du segment B'M'. Soient
a le milien de OA’, § le milieu de OB’, w I'intersection des
paralléles & OA’ et OB’ mences par § et 2, C le centre du
cercle OA’B’, p’ la projection de P’ sur aw. Nous avons

OM'=22C, M'B'= 22C — OB/,

pﬁ’:aC—%’i, Bu=aC



et
: —: OA—0B"
Pp  =CA —Cp =aC + — s
4
d’ou
- i)
PIP!' —-—-‘L—A‘-éz —_ O_A—;—OB_-

Le lieu du point P’ est donc une hyperbole équilatére (H)
ayant pour axes wx et w8 et passant par A’, O, B'. Le lieu
du point P sera donc une strophoide ayant pour point
double O, les tangentes en ce point étant les bissectrices des
axes, passant par A et B, admettant comme direction asymp-
totique réelle la droite OD, D étant le milieu de AB, et ayant
pour sommet le pied S de la perpendiculaire abaissée de O
sur AB.

2° Dans I'hyperbole (H’) les tangentes en A’ et B’ sont anti-
paralléles a la tangente en O; dans la strophoide les tangentes
en A et B sont donc paralléles a I'asymptote.

3° Soient S| et S} les sommets de (H) situés sur l'axe
transverse w@, les longueurs des tangentes issues de B a la
strophoide sont les inverses des longueurs B’S}, B'S}; si S,
et S, désignent les contacts de ces tangentes, nous aurons

BS, = B'S| — o, BS,=B'S, — _
Si=BS 5057 =72 08,05,
d’ou
K2
BS;= BS; = o = OB.

4° Si nous prenons le sommet S de la strophoide pour ori-
gine, la droite orientée SO comme axe polaire, et si nous
posons

PONS
SO =d, DOS =6,
I’équation polaire de la strophoide sera

f—ow
2

.0+ w
sin
2

sin

p=d
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et 'aire de boucle est égale a

4 —w

sin?

a2 2
2 + w

dw

>

sin?
o

? . 0 .
=5 <1r cos20 4+ 2sin2BL tang- + 4 sin 6);
2

or, en posant OA = a, OB = 6, on a immédiatement

. { >
d=a‘/1(0059——5in—)>: b\/l<cos9—4—sing>,
2 \ 2 9 p) 2 2
d’ou
L b _ a—0b - a?b?
M T axro T ar+ 0

ce qui donne pour l'aire de la boucle

a—>b
a+b

— (a*—8abr+ b‘)ﬂ].

ab?
2(at+ 02)%

[_i(a’*—-b‘)—!— 8ab(a?— b2)log

5 Si OA = OB, Phyperbole équilatere (H) se réduit a ses
asymptotes et le lieu de P se décompose en la bissectrice
intérieure de 'angle OAB et en le cercle OAB,

2240.

(1915, p. 56.)

Des pieds des bissectrices intérieures, D, E, F, d’'un
triangle ABC, on méne les paralléles auxr cétés du
triangle; elles coupent BC, CA; AB respectivement en E,
et Fy, D, et By, Dy et Fy. Montrer que les droites AF,, BE,
et CD,, AE,, BD, et CF, concourent en deux points }, et J,
tels que la droite 3,1}, est perpendiculaire a la ligne des
centres des cercles tnscrit et circonscrit au triangle ABC.

V. ThEBsULT.
SoLuTion
Par M. T. Oxo.

D’aprés le théoréme de Céva on obtient immédiatement les
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deux points J; et J, dont les coordonnées trilinéaires sont en
rapport :
(Ji) b1 c, a;
(Ji) ¢, a, b$

ABC étant le triangle de référence.
L’équation de J,J, est

a B o
b ¢ a|=(bc—a?)a+(ca—0b)L+ (ab—c?)y=o0;
c a b

I'équation de la ligne des centres O et I des cercles circon-
scrit et inscrit a ABC est

o 8 v
cosA cosB cosC
|1 I t
=(cosB —cosC)a+ (cosC—cosA) B
+(cosA —cosB)y =o.

La condition de 'orthogonalité de ces deux droites est

D= 2(bc—a?)(cosB—cosC)
— = [(ca—b2)(cosA —cosB)
+ (ab— C2)(cosC — cosA)]cosA =o.

On la vérifie comme il suit :

D=(a+b+c)Z(b—c)(cos?A + cosA + cosB cosC)
=(a+b+c)E(b—c)(1-—sin?A +sinBsinC)

a+b—+c

=(a+b+c)S(b—c)+ £ (b—c)(bc—a?)

4 R?
b—c ¢c—a a—¥b
a+b-+c
= b c a
4
c a b
=o.
REMARQUE. — Soient D', E', F' les pieds des bissectrices

extérieures du triangle ABC et I', I, I" les centres des cercles
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exinscrits. En prenant les trois systémes des points D, E', F';
E, D', F'; F, D', E’, on obtient les poin;s analogues J, J,,
Ji, 33, ..., dont les rapports des coordonnées trilinéaires
sont :

Jy) b6, —e¢, a, Jy) e a, —b;
i) b, ¢, —a, (Jy) —e¢, a, b:
a7y —b, ¢, a, (33 e —a, b.

Ev les droites J', J,, J7, Ji, J{, )}, sont perpendiculaires

2

respectivement aux lignes des centres OI’, OI", OI".

Autre solution, par M. R. BouvaisT.

2241.

(1915, p. 142.)

Démontrer les formules algébriques suivantes entre les
distances respectives da, db, dc du point ¢ de Feuerbach
d’un triangle ABC, aux pieds A', B', C' des hauteurs AA’,
BB’, CC’" :

I()

I T 1 _ 1 2 1
dadb T abde Vdadac — r\R 7))

ret R désignant les rayons des cercles inscrit et circon-
scrit au triangle;

o
da _ de
sinBsinC(cosB — cosC) ~ sinAsinC(cosC—cosA)

de

~ SinAsinB (cosA —cosB)
V. THEBAULT.

SoLuTioN
Par M. R. BouvaisT.

1° Soient O le centre du cercle circonscrit, I le centre du
cercle inscrit; M. Thébault a démontré que les distances oA’,
¢ B, o C’ sont respectivement égales aux distances Ax, BB, Cy
des sommets A, B, G a la droite Ol (Nouvelles Annales,
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1910, p. 279); or

Al . C—R
da:Au:RU—IsmC2 B Al = .r R
s —
2
d’ou
R ol /(p—b)(p—c) a
a’a“E—rQi“C——B—Rr pp—a) c—b

2
1 (_)—1—2 ab(p —c)
dadb ~ Rirt p(c—b)(a—c)

d'ou
N !
aed da db
_(_)i2 ab(p-n)(b—a)—a—bc(p—a)(c—b)+ac(p—b)(a——c)]
TRz p(b——a)(c—-b)(a—C) .
_ O_IQ_er———R?_l 2 1Y
K= R~ r (R )
20
da Rl c—b\/ p(p—a) ___f_{_(p—a)(c—b).
P—6)(p—o) O a ;
or
24 02— 2 2__ o2
cosB — cosC — 22+ ¢ b  a’+b’—c
2ac 2ab
—e—blp—ajp,
- abc
d’otr
da:_R_(cosB—-cosC)bc,
Ol 2p
d’ol
da _ db
bc (cosB —cosC) ~ ac(cosC — cosA)
de R

= ab (cosA — cosB) = 2p.0l0°

Autres solutions, par M. T. Ono.
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2242.

(1915, p. 1.3.)

On donne un tétraédre ABCD et un point M. La paral-
lele menée par M & une aréte rencontre les faces qui ne
contiennent pas celte aréle auxr points P et ). Démontrer
que la somme des produits MNP .MQ pour les sixz arétes
égale la puissance de M par rapport a la sphére circon-
serite au tétraédre AB.CD.

Généralisation d’une propriété connue relative aw tri-
angle. V. THEBAULT.

SoLuTioN
Par M. R. Bouvaisr.

Prenons le point M comme origine d'un systéme d'axes
rectangulaires; si nous désignons par /lis, hg, h¢, hy les hau-
teurs du tétraédre, 'équation de la sphére circonscrite peut
se metire sous la forme

2 2

BC __CA_ AB
h|;/l(1') ~ h(;hA ST llA/IB o4
AD BD o
xt + =

4 gyt —rt=o0
hahy hyhy Y h¢hy ’

x, y, 3, t-étant les équations canoniques des faces opposées

aux sommels A, B, C, D; si 6y, op. S, Op désignent les dis-

tances de lorvigine aux faces, x, y, 3, t, la puissance de ce

point par rapport a la sphére a pour expression

—2 —n

—2 —2
) B sutet+ SA st AB Sau AD s
1 : 14+ —— 804+ ———— 840+ ——
( ke 4 cha T Rk AT Radp AP
2 —_—2

N BD . . . CD 53

oo - Y .

hy hp soD hehp con

Supposons maintenant la droite MPQ paralléle a AD, nous

aurons
op AD |

) MP = cosADHp ~ hp “p,

de méme
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—2

AD
MP.MQ = e

on en conclut immédiatement que la somme des pro-
duits MP.MQ relatifs aux six arétes est égale a l'expres-
sion (1).

Autres solutions, par M. R. GOORMAGHTIGH el par un 4bonné.

2247.

185, p. o1iia

On donne un cercle de centre O et de rayon a, et la car-
dioide, conchoide de ce cercle, par rapport & un point de
sa circonférence. On demande l’enveloppe d’un segment
de longueur constante, égale & a, dont les extrémités
décrivent respectivement la cardioide précédente, et un
cercle concentrique au cercle donné et de rayon double.

F. BALITRAND.
SorLuTioN
Par M. R. BouvalIsT.

Soient R le point de rebroussement de la cardioide, P un
point du cercle de centre O et de rayon @, M un point de la
cardioide situé sur RP, p un point du cercle de centre O et
de rayon 2a, tel que Mu = @, ou OP = Mp, PM = Op; RO
et Mu sont donc également inclinées sur O1; l'enveloppe
de My est par suite une caustique par réflexion du cercle de
ceatre O et de rayon 2a, les rayons incidents étant paralléles
a RO, c'est-a-dire une néphroide de Proctor (Nouvelles
Annales, 1915, p. 101).

Autres solutions, par M. J. LEMAIRE.
2248.
(1915, p. 144.)
On donne la chainette qui a pour équation
af¥ %
Y= - <e" -+ 8")
2

et l’on demande le lieu des foyers des paraboles tangentes
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a la chainette et admettant comme directrice commune
l'are des X. F. BALITRAND.

SOLUTION
Par M. H. BRrocaRrbD.

TAT' étant la tangente en A & la chainette de sommet S,
d’axe OS et de directrice Ox; soient ¢ I'angle AT», OB
I'abscisse du point A, et C la projection de B sur TAT'.

Le lieu des points C est la tractrice, ou courbe aux tan-
gentes égales, développante de la chainette. Ainsi,

BC = OS = const. = a..

Par définition, et en vertu de propriétés connues, la para-
bole de directrice OBz et tangente en A a la chainette ou a
la droite TAT' aura son foyer F :

1° Sur la droite AF symétrique de AB par rapport-a la tan-
gente ACT; )

2° Sur la droite BC perpendiculaire a la tangente en A.

Le point F(z, y) correspondant au point A(X, Y)rapporté
aux axes OBz, OSy, sera donc déterminé par les conditions

z =X — 2asing,

¥ = 2acosd,

avec
tango = av _ l(e%-— c~}>.
aX 2
Mais
(X—z)2+y*=4a
et
tangd = =—2.
& Y
On a donc
N o= iy
et

YT ryhat—y2 v —y?
Vie—yi (i _relen)
y 2

C’est I'équation du lieu (F), mais la description géométrique
de cette courbe se simplifie si I'on observe qu’elle est le lieu
des extrémités des tangentes CB a la tractrice prolongées de
la méme longueur CF de l'autre c6té du point de contact C.
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Le lieu (F) est donc la syntractrice asymptote a Oz et
ayant un tracé rappelant celui de la trisectrice de Mac
Laurin.

La syntractrice a été étudiée en tous détails, et M. d’Ocagne,
dans le présent Journal, en a exposé de nombreuses pro-
priétés géométriques (tangente, normale, courbure, rectifi-
cation, quadrature, etc.; 1891, p. 82-9o0 : Sur une courbe dé-
Jfinie par la loi de rectifiction).

Le lecteur voudra bien s’y référer.

La question 2248 ajoute a la géométrie de la chainette une
nouvelle relation entre cette courbe et la parabole.

On sait, en effet, que la chainette est la roulette du foyer
d’'une parabole donnée roulant sur I'axe des z; et que, si une
chainette roule sur une droite, une droite quelconque de son
plan enveloppe une développante de parabole (A. RiBau-
couRr, question 862, 1868, p. 191, résolue 1871, p. 327).

Si une parabole roule sur une droite, I'enveloppe de sa
directrice est une chainette (W.-H. Bgsanr, lbid., 1871,
p. 475).

Enfin, la syntractrice est le licu des foyers des paraboles
tangentes a la chainette et admettant la base de celle-ci pour
directrice (question 2248).

On pourra aussi obtenir I'équation du lieu (F) en défi-

//‘/'/T .
Y {
F S
C
P
0 B X

nissant simplement comme syntractrice lieu du point divi-
sant AC, dans un rapport donné, autrement dit, en partant de

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XVIL. (Avril 1917.) 12



I'équation de la tractice

2 Y2
X+Va2—Y2=alog%,

et I’on aura les relations

r—X=ya—Y:— /b2 — y?

ct pour le point F, il faudra prendre b — 2a.
Par conséquent, I'équation de (F) sera

20 + 4/;2-——}/2.

r+vViar—yr=aloy I

On vérifiera aisément I'identité des résultats ci-dessns.

Note. — Le sommet P de la parabole étant au milieu de
Pordonnée du foyer F, la courbe (P) sera une courbe affine
de la syntractrice (F).

Autres solutions, par MM. R. Bouvatst, J. LEMAIRE, ' Auteur et
un Abonne.

ANGIENNES QUESTIONS NON RESOLUES.

730 (1865, 142). — Supposons que so, sy, ... représentent
les sommes des puissances zéro, premiére, etc., des racines
de I'équation

n(n—iu) a

agx" + nay "t + g 3
1.2
n(n—1)(n—-=2
——( )(. )aax"—3+...=o.
1.2.3
Si
s S So Si S,
0 1 . ,
. < 0, b, 52 S3 >(),
S S,

Sz 53 Sb
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alors
(n—3al(aya, — jaja;+ 3a})—6(n — 2)(a}—apaz)>o,

et toutes les racines de la dérivée de l'ordre n — 4 de cette
équation sont imaginaires. MicnAEL RORERTS.

731 (4865, 143). — Démontrer qu’en éliminant f entre les
équations
4hlac — §bd +3c2)(bf — fce + 3 d?)
—{(af —3be+2cd)r=o,
3[a?(e?—df )+ 3ab(cf — de) + fjac (d?— ce)
+2b*(d*— bf )+ 5b2ce + 3¢t — 8bc2 d)
—(ae—4bd+3c2) =o,

on est conduit a I'un ou l'autre des résultats
(ae—4bd+3c2)3—a7(ace +20cd—ad?—cb2—c3)r=o,
a?(ae —4bd+3c2) —3(b*—ac)2=o.
MicnArL RoBERTS.

732 (1865, 143). — En posant

. H = a} —aa,,

I=a¢a,— fa;as;+ 3a},

J=ayaa,+ 2a1a,a3— aga? —ata,— aj,

K= j§(apay— jaa;+3a})ajas— faya,+ 3a})
—(ajas—3aja,+ 2aa;3)?,

L=a}(a} —asas)+3aya;(asas— aza,)
“+ fjagaz(al —asa,)+ 2a}(a} —a,ay)
+3atasa,+ 3ai —8a,a}a,,

démontrer la relation suivante :

atl?= 4H[H(I3—gJ2— 2IL — HK) + agJ (3L — 12)]
+ a2K(HI + apd) + al(12)2+2IL — I3).

MicHAEL ROBERTS.

774 (1866, 384). — Démontrer que si X} désigne le nombre
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de maniéres de décomposer un polygone convexe de m codtés
en n parties, au moyen de n — 1 diagonales qui ne se coupent
pas dans Pintérieur du polygone, on a

1 < m(m—+1)...(m+n—2)
n I, 2 ..., (R—1)

m —
XII -

% (m—3)(m—43)...(m—n—1)
1,2, ..., n—1 ’

PRouHET.

791 (1867, 48). — Si E(gq) désigne la partie entiére du
nombre g; py, Py, p3, ... la suite des nombres premiers 2, 3,
5,7, -+ Sjn la somme des produits j & j des n nombres 1,
2,3, ..., n; Fy(z) un polynome de degré w et a coefficients
entiers, on aura

(n+1)n(n—1)...(n—
Sjn= R
PYPTry -

JEDE, (),

I'exposant ¢ d’un- nombre quelconque p étant donné par la
formule
p=0

- J .
7= X F (P—npk
b== SYLVESTER.

805 (1867, 188). — On donne deux surfaces (S), (S'), la
premiére fixe, l'autre se rapprochant indéfiniment de celle-ci.
D’un point A de (S) et dans le plan tangent a cette surface on
méne des tangentes a (S'). Quelle est la limite des positions
de ces tangentes lorsque (S') tend vers (S), de facon que le
point ol (S') est touchée a chaque instant par un plan paral-
l¢le au plan tangent mené par le point A a (S) décrive une
ligne qui coupe cette surface sous un angle fini?

O. BonNET.

812 (1867, 288). — Si par 3 n — 1 points consécutifs sur une
courbe du troisiéme degré on fait passer une courbe quel-
conque du n**" degré, les coordonnées de I'intersection des
deux courbes seront des fonctions du degré (3n —1)? des
coordonnées du point de contact. SYLVESTER,



(157)

815 (1867, 288). — Pour qu’une surface du second ordre
soit transformée homologiquement en une sphére, il faut et
il suffit : 1° que le plan d’homologie soit paralléle a I'un des
plans cycliques de la surface (PoNCELET, Propriétés projec-
tives); 2° que le centre d’homologie soit un quelconque des
points de la conique focale située dans le plan principal
auquel le plan d’homologie est perpendiculaire.

L. Pamnvin.

852 (4868, 138). — Trouver les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les quatre racines d’une équation du qua-
triéme degré forment un quadrilatére inscriptible. Trouver la
surface et le rayon de ce quadrilatére. Darsoux.

858 (1868, 190) (1). — D’un point M dans le plan d’une
conique, on méne a celle-ci les deux tangentes MA et MB,
puis par M on méne une droite MC.

Aux points A et B on construit les coniques ayant quatre
points confondus avec la proposée et tangentes 2 MC.

Démontrer que : 1° ces coniques touchent MG au méme
point C; 2° que si I'on faisait tourner I'une d’elles de maniére
a la rabattre autour de MC du coté de la premiére, les coniques
ainsi obtenues auraient en ce point un contact du troisiéme
ordre, c’est-a-dire qu’elles auraient en G quatre points com-
muns confondus.

839 (4868, 190). — Démontrer la méme proposition pour les
courbes du troisiéme degré, lorsque M est sur la polaire d’un
point d’inflexion. A. RIBAUCOUR.

861 (1868, 190). — Soient (C) un cercle de centre O; OX un
diamétre quelconque. On prend sur OX une longueur OM sur
laquelle, comme diamétre, on décrit un autre cercle (D). D’un
point quelconque A de (C) on méne la droite AO qui ren-
contre le cercle (D) en un point B. Avec AB comme rayon on

(') La question 858 a été résolu (1869, 460).
On n’en reproduit ’énoncé que pour rendre compréhensible celui
de la question 859, restée sans solutions jusqu’a présent,
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décrit un cercle, dont le centre est en A; on effectue la méme
construction en chacun des points de (C).

Les cercles ainsi obtenus ont une enveloppe. Déterminer les
sommets de cette courbe.

Trouver la nature du lien de ces sommets, lorsque M se
déplace sur le diamétre OX. A. Riravcoun.

880 (1868, 239). — P étant le produit des entiers inférieurs
et premiers a4 un nombre N, la différence P —1 est divisible
par N lorsque N n’est ni premier, ni le double d’un nombre
premier, ni une puissance d'un nombre premier impair, ni le
double d’une telle puissance. L10NNET.

888 (1868, 335). — Démontrer, sans admettre aucun postu-
latum, que Vangle du quadrilatére ayant pour sommets les
milieux des distances du centre {’un quadrilatére régulier a
ses quatre cotés excéde les % d’un angle droit.

LIONNET.

895 bis (1868, 557). — Si deux triangles sont homologiques,
montrer qu'on peut faire passer par leurs six sommets une
cubique telle que les tangentes aux trois sommets de chacun
des triangles aillent concourir respectivement en un point
situé sur la courbe. SYLVESTER.

947 (1869, 277). — Ktant donnée la série
Co+Cyz+ Cyz2+. ..,

convergente pour une valeur finie quelconque réelle ou imagi-
naire de 3, on pose l'équation :

Co+ Cys +ngz+...=A,

A étant un nombre donné. Démontrer que la différence entre
deux racines quelconques 3; et 3, de cette équation est supé-

rieure 2 une quantité fixe qui dépend de A et des coeffi-
cients Gy, Cy, Cqy ... F. PiccroLi.

0967 (1869, 561). — THEOREME. — a étant un nombre en-
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tier positif quelconque, st l’on désigne par S, la somme
des résultats que fournit l’expression

[ti(@—1D)][ts(@a—1)—1][t3(@a—1)—2]...[th(a—1) —(n—1)],

lorsqu’on y remplace ty, tq, t3, ..., tp par tous les nombres
entiers depuis 1 jusqu’a p, avec cette restriction qu'on ait
toujours

Lh1 2 Lk et ti(a—1)>k—1,

alors on a l’tdentité suivante

S, S,
—+
p+1  (p+1)(p+2)
S;
- (P+1)(P+2)(P+3) -

S(a—r1)p _()“—l) Y
Ty (ap) \Ta '
DESIRE ANBRE.

999 (4870, 430). — S,, désignant la somme des puis-
sances m“me des racines de I'équation

Ajzt Ayt . o+ Ajyemit 4+ A+ Ay =0,

ot l'on a fait, pour abréger,
am— bm

Am= a—0b

’

on a, depuis m =1 jusqu’a m = n inclusivement
) )
S, =am+ bm,

On déduit de la que, a et b étant réels, I'équation consi-
dérée ne prut avoir deux racines réelles. S. ResLs.

1000 (1870, {30). — S,, désignant la somme des puissances
semblables des racines de 'équation

a(a +1)

" + axt—1 4+ xrn—3

a(a+1)(a—+2)
2.3
a(a+1)(a+2)(a+3)...(a+n—1)
-+ :
2.3.4...n

T34

:())
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on a
Sp=S8p-1=8p-2=...=8,=8;=—a,
a(a-+1)(a+2)...(a+n)
—a
2.3.4...n

Sn1=

On déduit de 13 que, a ¢étant positif, 'équation considérée
ne peut avoir deux racines réelles, ce qui s’accorde avec
I'énoncé de la question 776 (1866, 432).

Note. — Pour P'équation

-1 xn-r x

1
T4 —— A o T
1 P! (n—1)! n

= o0,

on a évidemment
Si=8=...= S,=o,

et 'on reconnait de méme que I'équation ne peut avoir deux
racines réelles, ce qui s’accorde avec la question 775 (1866, 432).
S. Reants.

1007 (4870, j79). — Par chaque point d'une surface du
second degré on peut faire passer deux cones de révolution
circonscrits a la surface. Ces cones se coupent suivant deux
coniques dont les tangentes au point considéré de la surface
sont aussi tangentes aux sections circulaires de la surface qui
passent par ce point. Les lignes de courbure qui passent par
le méme point sont les bisscctrices des angles formés par les
deux tangentes. EmiLe WEYR.

1008 (1870, i80). — Tout cube parfait différent de zéro,
augmenté de 1, 2 ou 8 unités d’un ordre quelconque, n'est pas
un cube parfait. MoreT-BLANc.

1015 (4874, 96). — Construire une surface gauche ayant
pour ligne de structure une courbe donnée, et pour cone
directeur un coéne de révolution, également donné.

Démontrer que si ouverture du cone varie, le paramétre
de distribution de chaque génératrice reste constant et égal
a ce qu'il est lorsque le cone directeur se réduit a un plan.

G. Fourer.
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[B12b,d]
SUR LA QUANTITE (DA)(BC) -+ (DB) (CA) + (DC)(AB)
ENVISAGEE DANS L'ESPACE ;

Par M..G. FONTENE.

Je reviens aujourd’hui sur un sujet dont je me suis
déja occupé dans ce Journal. Mon intention est surtout
de signaler ce qu'il y aurait a faire pour obtenir direc-
tement la propriété rappelée au n® 4 : on pourrait
trouser la Uorigine d’un nouveau calcul vectoriel.
Je donne ici, faute de mieux, une démonstration par
I'inversion qui a du moins le mérite d’étre sumple.

1. La notation (AB) désigne un vecteur, de sorte

que L'on a
(AB) = (OB) — (OA).

De quelque facon que l'on définisse le produit
(AB)(CD), si la multiplication est distributive, la

quantité

(DA)(BC) + (DB)(CA) + (DC) (AB),

dans laquelle les quatre points jouent le méme role, a
pour expression, quand on prend D comme origine,

— [(DB)(DC) — (DC)(DB)] —...—....

Si la multiplication est, en outre, commutative,
Ann. de Vatheémat., 4* série, t. XVII. (Mai 1917.) 13
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on aura lidentité

(1) (DA)(BC)+ (DB)(CA)+ (DC) (AB) = o.

2. Pour des points en ligne droite, il suffit de me-
surer (AB) par une quantité algébrique AB; on a
I'identité d’Euler. Pour un quadrangle plan, ou quatre
points dans l'espace, on peut considérer le produit
scalaire (1)

N
(AB)(CD) = AB.CD cosAB, CD;

la multiplication étant alors distributive et commu-
tative, on obtient l'identité connue

S
(2) 2 DA.BCcosDA, BC = o;

st deux des cosinus sont nuls, le troisiéeme est nul.
Cette identité peut d'ailleurs se déduire de la formule
connue

—a ——2 —  —— PN
(DB +CA ) —(DC + AB ) = —2DA.BC cosDA, BC.

3. Pour quatre points dans un plan, on peut encore
mesurer (AB) par une quantité 1maginaire AB.
Sotent z, 8, v, o, B/, v les arcuments des directions

)| |l y Moy g >

BC, CA, AB, DA, DB, DC; on a, par exemple,
BC = BC(cosz + isinz),
et U'identité fondamentale donne

DA.BC[cos(z+a') +isin(x+2)]+. ..4+...=o.

(') On donne souvent & ce produit le nom de produit geome-
trique; c’est un tort, et celle expression pourrait tout au plus
étre employée pour désigner le produit que nous appellerons par la
suite produit vectoriel.
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Les produits DA.BC, DB.CA, DC.AB mesurent
donc les cotés d'un triangle LMN, les directions MN,
NL, LM ayant pour arguments

a+ a2, B+ B, Y+
L’angle des directions NL, LM (angle extérieur du
triangle) a pour valeur, & 4 n¢ pres,
(Y —=B)+(y—B) ou (v—B)+(—8)
c'est-a-dire
’,/\\ //\ /\\ /\‘\
DB, DC + CA, AB ou DB, AB + CA, DC:

en ajoutant 27, on a donc pour l'angle intérieur du
triangle, & 4 nd pres
'€ 1 ’

o~ P N P
I'M, LN = DB, DC + AC, AB = BD, BA + Cm

et la structure de ces deux sommes est facile a saisir :
la premiére est constraite avec D) et A combinés avec B
et GG ou C et B, la seconde est construite avec B et C
combinés avec D et A ou A et D. On a ainsi un théo-
réme auquel on doit attacher le nom de Bellavitis,
encore que l'illustre auteur n'ait explicité 'énoncé que
dans des cas particuliers :

Dans un quadrangle plan ABCD, les produits
(3) { = DA.BC, m = DB.CA, n=DC.AB
sont proportionnels aux cétés d’un triangle LMN

dont les angles ont pour valeurs, @ des multiples
pres de quatre angles droits,

oS S PN T PN
LM, LN = DB, DC + AC, AB = BD, BA + (A, CD,
(4) { MN, ML. = DC, DA + BA, BC = €D, CB + AB, AD,
| NL, NM = DA, DB+ CB, CA = AD, AC + BC, BD
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Si le quadrangle est inscriptible, on a le théoréme
de Ptolémeée.
Le théoréme de Bellavitis s’obtient facilement pour
un quadrangle plan ABCI en faisant une inversion de
pole D; si L, M, N (fig. 1) sont les inverses des

points A, B, G, on a en effet, la puissance d’inversion
étant k2,
BC k2

- k2 _—
MN =& DB.DC ~ DA.DB.DC

= DA.BC, ...,

et, pour les angles, les formules ci-dessus. Avec la
figure donnée ici, on écrira de préférence
LN, LM = AB, AC — DB, DC,

N
ML, MN = BC, BA — DC, DA,

TN
NM,NL:@;_DA,D ,

)

I'angle DC, DA étant seul négatif.

4. Jai donné dans les Nouvelles Annales (189,
P- 407 et suiv.), I'analogue du théoréme de Bellavitis
dans le cas du tétraédre.
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L’angle résultant de deux angles (a, b) et (¢, d) est
P'angle (e, f) obtenu en amenant ces angles, par glisse-
ment dans leurs plans respectifs, le premier dans la
position (e, w), le second dans la position (w, f),
w étant I'intersection des deux plans prise dans un sens
arbitraire si 'on a égard seulement & la grandeur de
I'angle (e, f), et non & la direction de son plan comme
dans la théorie des vecteurs. Les plans des deux angles
étant orientés, si w est 'angle de ces deux plans, on a

cos(e, f) = cos(a, b)cos(e, d) — sin(a, b)sin(c, d)cosw;
st w est l'angle des demi-plans (w, ¢) et (w, f), 'un
des angles (a, b) et (¢, d) est négatif. Nous écrirons
(e, f)=1[(a, b)+(c, d)].

On a alors ce théoréme :

Dans un tétraédre ABCD, les produits
(5 1=DA.BC, m=DB.CA, »n=DC.AB
sont proportionnels aux cdtés d’un triangle LMN

dont les angles ont pour valeurs, a des multiples
prés de quatre angles droits :

L = [(DB, DC) + (AG, AB)] = |(BD, BA) + (CA, CD)],
(6) { M = [(DC, DA) + (BA, BC)] = [(CD, CB) - (AB, AD)],
N = [(DA, DB) + (CB, CA)] = [(AD, AC) + (BC, BD)].

Si Uon pouvait définir le produit vectoriel de
deuzx vecteurs dans Uespace de fagon que la multi-
plication fat distributive et commutative, c’est pro-
bablement ce théoréme que l’on obtiendrait comme
conséquence de Uidentité

(DA)(BC) + (DB)(CA)+ (DC)(AB) =o.
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5. Une inversion de piole D permet de démontrer le
théoréme en question. Si une sphére passant en A,

B, C coupe en L, M, N (fig. 2) les arétes DA, DB,

DC du téiraedre, comme les produits DA.BC, ... sont
proportionnels aux_eotés du triangle LMN, il faut mon-
trer que langle L, par exemple, est égal & l'angle résul-
tant dont on a écrit ci-dessus la définition. On peut,
pour cet objet, faire passer la sphére par le point D, et
Pangle L sera remplacé par l'angle des tangentes menées
en aux deux cercles S, ces tangentes dlant
D ] rcles DAB, DAC, g
mences & partir de D du méme coté de Paréte DA que
les triangles DAB, DAC : l'angle (Dy, DJ’) de ces
angentes doit étre égal & 'angle résultant.
tangentes doit g g
Considérons la figure 2, dans laquelle les droites o' o,
@8, y'y sont les traces, sur le plan tangent en D & la
sphére ABCD, des plans des faces du triedre D. Soient
es angles résultants
1 gl ltant

[(DB, DC) -+ (AC, AB)], [(BD, BA)+ (CA, CD)],

dont on ne sait pas a priori s'ils sont égaux. Pour
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construire le second de ces angles résultants, inter-
section des deux plans DAB et DAC étant DA, on
peut déplacer le point B sur 'arc de cercle ABD jus-
qu’a Pamener en D, déplacer le point C sur l'arc de
cercle ACD jusqu'a Pamener aussi en D : langle
(BD,BA) devient 'angle (Dv’, DA), l'angle (CA, CD)
devient angle (DA, D B), et Pangle résultant estainsi
langle (Dy/, D3), que I'on peut remplacer par 'angle
opposé (Dy, D). Cest le fait que 'on voulait établir,
du moins en prenant Pangle résultant sous la seconde
forme. Les trois angles résultants qui figurent dans
Pénoncé du théoréme sont égaux aux angles

(Dy, D), (D=, DY), (D, D)

situés dans le plan tangent en D & la sphére ABCD.
On a considéré seulement le second des deux angles
résultants écrits ci-dessus, eton 'a construitau point D,
ce qui a donné l'angle des tangentes Dy et Df'; on
aurait pu le construire en A et il est clair que 'angle
ainsi obtenu edt été égal & I'angle en D. Si 'on avait
considéré le premier angle résultant, on Paurait con-
struit en B ou en C. Que cet angle résultant svit égal
a lautre, c'est ce qui résulte du fait que le théoréme
dont il s’agit peut se démontrer par une inversion de
pole B aussi bien que par une inversion de pole D. Au
surplus, la démonstration directe est facile. Si l'on
envisage les quatre cercles DAB, DAC et BCD, BCA,
une inversion de pole D substitue & ces quatre cercles
les droites LM, LN, et la droite MN avec le cercle LMN :
I'angle des tangentes en A aux cercles DAB, DAC se
transforme en l'angle égal (LM, LN); l’angle des tan-
gentes en B aux cercles BCD, BCA, telles qu’on doit
les mener, se transforme en l'angle que fait le prolon-
gement de la droite NM avec la tangente en M au
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cercle LMN prise enavant de MN ; or, ce dernier angle,
ou mieux son opposé, est égal & Pangle (LM, LN).
Voiciune vérification: lorsque, laissant fixes 'aréte DA
et les deux plans DAB, DAC, on améne Bet Cen D
pour montrer que le second angle résultant est égal &
Pangle des tangentes en D aux deux cercles DAB
et DAC, le premierangle résultant se réduit également
a l'angle de ces tangentes, puisque, en méme temps
que les directions DB et DG deviennent Dy et DJ/,
Pangle (AC, AB) devient nul.

11.

6. On doiv appeler produit vectoriel de deux vec-
teurs (AB) et (CD) un vecteur OH dont la longueur

est mesurée par le méme nombre que le produit

/\
AB.CDsinAB, CD,

ct dont la direction est orthogonale aux deux vecteurs
donnés; si, par un point quelconque O, on méne les
vecteurs OB et O/ équip(v)lfems aux vecteurs AB
et CD, on peut dire encore que la longueur du vec-
teur-produit est mesurée par le méme nombre que
Paire du triangle OB'D’; quant au sens de ce vecteur-
produit OH, il est tel que pour l'observateur OH le
sens de circulation OB'D soit un sens déterminé.

Observons que, si l'on projette les deux vecteurs AB
et CD sur un plan parallele & chacun d'eux, en A'B/
et D', le produit

S
AB.CD sinAB, CD

représente le double de l'aire du quadrilatére ACBD.
Je rappelle que l'aire plane ABCDE. . L, quelle que
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soit la forme du contour ABCDE...L, est la somme
des aires algébriques

"OAB, OBC, OCD, ..., OLA,

le point O étant un point quelconque pris dans le plan
de la figure (Voir Géométrie dirigée, librairie Nony,

1897-)

7. Avec le produit vectoriel, la multiplication est
encore distributive; elle n’est plus commutative, le
vecteur-produit changeant de sens quand on change
P'ordre des deux facteurs. On a alors

ab — ba = 2ab,
et il arrive ceci :
1° L’expression
(DA)(BC)—+ (DB)(CA) + (DC) (AB)

n’est pas nulle;

2" Les quatre points A, B, G, D ne jouent pas le
méme rile, et U'on aura a considérer quatre expres-
sions de cette nature.

8. Soit un tétracdre ABCD. Le sens direct de rota-
tion autour d'un axe étant de gauche a droite, nous
supposons que le sens de circulation BCD est le sens
direct pour un observateur qui a les pieds sur le
plan BCD et la téte en A ; le sens de circulation ACD
(ordre alphabétique) est alors le sens rétrograde pour
un observateur qui a les pieds sur le plan ACD et la
téte en B; le sens de circulation ABD est direct...,
le sens de circulation ABC est rétrograde.... Le
nombre des points A, B, C, D étant pair, on aurait la
méme alternance de sens si 'on considérait, avec per-
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mutation circulaire, BCD, CDA, DAB, ABC. On peut

dire encore : le sens de circulation ABC étant rétro-

grade..., les sens de circulation DBC, DCA, DAB

sont directs. . ..

Nous aurons & considérer les expressions

(1) (AB)(CD) + (AC)(DB)+ (AD)(BQ),
(2) —[(BA)(CD)+ (BC)(DA) + (BD)(AC)],
(3) (CAY(BD)+ (CB)(DA) + (CD)(AB),
(4) —[(DA)(BC)+ (DB) (CA)+ (DC)(AB)],

relatives aux quatre sommets A, B, G, D. Nous pose-
rons, en écrivant ici X pour (A),

h=—(DA)(BC),
w=—(DB)(CA),
v=—(DC)(AB);

si A’A’", B'B’, C'C" sont les perpendiculaires com-
munes aux couples d’arétes opposées du tétraédre, les
points A', B/, (I étant sur les arétes issues de D, les
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vecteurs A, w, v sont dirigés suivant ces droites, et
orientés de A’ vers A", de B’ vers B’, de C' vers C,
puisque le premier, par exemple, est le produit
(AD) (BC); en désignant par V le volume du tétraédre,
les modules de ces vecteurs sont respectivement

6V 6V 6V

AAY BB O

Les expressions (1), ..., (4) sontalors, en changeant
Pordre des termes,

(1) A=, =,
(2) —A o+, —v,
(3) — A —p, v,
(4) A w4+ vy

sur les ardtes issues de A, par exemple, se trouvent les
points A/, B", (", et 'on considére dans Pexpression (1)
la somme de vecteurs orientés de A’ vers A", de B’
vers B/, de (' vers !, de méme que, dans P'expres-
sion (4), on considére la somme de vecteurs orientés

de A', B, (' vers A", B, (.

9. Nous allons rattacher les vecteurs &, p, v, liés
aux trois couples d’arétes opposées, a d'autres vec-
teurs o, 8, v, &, liés aux quatre faces du tétraedre.
Nous désignerons par « un vecteur perpendiculaire au
plan BCD, orienté comme I'indique la figure, c’est-
d-dire vers la région ol est A, et dont le module est le
double de l'aire du triangle BCD; on aura de méme
les vecteurs 8, v, 8. Les modules de ces vecteurs sont
respectivement

6V 6V
R Ry

e an
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On peut écrire

« = (DBC)=(DB)(DC)= (BC)(BD)=(CD)(CB),
B=(DCA)=(DGC)(PA)=(CA)(CD)=(AD)(AC),

= (DAB) = (DA)(DB) = (AB)(AD) = (BD) (BA),
—8=(ABC)=(AB)(AC) = (BC)(BA) = (CA)(CD).

On a alors
A=f+y=—(C+n2),
(5) p=y+a=—(6+f),
v=a+ B=—(8+7),

ce qui forme seulement quatre relations distinctes,
dont 'une est la relation bien connue

a+B+y+3d=o.
En effet, si Uon prend D comme origine, on a

— (DA) (BC) = — (DA) [(DC) — (DB)]
=(DC)(DA) + (DA)(DB);

en prenant B comme origine, on a de méme

—(DA)(BC)=—[(BA)— (BD)] (BC)
=—[(BA)(BC)~+ (BC)(BD)].

Si Pon écerit

(BC)(DA) = (BD) (BA) + (CA) (CD),
(DA)(BC) = (DB)(DC)+ (AC) (AB),

le mécanisme de ces égalités apparait nettement.
g
Des relations ci-dessus on déduit le systéme équi-

valent
A+ p+v=—23,
A—p—yv=—
(6) p—v 20,
— A+ p—v=—28,
—hA—p+v=—a2y,
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ou
— [(DA)(BC) + (DB)(CA) + (DC)(AB)] = — 23,
(AB)(CD)+(AC)(DB )+ (AD)(BC) =—2a,

Trois vecteurs \, ., v, dirigés suivant A’A", B'B',
C'C", orientés de A’ vers A", ..., et ayant pour lon-
gueurs

k2 k2 k2
AA"T BB T

onit pour somme le vecteur — 26, dirigé suivant la
hauteur issue de D, oriente' de D vers le plan ABC,

et ayant pour longueur 2 X Si lon change le sens

hk
des deux derniers vecteurs, on a pour somme
— 2a; etc.

10. On arrive directement 4 ce résultat en écrivant

— [DA)Y(BC) ...+ ...=(DA)[(DB)— (DC)] +...+...
= (DB)(DC) — (DC) (DB) +...4...

=2[(DB)(DC)+...4+...],
ou
At+p+v=2(+B+7)

Si ’'on ne veut pas supposer connue la relation
a+B+y+3=o,

qui est un cas particulier d’une relation générale rela-
tive & un polyédre quelconque, on peut établir comme
il suit I'égalité o + 3 + y= — 6. L’expression

— [(DA)(BG)+...+...]

a une valeur indépendante de la position du point D,
comme on le voit en évaluant les trois vecteurs (DA),
(DB), (DC) par rapport 4 une origine quelconque D';



(174)

il en est donc de méme de I'expression

(DB)(DC)+...+...,

et 'on peut I'évaluer en remplacant le point D par un
point D' du plan ABC; on voit alors qu'elle a pour
valeur — 3.

Jai proposé la démonstration de 'égalité
A+ p+v=—28

dans les Noucelles -Innales, en 1898; la solution pré-
cédente a été donnée en 1900, page 37, en supposant
connue la relation & + 3 4y =—3d.

I1. Les relations ()) peuvent étre élablies d'une
maniére qui en rend mieux compte que le procédé
employé ci-dessus. Les vecteurs B, v et X sont tous
trois perpendiculaires & Paréte DA transportons les
vecteurs 3 et ven A, et sotent 3y, v, les deux vecteurs
ainsi obtenus. Le vecteur $,, perpendiculaire au
plan DAGC, et dont le module est égal au double de
Paire du triangle DAC, est la résultante de deux vec-
teurs rectangulaires, 'un dirigé suivant A’A”; Pautre
perpendiculaire au plan DAA"; le vecteur vy, est de
meéme la résultunte de deux vecteurs, I'un dirigé sui-
vant A'A”, Pautre perpendiculaire au plan DAA". Les
deux vecteurs perpendiculaires au plan DAA" sont de
sens contraires et ont des modules égaux : ces modules
sont, en effet, les doubles des aires des deux triangles
obtenus en projetant les triangles DAC et DAB sur le
plan DAA", et ces deux triangles, de base DA, ont
méme hauteur puisque la projection de I'aréte BC sur
le plan DAA" est perpendiculaire & A’A", donc paral-
léle & DA. Restent donc les composantes des deux vec-
teurs 3, v, suivant A’A". Les modules de ces vecteurs
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sont les doubles des aires des triangles obtenus en
projetant les deux triangles DAB, DAC sur le plan
mené par DA perpendiculairement & A’A” : la somme
des aires des triangles ainsi obtenus, ou l'aire du qua-
drilatere DCAB, est précisément la moitié du module
du vecteur k. On a donc bien A = + Y-

II.

12. Dans la théorie des quaternions, I'élément fon-
damental est 'ensemble d'un nombre d et d’un vecteur;
Jai proposé (Enseignement mathématique) de don-
ner & cet élément le nom de scal-vecteur.

Le produit de deux scal-vecteurs est un scal-vecteur.
En particulier, le produit de deux vecteurs est un
scal-vecteur dont la partie scalaire est le produit sca-
laire changé de signe, dont la partie vectorielle est le
produit vectoriel; cela résulte de la formule

(ai+bj+cr)(af + b+ cp)

=—(ad +bb' +cc')+ (bc'—cb')i+...+....

Quand on change Pordre des facteurs, pour le pro-
duit de deux vecteurs, la partie scalaire ne change pas,
la partie vectorielle change de signe. On a donc

(AB)(CD) — (CD) (AB) = 2 x partie vectorielle de (AB) (CD),
sans partie scalaire. Si I'on écrit alors

—[(DA)(BC) +...+...]= (DB)(DC)— (DGC)(DB)

la partie scalaire est nulle; on réunit ainsi, sans
aucun avantage d’ailleurs,la démonstration de la
formule scalaire

/\
ZDA.BCCOSDA, BC = o,
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et la démonstration de la formule vectorielle
A+ p+4v=—23

I est procédé ainsi dans la solution citée & la fin du

n" 10.

13. En géométrie plane, avec deux axes Ox, Oy
tracés dans le plan, et un axe O s perpendiculaire au
plan, un vecteur a pour symbole a;+ b;; on a alors,
pour deux vecteurs AB et CD,

(aj+bj)(aj+ b)) =—(aa'+ bb') + (ab' — ba' )k,
ou
N
(AB)(CD) = — AB.CD cosAB, CD
S
-+ AB.CD sinAB, CD x £.

Ce produit complet, qui est un scal-vecteur, est
Jort diflérent du produit compleze

AB(cosx + sina) < CD(cosB + isinf)
= AB.CD[cos(a+B) + Isin(z + }) 1],
et c'est, je le répéte, l'analogue de ce dernier pro-
duit qu'il faudrait définir pour déduire d’une
identité de la forme

(DA)(BC) + (DB)(CA)+ (DC)(AB) = o

le théoréme du n® 4 qui est l'extension a l'espace
du théoréme de Bellavitis.

14. Je ferai, en terminant, la remarque suivante.
Le quotient de deux scal-vecteurs est défini par la rela-
tion

diviseur > quotient = dividende.

On peut représenter un scal-vecteur par le quotient
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de deux vecteurs, et cette représentation donne une
regle simple pour le produit de deux scal-vecteurs;
on a, en effet,

(0C) . (OB) _ (0C) ou (OB)X(OC)_<OC).
(OA) " (OA) — (0B) (OA) 77 (0OB) ~ (0A)

[K'1]
SECONDE NOTE
SUR LE PROBLEME DE PAPPUS GENERALISE;

Par M. Joseern JOFFROY,

Professeur honoraire.

Pour Tlintelligence des courtes observations qui
suivent, il est nécessaire de se reporter  l'article publié
par moi, en avril 1916 (p. 168-171), et a la figure qui
I'accompagne.

En supposant droit 'angle XOY = w et cherchant
OS = z qui déterminera la droite SS, = [ inscrite dans
I'angle et passant par le point P de la bissectrice dont
les coordonnées sont OA = a, OB = a, on obtient

(Ey) zt—2azd+ (22— 2)2*+2al22— a?l?=o.

~ Dans les Traités d’Algeébre on déclare que I'équation
(Ey) ne peut pas étre résolue par des expressions cal-
culables, et 'on cherche une inconnue autre que OS.
Je vais prouver que, en résolvant (E,) par la méthode
générale connue, on obtient ses racines sous une forme
permettant de les calculer et de les construire.

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIIL. (Mai 1917.) 14
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Pour résoudre
(F) X*+AX2+BX+C =o,
on a (voir I’Algebre de Briot)

X2+ pX +g=o, X?—pX +A+p?—g=o,
_pA+p)—B 1o g
q = 2p ) P =3,
B4+ 2A32+ (A2 —fc)zs —B2=o.

D'abord je mets (E,) sous la forme (F) en rempla-

cant z par X 4+ h = X + g; elle devient
Sat—4al?

2 _ o2
X‘+ux2+a(a2+lz)X+ 5 =o,

et I'équation en s devient

4 (a? —202)32+ (1Y —a*)z — a2(a>+ 12)2=o.

Le produit de ses racines €étant a?(a®- [2)*, jai
I'idée de mettre a la place de 5 le facteur a?-+ {2, et
je constate que I'équation est satisfaite. La somme des

deux autres racines est
22— at— (a?+(2) = 12— 2a?;

leur produit est
a?(a+ (2)?
2 = a?(a+ 1?);
at+ (2 (a+2%);

elles valent donc
B—oar+ /I —8arl?
2

Pour 5 = a?+ 3, jai
pi=3, p=tya+ B
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Je suppose p =+ \/a2+ 12; g est alors déterminé,
et je résous les équations

r’+pxr+q =o, r2—pr+ A+ p*—qg=o0

dont les racines X sont celles de (E,).
Celles de E, sont donc

zr =X +

vl

Théoréme relatif au probleme tout a fait géné-
ral. — Le point P quelconque dans 'angle XOY = o
a pour coordonnées OA =a, OB=10; SS'=1/est la
droite qu’il faut inscrire.

Je cherche AS =z, BS, =y :

La figure donne ,

y+b x+a
b~z

(y =02+ (x+a)—a(xz+a)(y +b)cosw = 2.

Eliminant ¥, ] obtiens

(J) *+2(a—beosw)zd+(a?+ b2— jabcosw — I2) x?

+2ab(b —a cosw)x + a2b?=o.

Soient S, §', 8", §” les points des quatre droites {
(inscriptibles dans XOY) situées sur OX : les valeurs
de z, racines de (J), sont celles de + AS, + AS/,
— AS’, — AS" : leur produit vaut 2 b2, dernier terme
de (J), il ne change donc pas quand [/ change, ni la
somme des produits de trois de ces longueurs, laquelle
vaut — 2 @b (b — a cosw), ni la somme de ces longueurs
qui vaut 2(— a + bcosw).

Soient S,, S, S|, S| les points des quatre droites {
mscrites qui sont sur OY : leurs distances au point B
de OY donnent lieu aux mémes propriétés ci-dessus,
Leur produit est le méme quelle que soit la grandeur



( 180)

de ; de plus, il est égal au produit ci-dessus, égal &
a*b?, ce qui est remarquable (on voit bien que I'équa-
tion en z devient I’équation donnant ) si 'on change
zeny,aenbetbena)

CORRESPONDANCE.

M. F. Balitrand. — 4 propos d'une question de
Cinématique. — La question de cinématique posée
par M. Faucheux (N. A.. 1913, p. 60) renferme
dans son énoncé une petite inexactitude due a une
transposition des cas particuliers Let 1. C'est ce qui
nous a poussé¢, en méme temps que I'intérét propre du
probltme, & en donner la solution ci-dessous. Nous
conservons les notations de M. Faucheux.

Soient de plus O un point de la trajectoire T et OP
P'accélération en ce point. Les composantes de OP
suivant la tangente et la normale en O & T sont

dy p?2
()A:V‘—i;, OB~—P—'

Les triangles semblables OCM, OBP donnent
CM _ 0C.

BP ~ OB’
et puisque, par hypothése,
CM —_—nCC,:np,zan—i (n = const.),

on a

)

do dv
n —
v

—P-z:
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d’out
v=Con.

La réciproque se démontrerait en reprenant les
calculs précédents en sens inverse.

Cas particuliers. —— n =1 :
s ds
V——E—szc—e—- (r.—cdt)-
n=-—1. — L’aire infinitésimale balayée par le

rayon de courbure est égale &

I I
ds=-pds=-qpvdt=—cdt
2 2
1
nzi;lu — On a
ci
v2=c2p et p2—=

Il existe des courbes pour lesquelles les droites
issues de leurs points et divisant dans un rapport cons-
tant les rayons de courbure correspondants de la déve-
loppée passent par un point fixe. Ce sont les courbes de
Cesaro quirenferment comme cas particulier les lignes
de Ribaucour et les spirales sinusoides. Elles com-
prennent aussi les coniques a centre, puisque (théo-
réeme de Mac-Laurin) les diamétres des coniques
divisent dans le rapport % les rayons de courbure cor-

respondants de la développée.

On est donc amené & se poser le probléme suivant :
Un mobile décrit une courbe de Cesaro sous ’action
d’une force passant constamment par le pdle,
trouver la lot de cette force. Dans le cas des coniques
A centre, la force est proportionnelle au rayon vecteur,
résultat bien connu.
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M. R. Goormaghtigh. — Sur une égalité d’arcs.
— MM. R. Bouvaist et . Lebesgue ont signalé (V. 4.,
1916, p. 319, 357) des théorémes généraux renfermant
comme cas particulier une proposition concernant
I'équivalence des arcs d’une ellipse et d’un limacon
de Pascal, que M. Barisien avait démontrée (1910,
p- 225). Le théoréme général suivant renferme aussi
cette propriété :

Les arcs de la développée intermédiaire d’indice A
d’une courbe G d’équation intrinséque f(s,p)=o0
sont égaux aux arcs correspondants de la courbe C

d’équation cartésienne f [% (1 +Nx, (1 + );)y] —o.

Sil'on prend comme axes mobiles des x et des y la
tangente et la normale en un point M de G, et si ¥y
désigne le centre de courbure de C en M, on voit faci-
lement, au moyen des formules de Cesiro, que I'élé-
ment d’arc du lieu du point qui divise My dans le
rapport de 1 & X est

(1) : V(hds)*+(dp)2.

1+ A

En faisant correspondre au point (s, ) de G le point
de (I quia pour coordonnées ks : (1+A)et o: (1+A),
on voit que 'expression (1) est aussi I'élément d’arc
de €', ce qui démontre le théoréme.

En particulier, si Uon considére comme courbe C
une cycloidale, on retrouve le résultat obtenu par
M. Lebesgue (19106, p. 358), notamment que la recti-
fication des cycloidales allongées ou raccourcies (tro-
choidales) se raméne aux intégrales elliptiques. 1l
résulte, en effet, de I'équation intrinséque des cycloi-
dales que (' est dans ce cas une ellipse; d’autre part,
les développées intermédiaires des cycloidales sont
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des trochoidales de méme module. D'une maniére plus
précise, on déduit facilement des considérations qui
précedent la proposition suivante, d’ailleurs connue
|voir A. Gos, Rectification des épitrochoides (Mém.
de la Soc. des Sc. de Liége, 1902)] :

Si l'on considére d’une part une trochoidale de
module n, roulette d’un point li¢ a un cercle de
rayon r situé a une distance h du centre de ce
cercle, et d’autre part Uellipse de demi-axes r + h.
et r—h,un arc de la trochoidale vaut »(1+ n) fois

l'arc correspondant de l'ellipse.

Pour n =1, on retrouve le cas du limacon de
Pascal.

M. R. Goormaghtigh. — Sur lorthopile. — La
propriété du point de Feuerbach signalée par M. Thé-
bault (V. A.] 19106, p. 499) peut étre généralisée de
la maniére suivante. Sur un diamétre quelconque ¢
du cercle circonscrit & un triangle, il y a deux pointsI,
et I, symétriques par rapport au centre du cercle cir-
conscrit, tels que les droites qui joignent les sommets
du triangle aux projections ay, 3,, 7y et as, B2, y2 del,
et I, sur les cotés correspondants soient concourantes
en des points J; et J,. Nous avons montré (Journal de
Vuibert, 1913-1914, p. 110) que les coniques I, et Z,
qui touchent les colés en ay, 3, vy et en ay, B, V2
passent par l'orthopéle de ¢. Les points d’Hamilton
correspondant & 1, sont les intersections des cétés cor-
respondants du triangle o3,y et du triangle formé
par les milieux des cotés du triangle fondamental. On
a alors la proposition suivante :

Le triangle formé par les points d’Hamilton cor-
respondant au point 1, est circonscrit au triangle
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JSfondamental et homologique & ce triangle; l'axe

d’homologie est la tangente a la conique Z, en
Uorthopdle du diamétre 3.

Cette tangente est la transversale réciproque de la
droite qui joint I, au centre de gravité du triangle.

M. E. Jacquet. — Sur le probléme de Pappus gé-
néralisé. — Voici une autre solution de la question,
traitée dans ce journal par M. Joffroy (1916, p. 168) et
par M. J. Lemaire (1917, p. 133) :

Le probléme revient ¢videmment & construire un
triangle OAB (') dans lequel on connait la base AB=/,
Pangle opposé AOB = w et la longueur de la bissec-
trice OP =d. Sur AB comme corde je décris I'arc
AKB du segment capable de l'angle w. La bissec-
trice OP passera par le milieu I du second arc AB.

Or 10 —IP =0P =d et 10.1P —IA". Nous sommes
donc ramenés i construire deux longueurs, connaissant
leur différence et leur produit. La circonférence décrite
de I comme cenlre, avec la plus grande de ces lon-
gueurs comme rayon, coupe la premiére au point O
cherché : le rayon de ce cercle est évidemment supé-
rieur & IA.

La discussion est immédiate. La condition de pos-

ey, . { ®
sibilité est : OP S K(C, ou dé—cut:, ou enfin
5 p
w
{2 2d tang —-
- 2
Le point de rencontre P’ de la deuxiéme circonfé-
rence avec le prolongement de AB donne lieu 4 un

deuxiéme triangle AO'B qui fournit les solutions de
seconde espéce. Celles-ci existent toujours.

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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M. N.-N. Parfentieff (Kazan). — Sur quelques for-
mules asymptotiques. — Clest un fait trés connu que
la notion arithmétique de I'intégrale peut conduire &
un grand nombre de formules, exactes, ou quelquefois
asymptotiques. La présente remarque a pour objet
d’attirer l'attention du lecteur sur une série de ces
formules asymptotiques.

La source de nos formules sera 'intégrale

1
(1) f zP logx dk = — d
0

D’autre part, arithmétiquement, on a

I . < 1 /h\P A
~ G =t B 5 (5) es (1),
k=1

et par suite, asymptotiquement, nous avons le droit
d’écrire (')

1 A 1
i 2 hlos (1)~ = e

n
1 ) 4
P ., aP o3P y - ‘I“*”“IIPH ‘2:1"’)
(2) 117 02P 33P0 et e n

formule asymptotique dont nous pouvons déduire une
> 2. . ’ " . v . . .
foule d’égalités arithmétiques asymptotiques.

Par exemple, en posant dans la formule (2), p = o,
nous arrivons a la formule célébre de Stirling

1.2.3...n=n'!~e"nn,

Ensuite, en posant p =1, nous avons

S 1,,,(,+‘>
(3) 1.22.3%. . .nt~ve b .n2 n/,

(') Nous employons le sighe ~ pour I’égalité asymptotique.
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Dans notre Livre Etudes sur la théorie de la
croissance des fonctions publié en langue russe,
nous avons donné la formule asymptotique suivante
qui est une généralisation de la formule de Stirling :

n* n?

I(1).T(2)...T(n+1)~ (YVar)n.e 2.n2.

En la comparant avec la relation (3), nous voyons
qu'asymptotiquement
1
R . . —Znt
F(1) T(2).T(3)..T(n+1)~1.22.33 4%, ..nr.e *
ou
S g
7,201 30-2 4n=3_ _ (n—1)'.n~11.22.33.4%. ..n"e ¢
¢’est-d-dire
11.92,33 44, .n» %n’
P pn=t 3= 0 (n—)2. e ~e

Toutes ces formules, malgré leur simplicité, peuvent
avoir des applications dans Parithmétique des grands
nombres.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

1920 et 2257.

(1901, p. 48; 1915, p. 432.)

1920 (1). Le produit du rayon de courbure en un point
d’une hyperbole par la distance du centre a la tangente
correspondante est égal, en valeur absolue, au carré du
segment de la tangente compris entre le point de contact
et l'une des asymptotes. M. D’OcAGNE.

(') Voir une précédente solution (1913, p. §75).
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2237. Si, dans une hyperbole, la tangente au point M
coupe une des asymptotes au point T et que le centre O se
projette orthogonalement en 1 sur la normale en M, la
perpendiculaire élevée en T a IT passe par le centre de
courbure répondant au point M. Démontrer géométrique-
ment ce théoréme obtenu a titre d’application des coordon-
nées paralléles (Nouvelles Annales, 1902, p. 232).

M. p’OcAGNE.
SoLuTiON
Par un ABONNE.

Soit &' la longueur du segment de tangente compris entre
le point de contact et une asymptote. D'aprés un théoréme
classique &' est égal au demi-diamétre conjugué qui lui est
paralléle.

D’autre part on a pour le rayon de courbure d’une conique
a centre l'expression

P e
ou p désigne la distance du centre a la tangente correspon-
dante. Cette formule est susceptible d'une démonstration
géométrique ( Voir SALMoN, Sections coniques, 2¢ édition,
p. 642). Elle résout la question 1920.
Pour la question 2257, appelons C le point ou la perpendi-

culaire élevée en T aIT coupela normale. Le triangle rectangle
ITC donne
MT2 = MI < MC.

Mais MT = &' et IM = p, donc MC = p.
C. Q. F. D.

Voir plus loin (p. 197), une autre solution de la question 2257.

2249.

(1915, p. 288}

En chaque point d’une courbe donnée on méne la tan-
gente et l'on prend sur cette tangente une longueur MT
égale au rayon de courbure de la courbe en M, on
demande de construire la tangente et le centre de cour-
bure de la courbe, lieu du point- T, guand M décrit lu
courbe donnée. F. BaLiTRAND,
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SoLuTION
Par M. R. BouvaisT.
Soient
T= zcosp+ysing—p=o,

=—2x sing+ ycosg —p'=o0

la tangente et la normale & la courbe considérée en M: les
coordonnées du point T seront

N=p+p,
T =o;

le coefficient angulaire de la normale tangente en ce point
sera
daT — p+p"
dN_(Pl+[)III)— (P+pll)+(pl+p

U

si donc on prend sur la droite MCy, G, étant le centre de

courbure de la courbe donnée en M, un segment MK égal a

la somme des rayons de courbure de la courbe et de sa déve-

loppée, KT sera la normale a la courbe lieu de T. Désignons

par p; et ps les rayons de courbure, p + p", p'+ p”. La
droite KT a pour équation

—T N

+ —_—

P11+ P2 P1

::[)

elle touchera son enveloppe en son point d’intersection avec
la droite

Pz""P:a[ T N ] r’/-z[N T]
— —Z =+ =] —1=o0,
P1t+p2 Lp1+ P2 P2+ P3 P1 L& Q2

ps étant le rayon de courbure de la seconde développée de la
courbe (M).

D’oit la conslruction suivante : Prenons sur la droite TM
le segment MB = 02+ p3,’la perpendiculaire en B 8 MT coupe
la perpendiculaire a MK en K en D, prenons sur C; M un seg-
ment MA = p,, la paralléle 3 AT menée par C; coupe MD
en I. La paralléle menée par B & MD et la paralléle menée
par M a AT se coupent en I'. La droite Il' coupe KT au centre
de courbure de la courbe, lieu de T.

Autre solution par 'AUTEUR.
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2250.

11915, p. 288.)

Etant donnés une courbe plane (M) et un point fixe O
de son plan, de chaque point M de (M) avec MO pour
rayon, on décrit un cercle qui coupe en P et Q la tan-
gente et la normale en M a la courbe (M). Trouver : 1° le
point o la droite PQ touche son enveloppe; 2° le centre
de courbure de cette enveloppe. F. BALITRAND.

SoLuTIiON
Par M. R. Bouvaisrt.
Soient
T= xcosp—+ ysing—p =o,

N =—a sing + ycosp — p'=o.

Prenons le point O pour origine, pour axes la tangente et
la normale en M a4 (M). Supposons par exemple que, C, étant
le centre de courbure de (M) en M, nous portions les seg-

ments MP et MQ égaux a OM dans la direction G; M et dans
la direction faisant avec' celle-ci 'angle + —; l'équation
2

de PQ sera

N+T=yp2+p?;

si nous désignons par p; le rayon de courbure MG, cette
droite touchera son enveloppe en son point d’intersection
avec la droite

! P
N—T=p, (l+ yjﬁ—_';) =pl[x+sin0MC1];
pr+p*)

cette derniére droite est la perpendiculaire abaissée sur PQ
du point A de la normale, tel que le segment

MA = P1 [1-4- sinm],

ce segment étant porté dans la direction MC;.
La normale

N--T= p,[l+sin@]

a I'enveloppe de PQ touche son enveloppe en son point d’in-
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tersection avec la droite
T+N=—|p1+p2+ 2
, pr+p*
P P et
Ve A EN N
vp +p (p2+ p'2)*

~+

en désignant par py et g, les rayons de courbure de (M) et de
sa développée en M. Cette droite est la paralléle a PQ menée
par le point A’ de la normale en M a (M) tel que le seg-

ment MA’ porté dans le sens MC; soit égal a

P /\ /\ 2 cin?

MA = o)+ p2 -+ p2 $in OMC, + py sinOMC] — 9_'(_;\';_0

C) étant 'un des points du cercle de diamétre OM, tel que OC/,
soit égale a la distance de O ou la paralléle a la tangente
a (M) en (M) menée par C,. Cette expression de MA' se con-
struit immédiatement.

Autre solution par 'AUTEUR.

2253.

(1915, p. 431.)

Trouver les courbes planes telles que la projection, sur
une droite de’ leur plan, d’une corde quelconque soit
proportionnelle au segment, déterminé sur cette droite,
par les deux normales a la courbe auxr deux extrémités
de la corde. F. BALITRAND.

SoLuTioN
Par M. R. BouvaisT.

Prenons la droite donnée comme axe des x, nous aurons
pour un point quelconque de la courbe

z+yy’=K
x 2

équation dont l'intégrale générale est

z* (K —1)+ y2=C.



(191)
Les courbes cherchées sont donc les coniques admettant pour
axe la droite donnée.

Autres solutions par M. T. ONo et par ’AUTEUR.

2254.

(1915, p. $31.)

Soient O le péle et A Uasymptote d’une conchoide de
Nicoméde (définie par la condition que si le vecteur OM
coupe la droite A en A, le segment MA soit de longueur
constante). On sait que la normale a la conchoide en M
passe par le point de rencontre N des perpendiculaires
élevées en O & OA et en A a A.

Cela posé, U étant le milieu de NA et V le symétrique
de U par rapport a N, si Uon méne par U et par V des
paralléles respectivement a OA et a A, qui se coupent en
et qu'on éléveen N a MN une perpendiculaire qui coupe OM
en K, la droite Kl passe par le centre de courbure . corres-
pondant au point M de la conchoide. M. p’OcCAGNE.

SoruTioNn
Par M. R. BouvaisT.

Menons par N une perpendiculaire 8 NA et par I une paral-
léle a NA, rencontrant cette perpendiculaire en K, et la droite
ON en T soit S 'intersection de IK avec NO.

Nous avons dans les triangles OK; T, NOM :

KO IK, ST _ SO pN KM
KK, ITSO " SNuM KO "
d’ou
ST _ KK, IT uM SO KM
SO"FKOIK, ® &N~ SNTKO’

posons, pour abréger I'écriture,

OA=d, AM=1{  ON=a,

nous aurons

KK, _ AM _ [
KO~ OA 4’
2
IT _ KT 20K, aON__  2a?
K -'TIK T oA — T @
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d’ou
OT  l(2a2+ d?*)+ d*
0SS~ P2 ’
or
(13
OT= EE’
d’ol
add
08 = l(2a’+ d?)+d3’
d’ou
uM d|at+ (d + 1)?]
eN ~ (222 + d?) + ad (a?+ d?)’
d’ou enfin

wo @ lee et

P = T d(d+ 1) —2a

Or, si nous désignons par Oy le symétrique de O par rapport
a N, le cercle NO{A est évidemment le cercle des inflexions,
relatif a la position considérée du segment invariahle mo-
bile AM; ce cercle coupe la normale NM en M, et en désignant

par p le rayon de courbure de la conchoide en M, nous
—

N L. e .
aurons p = M—M,; or on a, en désignant par A’ l'intersection
du cercle des inflexions avec OM,,

ON.00,=2a>= 0A.0A’, dou  OA'= ’7“"
et
MA.MA’
MM,.MN = MA.MA’,  don MM, = MA-MA'
MN
et

—_— 3
NN dfat+(d1p2)?
PE=MANA = 7 dld+ ) —2a®

Le point p est donc bien le centre de courbure répondant au
point M.

Autre solution par un ABONNE.
2255.
(1915, p. 431.)

Etant données dans Uespace deux droites quelconques D
et D' ne se rencontrant pas, on considére sur D un point
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fize A et sur D' un pointvariable B d’ou I’on abaisse sur D
la perpendiculaire BC. Soit E Uellipse dont CA et CB sont
deux demi-ares. On demande de démontrer que :

1° La surface engendrée par U’ellipse E est un conoideT
dont on déterminera la directrice rectiligne et le plan
directeur.

2° La section du conoide I' par tout plan paralléle a D
est une cissoide d’ellipse dont on déterminerales trois élé-
ments de définition (ellipse, pole et droite). On examinera
a quelles conditions cette section peut devenir une cissoide
de cercle.

Nota. — On rappelle qu’une cissoide d’ellipse, pour un
pole O situé sur cette ellipse, est une courbelieud’un point M
tel que, st OM coupe l’ellipse en M' et une certaine droite
Sfize en M", on ait, en tenant compte du sens, OM = M'M".

M. p’OCAGNE.
SoLuTION
Par M. R. Bouvaist.

Soient = le plan mené par D parallélement & D', Az la
droite menée par A perpendiculairement 2 D dans ce plan,
Ay la perpendiculaire en A au plan DA 2, x I'intersection de
D' avec Azy, B; son intersection avec DAy. La surface T
contient visiblement les droites D et D'; étant de plus coupée
par un plan passant par D suivant une ellipse (E), elle est du
troisieme ordre. Lorsque le point variable B vient en a,
Iellipse correspondante (Ea) devient la droite double Aa;
lorsque B est a 'infini sur B’, ’ellipse correspondante (E«x) se
décompose en la droite de I'infini du plan et en la droite D.
Un plan quelconque paralléle au plan et rencontrant la géné-
trice double Ao en M coupera donc I'suivant deux droites se
coupant en M, qu’il est d’ailleurs facile de construire. Le
plan DAy coupe la surface suivant une ellipse ayant pour
demi-axes Gy A, CyBy, Gy et By étant les pieds de la perpen—
diculaire commune a D et D’; soit (E;) cette ellipse, la trace
du plan mené par M parallelement a = coupe Ay en P, la
paralléle a D menée par P coupe (E;) en u et o, les droites
Mu et Mo sont les deux génératrices de T situées dans le plan
considéré. En résumé, T est un conoide du troisiéme ordre
dont A« est la directrice rectiligne, = le plan directeur et que

Ann. de Mathémat., §* série, t. XVIL. (Mai 1917.) 15
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I'ellipse E; achéve de définir complétement. Ainsi défini on
voit aisément qu’il contient Az, que le plan paralléle a =
mené par D lui est tangent le long de cette droite, et que le
plan symétrique de celui-ci, par rapporta =, lui est aussi tan-
gent le long d’'une droite dont la projection sur le plan = est
symétrique de la projection de D sur ce méme plan.

2° Déterminons la section du conoide I par ua plan paral-
lele a D, dont la trace sur Azy coupe Az en R, Aa en K,
Ay en S. Considérons un plan paralléle a = dont la trace sur
Azyrencontre Az en M, Ay en P, RKS en P’; soit « l'un des
points d'intersection de la paralléle a D menée par P avec (E'),
soit u' I'intersection de la génératrice Mu avec le plan sécant
RKS, nous aurons

Pu mpP AP KR tangh PN
Pw —MP —KP AR ' en posant aAy =96;

nous avons de méme

KP’ KM AM —AK AP

KR = AK = AK  AKcosd U

nous avons de plus, puisque le point u est sur 'ellipse (E; ), en
posant B;C; = d et en désignant par i et 9 la distance de
a Ay et Vangle de D" avec Ay,

X“Pz - F’Zz 2Pu
d? h?tang?o R tange %

d’ou P'on déduit, en posant KP'= y, Pu'= 23 et en obser-

(2
vant que tangf = 7’

2 * ARsin0 tange =%

~ 42 z2 2
AK(y +KR) | 25 + — 2hy
KR AR tang?o

ou, en posant y = p COS®, 3 = P sinw,

+ KR +2R’E2.AR.htangcp
P tosw AK sin®

sinw
> jmm—y — =0,
AR tang?g cos?w + KR sinzw
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équation d’une cissoide d’ellipse ayant pour pole le point K,
pour droite l'intersection du plan sécant et du plan DAz, et
pour ellipse ellipse

r? z? 2hz

—_— t = -+ — = O.
KR. iR lang?o AR.AK tango sinf

o2 —=2 .
Si KR = AR tang?q, cette ellipse sera un cercle et la sec-
tion une cissoide de cercle, et les plans sécants correspondants
resteront paralléles a un plan fixe.

2256.

(1915, p. 432.)

Si C gst le centre de courbure répondant a un point P
d'une hyperbole équilatére de centre O et si P' et P’ sont
les pieds des deux autres normales menées de C a Uhyper-
bole, la corde P'P" est : 1° paralléle a la normale PC;
2° vue de P sous un angle droit; 3° égale a OC. Aprés
avoir démontré ces théorémes, on en déduira une construc-
tion des points P' et P lorsque P et par suite C est donné.

M. p’OcAGNE.
SoruTIoN
Par M. R. Bouvaisr.

L’hyperbole d’Apollonius de C passant par les projections
Cy et Cy de C sur les asymptotes de 'hyperbole considérée,
par O et par G, aura pour centre le milieu w de OC, cette
hyperbole devant de plus étre tangente a I’hyperbole donnée
en P, la tangente a cette derniére en P et le diamétre Pw
seront également inclinés sur les asymptotes de I'hyperbole
donnée, Pw et OP sont deux rectangulaires. Si donc P, est le
symétrique de O par rapport 2 OP, la perpendiculaire élevée
en P, a OP coupe la normale PC en PC.

Soit Py le symétrique de P par rapport a O, les quatre
points P, Py, P', P” sont sur un méme cercle, P'P" et OP sont
également inclinés sur les asymptotes de I’hyperbole donnée,
P'P" et PC sont donc paralléles et le triangle PP'P" inscrit
dans une hyperbole équilatére tangente en P a la hauteur PA
de ce triangle est rectangle en P.

La perpendiculaire 2 OP en O et la perpendiculaire 4 Pw
en w sont les diameétres de la direction P'P” dans I'hyperbole



(196)
donnée et dans 'hyperbole d’Apollonius de C; ces deux droites
se coupent en [ et nous avons

PP’ _ 9_(—\‘

Pl = = 0w
2

En résumé, P, étant le symétrique de P par rapport 2 O, la
perpendiculaire a OP en P, coupe la normale en P au point C,
w étant le milieu de OC; les perpendiculaires & OP en O,
a Pwen w, se coupent en I; la paralléle a PC menée par [
coupe le cercle de centre I et de rayon PI en P’ et P".

Autres solutions par MM. Euan, J. LEMAIRE et T. Ono.

AUTRE SOLUTION
Par M. R. BouvaisrT.

Si I'on observe que IT est le demi-diamétre conjugué de OM,
la proposition & démontrer revient a la suivante :

Sotent OM et OM' un couple de diamétres conjugués
d’une conique de centre O, le diamétre OM' est moyen
proportionnel entre le rayon de courbure en M et la dis-
tance du centre a la tangente en M.

Considérons en effet un cercle tangent a la conique en M et
passant par un point A de cette conique; soit « le point ou la
paralléle a OM menée par A rencontre la tangente en M, soit
A’ le second point d’intersection de ce cercle avec Aa; nous
aurons

M?: aA.aA’;

nous aurons de méme, en supposant que la conique considérée
soit par exemple une ellipse,

m2 (20M —Aa)Aa L aA’ 20M —Ax
5 = — 5 d'ou = ;
oM’ oM

= —32
oM’ oM

si Aa tend vers zéro, le cercle devient osculateuren M et 'on
a, en désignant par A, son point d’intersection avec MO,

OA]AOA\I — 6—!\7;2,
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ou, en désignant par p le rayon de courbure et d la distance
de O a la tangente en M,

. oM’ = p.d.

Remarque. — On voit facilement que l'énoncé de
M. d’Ocagne peut se mettre sous la forme suivante :

Le cercle passant par l’intersection des asymptotes d'une
hyperbole avec la tangente en un point M de cette courbe
et [’antiparallele a cette tangente, par rapport aux
asymptotes, menée par M, a pour centre le centre de cour-
bure en M.

Proposition due a Paul Serret (Géométrie de direction).

Autre solution par M. J. LEMAIRE.

2257.

(1915, p. 432.)

Si, dans une hyperbole, la tangente au point M coupe
une des asymptotes au point T et que le centre O se pro-
jette orthogonalement enl sur la normale en M, la perpen-
diculaire élevée en T a IT passe par le centre de courbure
répondant au point M.

Démontrer géométriquement ce -théoréme obtenu a titre
d’application des coordonnées paralléles(N.A., 1902, p. 232).

M. p’OCAGNE.
SoLuTIoN
Par M. PHILBERT DU PLEssIS.

Si la tangente MT rencontre la seconde asymptote au
point T, le point M étant le milieu de TT’, on sait, d’aprés
Mannheim, que si les perpendiculaires élevées aux asymptotes
OT et OT' par les points T et T’ coupent la normale en M
aux points ¢ et ¢, le centre de courbure m est le milieu

de ¢’ (V).

(') Le lecteur est prié de faire la figure dans I’hypothése ou les
points ¢ et ¢ sont d’'un méme coté par rapport au point M. S’il n’en
. . . M¢—M¢ . .

était pas ainsi, il faudrait écrire Mm=—t—;——- Mais on aurait

HT' — HT . ) .
alors —————— = TM et le résultat resterait le méme,
2
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_ Me+Mm¢
==

On a donc
Mm

Abaissons du centre O la perpendiculaire OH sur la tan-
gente TT'. Les triangles rectangles OTH et OT'H respective-
ment semblables a T¢M et T'¢'M donnent

OH _ TM OH
HT — M’ HT

_TM
- M

d’ou, puisque T'M = TM,

M+ M{  TM(HT + HT') _TM
2 - 20H - OoH’

ou enfin, si OI est la perpendiculaire abaissée de O sur la
normale M m,

Mm = ——l\il—-,

-3

ce qui prouve que le triangle IT m est rectangle en T.
C. Q. F. D.

QUESTIONS.

2313. L’équation d’une conique étant f(x,y,s) =0, 0npose
’ I '
fla, @)= 11 fit. ).

Si au polygone des n cdtés M{M,, ... est circonscrit a la
conique, on a
Sz, 2y) XXX f(@p, 2p) = (— 1) f(21, Z2) X... X f(Zn, 21)-

G. FONTENE.

2314. Deux points A et B marqués sur une droite décrivent
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deux droites rectangulaires 'y et 'x; un point M marqué
sur la droite décrit une ellipse. Si 'on désigne par z, et yy
les coordonnées du point a la droite AB et tangente a son
enveloppe, par z, et y, les coordonnées du centre de cour-
bure en M, on a, en posant MA =:a, MB = b :

22

a _a+b Y _a—+b
z, "z, b

= 5 — =

a 71 b

838

G. FoNTENE.

2315. Les droites sur lesquelles quatre plans donnés dé-
terminent une division de rapport anharmonique constant
forment un complexe du second degré. Si les quatre plans
sont les plans des faces du tétraédre de référence, I'équation
du complexe est

ps

—K:%t<:%£> avec A+B+C=o.

G. FONTENE.

2316. Soient 2, $, v les points ou un diamétre 8 du cercle
circonscrit & un triangle ABC coupe les cotés; o', B/, y' les
symétriques de «, B, y par rapport au centre du cercle ABC;
2, B”, y" les inverses triangulaires de o', §', y'. Démontrer que
les segments A 2", BB", Cy” sont paralléles et que leurs milieux
appartiennent a une droite qui passe par l'orthocentre du
triangle et par 'orthopoéle du diamétre 8.

R. GOORMAGHTIGH.

2317. Sur la symétrique d’une tangente quelconque a une
parabole, par rapport au foyer, il y a trois points Py, P,  P;
dont les distances Py My, Py M,, P;M; a la courbe sont respec-
tivement égales a leurs distances P,F, P,F, P;F au foyer.
Démontrer que les points My, M,, M; sont concycliques.

R. GOORMAGHTIGH.

2318. Démontrer que le rayon vecteur OM, d’un point M
d’une cissoide droite, ayant O pour point de rebroussement,
et la perpendiculaire a I'asymptote menée par le centre de
courbure correspondant a M, se coupent sur une paralléle
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a asymptote. En déduire une construction du centre de cour-
bure en un point d’une cissoide. F. BALITRAND.

2319. Soit X une conique touchant les deux tangentes au
point double d’une cubique nodale Cs, les six points de con-
tact de C; avec ses tangentes communes avec S sont sur une
conique Xy, Les points d'intersection de £, avec les tangentes
au point double sont sur une conique =, qui est circonscrite
au triangle formé par les tangentes d’inflexion de C;. Propo-
sition corrélative, R. Bouvaisr.

2320. Soit M un point d’une cubique nodale, la polaire de M
par rapport aux tangentes au point double et la tangente
en M a la courbe se coupent en P, les trois autres tangentes
menées de P a la cubique ont leurs points de contact en ligne
droite et cette droite enveloppe la conique inscrite dans le
triangle des tangentes d’inflexion et qui touche les tangentes
au point double. Proposition corrélative. R, Bouvaisr.

2321. Soient C; une cubique nodale, Mun point de la courbe;
la polaire de M, par rapport au triangle formé p‘ar les trois
tangentes d’inflexion, rencontre la droite joignant les trois
points d’inflexion en T; TM est la tangente en M a la cubique Cs.

R. Bouvaisr.

ERRATA.

2

Page 153, ligne 3 en remontant, au liew de en, lire en le.

Page 154, ligne 1, au lieu de traclice, lire tractrice.

Page 160, ligne 6 en remontant, au lieu de structure, lire
striction.
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[T1] ~
LE PRINCIPE DE RELATIVITE ;

Par M. R. BRICARD.

INTRODUCTION.

1. Le principe de Doppler-Fizeau, tel qu'il est
ordinairement énoncé, implique la notion du mouve-
ment absolu, ou tout au moins de mouvement par
rapport a I'éther. L'application de ce principe devrait
conduire 4 déceler de tels mouvements, par des expé-
riences suffisamment délicates.

L'expérience célébre de Michelson (1881-1887),
instituée pour mettre en évidence I'influence du mou-
vement de la Terre sur la vilesse apparente de la
lumiére, a donné un résultat négatif. On a été conduit
4 penser qu’il en serait de méme, de quelque maniére
qu’on varidt 'expérience, el que les lois de la nature
nous condamnent & ne connaitre que des mouvements

(') La plupart des Ouvrages sur la Relativité s'adressent a un
public assez restreint. parce qu'ils font appel & des connaissances
étendues en Physique mathématique.

Le travail suivant a été rédigé en vue d'initier le lecteur. peu
familier avec cette derniére science, & 'une des conceplions mo-
dernes les plus intéressantes el les plus hardies. Comme le but
poursuivi était avant tout d'introduire, le plus simplement pos-
sible, les notions, au premier abord déconcertantes, de la contrac-
tion longitudinale et du temps local, je me suis borné a I'étude
de la Relativité dans l'espace a une dimension. On trouvera l'ap-
plication des principes a l'espace a trois dimeunsions dans les
Ouvrages spéciaux (les plus récents sont, je crois : Relativity, de
A -W. CoNway, el Le Principe de relativité, de E.-M. LEMERAY).

Ann. de Hathémat., §* série, t. XVIL. (Juin 1917.) 16
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relatifs (de corps matériels). C'est en cela que con-
siste le Principe de relativite.

2. Pour préciser les hypothéses ou postulats, d’ac-
cord avec ce ‘principe, qui ne conduisent i rien de
moins qu’a modifier les notions fondamentales de durée
et de longueur, nous imaginerons des laboratoires,
réduits pour plus de sumplicité & des droites orientées
Oyzy, Ox, Oz, ... toutes de méme sens et glissant
les unes sur les autres. A ces laboratoires sont attachés
des observateurs Ay, A, Ay, ... qui disposent de régles
pour mesurer les longueurs et de chronométres pour
mesurer les durées. Chaque observateur posséde une
confiance absolue dans ses instruments, c¢’est-ia-dire
que, pour lui, ses régles ont des longueurs invariables
et que des durées indiquées comme égales par ses
chronomeétres sout en effet telles. En outre, les instru-
wents des divers laboratoires ont été réglés les uns sur
les autres. Les observateurs ont pu le faire aux instants
ot leurs luboratoires se pénétraient mutuellement (le
point O venant, par exemple, coincider avec le
point O,), et en suspendant leur mouvewment relatif
peu(lunt un temps qu'()n peut supposer aussi court
qu'on veut. Ils ont alors vérifié qu'ils attribuaient
bien 1 metve & la méme longueur et 1 seconde & la
méme durée.

Chacun des observateurs, supposant son labora-
totre absolument fixe, peut évaluer, au moyen de ses
instruments, les vitesses des autres laboratoires. Nous
supposerons les circonstances telles que pour Ay, par
exemple, les laboratoires A; A,, ... aient des vitesses
constantes u, Uy, . ... Nous énoncerons alors le pos-
tulat suivant :

Dans ces conditions, les vitesses de Ay, mesurées
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par A, Ay, ..., sont évaluées respectivement a — u,
— Uy, .. (avec les conventions de signe ordinaires).

Plus généralement, imaginons que les observa-
teurs Ay et A, par exemple, instituent une expé-
rience, condujsant i des mesures de longueurs et de
durées, faites en partie dans le laboratoire O,z, et en
partie dans le laboratoire Ox. En particixlier, cette
expérience peut étre une mesure de la vitesse de la
lumiére. L'expérience. quelle qu'elle soit, sera ensuite
répétée en échangeant les roles des laboratoires, toutes
les circonstances en restant d’ailleurs identiques. Aux
longueurs et aux durées mesurées primitivement dans
le laboratoire O,x, correspondent des longueurs et
des durées mesurées dans le laboratoire Oz, et réci-
proquement. Cela posé, nous admettrons que :

Toutes les écaluations correspondantes de durées
et de longueurs sont identiques.

Clest la le véritable postulat fondamental de la
théorie de la relativité. I comprend le premier. Il a
aussi cette conséquence inmédiate :

Pour les obsercateurs Aq et A, et plus générale-
ment pour tous les observateurs Ay, la vitesse de la
lumiére a la méme valeur numerique.

Pour simplifier les formules ultérieures, nous sup-

[ ) }
poserons les unités de longueur et de temps tellement
choisies, que cette valeur numérique soit égale a
I'unité. Nous appellerons seconde 1'unité de temps.

PP

3. Des divers laboratoires nous en choisirons un,
O, 2, (observateur Agy) dont nous dirons qu’il est en
repos absolu. Les autres laboratoires seront dits mo-
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biles. Nous appellerons longueurs absolues et durces
absolues les valeurs numériques des longueurs et des
durces mesurées par A,. Les valeurs numériques des
longueurs et des durées mesurées par A, A,, ... seront
dites relatives. Autrement dit, des illusions de nature
identique, mais contradictoires, qui ont cours dans les
divers laboratoires, nous adopterons celle de A, pour
la commodité du langage.

Cela posé, I'étude des conséquences logiques du
postulat nous couduira aux conclusions suivantes :

1° La valeur relative d’une durée est toujours plus
Jfaible que sa valeur absolue. Autrement dit, les chro-
nometres des laboratoires mobiles sont nécessairement
ralentis par le fait méme de leur mouvement.

2° La valeur relative d’une longueur est toujours
plus forte que sa valeur absolue. Autrement dit, les
regles des laboratoires mobiles sont nécessairement
raccourcies par le fait méme de leur mouvement.

3° Le mouvement détruit jusqu'a la perception
méme de la simultanéité, en ce sens ‘que deux phé-
nomdnes, se passant en des points différents et con-
sidérés comme simultanés par un observateur mobile,
ne le sont pas en réalité.

I. — MESURE DU TEMPS;
RALENTISSEMENT DES CHRONOMETRES MOBILES.

4. Pour établir le ralentissement des chronométres
mobiles, imaginons que les observateurs Ay et A fassent
I'expérience suivante, qui n’est autre qu'une applica-
tion du principe de Doppler-Fizeau ( fig. 1) :

Les deux observateurs ont placé des chronométres
respectivement en O, et O. Ces chronométres ont été
réglés I'un sur 'autre, comme il a été dit, et I'on peut
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supposer qu’ils marquaient l'heure zéro quand le
point O se trouvait en Oy. Oz étant en mouvement,
'observateur A, émet du point O, un signal lumineux

— \
O, 0 Zo x

toutes les secondes. Ces signaux sont recus en O, et
I'observateur A note au moyen de son chronométre
I'intervalle de temps qui sépare deux réceptions con-
sécutives. L'expérience est ensuite répétée, en échan-
geant les roles des deux observateurs. Clest-d-dire
que A émet toutes les secondes un signal lumineux
du point O. Ces signaux sont recus en O, et Ay note
U'intervalle de temps qui sépare deux réceptions con-
séculives.

Il faut, d’aprés le postulat fondamental de la rela-
tivité, que les intervalles de temps wmesurés par les
deux observateurs soient égaux. Or, nous allons voir
qu’il n’en serait pas ainsi, si les marches des deux
chronométres restaient identiques, comme on le sup-
pose dans les théories ordinaires.

En elfet, supposons que I'observateur A, émette du
point O, un signal & I'instant ¢. Soit z 'instant auquel
ce signal est recuen O. A cet instant, on a, enappelant
toujours u la vitesse du laboratoire Oz,

000 = ux.
La lumiére a franchi cette distance dans le temps
z —t. On a donc (on rappelle que la vitesse de la
lumiére est égale a4 'unité)

xr— 1= ur,
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dou
t
y—u

xr —=

Un nouveau signal émis & I'heure ¢ 4 1 sera recu &
I'beure

.t
r = ’
1—u
et Pona
(1) '—x !
X — = —
) I—u

Telle est la valear de Uintervalle de temps qui sépare
deux réceptions consécutives en O.

Dautre part, un signal émis do point O & instant ¢
doit franchir la distance wt pour arriver en O,. Harrive
done i Pinstant

y=t+ut=_>(-+ ;L)l.

Un signal émis & U'instant ¢ 1 arrive & Uinstant
y=0 +u)t+r):

Pintervalle de temps qui sépare deux réceptions con-
sécutives en O, est donc dgal &

(2) Yy —y=1+u
Llintervalle (2) est plus petit que Pintervalle (3).

On a en effet
o1 —ur<1 (1),

(') La premicre de ces inégalités implique que la vitesse du
point O est plus petite que la vitesse de la lumiere. En eflet, si
Foun avait « 21, les signaux émis par O, n'arriveraient jamais au
point O, tandis que les signaux émis par O continueraient a arriver
au point O, en des temps finis. La dissymétrie de 'expérience serait
incompatible avec le postulat.

Ainsi. nous pouvons noter celte conséquence du principe :

Aucune vitesse materielle ne peut atteindre celle de la lumiere.



( 207 )
d’on
1
1 —u

T+u < .

Nous sommes en contradiction avec le postulat. On
ne voit qu'une maniére de rétablir Paccord : il faut
que, par le fait du mouvement, le chronométre placé
en O se soit ralenti, de telle maniére que l'observa-
teur A attribue aux intervalles de temps (2) la méme
valeur que P'observateur A, aux intervalles (1), bien
que les premiers soient plus longs.

5. Cherchons laloi de ce ralentissement. Appelons i
la valear absolue d’une seconde relative, marquée par
le chronomeétre O. 11 faut calculer A.

En premier lieu, la formule (1) donne la valeur
absolue de lintervalle de temps mesuré par A. Cet
observateur attribuera & ce méme intervalle la valeur

I I
Ai—u

.

En second lien, A, croyant émettre des signaux
toutes les secondes, les émet en réalité toutes les A se-
condes. L'intervalle de temps mesuré par A, est donc
donné par le second membre de la formule (2), mul-
tiplié par A, et il est égal a

i+ u).

Il faut que les deux valeurs que nous venons d’écrire

soient égales. On a par suile

1 I
T )
Ai1—u

Mi+u)=

L=
Vi—u?
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Telle est la loi du ralentissement. On lui donne
une forme se prétant mieux aux calculs ultérieurs en
introduisant les fonctions hyperboliques.

Posons

(3) the = w.

Nous dirons que le nombre bien déterminé o est
Vargument hyperbolique de la vitesse u. On en
tire

(4) )\:ch?.

Ainsi, un chronomeétre en mouvement se ralentit
nécessairement, de telle sorte que la valeur absolue
d’une seconde marquie par lui soit égale a cheg,
o Clant Uargument hyperbolique de la vitesse de
ce chronometre.

On peut dire aussi que, si et o sont les valeurs
attribuées & une méme durée par Pobservateur A et
par observateur Ay, on a

6. Remargue. — Au point de vue de Ay, le chro-
nometre de A marche trop lentement. Le postulat exige
alors qu'au point de vue de A, le chronométre de A,
marche aussi trop lentement. Il y a la une contradic-
tion apparente qui sera élucidée plus tard.

7. Erercice. —- Imaginons que deux observateurs
mobiles, A et Ay, tassent I'expérience suivante : leurs
chronometres étant réglés tous deux sur celui de A,
chacun d’eux convient d’émettre un signal lumineux a
I'instant ¢ marqué par son chronometre. Vérifier que
chacun des deux observateurs lit bien la méme heure ¢,
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sur son chronométre, au moment ou il recoit le signal
de l'autre.

II. — MESURE DES LONGUEURS; CONTRACTION LONGITUDINALE.

8. Le raccourcissement des regles mobiles (et en
général de tous les segments entrainés avec le labora-
toire O x) est une conséquence nécessaire du ralentis-
sement des chronometres. .

Considérons, en effet, un point M (fig. 2) entrainé

o a, M Lo x

avec le laboratoire Oz, et imaginons que l'observa-
teur A fasse 'expérience suivante. En M il place un
miroir pouvant réfléchir en O la lumicre éimanée de ce
point. Soitz la longueur gu'il attribuean segment OM.
A émet un signal lumineux au point O, ot se trouve
placé un chronomeétre, et mesure avec cet instrument
le temps ¢ nécessaire & la lumiére pour faire le trajet
OM + MO. Puisque pour tout observateur la vitesse
de la lumiére est égale & 1, on doit avoir

t=2x.

Evaluons, d'autre part, le temps absolu ¢, nécessaire
4 la lumiére pour faire ce double trajet. Pour A, tout
se passe comme si la lumiére allait de O en M avec la
vitesse 1 — u et de M en O avec la vitesse 1+ u. Si
donc x, est la longueur absolue de OM, on a

) 1 22 .
to=x, -+ = =2z, ch?o¢.
I—u  I4+u I

— u?
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Mais ¢ et ty sont les mesures d’une méme durée, faites
respectivement par A et par Ay. On a donc (n° 5)

d’ou

x =xycho, Ty= —— -

Ainsi la longueur absolue d’un segment mobile
est égale a sa longueur relative réduite dans le
rapport de cho a 1. Cela exige que la régle avec
laquelle A mesure cette longueur se soit réduite,
par le fait du mouvement, dans le méme rapport.

On donne i ce phénomeéne le nom de contraction
longitudinale.

9. Ce résultat donne lieu & une contradiction appa-
rente, semblable a celle que nous avons signalée &
propos des mesures de durée : au point de vue de A,
les régles de A se sont réduites de longueur. 1l faut
donce qu’au point de vue de A, les régles de A, se
sotent également réduites. Cette contradiction sera
élucidée en méme temps que l'autre.

ITI. — Lk TEMPS LocAL.

10. Jusqu’a présent, nous avons supposé 'observa-
teur A en possession d'un seul chronométre, placé
en O. Imaginons maintenant qu'il en place un auatre en
un point M, d’abscisse relative z ( fig. 2). Comment
s’y prendra-t-il pour le mettre & I'heure sur le premier?

Reéponse : De telle maniére que la vitesse de la
lumiére lui paraisse égale & 1. Si donc il émet un
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signal lumineux du point M, & Pinstant ot le chrono-
métre placé en ce point marque ¢, ce signal doit
atteindre le point O & I'instant ou le chronométre de
ce point marque ¢ + .

Proposons-nous le probléeme suivant : Quelle est
Uheure absolue t, a Uinstant o le chronométre
placé en M marque t?

Nous supposons toujours que le point O est passé
en Oy 4 I'heure zéro, et qu'd cet instant le chrono-
métre O marquait également zéro.

. X
La longueur absolue du segment OM est e Pour

Iobservateur A, la lumiére franchit cette distance
avec la vitesse 14 w. Elle atteint donc le point O a
I'heure absolue

xr x

x
¢ R = .
0+chcp(|+n) t°+che§(l+lhcp) fot che + sho

Mais, & cet instant, au point O, heure relative est
égale & I'heure absolue divisée par cho. Cette heure
doit d'autre part, comme on I'a dit, étre égale & ¢t 4 x.
On a donc

chs t+x)=1+ - ’
( ) Ch(D—f—Sh(?
l? \

to=<cht9— x +chot.

1
ch o + sh 9)
Le coefficient de x se réduit a

ch?o +chgsho —1  sh?¢ +cheshe <h

cho +sho cho+sho

6

Donc finalement
(5) ty=shoz + chgt.

La formule (3) établit donc le résultat signalé au
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n° 3 : deux phénoménes ayant lieu en des points diffé-
rents et considérés par A comme simultanés ne le sont
pas en réalité (c’est-a-dire pour A,). En effet ¢, dépend
non seulement de ¢, mais de x.
On dit que t est 'heure locale au point M.

IV. — FORMULES FONDAMENTALES.

11. Les formules fondamentales dont il s’agit éta-
blissent les relations entre les coordonnées relatives
et les coordonnées absolues d'un phénomene. Voici
ce qu'il faut entendre par li:

Tout phénomeéne instantané ayant lieu au point M
est caractérisé, pour I'observateur A, par Pabscisse x
(relative, bien entendu) du point M et par I'heure
locale t & laquelle se produit le phénomene.

Cette abscisse et cette heure locale sont les coordon-
nées relatives du point M.

Le phénomeéne a, pour Ay, deux coordonnées abso-
lues, quisont 'abscisse absolue 2, du point M et 'heure
absolue ¢, & laquelle se produit le phénomene.

Proposons-nous de calculer z, et t,, connaissant x
et t.

Le probléeme a déjia é1é résolu pour ¢, [ formule (35)].

Pour avoir x, il suftit d’écrive que

long. abs. de OgM = long. abs. de O, O + long. abs. de OM.

Mais
long. abs. de OgM = =z,
long. abs. de 0,0 = uty= thot,,
long. abs. de OM = —,r—
cho
Donc
(6) zo=thoty+ ——:

chg
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ou, d’apres la formule (3),
_x _ sh?p 41

—I— 2z + shot

:z‘uzth;(sh(?x—|--chq;t)—+—Ch<P = oho

et, finalement,
zy=ch¢ +shoes.

Telle est la seconde des formules fondamentales que
nous voulions obtenir. Récrivons-les :

(7) x9=chox + shot,
(8) to=shox + chot.

On les résout immédiatement en r et ¢, en tenant
compte de ce que
ch2¢ —sh2g =1.
Il vient ainst
(9) x = choxry— shot,,

(10) t = —shexo+ chot,.

On voit qu’on passe des formules (7) et (8) aux for-
mules () et (10) en permutant x et x,, ¢ el t,, el en
changeant 7 en

o. Cest bien ce qu'exige le principe
de relativité.

12. Remarque. — On pouvait arriver plus rapide-
ment aux formules fondamentales. Comme on 1’a vu,
on peut décerire immédiatement la formule (6), qui
a'est autre que la formule (g). L'application du pos-
tulat fondamental conduit alors & la formule (7), et les
formules (8) et (10) résultent des deux précédentes
par des combinaisons simples. Mais on perd peut-étre
ainsi en clarté ce qu’on gagne en concision.

13. Application. — 1l est maintenant facile d’élu-
cider les paradoxes signalés au n° 6 et au n° 9.
1° Si A, observe constamment le chronométre mo-
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bile placé en O, et A, le chronométre fixe placé en Oy,
chacun des observateurs estimera que le chronométre
de 'autre retarde.
En effet, faisons dans la formule (8) x = 0. Il vient

to=chgt, d’ou o> t.

Donc le chronomeétre placé en O est en retard, au
point de vue de A,. Faisons maintenant x,= o dans

la formule (10). 1 vient
t =chot,, d’ou t > ¢&.

Ainsi A, arrive bien a une constatation semblable.
La contradiction apparente s’explique, quand on a bien
saisi la notion du temps local. A a raisonné comme si
le chronometre placé en O et celui qu'a un certain mo-
ment il place en O, pour comparer celui de A, étaient
d'accord : aux yeux de A,, il se trompe. Celui-ci,
d’ailleurs, commet exactement la méme erreur aux
veux de A.

Les ¢galités précédentes paraissent incompatibles, &
cause d'un simple vice de notation : ¢ et t, »'y ont .
pas les mémes valeurs. '

2° lmaginons maintenant que A, et A possedent
deux regles auxquelles ils attribuent la méme lon-
gueur l. Je dis que chacun des observateurs trou-
vera la régle de Uautre plus courte que la sienne.

Sotent, en eflet, M-et M’ les extrémités de la régle
mobile, r et r' leurs abscisses relatives. On a par

hypothese
r—x=1

Pour apprécier la longueur absolue de cette régle,
A, notera les abscisses absolues z, et x, de ses deux
extrémités &4 un méme instant ¢,. Il écrira alors, en
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vertu de la formule (g),

@'= chozy — shet,,
z = chyoxy — shot,,
d’ott, par soustraction,
e ' —x 1
0 °” Tchy  cheg
Donc pour Ay, la régle mobile a une longueur infé-
rieure & [.
De méme, la régle fixe a des extrémités dont les
abscisses absolues £, et & satisfont a I'égalité

S —h=1

Pour en mesurer la longueur, A notera les abscisses
relatives 3 et &' de ses extrémités, quand les heures
locales en ces points ont une méme valeur §. 11 obtient
alors, par application de la formule (7),

2o = chgf' +shob,
£y =ch¢t + shogb,
d’ou
:,__;zs.()‘io: l )
R chy cho
et il aboutit & la méme conclusion que A,.

La contradiction apparente s’explique toujours de la
méme maniere : A a cru noter sur une échelle divisée
les passages simultanés de deux points, alors qu’en
réalités ces passages étaienl successifs.

V. = FORMULES FONDAMENTALES DE CINEMATIQUE.

14. Soit M un point mobile par rapport au labora-
toire Oz. Son mouvement sera défini par une relation

z = f(t)
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entre ses coordonnées, abscisse relative et heure
locale.
Les formules de transformation (g) et (10) permettent
d’obtenir I'équation du mouvement absolu de ce point.
La vitesse et l'accélération relatives du point M

eront définies par les expressions ordinaire dz et il
ser s pé s e ssions aires — et ——-
>P I at ¢ ae
. 1 . . d]’o
Les vitesse et accélération absolues seront de méme TN
0
el d?x,
dr?
15. Composition des vitesses. — On peut mettre

sous une forme simple lu relation qui existe entre la
vitesse relative et la vitesse absolue d'un point.
Posons i cet effet

dr

(ll) -d—t :lhﬂ,
dz

(12) —d_t: = tho,,

B et B, étant les arguments hyperboliques de ces deux
vitesses. On a, en diflérentiant les relations (5) et (8),

(13) dry= chydr + she¢ dt,
(14) dty=shg dr +chodt

(en n'oubliant pas que o est une constante); done

ch dv —+ sh
dry _ chodr+ shedt ? ¢

?

dt,  shodr+chodl = dr
7 she i che
et, en introduisant § et §,.
_ thf +the
(lf)) |,lleo—m—th(e+?),
d’ont

(16) 6p=106+ 0.

I
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Ainsi, Uargument hyperboliqgue de la vitesse
absolue est égal a U'argument hyperbolique de la
vitesse relative augmenté de celui de la vitesse d’en-
trainement du laboratoire O x.

On voit donc que la composition des vitesses (sur
une droite) s’exprime par la formule d’addition des
tangentes hyperboliques ().

16. Accélération relative et accélération absolue.
— Pour calculer la seconde, connaissant la premiére,
nous tirons d'abord de la relation (14)

dlo dx
(17) m———shq—d—t+ch9=shqthe+ch3@
__ch(6+¢) chb,

ch® ~ chb

On a ensuite, en dérivant les relations (11) et (12), la
premiére par rapport & ¢, la seconde par rapport a ¢,,
dx_ 14
drr ~ ch?0 dt’
d*z, 1 db, 1 db, dt
a3 ohil, di,  chib, dr dty’

d’ou, en vertu de la formule (17),

dtz, 1 db,
a5 = oo, ar oo

Mais il résulte de la formule (16) qu'on a

db, b

dt — dt’

On trouve donc, en divisant les deux expressions

(') La formule (16) montre que, si 6 est constant, 8, I'est égale-
ment. Aussi un mouvement uniforme pour A l'est aussi pour A,.
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, d*x d?z,
trouvées pour —— et

drz de3’’
drr
der _ch3f,
d*z, _ ch3h’

ce qu’on peul écrire

d?z, d*x
18 ch39 — = ch30
(18) 7 ar
formule qui résout le probleme.
VI. — DYNAMIQUE DE LA RELATIVITE.

17. W est clair que les hypotheses de la dynamique
ordinaire sont incompatibles avec le principe de rela-
tivité. Il suffit pour le faire voir de remarquer que ces
hypothéses, appliquées & I'étude du mouvement d'un
point soumis & une force de grandeur constante, con-
duisent a prévoir que la vitesse de ce point croitra
sans limite, et arrivera par conséquent a dépasser la
vitesse de la lumitre, ce qui est inadmissible.

It faut donc moditier ces hypotheéses de maniére i
les mettre en harmonie avec le principe (').

La premictre hypothése de la dynamique classique
est qu'un point matériel qui n'est soumis a aucune
force est animé, dans le cas le plus général, d'un mou-
vement uniforme. Nous pouvons conserver cette hypo-
thése. On a vu en eflet qu'un mouvement uniforme
pour A l'est aussi pour A, (n° 15, note). Par consé-
quent, A et A, estimeront dans le méme cas qu'un

(') Rappelons que nous nous bornons a étudier les phénomeénes
qui se passent sur une droite.
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point matériel n’est soumis & aucune force, ce qui est
bien conforme au principe de relativité.
Si un point matériel est animé d'un mouvement
varié, A estimera que ce point est soumis 4 une force.

En dynamique classique, cette force est par défini-

d? d?x
tion m dw o étant l'accélération du point, m étant

un coefficient qui ne dépend que du point matériel
et non de sa vitesse (sa masse).

C’est ici que la nouvelle dynamique est obligée de
se séparer de la dynamique classique, en adoplant une
hypothése plus générale. Etant donné un point maté-

d2x
riel dont P'accélération a4 un certain instant est —

la force qui lui communique cette accélération aura

2

. . d’x .
toujours pour expression m ———» mais on admettra que
-] dt?

le coefficient m, au lieu d’étre constant, sera une cer-
taine fonction de la vitesse du point a l'instant
consideré.

Autrement dit : la masse d’un point matériel, au lieu
d’'éire constante, est une fonction de sa vitesse.

Avant de préciser la nature de cette fonction, on
voit qu’elle doit étre croissante avec la vitesse et
tendre vers I'infini quand la vitesse du point matériel
tend vers la vitesse de la lumieére. C'est a4 cette condi-
tion que les lois de la nouvelle dynamique s’oppose-
ront 4 ce que la vitesse d’un point matériel puisse
atteindre celle de la lumieére.

18. Nous déterminerons la forme de m par la con-
dition suivante, d'accord avec le principe de relativité :
il faut que lavaleur numérique attribuée a la force
qui produit un mouvement donné soit la méme pour
Uobservateur A et Uobservateur A,, et cela, quelle
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que soit la vitesse u d’entrainement du labora-

toire Ox (ou quel que soit 'argument hyperbolique o
de cette vitesse).

On peut poser m = f(6). Telle est la valear de la
masse du point M pour l'observateur A. Pour 'obser-
vateur Ay, cette masse a la valeur f(8,). On doit avoir

da? 1‘0
70 T = f(s,) Lo

Mais on a trouvé [ équation (18)]

a2
ch36 d_t” = ch36, —3:_”—5",
d’ou
SO _ f(8o)
ch3f — Ll|300

Cette relation doit avoir lieu quels que soient § et o,
¢’est-d-dire quels que soient § et 6, = o —+ 6. Par con-
séquent, la valeur commune des deux membres de la
relation précédente doit étre une constante absolue m,.

Ainsi
(19) m = f(0) = m, ch3f;

m, est la masse du point pour une vitesse nulle, c’est-
a-dire la masse statique.
Si on veut introduire exphcltement la vitesse

dzx

=z = th,

on écrira

e

3 -
_ 1 >?_ dr\21 2
m=mo\ e T |V T\ @ :

Ainsi la masse d'un point matériel mobile est propor-

. . . 3
tionnelle a la puissance d’exposant — 5 de D'expres-
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ston l~<%>2- On voit bien qu’elle devient infinie
pour @ __,.
dt

On donue 4 m le nom de masse longitudinale, la
dynamique d'un milieu & deux ou trois dimensions
obligeant & considérer une autre masse, la masse
transversale, dont la valeur est différente.

En résumé, I’équation fondamentale de la dyna-
mique sur une droite Oz est la suivante:

d2x

3 —_
(20) mg ch3f y o F.
Mais, comme on I'a déji écrit,
dx ;. d2x 1 db
(ll) E—:[lle, d’ou Ti—t_?_ —Ch‘le E‘t—'

On peut donc écrire Péquation (20)

db
(21) moche-gt--:.F.

19. Comme application, traitons le mouvement d’un
point matériel soumis & une force d’intensité cons-
tante. Il faut intégrer les équations (21) et (11), o F
est une constante. Nous supposerons que le point mo-
bile part du point O au temps zéro avec une vitesse
nulle.

L’équation (21) s’écrit

mych0df = F dt.

Intégrons en tenant compte des conditions & l'origine.
Il vient
mysh6 = F¢,
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d’ou

shB:-E-t, th = —————u.
my

F t
dx my
dt
\ I+ - 23
d’on
I3

F
— tdt —_—
my mg F2

T = — = T [+ —3 2 —u}.
F2 F m$
[+ — t?
R mj

Telle est équation du mouvement. Quand ¢ aug-
dr

mente indéfiniment, x augmente indéfiniment et T

tend vers 1.

CORRESPONDANCE.

M. G. Fouret. — Au sujet de la question 1015 ().
— Le second paragraphe de I'énoncé de la question
1013 est erroné (sauf pour une certaine catégorie de
surfaces gauches sur laquelle je penserevenir bientdt).
Jai dii vous signaler ce fait il y a quelques années, au

(') Extrait d'une lettre adressée 8 M. C.-A. Laisant. M. Fouret
envoie en méme temps une solution de la premiére partie de la
question 1015. Nous espérons pouvoir la publier dans 'un de nos
prochains numeéros.
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moment ot vous avez publié vos excellents Recueils de
Problémes; car & la page 86 de celui qui concerne la
Géométrie analylique a trois dimensions, la premiére
partie de la question 1015 se trouve seule reproduite.
Avais-Je eu soin, antérieurement ou en méme temps,
d’aviser de mon erreur la Rédaction des Nouvelles
Annales? Je n’en ai aucun souvenir; s'il y a eu oubli
de ma part, je ne puis que le regretter, et je vous prie
de m’en excuser auprés des lecteurs de votre journal.

M. H. Vogt. — Sur le mouvement de la manivelle
et de la tige guidée. — Dans le numéro d’avril der-
nier des Nouvelles Annales (p. 121 de ce Volume),
M. d’Ocagne établitsimplement ’équation dont dépend
I'inclinaison de la bielle lorsque la vitesse de son ex-
trémité opposée & la manivelle passe par un maximum
ou, ce qui revient au méme, lorsque 'accélération de
cette extrémité est nulle.

Je me permets de mentionner quelques remarques
que j’ai introduites dans mon enseignement, facilitant
la détermination de cette accélération pour une posi-
tion quelconque de la manivelle ; les résultats auxquels
J’aboutis ne différent pas de ceux qui sont établis par
M. d’Ocagne et d’autres auteurs, mais la maniére de
les obtenir, qui n’est peut-étre pas nouvelle, pourra
intéresser les lecteurs des Nouvelles Annales. Je me
reporterai a la figure 1 de l'article de M. d'Ocagne, et
je la supposerai complétée par le tracé de HI et OK.

Il s’agit de trouver la vitesse du point H qui se dé-
place sur Oy; le mouvement de ce point peut étre
considéré comme résultant de deux autres : U'un est le
mouvement d'entrainement du point coincidant H;
lié 4 la bielle, I'autre est le mouvement relatif du
point H le long de la bielle elle-méme; la vitesse d’en-



(224 )
trainement ¢, est normale 4 HI, la vitesse relative ¢,
dirigée suivant AB, et la vitesse absolue cherchée ¢,
suivant Oy ; il suffit de connaitre la premitre pour
avoir les deux autres.

Or on sait que 'on a la vitesse v, du point H, de la
bielle en menant par O une parallele & IH, jusqu’a son
point de rencontre H’ avec AB; la vitesse v, est égale
a w.OH’ et est normale 4 OH'. Mais le point H' se
confond précisément avec le point désigné par K; cela
résulte de 'homothétie par rapport & A des deux figures
HJKO et BOHI, entrainant le parallélisme de OK et
de HI. On apercoil ainsi la signification cincinatique
du point K, donnant lieu & la relation v, = w.OK.

Pour en déduire ¢, et ¢,, 1l suffit de construire un
triangle dont les cétés sont respectivement dirigés
suivant la perpendiculaire & OK, la droite AB et
Paxe O). Ce triangle est semblable & OKL comme
ayant les cotés perpendiculaires & ceux de ce dernier;
il lut serait du reste paralléle aprés la rotation des
vitesses d'un angle droit, comme on le fait dans cer-
taines théories. On a donc v, = w.OL et ¢, — w.KL;
laccélération du point B est par suite égale & w2 KL.

Ce résultat est conforme i celui qui est indiqué par
M. d'Ocagne, et & celui qui résulte des considérations
de M. Massau, développées dans le Cours de Méca-
nique appliguée de M. Boulvin (1. V, p. 49). M. Massau
construit le point K d’apres I'équation AK.AB = AH?,
puis trace par le point K une perpendiculaire 3 AB
jusqu’a son point de rencontre K" avec OB, et trouve
que l'accélération de Best égale a w2.B'O; ce sont bien
les mémes résultats que les précédents, car le point K
est celui de la figure de M. d’'Ocagne, et K'O est égal
et parallele & KL. L'accélération du point B sera nulle
quand K' se confondra avec O.
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Ces résultats sont obtenus d’une maniére & peu preés
identique par M. Moutard (Cours de machines a
vapeur de U'Ecole du génie maritime).

BIBLIOGRAPHIE.

G. DarBoUX. — Principes de Géométrie analytique; volume
in-8 (25-16) de vi-520 pages,avec 27 figures; 1917. Librairie
Gauthier-Villars. Prix : 20f, _

Nous ne croyons pouvoir mieux donner une idée de cet
important Ouvrage qu’en reproduisant la Préface du grand
géométre que vient de perdre la Science.

Le nouveau Volume que je soumets aujourd’hui au
jugement du public mathématique est le résumé de
lecons que j’ai faites depuis 1872, soit & I’'Ecole Nor-
male supérieure, soitalaFaculté des Sciences de Paris.
Avant d’étre enseignées en public, les matiéres qui le
composent ont été exposées en grande partie, avec
d’autres encore, devant mes chers éleves de 'Ecole
Normale de' 1872 4 1876. Les théories générales qui
forment la substance des quatre premiers Livres ont
été 'objet de mon Enseignement a la Sorbonne, dés
l'année scolaire 1879-1880. Clest en 1893-1896 que
j’ai développé les principes de la Géométrie Cay-
leyenne. Enlin, les propriéiés essentielles des cyclides
ont fait, depuis 'année 1880-1881, partie intégrante
de tous mes cours sur les systémes triples orthogo-
nauzx.

Il ne faut pas regarder le présent Ouvrage comme un
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exposé didactique et systématique des principes et des
méthodes de la belle création de Descartes. 1l suppose
une connaissance préalable des éléments de la Géo-
métrie analytique. Son but essentiel est de préciser
les notions relatives & U'imaginaire, & U'infini, etc., et
de wmontrer qu'en Géométrie elles doivent prendre
toute la place et toute 'mportance qui leur ont été
attribuées, depuis longtemps, en Analyse. Dans
I'exposé de ces notions, je me suis attaché & rester
aussi élémentaire que possible, et me suis interdit, &
regret quelquefois, tout développement qui ne serait
pas de nature & étre compris parunbon éléve de mathé-
matiques spéciales.

Je dois, en terminant, remercier mes collégues
MM. Cl. Guichard et Ernest Lebon du concours qu'ils
ontbienvoulu mepréterpourla correction des épreuves ;
je me reprocherais d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>