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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
[L 1 17e] 

LA COURBE ORTHOPTIQIIE DE DEUX CONIQUES ; 

PAR M. PICARDA.T, 
Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée de Nancy. 

I . — ÉTUDE GÉNÉRALE. 

1 . D E G R É . — Soient deux coniques S et S' sans 
particularité de forme ni de position; soit C la courbe 
orthoptique; pour avoir son degré, cherchons le 
nombre de points d'intersection avec une droite quel-
conque A du plan; menons une tangente T à S qui 
coupe A en t et par t la perpendiculaire T4 à T; le 
point A appartiendra à l'orthoptique c si T, est tan-
gente à S'. Or si T varie en restant tangente à S, 
T, varie et enveloppe une courbe (E) et les tangentes 
communes à E et Sr couperont A aux points cherchés; 
leur nombre sera donc le double de la classe de E. 
Pour avoir la classe de E cherchons le nombre de 
droites T4 passant par un point quelconque du plan a; 
les droites T« passant par a seront obtenues en joi-
gnant ce point aux points d'intersection de A avec la 
podaire de S prise par rapport à a; le nombre de ces 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVII . (Janvier 1917.) 1 



( 2 ) 
points est 4 et par suite Vorthoptique G est de 
degré 8. 

Remarque. — La courbe C est tangente à S en huit 
points, car la développée de S et S' ont huit tangentes 
communes. De même pour S'. 

2 . P O I N T S CYCLIQUES I ET J . — Si Ton mène de I une 
tangente à S et une tangente à S', ces deux droites iso-
tropes sont rectangulaires, donc l fait partie du lieuC; 
de plus les deux tangentes à S issues de I peuvent se 
combiner aux deux tangentes à S'issues de I de quatre 
façons; donc les points cycliques 1 ei J sont points 
quadruples de G. 

Foyers singuliers. — Soit M un point de la courbe G 
intersection de la droite T, tangente à S en 9, et de la 
perpendiculaire T' tangente à S' en 8'; la normale à la 
courbe G au point M passe au milieu de 99' (théorie du 
centre instantané, par exemple). Soient F, » les foyers 
réels de S; F', ©' ceux de S'. Les deux tangentes FI 
et F'I fournissent le point I de C et la tangente à C 
correspondante coïncide avec la normale et est équi-
distante de Fi et F'I ; elle passe donc par le milieu fK 

de F F ; donc : 

La courbe C possède quatre foyers singuliers 
réels f{, /a, fk qui sont les milieux des segments 
obtenus en joignant les foyers de S à ceux de S'. 

Ges quatre points sont donc les sommets d'un paral-
lélogramme ayant pour côtés c et cr; ces côtés étant 
parallèles aux axes focaux des deux coniques (c et c 
désignant les demi-dislances focales). 

Remarquons de suite que deux fojers singuliers 
peuvent se confondre : 
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i° Deux sommets adjacents fK} f2 du parallélo-

gramme sont confondus; les deux autres / s , / * sont 
alors confondus ; Tune des coniques est un cercle ; en 
prenant pour A une droite isotrope, on trouve pour E 
une conique et l'on voit que, en I et en J, la courbe C 
possède un double rebroussement (points bicuspidaux 
à tangentes distinctes). 

2° Deux sommets opposés / 4 , par exemple, se 
confondent; alors les axes focaux des deux coniques 
sont parallèles et les dislances focales égales. Ici la 
courbe possède en I et en J un contact avec elle-même 
(tacnode et deux autres branches en chaque point). 

3° Les deux cas précédents peuvent être réunis; 
on a deux cercles pour S et S'; ce cas sera examiné 
plus loin. 

3. P O I N T S DOUBLES. — Un point M du plan sera point 
double de G si les deux tangentes à S issues de M sont 
perpendiculaires aux deux tangentes à S' issues du 
même point, car on a en M en général deux tangentes 
distinctes pour la courbe C. 

L'angle des tangentes a S issues de M a alors même 
bissectrice que l'angle des tangentes à S' issues de M; 
les tangentes issues de M aux coniques du faisceau 
tangentiel [S, S'] forment donc une involution de 
rayons doubles rectangulaires; les droites isotropes 
issues de M forment alors un couple de l'involution 
et M est le foyer d'une conique du faisceau [S, S']; 
réciproquement tout point de C foyer d'une conique 
du faisceau [S, S'] est point double de C. Or le lieu des 
foyers des coniques d'un faisceau tangentiel est une 
cubique circulaire T; elle coupe C en 24 points dont 8 
aux points I et J ; il en reste 16 à distance Unie ; or 
chacun est compté deux fois, donc on a 8 points. 
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La courbe (C) possède en général huit points 

doubles à distance finie situés sur une cubique cir-
culaire (contenant son foyer singulier) passant par 
les foyers et les ombilics de S et S'. 

Ces résultats montrent donc que la courbe C est en 
général de genre égal à 1. 

Nous allons examiner maintenant les cas où le genre 
et le degré de G peuvent diminuer selon la nature et 
la position de S et S'. 

4 . APPARITION D'UN NEUVIÈME ET D'UN DIXIÈME P O I N T 

DOUBLE. — La courbe G peut-elle posséder plus de 
huit points doubles et devenir unicursale? La réponse 
nous sera fournie de la manière suivante : tout point 
double M de C relatif aux deux tangentes issues de M 
à S et S' est fourni par la courbe T; un nouveau point 
double doit résulter d'une seule tangente à S perpen-
diculaire à une seule tangente à S'*, ceci ne peut se 
produire que si ces deux tangentes sont des asymptotes; 
supposons donc uneasjmptote A de S perpendiculaire 
à une asymptote Vde S'; ces deux droites se coupent 
en a et l'on voit facilement que la courbe C possède 
quatre points infiniment voisins de a relatifs à deux 
branches de courbes issues de a\ donc : 

Si une asy mptote de S est perpendiculaire à une 
asymptote de S', Vintersection de ces deux droites 
est un point double de G qui devient unicursale. 

Au point de vue de coniques réelles ce cas ne peut 
se présenter que pour deux hvperboles. 

On conclut de suite que : si les asymptotes de S 
sont perpendiculaires aux asymptotes de S', la 
courbe C possède deux nouveaux points doubles et 
se décompose. 
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La condition de perpendicularité des asymptotes 
s'exprime encore par le fait que les deux coniques sont 
semblables, les axes correspondants étant rectangu-
laires. Ce cas se traite immédiatement : les deux 
coniques S et S' possèdent alors deux centres de simi-
litude <r et <t'; soit T une tangente à S ; il lui correspond 
une perpendiculaire T' tangente à S', relativement au 
centre <J et le point d'intersection de T et T' décrit la 
podaire d'une conique semblable à S et S' par rapport 
à o-, donc : 

Si les deux coniques S et S' sont semblables, les 
axes correspondants étant rectangulaires, Vorthop-
tique C se décompose en deux podaires de coniques 
semblables à S et S' et de points doubles <r et <x' 
centres de similitude. 

Remarquons que le cas de deux cercles rentre dans 
celui-ci. 

5 . A B A I S S E M E N T DU DEGRÉ DE C. — Ce fait peut être 
dû aux deux causes suivantes : 

i° Une droite perpendiculaire à elle-même est tan-
gente à S et S'; alors elle fait partie de C; au point de 
vue réel, c'est le cas de deux coniques ayant un foyer 
commun ; 

2° Une tangente à S' est perpendiculaire à toutes les 
tangentes de S; c'est-à-dire S' est une parabole et la 
tangente singulière, c'est-à-dire la droite de l'infini, 
compte double pour C. 

6 . É T U D E DE LA CUBIQUE CIRCULAIRE T. — Je signa-
lerai simplement les résultats classiques relatifs à T 
pour la disposition des points doubles de C. 
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i° Le quadrilatère des tangentes communes à S et S7 

est circonscrit à un cercle : la cubique Y a un point 
double au centre du cercle. 

2° Le quadrilatère des tangentes communes est cir-
conscrit à deux cercles; dans ce cas S et S' ont un axe 
commun, T a deux points doubles, c'est-à-dire : la 
cubique T se décompose en cet axe et un cercle l'ad-
mettant comme diamètre. 

3° Le quadrilatère des tangentes communes renferme 
une droite isoirope et par suite, à cause de la réalité, 
S et S' ont un foyer commun ; la cubique T se réduit 
à une droite à distance finie (-4- deux droites iso-
tropes). 

4° Le quadrilatère des tangentes communes est un 
parallélogramme ; S et S' sont concentriques : la 
cubique T se réduit à une hyperbole équilatère 
(4- la droite de l'infini). 

5° Le quadrilatère des tangentes communes est un 
losange, S et S' sont coaxiales : la cubique T se réduit 
à deux droites perpendiculaires (-f- la droite de 
l'infini). 

6° Le quadrilatère des tangentes communes ren-
ferme la droite de l'infini; S et S' sont deux paraboles : 
la cubique T se réduit à un cercle (-j- la droite de 
l'infini). 

7° Le quadrilatère des tangentes communes ren-
ferme la droite de l'infini comptée deux fois ; S et S' 
sont deux paralóles à axes parallèles ; ta cubique T se 
réduit à une droite (-f- la droite de l'infini double). 

Enfin signalons le cas dt s coniques homofocales 
où f n'existe plus. 
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I I . — ÉTUDE DES DIVERS CAS PARTICULIERS. 

Cette étude résulte des résultats précédents relatifs 
à C : 

i° Si une asymptote de S est perpendiculaire à une 
asymptote de S', C est unicursale. 

2° Si les asymptoles de S sont perpendiculaires à 
celles de S', C se décompose en deux podaires. 

3° Si les deux coniques ont un foyer commun, C ren-
ferme les deux droites isotropes issues de ce foyer et 
le degré de la courbe restante est celui de C— 2. 

4° Si une conique est une parabole, C renferme la 
droite de l'infini comptée double et le degré de la 
courbe restante est celui de C — 2. 

5° Les huit points doubles de C sont sur T qui peut 
se décomposer et si Fcp et F'cp' sont égaux et parallèles 
deux points doubles sont à l'infini en 1 et J (taenodes). 

La combinaison de ces résultats et des résultats rela-
tifs à T donne les conclusions suivantes : 

P R E M I È R E P A R T I E . — S et S ' sont deux coniques à 
centre : 

a. Courbe C de degré 8 de genre i : i° S ^ S' 
sont placées de façon quelconque. — C est du 
8e degré, de genre c; quarticirculaire; ayant huit 
points doubles à distance finie sur la cubique T. 

2° F<p, F'cp' sont deux segments égaux et paral-
lèles. — C n'a plus que six points doubles à distance 
finie, les deux autres sont à l'infini en I et J. 

3° Lune des coniques est un cercle. — Les points 
cycliques sont bicuspidaux. 

4° Les deux coniques S et S' ont un axe commun. 
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— Cet axe est axe de symétrie pour C qui possède 
quatre points doubles sur cet axe et quatre autres 
points doubles deux à deux symétriques par rapport à 
cet axe situés sur un cercle qui contient les foyers et 
les ombilics de S et S' situés hors de l'axe commun. 
Ces quatre points doubles peuvent se construire géo-
métriquement; d'ailleurs deux seront rejetés à l'infini 
si S et S' ont même distance focale. 

5° Les deux coniques S et S' sont concentriques. 
— Le centre commun est centre de symétrie pour C 
qui possède huit points doubles à distance finie situés 
sur une hyperbole équilatère, symétriques deux à deux 
par rapport au centre; si de plus S et S' sont égales, la 
courbe C a deux axes de symétrie rectangulaires, les 
points doubles se déterminent géométriquement. 

6° Les deux coniques S et S' sont coaxiales. — 
Les axes sont axes de symétrie pour C; chaque axe 
contient quatre points doubles que l'on peut déter-
miner. 

¡3. Courbe C de degré 8 unicursale. — Ce cas 
ne peut se présenter que pour deux hyperboles telles 
qu'une asymptote de l'une soit perpendiculaire à une 
asymptote de l'autre; on peut signaler le cas où ces 
deux hyperboles sont concentriques, la courbe C ayant 
alors un centre de symétrie. 

y. Cour be C de degré 8 décomposable en deux 
podaires. — Ce cas se présente lorsque les asymptotes 
de S sont perpendiculaires à celles de S' ou encore 
que S et S' sont semblables, les axes de même nature 
étant rectangulaires; les deux centres de similitude <J 
et d sont sur le cercle de diamètre oxo'; w, tû' étant les 
centres des deux coniques S et S'; ce cercle passe aussi 
par les deux nouveaux points doubles, intersections 
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des asymptotes rectangulaires. Les deux coniques S, 
dont on prend les podaires sont semblables à S et S', 
deux des centres de similitude étant a* et af. Selon les 
positions de o-, a' on a diverses courbes. 

Je signalerai les cas suivants : 

i° Les deux coniques S et S ; sont concentriques; on 
a deux podaires de coniques prises par rapport au 
centre, en particulier Vorthoptique de deux hyper-
boles équilatères ayant les mêmes asymptotes et for-
mée de deux lemniscates. 

2° S et S' sont deux cercles ; orthoptique est for-
mée de deux limaçons de Pascal égaux, symétriques 
par rapport à la ligne des centres; on voit que les 
points cycliques sont de rebroussement; les foyers 
singuliers sont confondus au milieu de axo'; enfin les 
points doubles des deux limaçons sont sur le cercle de 
diamètre ww' et le cercle ayant pour diamètre le seg-
ment formé par les deux centres d'homothétie. 

Remarquons que, si les deux coniques données S et S' 
sont orthogonales en un de leurs points communs, ce 
point est de rebroussement pour C, donc : 

Vorthoptique de deux cercles orthogonaux est 
formée de deux cardioïdes ayant leurs rebrousse-
ment s aux points dyintersection des deux cercles. 

S. Courbe C de degré 6 et de genre i . — Suppo-
sons que S et S' aient un foyer commun F, F'; C ren-
ferme les deux droites isotropes FI, FJ et il reste une 
courbe du sixième degré tricirculaire admettant pour 
foyers singuliers les deux centres w et c/ et le milieu 
de <pçp'. La cubique T se réduit à la droite <p©' qui 
coupe C en trois points doubles, la courbe C est de 
genre î en général. La courbe G louche chacune des 
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coniques S et S1 en six points; examinons un cas par-
ticulier : 

Les deux coniques S et Sr ont un axe commun. — 
C'est un axe de symétrie pour C; les trois points doubles 
de C sont sur cet axe; si l'une des coniques est un 
cercle, il y a rebroussement aux points cycliques. 

£. Courbe C de degré 6 unicursale. — C'est le cas 
de deux hyperboles S et S' ayant un foyer commun, 
une asymptote de la première étant perpendiculaire à 
une de la deuxième. 

<p. Courbe C de degré 6 décomposable. — Les 
deux coniques S et S' ont un foyer commun, leurs 
axes focaux perpendiculaires et sont semblables; la 
courbe C se réduit à une podaire du quatrième degré 
et à un cercle, coupant la podaire sur la droite des 
foyers. Enfin S et S' sont homofocafes; C se réduit au 
quatrième degré bicirculaire avec quatre rehausse-
ments aux points communs à S et S', on a un cercle 
double concentrique. Si S = S' on retrouve le cercle 
de Monge. 

D E U X I È M E P A R T I E . — S est une conique à centre, 
S' est une parabole. — L'orthoptique se réduit à une 
courbe du sixième degré, la droite de l'infini comptant 
double; les points cycliques sont doubles et il y a 
encore huit points doubles, donc en tout dix, la courbe 
est donc unicursale; ces huit points doubles sont obte-
nus de la manière suivante : sept sont sur la cubique 
circulaire T, le huitième est le point à l'infini dans la 
direction de la directrice de la parabole. La courbe 
possède deux foyers singuliers réels, milieux des seg-
ments joignant le foyer de la parabole aux deux foyers 
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de la conique S. La courbe G touche chacune des deux 
coniques en six points. Signalons les cas suivants : 

i° Les deux coniques ont un axe commun. — Ce 
sera un axe de symétrie pour C; T se réduit à cet axe 
et un cercle, donc la courbe C a trois points doubles 
sur l'axe et quatre sur le cercle qui passe par les foyers 
et les ombilics non situés sur l'axe. 

2° Les deux coniques ont un foyer commun. — 
L'orthoptique se réduit à une courbe du quatrième 
degré circulaire ayant pour foyer singulier le centre de 
la conique S; T se réduit à une droite qui coupe C en 
deux points doubles; le troisième point double est à 
l'infini; les points doubles et les asymptotes pouvant 
se construire géométriquement. 

T R O I S I È M E P A R T I E . — S et S ' sont deux paraboles. 
— La droite de l'infini comptant quadruple, il reste 
une courbe C du quatrième degré circulaire ayant 
pour foyer singulier le milieu du segment joignant les 
foyers des deux paraboles; T se réduit à un cercle cou-
pant C en huit points; en exceptant les points cycliques 
on trouve trois points doubles; donc : 

L' orthoptique de deux paraboles est une quar-
tique circulaire ayant trois points doubles situés sur 
un cercle passant par les foyers des deux paraboles 
et circonscrit au triangle des tangentes communes. 

Examinons les divers cas : d'abord les axes peuvent 
être rectangulaires, alors la courbe C se réduit à une 
podaire de parabole courbe du troisième degré par 
rapport au centre de similitude, donc : 

i° Vorthoptique de deux paraboles ayant leurs 
axes rectangulaires est une podaire de parabole; 
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2° L orthoptique de deux paraboles telles que 

Vaxe de chacune d'elles soit la directrice de Vautre 
est une strophoïde droite; 

3° L!orthoptique de deux paraboles telles que 
Vaxe de chacune d}elles soit la tangente au sommet 
de Vautre est une cissoïde droite. 

Si les deux paraboles ont leur foyer commun, C se 
réduit au second degré, en général, et l'on a : 

i° Uorthoptique de deux paraboles ayant leur 
foyer commun est une conique ; 

2° U orthoptique de deux paraboles ayant leur 
foyer commun et leurs axes rectangulaires est une 
droite perpendiculaire au milieu du segment joi-
gnant le foyer commun à Vintersection des deux 
directrices. 

Si les deux paraboles ont leurs axes parallèles, C est 
une quartique circulaire ayant un point double à l'in-
fini sur la direction perpendiculaire à celle des axes et 
deux points doubles à distance finie sur la droite joi-
gnant les deux foyers. 

Si de plus les deux paraboles ont même foyer, la 
courbe C se réduit à une conique ayant trois points 
doubles (un à l'infini et deux aux intersections des 
deux paraboles), c'est une droite double, donc : 

Vorthoptique de deux paraboles homofocales est 
la corde commune. Si les deux paraboles sont iden-
tiques, on retrouve la directrice. 

Le cas où l'une des coniques se réduit à deux droites 
ou, au point de vue tangentiel, à un ou deux points 
fournit pour C des podaires. Si S et S' sont réduites 
toutes deux à des poiots on a pour C quatre cercles. 
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La question peut se généraliser en faisant jouer à 

deux points quelconques le rôle des points cycliques 
ou en les remplaçant par une conique quelconque; 
on a alors le résultat suhant : 

Etant données trois coniques S, S', S" le lieu C des 
points <sTintersection des tangentes à S et S' conju-
guées par rapport à S" est une courbe du huitième 
degré possédant huit points doubles sur S" et douze 
points doubles sur une cubique T. 

Les huit points sur S" sont les points de contact des 
tangentes communes à S et S", puis à S' et S*. 

La cubique T est le lieu des points tels que les tan-
gentes issues de ces points à S, S', S" soient en involu-
tion. Cette cubique F passe par les dix-huit ombilics 
des trois coniques prises deux à deux. 

La courbe C touche chacune des deux coniques S 
et S' en huit points. Ces propriétés se démontrent 
comme pour le cas de l'orthoptique de deux coniques. 

Remarquons qu'en échangeant les trois coniques S, 
S', S", on définit trois courbes du huitième degré C, 
C\ C", et l'on à toujours la même cubique T; donc la 
cubique T renferme les dix-huit ombilics des coniques 
et les trente-six points doubles de C, C', C situés hors 
des coniques données. 

Il resterait à étudier comme plus haut les divers cas 
possibles pour la courbe du huitième degré obtenue et 
à en déduire quelques théorèmes intéressants. 
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[K'18g] 
SUR LES SEIZE S P H È R E S T A \ G E \ T E S A l \ E SPHÈRE 

E T A T R O I S P L A N S D O N N É S ; 

PAR M. R. GOORMAGHTIGH. 

M. Barisien a proposé dans Mathesis ( 1913, p. 88) 
sous le n° 1913, la question suivante : 

On considère un cercle O et deux cordes rectan-
gulaires APB et CPD; il existe huit cercles qui sont 
tangents à la fois à ces cordes et au cercle O. Mon-
trer que si les cordes se déplacent autour du point P : 
i° le produit du rayon d'un cercle qui touche le 
cercle O extérieurement, par le rayon du cercle qui 
touche le cercle O intérieurement dans Vangle des 
cordes AB, CD opposé à celui ou se trouve le premier 
cercle est constant; 2° la somme des rayons des 
quatre cercles extérieurs au cercle O diminuée de 
la somme des rayons des quatre cercles intérieurs 
est constante. 

Dans la question 4603 de VIntermédiaire des 
Mathématiciens (1916, p. 2) M. Barisien reprend la 
seconde propriété et propose de rechercher ce qu'elle 
devient quand les cordes données font un angle 8. 

Nous nous proposons d'étudier ici la question ana-
logue pour l'espace et de rechercher, entre les rayons 
des seize sphères tangentes à une sphère donnée et à 
trois plans sécants formant un trièdre quelconque, des 
relations du même genre que celle» rappelées plus 



( «5 ) 
haut. Nous traiterons d'abord rapidement le cas de la 
figure plane en supposant que les cordes données fas-
sent un angle 9, et nous mettrons les résultats sous une 
forme qui présentera avec ceux relatifs à l'espace une 
analogie complète. 

1. Supposons que le centre O du cercle donné se 
trouve dans l'angle BPD des cordes AB, CD; soient r 
le rayon du cercle O, 9 l'angle APC, TU la puissance de P 
par rapport au cercle O, S4, 82 et d les distances de O 
aux cordes AB, CD et au point P. Désignons par p4 

et p2 les rayons des cercles extérieurs tangents aux 
arcs BD et AC, par et p'2 les rayons des cercles inté-
rieurs tangents aux arcs AC et BD; les centres corres-
pondants seront désignés par co4, co2, co'4, wjj. Si l'on 
considère les projections de Oto, sur chacune des 
cordes données faites parallèlement à l'autre corde, on 
trouve 

(1) (pi-4-r)»sin«6 

= (Pi — o,)*-+- —8|)(pt —a,)cose. 

Si Ton opère de même pour le cercle to ,̂ on obtient 

(—Pi r)* sin*9 
= ( - ?\ ~ ô i ) M - ( - p i - 2 ( - pi - 8i)(— p i - 8,)cos6. 

Par suite, l'équation(i), du second degré en p,, a pour 
racines p, et —p'f. On forme de la même manière 
l'équation 

(2 ) (p , -h r)» sin*6 

= (P2-+- Si)5-H (pi-H o2)2-i- a(p,-f- ô,) (p,-f- 5,) cos8, 

qui a pour racines p2 et —p^. On déduit aisémént 
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de ( i ) ^ 

pi — Pi = —-${' l rCO*27 I 
sins -2 

6 6 p, p'j =( r2 — dï) tang* - = m tang* 

De (2) on tire de même 

P2 p2 = — ^ ( î rcos 2 - — ôi — S2V 
siti2 - V 2 7 

2 
6 

p2 P2 = m tan g5 - == p ip'n 

et l'on a, par conséquent, 0 (3) pi-h p2 — ? 1 — P̂  = 4'' t a n g 2 - , 

1 1 1 1 4'' (4) -7- h—r — • 
Pl p 2 Pl p2 ® 

On a donc ces propriétés : 

Pour un angle 6 donné, la somme des rayons des 
cercles extérieurs situés dans deux angles opposés 
formés par les cordes AB, CD diminuée de celle des 
rayons des cercles intérieurs situés dans les mêmes 
angles est constante. 

Quand les cordes AB, CD faisant un angle cons-
tant 8 se déplacent autour du point fixe P, le pro-
duit du rayon dyun cercle qui touche le cercle O 
extérieurement par le rayon du cercle qui touche le 
cercle O intérieurement dans Vangle des cordes AB, 
CD opposé à celui où se trouve le premier cercle est 
constant. 

Si deux cordes AB, CD quelconques sont mobiles 
autour du point P, la somme des inverses des rayons 
des cercles intérieurs situés dans deux angles oppo-
sés formés par ces cordes diminuée de celle des 
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inverses des rayons des cercles extérieurs situés 
dans les mêmes angles est constante et égale au 
double du rapport du diamètre du cercle O à la 
puissance m du point P par rapport à ce cercle. 

Des propriétés analogues existent pour les cercles 
situés dans les autres angles opposés formés par tas 
cordes AB et CD. Si l'on désigne donc par Sp et 2p; la 
somme des rayons des cercles extérieurs et celle des 
rayons des cercles intérieurs et par i et S ~ la somme 
des inverses des rayons des cercles extérieurs et celle 
des inverses des rayons des cercles intérieurs, on a, 
d'après les relations (3) et (4), 

/ 0 0 \ £p'= 4 r l tang2 - h- coi9-), 

V 1 ^ i __ 8r 
p7 ~~ Zd p ~ 

En particulier, si 8 = 

Sp — 2p' = 8 r. 

Remarquons enfin que, si X désigne la diagonale issue 
de P dans le losange construit sur les côtés de l'angle 0 
et dont les hauteurs égalent l'unité, on a 

( 5 ) pi "H P2 — pl — Pî = X ^ ï ' 

( 6 ) P!P1 = P2?2 ^ X*-

2. Soient maintenant une sphère S de centre O et 
trois plans sécants TziyTz2, n3 se coupant suivant des 
droites du d2y d3; et considérons les seize sphères <o 
tangentes à la fois à S et aux plans tt4 , tc2, ir*. Soient 8|, 
82, S3 les distances de O aux plans îu2, tc3; 82, 83 
les angles du trièdre 8 formé par les plans TT et qui 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. X V I I . (Janvier 1917.) 2 
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renferme le centre O ; aM a2 , oc3 les angles des 
droites d{, d2i dz respectivement avec les plains 
tc2, Désignons encore par pt et p̂  les rayons des 
sphères o> extérieure et intérieure à la sphère S et 
situées dans le trièdre 0 , par p2 et p'4 les rayons des 
sphères o> extérieure et intérieure à S et situées dans le 
trièdre opposé à 0 ; les centres correspondants seront 
désignés par to,, <o2, w' r 

Menons par O des droites rf'4, d'2i d'z parallèles à rf4, 
rf2, d9 et par w, des plans parallèles à TC,, 7t2, tzz cou-
pant les droites d\, d'2, d'3 en t{, ¿2, ¿3. On a alors 

Oti=seizA9 o O t ^ ^ l 

sina t sinaj sina3 

et, par suite, 
( p, + = (£i=_ii)î _ ( f l ^ î i ! + i h z f i l r s in îa 1 s i n ^ j sin2a3 

sin a2 sin a3  

— (Pl— ^t) cosQg 
sina3 sina t 

-a- — ^t) (pi — SQcos63 
sina t sina2 

Cette relation s'écrit en développant 

( 7 ) 

i » 

c 

I 

sin2 a2 sin2a3 
2COS0] 2cos82 2 COS63 

Sina, sina3 sina3 sinaj sinat sina2 J 

Ô! 8* 83 (82-4-83)0086! 
sin2aj sin za2 sin*a3 sinaj sina3  

(83-+- 8 t ) c o s 6 2 (St-t- 82) cos8 t  

sina3 sinaj sinaj sina2 

Sf 8f S2 ÎSj^cosÔJ ——i 1 :— 1 :— 1 :—2 1. 
sin îa 1 sin2a2 sin2a3 s ina 2 s ina 3 

_i_2 83 81 cos62 2 01 â2 cos83 
sina3sin<*i sinaj sina2 

r2 = o. 
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En opérant de la même manière pour la sphère on 

obtient une équation du second degré en p'( identique 
3 (7 ) , mais dans laquelle le terme en p< est précédé du 
signe -H ; l'équ'ation (7) a donc pour racines p4 et — p,. 
De la même façon on trouve l'équation 

(8) p Lsin4s 2 [sindaci sin2as sin2as 
acosOt icosÔt acos83 

sina2sina3 sina3sinai sin at sin ou 
81 S2 (ô 2-f . 8 ? ) c o s 8 t — 1—:—- h -—-—j—JL :-L î 
n*»! sin2a2 sm 2 a 3 s ina 2 s ina 3 

($3-+- Si ) cos8 t ( V j - ô j ) cosÔj 
sinot3sina, sina1sina2 

¿1 S| , a M s cosQi 

] 
1 

] 
sin2aL sin2a2 sin2a3 sina2sin<x3 

2Ô3S«COs82 2 0 , 8 2 c o s 8 3 
H . 1 , ' . i 

sina3 Sinai sina t sina2 
— r* — o, 

qui a pour racines p2 et — p£. Or, on sait que si l'on 
porte sur les droites d2,-d9 à partir de leur inter r 

section P des longueurs PP< = /4, PP2 ~ /2, PP3 — 
et si l'on désigne par l la longueur de la diagonale 
issue de P dans le parallélépipède construit sur PP4 P2P3, 
on a 
¿2 = l\ -f- l\ l\ -f- 2 ¿,¿3 COs8,-h 2 l3lI COS8g ll\ / J C O S 8 3 . 

Supposons que Ton prenne 
1 

¡\ = - r y / 2 = ——— 5 / 3 — Sina! sina2 sina3 

cela revient à construire sur le trièdre Ole parallélépi-
pède ayant ses hauteurs égales à l'unité; si l'on désigne 
la diagonale issue de P par X, on a donc 

X2 = 
sin2ai . sin2a2 , s in 2 a s 

2 C O S 8 T 2 C O S 8 J 2 C O S Ô J 

s inx 2 s ina 3 s inxjs in«! s i n s i n a 2 
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D'autre part, si Ton appelle d la distance OP, on a 

J L — sin^aj sin2a2 sin2a3 

2 82 83 cos6I 28381 COS82 2$I82COS8J 
; ; 1 ; ; ^ __ ; . 

s m a 2 s i n a 3 s ina 3 s inai smat sina2 

En vertu des remarques qui précèdent, on peut donc 
écrire, d'après les équations (7) et (8), 

t — Pi — xTZ=T [̂ T 
Si 8 $3 (S2-h 83) cos8 

Pi 1 2 1 1 cint <v. ' cîniiv. cinî sin ta1 sin2a2 sin2oc3 s ina 2 s ina 3  

( 8 3 - 4 - 8 1 ) C O S 8 2 ( 8 1 - 4 - 8 2 ) C O S 8 3 + ^ 

s ina 3 s inaj s ina 1 s ina 2 

r2 dî 
P Ì P Ì = x T Z T ^ ? 2 ^ ' 

_ ' - 1 f 1 1 1 (52-v-53)cos8j 
^ X2—1 Lsin3at sin2a2 sin2a3 s ina 2 s ina 3 

( 8 3 4 - 8 T ) c o s 8 ( O , - H 8 2 ) C O S 8 3 -\ : : h : : Ì 
sina,3 sinat sina t sina2 

En désignant par xs la puissance de P par rapport à la 
sphère S, on déduit de là ces trois relations : 

4 r 

Pi-+- pi — Pi — P« = yjIT 

Pi?! = p2p2 
À 2 1 

i i i i 
- r -f- -7- = — , Pi P-2 Pi Pi W 

respectivement identiques aux relations (5), (6) et (4) 
relatives à la figure plane. On a ainsi ces propriétés : 

Pour un trièdre 0 de grandeur donnée, la somme 
des rayons des sphères extérieures situées dans ce 
trièdre et le trièdre opposé diminuée de la somme 
des rayons des sphères intérieures situées dans les 
mêmes trièdres est constante quel que soit P. 

Quand un trièdre 0 de grandeur donnée tourne 
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autour de son sommet fixe P, lé produit du rayon 
de la sphère extérieure située dans le trièdre 8 par 
celui de la sphère intérieure située dans le trièdre 
opposé est constant; la somme des inverses des rayons 
des sphères intérieures diminuée de celle des in-
verses des rayons des sphères extérieures est aussi 
constante et indépendante de la grandeur du 
trièdre 0. 

Par un raisonnement analogue on trouvera des rela-
tions du même genre pour les rayons des sphères 
situées dans les autres trièdres formés par les plans 

e n réunissant les résultats obtenus on aura ces 
théorèmes : 

On considère une sphère S et trois plans sécants , 
J TCS formant un trièdre de grandeur donnée; il 

existe seize sphères qui sont à la fois tangentes à 
ces plans et à la sphère S, huit extérieurement, huit 
intérieurement. La somme des rayons des huit pre-
mières diminuée de la somme des rayons des huit 
dernières est constante. 

En particulier, si le trièdre formé par les plans TC4 , 
7t2, est trirectangle, cette constante est égale à 
huit fois le rayon de la sphère S. 

Par un point P pris à Vintérieur d'une sphère S 
on mène trois plans quelconques TC|,tc2, ic3 d Von 
considère les seize sphères tangentes à la fois à ces 
plans et à la sphère S. La somme des inverses des 
rayons des sphères intérieures à S diminuée de 
celle des inverses des rayons des sphères extérieures 
à S est constante et égale à huit fois le rapport du 
diamètre de S à la puissance de P par rapport à S< 
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[Kl2e] 
NOTE SUR LA GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE ; 

PAR M . A . A U R I G . 

Généralités. — La géométrie du triangle n'est en 
somme qu'un chapitre spécial de la Géométrie analy-
tique, et il semble tout indiqué de prendre le triangle 
donné comme triangle de référence, en faisant un 
usage exclusif des coordonnées trilinéaires barycen-
triques. 

Il est incontestable, en effet, qu'un choix judicieux 
de définitions, de notations et de symboles peut faci-
liter beaucoup, non seulement l'exposition didactique 
de théorèmes déjà connus, mais aussi la recherche de 
nouvelles propriétés concernant les figures soi-disant 
remarquables d'un triangle, telles que points, droites, 
coniques, etc. 

Considérons donc le triangle de référence A, A2 A3 

et appelons m4, ra2, msles coordonnées barycentriques 
d'un point M, défini par certaines propriétés intrin-
sèques que ce point possède dans le triangle A< A2 As ; 
en d'autres termes/nous admettons que ce point peut 
être obtenu en effectuant certaines opérations au moyen 
des côtés aK, a2, az ou des angles A f , A2, A 3 du triangle 
de référence. 

Dans ces conditions, comme le côté ai est propor-
tionnel à sinA/, la coordonnée mh sera proportionnelle 
à une fonction bien déterminée des angles A,, A2, A3 

mx=kf( AI, AT, A,). 
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Au moyen de la relation 
A t n- A?-h A3 = tc, 

on pourra éliminer A3 et il viendra 
/ n i = *<p(Ai, A,). 

A cette coordonnée, on peut faire correspondre la coor-
donnée conjuguée 

m\ = ¿'<p(A,, A3), 

qui différera en général de m{, à moins que l'on ait 

<p(A,, A î ) = ¿'<p(A,, A3), 

A" étant une constante indépendante de A<, A2, Aj ou 
une fonction symétrique par rapport à ces trois angles. 
On dira dans ce cas que la coordonnée mK coïncide 
avec sa conjuguée m[ et l'on écrira 

m \ = kfs( Ai, Aj) = k' cpi( A t , A3). 

Enfin, il peut arriver que mh se réduise à une fonc-
tion de A4 seulement, soit 

Considérons d'abord le cas où les coordonnées 
m2, mz se déduisent de mx par une simple permutation 
circulaire des angles; nous obtiendrons les classes 
suivantes de points : 
(I) <KA.) ^(A 3 ) , 
(II) <ps(Ai, A2) 9 , ( A t , A3) cps(A3, Ai), 
( I II ) cp(Ai,A s) <p(A2, A3) <p( A3, AJ). 

La classe (I) contient les points M dont les coor-
données s'expriment explicitement au moyen d'une 
même fonction des angles correspondants 
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Si un point N a pour coordonnées ni avec 

on pourra écrire symboliquement 
N = / ( M ) . 

En particulier, si ^(A/) est une fonction rationnelle 
des lignes trigonométriques ordinaires de l'angle 
Ai, sinA,, c o s A e t de ses multiples, 011 sait qu'on 
pourra l'exprimer rationnellement en fonction de 

A, t a n g - . 

Or, le point de Gergonne L, obtenu en joignant 
chaque sommet du triangle au point de contact du 
cercle inscrit avec le côté opposé, a précisément pour 
coordonnées 

A A 
Xtang^~-> X tang—-> Xtang 2 

Dès lors, on pourra, dans beaucoup de cas, exprimer 
rationnellement un point ~ en fonction explicite 

En particulier, l'orthocentre H, les centres des 
cercles inscrit I et circonscrit O peuvent s'écrire sym-
boliquement 

H . . 2LX (tangA,) : 
(A - v — 

I , . . N 2 LX = (sinAj) = 
IX ~ V ~ X«-T-L» 

O / • a 4 \ 2LX(X*—L*) = (sin Ai cosA/) = 

Pour les points de la classe (II), nous avons 

M , \ ~ K CPS{KX, A , ) ~ K' ATL A 3 ) . 
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Au moyen de la relation 

Aj H- A2 Aj = it, 

nous pouvons éliminer A2 et A3 et nous obtiendrons 
comme résultant 

X(w,,A i) = o. 

On obtiendrait évidemment de la même manière 

K(m*> As) = X(m3, A,) = o, 
mi est ici une fonction implicite de A,- et se comporte 
comme un nombre algébrique ou transcendant, selon 
que ^ est une fonction algébrique ou transcendante 
en m/. 

Nous pourrons donc, dans beaucoup de cas, assimiler 
un point M de cette classe à un nombre algébrique, 
racine d'une équation irréductible, et associer à M les 
autres points, réels ou imaginaires, également racines 
de cette équation. 

Pour la classe (III), nous associerons à la coordonnée 
mi = <p(A,, Aj), 

la coordonnée conjuguée 
m \ = ?(Aj , A3). 

Toute fonction symétrique de mK et m\ sera évidem-
ment de la forme os( A<, A2 ), et appartiendra par consé-
quent à la classe (II) ; en particulier, la somme m{ m, 
et le produit mK m\ appartiendront à cette dernière 
classe : dès lors, m{, m'x pourront être considérés 
comme les racines d'une équation du second degré 
dont les termes seront des coordonnées appartenant à 
la classe" (II) ; symboliquement, il en sera de même des 
points correspondants. 

Dans beaucoup de cas, les points de la troisième 



( 26 ) 
classe seront donc des points algébriques de deçré 2 A, 
h étant le degré des points de la deuxième classe aux-
quels ils peuvent être ramenés. 

Si les coordonnées m3 ne se déduisent pas de mK 

par une simple permutation circulaire des angles, on 
obtiendra les classes suivantes de points : 

H V ) < H ( A , ) + Î ( A J ) < W ( À , ) , 

(V) ^ ( A j , Aj) «pit(Aj, A3) cpÎ8(A3, A t) , 

(VI) ^ ( À ^ A j ) <p2(A2, A3) <p3(A3, A,). 

Considérons un point de la classe (IV), par exemple 

(M) + t ( A , ) M A,) <|>3( A3). 

Nous associerons à ce point les points obtenus par une 
permutation circulaire des fonctions qui ici sont 
différentes, 

(M') M A f ) fc(At) ^ ( A 3 ) , 

(M") ^s(Ai) + , ( A , ) + i ( A , ) . 

Toute fonction symétrique des coordonnées de ces 
trois points M, M', M'7 donnera pour chaque coordonnée 
une même fonction de l'angle correspondant : en d'au-
tres termes, on obtiendra les coordonnées d'un point 
appartenant à la classe (I); on en déduira, comme pré-
cédemment, que les points M, M', M" se comportent 
commè des nombres algébriques, racines d'une équa-
tion du troisième degré, dont les coefficients sont des 
points appartenant à la première classe. 

Les classes (V) et (VI) se ramèneront de la même 
manière aux classes (II) et ( I I I ) ; on pourra, par 
exemple, associer au point 

<pit(Ai, Aj), «pi,(Aj, A3), ^ î , ( A 3 , A 1 ) 
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les deux points 

<MA,, A,) , ^ ( A j , A t ) , 
fi» (Al, Aj ), Aj, Aj), <pis(Aj, A , ) 

et raisonner comme précédemment. Les points des 
classes (V) et (VI) se comporteront donc comme des 
nombres algébriques de degré 3h ou 6A, si h est le 
degré des points algébriques de la deuxième classe 
auxquels ils peuvent être ramenés. 

Finalement, on pourra dire que tout point remar-
quable du triangle est susceptible d'être défini par une 
fonction implicite irréductible 

f(m¿, A/) = o 

et l'étude de ces points remarquables sera ainsi ramenée 
à celle des nombres algébriques ou transcendants. On 
remarquera l'importance et la grande généralité de ce 
résultat. 

Points remarquables. — Parmi les points remar-
quables du triangle, il faut citer en premier lieu ceux 
dont les coordonnées s'expriment au moyen des côtés 
mêmes du triangle de référence, considérés comme des 
vecteurs du plan 
(I) a , e ' 0 f l j à 3 e^*, 
(J) a , e-'9«, a% 

a/et 6/ étant les modules et les arguments de ces côtés. 
Les points ainsi obtenus sont situés sur la droite de 
l'infini 

¿Fj -h X$ S= O 

et s'appellent les points cycliques du plan : on con-
naît le rôle important qu'ils jouent, soit dans la 
mesure des distances, soit dans les propriétés; des cir-
conférences. 
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Ainsi la distance de deux points M ( m n m2, 
est donnée par l'expression 

( m m 2 - + - m8) /ij-h n3) MN = 
m 1 m2 m* 
Tlj « t « 3 

at e^« a2 

de même la distance S du point M à la droite 

Pi -+- p* •+• />3 #3 = o 

est donnée par l'expression 

g _ 2Àf A2 A3 />1m1-h/? îm2-4-jP3m3 

/n t+ffi2 + m3 jojai e1'9«-*- /?2a2 jo3a3 

Les points (1) et (J) représentent en quelque sorte, 
sur la droite de l'infini, les triangles semblables au 
triangle de référence : on pourrait considérer d'autres 
triangles dérivant de ce dernier, par exemple ceux dont 
les angles sont 

7C — 2A1, TZ— 2 A j, 7T — 2 A3 
OU 

TZ Ai ir A2 TZ A3 

2 1 ' 2 2 2 2 

ou, plus généralement, 

kn 3*) A,, —3*)Aj, kiz -4- (1 — 3*)A3. 

En considérant les triangles équilatéraux, on aurait 
comme points représentatifs 

Gt(i , / , / ' ) et G,(i , /* , / ) , 

j et j1 étant les racines cubiques de l'unité. 
Il n'est pas possible de rappeler ici les nombreux 

points remarquables à titres divers étudiés dans le 
triangle : nous nous contenterons d'en définir les ra-
cines carrées et cubiques. 
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Si Ton considère le point M a (mj , m*, inj), on dira 

qu'il a pour racines carrées les quatre points 

m i mt 

— nt\ m2 Wîj 
m, — mt 

mx nti — ni3 

On peut associer à chacune d« ces racines la polaire 
tri linéaire correspondante 

X\ OCz 1- -f- = o. ± m,\ ± w2 m3 

On voit aisément que le triangle formé par trois points 
racines, celui formé par les trois polaires trilinéaires 
correspondantes et le triangle de référence sont homo-
logiques, le centre et Taxe d'homologie étant précisé-
ment la quatrième racine et sa polaire trilinéaire. 

Si l'on considère le point M3 (m^, m\, mj) , on voit 
qu'il a neuf racines cubiques que l'on peut répartir en 
trois triangles comme il suit : 

mi, /n2, m3 mxy, m2, mz y*, m3 
mh ml ji /nZ y2 m\i m t j \ mi m\t rniJi'i mi 
mu Wj/2, mzj miy m2, mz j mif m2, m%j* 

Ces trois triangles forment avec le triangle de réfé-
rence un groupe tel que deux triangles quelconques du 
groupe sont hexahomologiques entre eux, les centres 
et les axes d'homologie étant précisément les sommets 
et les côtés des deux autres triangles. 

Avant de passer à l'examen des courbes dérivant de 
points remarquables, nous allons dire un mot des 
points qu'on peut faire dériver de deux ou de trois 
points donnés. 

Par exemple, des deux points , m2, /w3; nt, n%1 
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on peut déduire les deux points brocardiens 

mjnj±m 3 n 2 , m 3 m x n2ih m 2 . 

Si Ton a trois points 
W j m 3 

/tt n 2 n 3 

P\ P* Pz 

on peut en déduire de nouveaux points, soit en chan-
geant, dans le déterminant représentatif, les lignes en 
colonnes et réciproquement, soit en remplaçant chaque 
élément par le mineur correspondant. 

On est ainsi conduit à des triples points de la 
forme 

m i m 2 m, 
m2 niy mx  

rn3 mx ni2 

qui restent invariables par une permutation circulaire, 
et au déterminant représentatif suivant : 

ntx nx — m2 nt — m3 n:i i nx n2 a m3 mt 

inzn\ i m,2 mà rn3n3— mxnx—/n2/i2 

dont les mineurs sont proportionnels aux éléments 
correspondants si l'on a la relation 

mi m2 m3 = nx n2 ti3 ; 

cette égalité signifie que le triple point forme un triangle 
homologique aveç le triangle de référence. 

Lorsque les deux points M et N sont confondus, on 
a le triple point 

m\ — m\ — m\ 2m1m2 i m3 mx 

imxmt m\ — m\—m\ im% m3 

im^rki im^m-i m\—m\ — m\ 
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qui représente le discriminant d'une conique/dont 
l'équation reste la même, soit en coordonnées ponc-
tuelles, soit en coordonnées tangentielles. 

Courbes remarquables. — Parmi les courbes déri-
vant d'un point remarquable M, nous citerons tout 
d'abord celles dont l'équation est 

( Z1.Y+ = O. -
\mi/ \mt/ \m3/ 

Pour a = i, on obtient la polaire trilinéaire de M, 
dont les propriétés sont bien connues. 

Pour a = 2, on a une conique dont les points d'in-
tersection avec les côtés de \ a A s sont conjugués 
harmoniques par rapport aux sommets A/ et que, pour 
cette raison, on appelle conique conjuguée. 

Le centre de cette conique est en M2 (m*, m\, m\) : 
elle est une parabole si 

mf -f- m\ -h m\ = o; 

une hyperbole équilatère si 

un cercle si 
mi = tangÀ,-. 

Pour a = — i , on obtient une conique circonscrite 
au triangle de référence : son centre a pour coor-
données 

171 $ — 1Yl\), Tttj (/M3 -f- 7tl\ — /rtj), Tï\% /WJ— Wtg)| 

cette conique est une parabole si 

Ym~i~h y /̂n -̂f- = o; 
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une hyperbole équilatère si 

m.\ m 2 m3 = o; tangAf tangAj tangA3 

un cercle si 
m t = sin* Ai. 

Pour on obtient une conique inscrite dans 

le triangle de référence et dont le centre a pour coor-
données 

i ( i i i i 
mt ms ' mt mt ' m2 

Cette conique est une parabole si 

i i i __ 
m2 mz ~~ ' 

une hyperbole équilatère si 

m} m\ m\ 

— -2 cos Ai — 2 cos AO COSA3 = o ; mz m3mi m{ mz 

un cercle si 
Ai m { = tang • 

Pour a = 3, on a une cubique non singulière dont 
la hessienne est formée par les côtés de A IA2A3 

qui sont des tangentes inflexionnelles à la cubique : les 
points de contact se trouvent sur la polaire trilinéaire 
de M. 

Pour on a une cubique ayant un point double 
en M et les tangentes inflexionnelles comme dans le 
cas précédent. 

Pour a = 4> * = — a, a = — - , on obtient des quar-
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tiques qui ont été étudiées par de nombreux géo-
mètres. 

On pourrait définir de nouvelles courbes comme 
lieux géométriques des centres ou des foyers de co-
niques satisfaisant à certaines conditions : il nous 
suffira de rappeler les notions très fécondes de fais-
ceaux et de réseaux de courbes qui constituent des 
combinaisons linéaires de deux ou de trois courbes 
données. 

Considérons, par exemple, le faisceau obtenu avec 
une conique conjuguée et une conique circonscrite 

x\ - V1 x2x3 —r -4- A 7 = o. 
m \ JmJn2n3 

Le discriminant de cette équation aura une racine 
double; en d'autres termes, toutes les coniques du fais-
ceau seront tangentes si l'on a 

\mxJ \mt/ \m3/ 

Lorsque nti = toutes les coniques du faisceau 
sont bitangentes et l'on détermine facilement la valeur 
de X pour laquelle la conique est une parabole, 
une hyperbole équilatère, une conique inscrite dans 
A 4 A2 A3 . . . . 

On pourrait étudier également le faisceau des 
coniques bitangentes à une conique inscrite dans 
A^AaAs au nombre desquelles se trouve la lemoi-
nienne, généralisation du premier cercle de Lemoine : 
de même que le faisceau formé par deux coniques 
inscrites dans A |A 2 A 3 au nombre desquelles se 
trouve Veulérienne, généralisation du cercle des neuf 
points, etc. 

Parmi les coniques d'un réseàii, on étudiera surtout 
Ann. de Mathémat!\• série, t. XVII. (Janvier 1917.) 3 
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celles qui sont conjuguées, circonscrites ou inscrites à 
un triangle déterminé. Ce triangle peut être obtenu, 
soit en prenant trois des racines carrées d'un point M2 

(coniques de de Longchamps), soit en prenant un des 
trois triangles formés par les neuf racines cubiques 
de M3 (brocardiennes ou généralisation du cercle de 
Brocard). 

Ces indications sommaires suffiront à montrer l'im-
mense complexité des propriétés des points et des 
figures soi-disant remarquables dont l'étude fait l'objet 
de la Géométrie du triangle. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2231. 
( 1915, p. .Sa.ï 

Soient a une racine simple de Véquation v(x) = o et F(.-r ) 
un polynome défini par Véquation 

v*(x) = (x — ay F(x). 

Démontrer qu'on a 

F {a) =<p'J(a), 
F'(a) = <?'(a)<p"(a), 

F"(a) = T<?'2(«)+ %'(a)cf(a) , 4 ^ 

Supposant qu'on ait 

cp(ar) = (x — «i)(a? — a%) ... (x — an ) 

et que f ( x ) soit un polynome de degré m {m < a/i), véri-
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fier l'identité 

n 
A ai) * 

i= 1 
n 

y a*) ?'(«/)-/(a,•)?'(<*/) i 
(Y(a,)]8 * - « , ' 

Les nombres at, ..., a* étant connus, déterminer le 
polynome f { x ) par la condition que la relation précédente 
ne contienne pas de termes de la forme 

A, 
x — ai 

et, dans ce casi trouver la forme de la relation considérée. 

N . ABRAUESCU. 

SOLUTION 

Par M. T . ONO. 

r La différentiation n fois de l'équation 

(x-a)*F(x)=9(x)<t(x) 
donne 

(x — a)*Ft»)(a?)-f- w(x — a)F^-»(x)+n(n — i)F^-^(x) 

= a>(a?)<pt/l)(ar)-f- ny'(x)yln-l)(x) 

-+- <p'(ar)p(n->}(g -h...-f-©{,l)(*)?(*) 

et, par suite, 

-H /t<pl«-i>(a)<p'(a). 
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En faisant ti = 2, 3, 4, 5, . . o n trouve 

F ( a ) = cp'*(a), 
F ' ( a ) = cp'(a)<p"(a), 

i a F ' ( a ) = 8f(a)(p"'(a)H-6<p'«(a), 
2 o F " / ( a ) = iocp'(a)<p lv(a)-H 2 0 c p " ( a ) < p ' " ( a ) . . . . . 

[La relation donnée pour F"(a) dans l'énoncé est en faute.] 
20 Posons, selon l'usage, 

/ ( f ) 
(x — ai)^{x — a,)2... (x — aw)2 

-s y _ A L _ 1 y A* 
— ai)1 Jmdx — a,i9 

c'est-à-dire 

= S K F t ( x ) -h Z \ i ( x - a i ) F i ( x ) , 
où 

(a? - a i ) * F i ( x ) = : ( x - a t y . . . ( x - a n ) * = 

On a d'abord 
w „ /(ai) „ /(ai)  

1 F , ( « / ) 
et puis 

/ ' ( a / ) = A i F ; ( a / ) - f - A / F / ( a / ) ; 
donc 

/'(at)-WW f(ai)l'(ai)-/(at)<?(ai) 
Fi(at) ©'»(a/) 

car, d'après 1", 

Fi(a/)= F'(a/)= <p'(a,) <p"(a<). 

3" Dans le cas A/ = o, on a 

/ ' ( « / ) ? ' ( « / ) — / ( * / ) ? ' ( « / ) = <>, 

donc 
/ ' ( g ) _ ?'(*) 
/ O ) ?'(*) 

pour a: = au aj , . . a n ; ainsi, à un facteur numérique près, 

/ ( x ) = ç'(.r ). 
On a alors 

?'(*) _ V 1 
cp* (x) ¿ào'u ( x ) jmd ©'( ai) (x — ai)2 



( 37 ) 

2235. 
(1916, p. 54.) 

Soient A, B, C, D les pieds des normales, issues d'un 
point P ; a une ellipse d'axes Ox et O y . Les points B, G, D 
et le point A', diamétralement opposé sur Vellipse au 
point A, sont sur un cercle, dit « cercle de Joachimsthal ». 
Démontrer que le centre de ce cercle peut être obtenu par 
la construction suivante : Soient a et $ les points de ren-
contre de la normale en A avee les axes Ox et Oy, M le 
point d'intersection des perpendiculaires élevées par ces 
points aux axes, MI le symétrique de M par rapport à O; 
le centre cherché est le milieu du segment MiP. 

Ce théorème résulte de l'équation du cercle de Joachim-
sthal mise sous une forme convenable. 

F . BALITRAND. 

SOLUTION 
P a r M. R . BOUVÀIST. 

X1 V* 
Si ~ -h — i = o est l'équation de l'ellipse ; si ¿r0, y 0 sont 

les coordonnées du point A, à et ¡B celles du point P, le cercle 
de Joachimsthal a pour équation 

a? 

Si l'on remarque que les coordonnées du point Mi sont 

C*x0 C*y0 

on a la proposition à démontrer. 

Autre solution de M. T. ONO. 

2236. 
(1915, P. 55.) 

Trouver l'intégrale 
7T 

dx r sin4^ — sin*# -+- X 
E . - N . BARISIEN. 



( 38 ) 

SOLUTION 
P a r M. R. BOUVÀIST. 

n 
v

 8 dx 
(8X — i )h- cos4^> 

ou, en posant tang2:r = u, 
7C 

* r* j t 

Autre solution de M. ONO. 

2237. 
US18, p. 55.} 

Les trois équations 

(I) (x — -ia){ix a)(x &a)(ix — 3A) 
— 4 a # ( 3 a: — ^a)(\x — 9 a ) = o, 

( i ) \/a y f i a — Zx -4- ( a — x) sjx ia 

— \Ja \J%a — 3a? — (a — x) \/x -+-ia = sja \J^/î, 

(3) [/a / a — / a 3 — x3= {/ia\fa 

ont deux racines communes y (9 zt / 3 § ) qui sont racines 
4 

doubles de (1). 
Les autres racines de Véquation (2) sont 

o, - a ( 3 d r / 1 1 ! ) 7 (3±5v /3 ) . 
4 

Les autres racines de Véquation (3) sont 

o, f ( 9 ± / 3 3 ) ( - . + V5),-- | ( 9 ± / 3 3 ) ( - » - / 3 ) . 

E . - N . BÀÏUSIBN. 

/ «/n 

dx 
sin4# — sin* ir 
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SOLUTION 
P a r M. R . BOUVÀIST. 

Posons dans ( i ) 

cette équation devient 

ou encore 

(--S-)'-' 

les racines de ( i ) sont donc doubles et égales à 

"(9±V/33). 

L'équation ( 2 ) élevée au cube s'écrit 

2(a — x) \fx ia — y/a \J-i \fi(2a -4- 3 s/ 

ou, en désignant par s l'une des racines cubiques 

x[ix2 — 9 as2x —6« 2 ( I -4-2E)] = O, 

d'où tout d'abord la racine x = 0. 
Si 

on a l'équation 

ix'1— qax -h 6a2 = o 

dont les racines sont 

Si 
__ 1-4- y/—3 

on a l'équation 

4 x* — 9 a ( — 1 ) ¿r — 6a* (2 -+• y/^3) 



( 4o ) 
dont Ifs racines sont 

- a ( 3 - / 3 ) , ^ ( 3 - h 5 / ~ ) . 

Si 

^ _ i —Z 1 1^ 
i 

on a l'équation 

4a7s-h 9 a ( \ / — 3 -4- i ) x — 6a«(2 — y/ — 3) = o 

dont les racines sont 

- a (3 -bv /3 ) , ^ ( 3 - 5y /^ l ) . 
4 

Si nous posons dans (3) 

M = / a / a -b / a 3 — ¿r3, P —\Ja \[a — / a 3 — ¿r3, 

nous avons 

= et tt-4-(>=V//2ay/dr = K; 

élevons les deux membres de cette dernière équation à la 
puissance 6, il vient 

uv [6(uk -+- vk) -+- 15 uv( u2 -+- v2) -h 20 u2 v2 ] = o, 

d'où l'on déduit, en supposant uv o, c'est-à-dire x ^ o, 

2 u t _ 4 K* at> 4- K> = o, 
d'où 

uv = (g:±:y/33), 
4 

ou 

d'où les racines 

s étant l'une quelconque des racines cubiques de l'unité, 
l'énoncé n'est donc pas vérifié en ce qui concerne l'équa-
tion (3) . 
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[119c] 

SUR QUELQUES ÉQUATIONS HOMOGÈNES INDÉTERMINÉES 
DU TROISIÈME DEGRÉ ; 

PAR M . MATHIEU W E I L L . 

T. Soit à résoudre, en nombres entiers, positifs ou 
négatifs, l'équation 

.T3 -j- JV3 + = tò. 

Une solution bien connue est 

a?i=3 , J'\ = 4, = t\ = 6. 

Une seconde solution sera 

^ 2 = 1 , o, = o, ¿2 = î . 

Partant des formules 

07 = -f- X (.r2 — ), 
r = r i -+-M72—/l), 
z = -f- X ( ¿1 ), 

on trouve pour A une équation du troisième degré qui 

admet les solutions évidentes A == o, A = 1 et X = §> o 
qui donne pour x, j y t les valeurs 

3 
et , on retombe ainsi sur la première solution; mais 

si l'on prend la solution 
#3 = — 4> ^3 = — V 3 3 = 6 , ¿ 3 = 3 , 

«4/w. cte Mathémat4e série, t. X V I I . (Février 1917 .) 4 
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en posant 

X — X\ -hX(x3 — )i 

on trouve encore X = o, X == i, puis X = — d ' o ù 

x = 263, 7 = 363, ^ = 907, t = 933, 

solution irréductible, puisque 203 est premier. O11 a 
donc 

933 = 907 h- 363 -1- ¿63 . 

Pour obtenir d'autres solutions, posons 
X = 3 -R-

7 = 4 H-fxw, 

/r=r6-hX«, 
({'où 

(6 l u ) 3 = (3 11)*-+- (4 •+• (5 H- vm)5 

et, en posant Xs ¡r1 -f- v:i -j- 1, 

«(3 H- 4{jl*-h5v*— 6X*) = 36X — 23v — I6;JL — 9. 

Prenons X ™ 1, p. = 1, v = 1, il vient 
11 = 3, x = 6, „r = 1, s = 8, / = <). 

d'où 
93 == 83 63 13 

qui est une nouvelle solution très simple. 
Prenons, maintenant., \ — g, ¡x=: 8, v = G; il vient 

- 37 

47 
d'où 

x = 104, / — — 108, £ = i3, t— — 5 i , 
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d'où 

108 = 104 h- 5i* -h 

Enfin, prenons p. = — <), v = 12, \ = 10, il vient 
65 u = — -

«49 
et 

X — >12, y — ! I , Z = 11)25, / = I 5447 

d'où 
1 5 4 4 = « >4> > -T- » 1 2 - h 1 1 . 

IL Supposons connues deux solutions de l'équi-
tion 

rp'S ; . yù ^ti — 

Si y z , , tK est une solution et y2, tj en 
est une autre, posons 

x — Xi -+- oa?2, 
y =y i — o/,, 
-3 — .Z 1 -;- G¿2) 
* = / t -h o/2 ; il vient 

(ij -h o*2)3= (a?i -T- &r2);i-f- (j'i 0/2);i H- («t-*- )*, 

d\>ù 

ce qui donne une troisième solution, et ainsi de suite. 
Nous avons appliqué cette méthode dans ce tjui pré-
cède. On peut, comme l'on voit, obtenir une infinité 
de solutions de l'équation proposée. 

III. Soit l'équation 
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Soit yK, t\ une solution; posons 

x = xt 4- pa, 
y = j'i -4- X//, 
s = 5,-4- fXW, 
/ = ij + v/z; 

il vient 

•/f2[?3-f- A3 — 'JE.3 — V3 ] -4- 3 [ p2 -+- À-JKl l^Zi— V* /,] 
-4- 3[p^f -+-X7Î — \*.z\ — v*?] = o. 

Première méthode. — Déterminons X, JJL, V, P par 
la condition 

px\ -4- X7 J — u s f — v 15 = o ; 
il vient 

n 3 — — 
O3 -b A3 — [i.3 — v3 

d'où l'on tire x, >% c'est-à-dire une infinité de 
solutions. 

Prenons, par exemple, 

^i = 3, jKi = 1, -1 = — 5, ¿1 = 6, 
puis 

X = I , JJL = 1 , V = I , 

d'où 
25 ?JL -h 36v — 16X 0 = : = D, 

9 
d'où 

u 112 
~~ 62 

et 
a - = — 399, 7 = 131, ¿ = — 4 2 7 , ¿=>.35, 

en négligeant le dénominateur 62, ce qui est permis, 
d'où 

1 >7 -4- 131 = 255 -4- 399 . 

Deuxième méthode. — Considérons, plus simple-
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ment, la solution 

^1 = 1, y 1 = 1, = ¿1 = 1 

et posons 
X — l - f - G U, 
y = H-Xu, 
Z = I -f- \xu, 

il vient 

X 3 — [X3 — V 3 ] 

+ 3 i i [ p 2 + À 2 - ;JL- ] 3(p -H X — JJ. — v) = o.' 

Choisissons pour X, v, p une solution de l'équa-
tion 

p3 -i- A3 — —- v3 = o ; 

en d'autres termes, supposons connue une solution de 
l'équation 

+ — 3— ¿3 = o, 

il vient 
p - h A [JL — V 

11 p2_ f .X2_ ¿CTV2-

Soit, par exemple, 

X = 3, p = 4, ¡i = — 5, v = 6 ; 

on en déduit 
i 

M = T7 

et 
IO () I IV. 

3 - 3 3 
IO H- C) = 1 2 -h I 3 , 

solution très simple. 
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En général, on a 
X2— a2 — v2— p(X —- tx — v ) 

X — I - h p U = Yy : ? 

p 2 [X2 v 2 X ( p JX V ) j = I + AM= —- 1 > 

t = . 

on peut négliger le dénominateur commun D. 
Prenons, par exemple, en nous servant du résultat 

précédent, 

X = io, p== — i, = 12, —<jï 

il vient, en négligeant le dénominateur commua, 

x = 59, y = 92, ^ = 98, t = 3 5 , 

d'où 

et ainsi de suite. 

— 3 —3 —3 —3 9 2 - H 3<J — 9 8 - H 3 5 

IV. De l'équation 

X3 = yz -f- -f- /3 -T- î/3, 

considérons les deux solutions : 

Y\ = o, ¿Tj = 6, -1=3, tl = 4, « i=5 , 
r 2 = i? ^2=1, = *, /2 =— 1, M2=O. 

Posons 

d'où 

(6 — 5X)3 = X3-h (3 — 2X)3-+- (4 — 5X)3-b(5 — 5X)3 

ou 
i3iX2-f- AX -f-129 = o, 



( 47 ) 

équation qui admet la solution X = i, puis X = — 
d'où . 

# = 49, ^ = 43, ¿ = 4 6 , t = — w==5. 

d'où —3 —3 —3 —2 -3 

49 + 39 = 43 + 46 + 5 . 

V. Equation cz2
 = o. 

Soit une solution .r, y, z; posons 

X = x -h Xo, 

Z = 5 + S. 

Annulons le coefficient de 2 dans l'équation 

il vieni 
a\x2-f- c^2 = o 

et 
^ — \ / 3 •+• cz)-h(cz2-4- aXar2)2

 # 

le numérateur se réduit à (X#— et le dénomi-
nateur est divisible par Çkx — z)2, et la solution devient, 
en négligeant Çkx — 5), 

X = x(by* — e s 3 ) , 
Y ~y(cz* — axò), 
Z = 2 (ax*— by'*), 

qui donne une nouvelle solution quand on en connaît 
une, et par conséquent, une suite, simplement infinie, 
de solutions. 

Soit, par exemple, l'équation 

2#3-Î- 3 y z — f 3 * 3 = o, 
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qui admet la solution évidente 

x = 2, y = — i, z = i ; 

elle admet une autre solution 

X = ¿O, 
Y = 29, 
Z = 19, 

d'où —3 —3 —3 

2 .20 -4- 3.29 = 1 3 . 1 9 • 

Considérons, de même, l'équation 
xZ -T- y*— 43 z3 = o, 

qui admet la solution 

x=i, y= 7, « = 2; 

elle admet une autre solution 

X = 6 8 7 = 3.229, 
Y = — 7.345 = — 3.8o5, 
Z = — 2.343 = — 3.228, 

d'où 

229 -4-43.228 = 8o5 . 

Soit, encore, l'équation 

x3 -i-y3— igs3 = o, 

qui admet la solution 

x=3. y = 5 , 5 = 2 ; 

elle admçt aussi la solution 
X = 831, 
,Y = — 895, 
Z = - i 9 6 . 
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VI. Soit l'équation 

-4 - o. 

Nous avons les deux solutions 

Xi = — 6, -- — I ; 
St = y2 ~~ 
zi = o, z2== —i; 

tx = 5, /i = I ; 
o, z/2 = — i ; 

Ci = 1, ^2= «• 
Posons 

x = X(rFi —.r2 ), 

y = 

On en déduit une équation en X qui admet le; 
lions 

X = o, 3 
A = ! , A = — y , 

4 
d'où 

3 
A = ! , A = — y , 

4 

•r = ii, y = — A, * = — 7 , ^ — 7, e 

d'où 

1 1 3 = 23 H- 73 -4- 83 73 -4- V». 

VII. Considérons l'équation 

ax2 -4- by2 H- cz3 = o 
et deux solutions 

x'y'z', x" y" z". 

Posons 
x — x' -h ox", 

Z = 3 -f- 03 , 
d?où 

^ ax'*x,r -1- by'%y" cz'2z" 
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d'où 

x = by' y"(x,y"— y ' - + - c z z" (x* z"— z' x"), 
Y — cz z" (y'z"— z'y") -H ax'x"(y' x" — x'y"), 
s = ax'x"(z'x" — x' z") by'y"( z'y" — y'z")-, 

cette solution ne rentre pas dans la suite des solutions 
du paragraphe V. 

Soit, par exemple, l'équation 

x3-\-y3 = iz'â, 

qui admet la solution 

soit x\ y \ z" une autre solution, une troisième solu-
tion sera donnée par les formules 

x — y"2 — x"y" — 2 z"2 h- 2 x" z", 
y = x"* — x"y" — 2 3*2 2 z"y^ 
z = x"2-f- y"2 —x"z"••— y" z 

d'où Ton déduit ce résultat, purement algébrique, à 
savoir : si l'on a 

a?3 -+- y3= 9.Z3, 
on a aussi 

X3_T_ Y 3 = 2 Z 3 , 

avec 
X — y2 — xy — 2 z1 h- 2 xz, 
Y ~ x* — xy — 2 3 2 -I- 2 zy, 
Z = x2-h y* — xz — yz. 

Une seule solution ;)'', z\ de l'équation 

ax3-\- by3-i- cz3 — o, 

en fournit immédiatement une deuxième, x'\ y'\ z\ 
par le procédé du paragraphe V; d'où, par la méthode 
précédente, on déduit une troisième solution, et ainsi 
de suite. 
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Considérons, par exemple, l'équation 

ax2-f- by2 -f- cz* — o, 

qui admet la solution 

= i, y = i, = i, 
si l'on a 

a + è + c = o. 

Elle admet la solution 
x"=b — c, 
y= c - « , 
z"=a-b, puis 

3?"' = ( ¿ _ c ) [ 6 ( c — a)3 — — 
/ " = ( c — a) [c(a — b)2—a(b - c)3], 

z"'= (a — b)[a(b — c)2— b( c — aY]. 

En combinant, d'autre part, les solutions x\y! 

x\ y", z", par les formules du paragraphe VII, on 
trouve de nouvelles solutions, dont la première est 

x = b(c — a)(ic — a — b) -f- c(a — b)(a -f- c — 9.b)r 

y = 

La même méthode s'applique à l'équation 

axz -f- byz-f- c z2 H— dt2 = o. 

Si l'on a deux solutions, on en a une troisième par les 
formules 

x = by\yUx\r"—x''y') + cz'z"(x'zn—xnz,) + dtttrT,t,,— xf,t'), 

y = * 
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Soit, par exemple, l'équation 

O - Z ^ y Z ^ 3 / 3 _ o 

qui admet la solution 

a?'=i , / = i, i, / ' = i ; 

si l'on connaît une autre solution y , s, t on en aura 
une troisième par les formules 

yL=y(y — x)+-z(z—x)-3t{t — x), 
Y =zz(z-y) - 3 t(t-y) + x(x - J>, 
Z = , 
T = 

Ce résultat, purement algébrique, donne une relation 
X3_|_ Y3 -+- 7J— 3T3 = o, 

entre quatre quantités quelconques z* liées 
par la relation 

z3— 3 * 3 = O. 

On peut, évidemment, généraliser ces formules. 
Pour résoudre l'équation 

x3 y3 z* — 'M* — o, 

nous pouvons, suivant une méthode déjà indiquée,, 
poser 

x = I H - XO, 

r = i - f -V8, 
= n -X"8 , 

* = i ô; 

d'où, en annulant le coefficient de o, il vient 

8 =- 3 

X -h X'-h X" = 3. 
Xî-hX'Î-HX^—: 
X3_+-X'3-i-X"3--3; 
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€e qui donne une double infinité de valeurs pour x , y , 
z, t. Particularisons en prenant X = 2, il vient 

d'où 
^ = — 2 X 3 + 3 X 2 — 3 X + 2 , 

2 X3 — 3 X2 —J— 3 X, 

3 X 2 - H 3 X — 

t = — X 2 - F - X. 

En donnant à X une valeur entière ou fractionnaire, 
positive ou négative, on aura une suite infinie de 
solutions. On peut remarquer que x - f - y + z = 3i, 
donc l'équation 

9 ( ^ 4 - z * ) = 0 - 4 - y - h z ) * 

admet les mêmes solutions en x, y, z avec le para-
mètre arbitraire À, ce qui donne encore une identité 
algébrique. 

VIII. J N O U S allons étudier certaines équations indé-
terminées en partant d'une identité nouvelle que nous 
allons établir. Considérons l'équation 

xz — yz — a.b\ 

on peut la résoudre en prenant 

d'où 

x—y = 

x2-f- xy -hy2 = 6, 

x = a ~~ y. 

$y2 -+- 3 a y H- a2 — h = o, 

- 3 A ± / ï 7 T - I a » -b 
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Posons 

1 2 6 — 3 aï — tl, 

h ~ , a = 2a , t~ui, 1 >. ' 

b ~ a'2-h 3 t'2. 

Exprimons que & est un cube, 
A ' * ~ 3 / ' 2 = = ( M» -F- .3 P» 

d'où _ 
a 4- l 'yj — 3 = (li + p / — 3 )3, 

d'où 
A ' = M 3 — 9 MI>*T 

{' = 3 — 3 C 3 ; 

y ~ t  a 5 

a- = -f- ; 
Y = 3 M2 P — 3 C 3 — W3 -F- 9 

¿P = 3 « 2 C — 3 V 3 - H 1 1 3 — 

d'où l'identité 

( 1 ) [ 3 U*V — 3 C 2 - F - Í¿3 — 9 P 2 Î Î ] 3 H - 3 C 3 — 3 F/ .V — Î J M P 2 ] 3 

ES ' ¿ ( U T — G L U ' * ) 3 P 2 ) 3 . 

Faisons r = i , a ~ 4; on en déduit que l'équation 

:r3 = 7-s3 

admet la solution 

. r = 7 3 , r = — "7» ~ = 

Faisons = 1, « — 6; on en déduit que l'équation 
X3 -fr J'3 = I 2 S2 

admet la solution 
x — l9> r = 89I - = 39. 

En faisant = p = 3, on retrouve la solution, 
précédemment obtenue, de l'équation 
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En faisant v = 2, u == 3, on a 

u3 — 9 MP* = — 3.27 ; 

l'équation 
y 3 ^ g ZZ 

admet donc la solution 

37 = 1 7 , y = 3 7 , S = 2 1 . 

IX. Dans l'identité I'J), faisons 

// — 3^ = (6a')3, 
u -+- 3 ç = (6&')3, 

d'où 
2// = 630'3-+- b'*). 

= 6 2(6'3—a'3;, 
111(11 — 3 v) ( u H- 3 v) = 2 ( «3 — 9 wt>2 ) = (a'3 -+- ¿/3 ) ( 216 a' ¿/ j3. 

Si ar et b' satisfont à l'équation 

en posant 
a'3 = a, 6 ' 3 = £ , 

les valeurs 
X = 

Y = a : i + 6 a 2 P + 3 a{i2— p3, 
Z = 3a'6'X(a2H-aP-4-

sont solutions de l'équation 
X3 L. Y 3 = mZK 

On a donc une seconde solution de l'équation 

a?3-r-y* = mz3, 

x = a!,y=bf,z — A étant une première solution. La 
méthode employée est tout à fait différente des précé-
dentes. 
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X. Transformons l'identité (1) en posant 

a = 4a8, 
u-\- 3P = P3, 

d'où 
u — U> = 8a3— P3. 

Soit 
'la = 3 -h i, 

il vient 

8a3— ¡33 = 3p -4- i. 

L'identité devient 

X3 -f- Y3 = ( 3 32 3 p -4- i)Z3 
avec 

Z = -2aP(tt»+ 3 e 2) 
et l'on a 

C3 + I)3 - p3  
r _ ; 

\ = 3 u'*v — 31'3 -f- a3 — 9 uv2, 
Y = ¿¿3 -4- 3 e3 — 3 a2 p — 9 ap2, 
Z = ? ( 4 3 - t - I ) < > 2 - 4 - 3 c 2 ) . 

En donnant à ¡3 des valeurs entières, positives ou 
négatives, on aura, après suppression, s'il y a lieu, 
d'un dénominateur commun à X, Y, Z, une solution 
de l'équation 

X3 -4- Y3 = mZ3 

pour toutes les valeurs de m qui appartiennent à la 
forme 

En donnant à 3 une "valeur fractionnaire on aura i o 
une solution de l'équation 

b 2 - f - h'1 y 2 = ( 3a* 4 - 3 a é 4 - 6 « ) 3 ' . 

Faisons, par exemple, a = i, 6 — 2, nous .aurons 
i ¿r3 -4-- {j/3 = i 3^3 ; 
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a = 1, b — 3, 

3 a^3-h ¿y* = 7 s 3 ; 

a = — i, fc = 3, 

3 . R 3 -H 3 J ^ 3 = z3 ; 

a = 3, ¿> = — 2; on retrouve l'équation 
4 ¿r3 -H t\y* — i3,z3. 

Faisons enfin a = 2, 6 = — 3 * nous retrouvons 

3 A?3 -T- 3 J 3 = z'K 

Si nous faisons b = 8, comme ¿>2 est un cube, en 
posant 

4 x = x', 

ir =y> 

nous aurons une solution de l'équation 

x'3 -+- y'3 = ( 3 a'2 -f- i\ a -+- 64 ) z9, 

x' et y1 devant être multiples de 4 ; il y aura une discus-
sion à faire. 

Il faut remarquer qne l'équation 

x3-\- y3 = mz3, 

quand m = 3 ¡ï2 -f- 3 ¡5 -f- 1, admet la solution évidente 

x — + 

z = 1. 

Pour ¡3 = 3, l'équation 

admet la solution 

x = /h y = — 3, z - \ . 

De même 
x3-\- y3 = 61 z3 

Ann. de Mathémat.. 4* série, t. XVII . (Février 1917.) a 
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admet la solution 

x = r>, y= — 4, >3 = 1. 
De même 

X» -hy:i = 91 z:i 

admet la solution 

x ~ G, y ~—5, .3 = 1. 

La.méthode que nous avons exposée permet d'obtenir 
une seconde solution, différente de la solution évi-
dente. 

Remarques. — i() E n donnant dans l'identité (1) à 
u — 3 r , u - r •> des valeurs fractionnaires, on trouve 
de nouvelles équations, dont on a ainsi une solution. 

Prenons, par exemple, 

U — 3 V — - Î 

1 « -r -) I' = 4 

on trouve alors l 'équation 

et la solution 

^ = JK = 17, 3 = 4-2, 

qui coïncide avec la solution 
y = ^ z =-¿I 

de l'équation 

.rM-r3 = i\z'K 

2° Dans le produit 2 u(t.t — 3 (<>)(*/ -f- 3^) , posons 

->. u = z ' K 
a — 3*> = x. 
u —v— ""> =• tK d où 
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Si une pareille équation était possible, Féqualion 

+ Y* = Z 3 

aurait des solutions entières, et l'on sait que c'est 
impossible. 

De même, posons 
u—'àv — x'ty, 
u -+- ~ y-* 

iu = 
d'où 

s3 = y2-f- x:iy 

et cette équation est impossible^ en vertu de ce qui 
précède. 

On en déduit que l'équation 

x6
 -F- 4 t-

est, aussi, impossible. 

C 0 R R K S P 0 N D 4 N G E . 

M. R. Bouvaist. — Sur la question 546. — La 
solution publiée ( 1 9 1 6 , p. 469) me parait incomplète : 
l'auteur admet a priori que les transformations dont 
il est question doivent conserver les points cycliques. 
Or la normale et la tangente en un point d'une conique 
sont conjuguées par rapport aux foyers réels et imagi-
naires de la courbe, il en résulte immédiatement que 
toute transformation homo graphique faisant corres-
pondre aux points cycliqnes les foyers réels ou imagi-
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naires fera correspondre, aux normales à la courbe 
primitive, les normales à la courbe transformée. 

En ce qui concerne les quadriques il suffira de 
même de faire correspondre à l'ombilicale une quel-
conque des coniques focales. 

M. M. Faucheux. — Une question de Cinématique. 
— Voici un exercice qui sera peut être de nature à 
intéresser quelques lecteurs des Nouvelles Annales. 

Si un mobile décrit une trajectoire plane T de telle 
façon que l'accélération y coupe le rayon de courbure 
de la développée F de la trajectoire dans un rapport 
constant, la vitesse est proportionnelle à une puissance 
du rayon de courbure de la trajectoire. Réciproque. 
Cas particuliers. SoientC et G, les centres de courbure 
de T et T, M l'intersection de GC, avec y. 

Si 
C M = G C ] . 

Faire balayée par le rayon de courbure de la trajectoire 
est proportionnelle au temps. 

Si 
CM = — GCi, 

la tangente h la trajectoire tourne avec une vitesse 
angulaire constante. 

Si 

•j. 

la force vive du mobile est inversement ou directement 
proportionnelle au rayon de courbure de T 

« 

\I. G. Fontené. — Sur la question 1704 — La 
solution de cette question (lieu du centre du cercle 
circonscrit à un triangle ABG qui reste circonscrit à 
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une conique S, conjugué à une conique 2, inscrit par 
suite à une conique S') insérée en 1916, p. 474i avait 
été rédigée avant l'excellente solution de M. Bouvaist, 
p. 184, et la Note de la page 355. Je ne soupçonnais 
pas l'interprétation des conditions qui expriment que 
le lieu est un cercle, interprétation qui résulte du 
calcul de M. Bouvaist. Et je n'avais pas encore deviné 
le sens de la condition qui exprime que le lieu est une 
droite double. 

Mais il y a autre chose. La représentation paramé-
trique d'une conique qui est un lieu géométrique 
ne peut atteindre le cas où le lieu dégénère en un 
système de deux droites distinctes ; elle peut atteindre 
le cas où le lieu se réduit à une droite double, et 
aussi le cas où le lieu se réduit à une droite accom-
pagnée de la droite à Vinfini du plan. Je ne pouvais 
donc, par la méthode employée, atteindre le cas où le 
lieu se compose de deux droites, d'ailleurs imaginaires ; 
mais j'aurais dû, en outre du cas où le lieu est une 
droite double, rencontrer le cas où le lieu se réduit à 
une droite, plus la droite à l'infini. La forme un peu 
trop particulière donnée à l'équation Xcp(i) H- <j>(£) = o, 
au bas de la page 475, m'en a empêché. On doit prendre 
cette équation sous la forme 

( 1 ) [ ( A X + B ) Î - ( C X + D ) ] ( Î « + I ) + M X Î - I = O, 

sans faire M = 1, et l'on trouve alors, pour les coor-
données d'un point du lieu, 

£2 A M X 2 - F ( B M + C ) X + D + I 

a M 2 X 2 + I ' 

c 2 C M -y2 ( D M — A ) X — B 

b M 2 X * - H 1 ' 

avec le facteur M commun aux trois coefficients de X2. 
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Si M tend vers zéro, le lieu tend à se réduire à une 
droite, plus la droite à l'infini. Or, avec M = o, si l'on 
fait X infini, deux des trois valeurs de t données par 
l'équation (i) sont i et — P u n des trois cotés du 
triangle ABC correspondant est rejeté à l'infini, la 
conique S est une parabole ; c'est le cas 2° de la 
page 356. 

J'ajoute que, d'une manière générale, les formules 

x __ y __ i 
al'^bX-^r ~ a'jr--i- b' X -i- c' ~~ a" X* -+- bv X — c" 

représentent «ne droite double si l'on a 

a b c 
a b' c' 
a" b" c' 

c'est-à-dire si les racines des trois trinômes en h sont 
en involution ( 4 ) : deux valeurs a et du paramètre X 
donnent un même point si elles se correspondent dans 
cette involution ; si l'on pose 9 = a -h on peut écrire 

x y _ i 
-4- b = a 0 - i - b1 = a * ï ) ^ (f ' 

On peut écrire encore 

.r y * 
/?i F(X) -4- n / ( X ) F(X) / ( X ) ' 

ou 
x y 

F = V = 1 ; 
•nj^n y 

on reconnaît une représentation impropre de la droite, 

( !) Cette relation serait encore satisfaite si les trois trinômes 
en avaient une racine commune. 
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et il y a involution entre les deux valeurs de X qui 
donnent un même point. 

M. R. Goormaghtigh. — Sur la parabole tangente 
à quatre droites ( l ). — L'équation (6) de la Note de 
M. Bar is ien à ce sujet ( 1 9 1 6 , p. 4 ^ 5 ) ne donne p i s 
trois valeurs pour cp mais une seule, comme l 'ex igent 
les conditions du problème géométr ique. S i l 'on mul -
t ipl ie les éléments de la première colonne par sincp cl 
ceux de la seconde par coscp et qu'on les a joute, que 
d'autre part on mult ip l ie ceux de la première colonne 
par coscp et ceux de ia seconde par sincp et qu'on les 
retranche, on trouve l 'équation 

| nii 1 — m j pi( sino—/??; coscp) i-f-m®| = o 
( i = 1 , 3 , 4 ) 

011 
|/¿¿(tang o — nii) m, 1 — m'} 1 | = o ; 

on en déduit faci lement, en développant le détermi-
nant, la valeur de tango. 

M. R. Goormaghtigh. — Sur les centres de courbure 
aux points correspondants de deux courbes polaires 
réciproques. — L a solution du problème traité, par 
M. Bal itrand (i()i(>, p. 4 6 1 ) résulte immédiatement de 
deux constructions bien connues, si l 'on remarque que 
la polaire réciproque ( M , ) de ( M ) par rapport k un 
cercle de centre O est l ' inverse de la podaire de ( M ) 
par rapport à O . E n conservant les notations de la 
f igure (p . 4 6 i ) , on aura donc cette construction 
simple : 

( ! ) La Rédaction, sur le même sujet, a reçu plusieuis Notes ana-
logues, notamment de MM. E G A N , S E R et d'un Anonyme. 
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On projette C en G sur OM, puis G en G" sur MC; 

la droite OG' passe au centre de courbure C* cherché. 

Il est facile d'en déduire d'une part les constructions 
données par M. Balitrand et d'autre part, au moyen de 
la considération des triangles semblables OMC% 
C, M, O, la formule op'sin3 V = a2 de M. Chemin. 

M. M. d'Ocagne. — Sur le rayon de courbure de la 
polaire réciproque. — La formule attribuée à 
M. Chemin par M. Balitrand dans une Note récente 
sur ee sujet (Nouvelles Annales, 1 9 1 6 , p. 46i) est 
due à Mannheim ( Journal de Liouville, 1866 , p. iy3). 
Je l'ai déduite à mon tour ( Annales de VEcole Nor-
male, 1 8 8 7 , P- 313 ) d'une autre relation obtenue d'une 
façon tellement simple que je crois devoir la rappeler 
i c i. 

Si c/0 et c/91 sont les angles infiniment petits dont 
tournent les tangentes en M et en M, aux courbes 
polaires réciproques, OM, et OM, respectivement 
perpendiculaires à ces tangentes, tournent des mêmes 
angles. Si donc N et N, sont les extrémités des sous-
normales polaires correspondant à M et M,, pour 
lesquels C et C, sont les centres de courbure, on a 
pour les différentielles des arcs décrits par M et M,, 

ds = M G . î / 8 = M N . r f O , , 
dsx = M t G , . 6 / 0 , = M t N j . û T O , 

d'où 
MC _ Mi Ni 
M N ~~ M , C i 

Telle est la relation que j'avais obtenue, facile a tra-
duire en construction géométrique, et d'où, comme je 
l'ai fait voir, se déduit immédiatement celle de 
Mannheim. 
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Dans la même Note, ci-dessus rappelée, j'ai établi 

les relations analogues correspondant aux cas où les 
polaires réciproques sont prises non plus par rapport 
à un cercle, mais par rapport soit à une conique à 
centre quelconque, soit à une parabole. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1832. 
( 1899, p. .r>'<). ) 

I. Si l'on considère les triangles T inscrits à une co-
nique A et circonscrits à une conique B, le lieu des centres 
des cercles X qui leur sont circonscrits est une conique G. 

II. Il existe un point du plan ayant même puissance 
par rapport à tous les cercles 2 ; ce point se détermine 
comme il suit : deux des triangles T ont un sommet à 
Vinfini; les deux côtés opposés respectivement à ces som-
mets se coupent au point cherché P. 

III. D'après cela, Venveloppe des cercles £ est une anal-
lagmatique du quatrième ordre ayant le point P pour 
pôle et la conique C pour déférente ; pour que cette courbe 
se décompose en deux cercles, il faut et il suffit que les 
deux foyers (*) de la conique B soient situés sur la co-
nique A. 

ÎV. Trouver la condition nécessaire et suffisante pour 
que tous les cercles S passent par le point P. 

G . HUMBERT. 

(1) Les deux foyers réels ou les deux foyers imaginaires. 
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SOLUTION 
P a r M . G . F O N T E N É . 

(Avec une Note de M. G. H U M B E R T . ) 

En 1900, sans connaître la question précédente, j'ai donné 
(dans la Revue de Mathématiques spéciales) le lieu du 
centre O du cercle le lieu du centre de gravité G du 
triangle, le lieu de Vorthocentre H, le lieu du centre 12 
du cercle des neuf points ; tous ces lieux sont des coniques. 

1. Lorsque deux coniques S0 et S2 admettent des triangles 
ABC circonscrits à S0 et inscrits à S 2 , les racines de l'équa-
tion en X pour la forme XS0-f- S2 doivent satisfaire à l'une 
des relations 

v/x izz V/T ± v / F = o ; 

la conique S0 , et l'une des quatre coniques par rapport 
auxquelles S„ et S2 sont polaires réciproques, admettent 
alors des triangles circonscrits à S0 et conjugués à cette 
conique Sj : ce sont les triangles ABC. J'ai donc pu consi-
dérer un triangle ABC circonscrit à une conique S0 , con-
jugué à une conique Sj, inscrit par suite à une conique S2 . 
Les coniques S, et S2 étant d'abord quelconques, soient 

f ( x , r ) = o, A a?2 -4- B y - G = o 

leurs équations, avec des axes rectangulaires. 
En partant des coordonnées homogènes d'un point A de la 

conique S2 , lesquelles sont exprimables par des polynomes 
du second degré en si la polaire du point A par rapport à 
la conique S, coupe la conique S2 aux points B et C, on 
trouve facilement pour les coordonnées du centre O du 
cercle ABC 

P Q 

P, Q, R étant des polynomes du sixième degré en t\ les 
points O situés sur une droite donnée correspondent à des 
valeurs de t en nombre%égal à 6. Si maintenant les deux 
coniques S, et S 2 satisfont à la relation invariante qui donne 
un nombre infini de triangles ABC inscrits à S 2 et conjugués 
à Si , un même point O correspond aux trois valeurs de t qui 
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donnent les sommets d'un même triangle ABC, il n'y a plus 
que deux points O sur une droite donnée, et le lieu du 
point O est une conique. On se rend bien compte après coup 
de ce qui se passe. On a pour le point O 

3-u __ JKo = I . 
a X2 -H . . . ~~ a'\--r-. . . ~~ a" X2 -F-. . . ' 

les trois t d'un triangle ABC sont liés au X du point O par 
une relation de la forme 

<p3(0-i- A'MO = o; 
on a donc 

go __ yo __ * 
p « ( 0 Q « ( 0 M O * 

2. On trouve de même pour le point 1 

•7i = Q 
H * = H -

F', Q', R étant des polynomes du sixième degré en t. Le lieu 
du point G est une conique, homothétique à S2 puisque les 
points à l'infini sont les mêmes. 

3. Le lieu du point H a été donné par M. Burnside; une 
démonstration par les invariants se trouve dans le Traité 
des sections coniques de Salmon ; une démonstration en partie 
géométrique a été donnée par P. Serret dans les Nouvelles 
annales, i865, p. 157. 

L'équation du lieu est, en rapportant la figure aux axes de 
la conique S2 , 

( ô 7 * """ 7yî~~]): ( ô 7 5 v*) 

le lieu est une conique appartenant au faisceau ponctuel 
déterminé par la conique S2 et par le cercle orthoptique 
de la conique S0 , et semblable à la conique S2 , ce qui 
entraîne la perpendicularité des axes homologues des 
deux coniques. La conique S0 n'intervient que par son cercle 
orthoptique. Nous montrerons simplement que le lieu est une 
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conique; les asymptotes de cette conique sont d'ailleurs évi-
demment perpendiculaires à celles de S2. 

Les dénominateurs des formules qui donnent les coor-
données des points 0 et G sont identiques : cela tient à ce 
que ces points sont simultanément rejetés à l'infini. Or, sur 
la droite OG, droite d'Euler du triangle ABC, les points II 
et il sont donnés par les relations 

HG _ a <2G_ _ i 

HÔ LiO 3 ' 

de sorte que les coordonnées de ces points sont données par 
des formules analogues aux formules ci-dessus; ces points 
décrivent donc des coniques. 

Il résulte d'un théorème général dû à M. Humbert (Bul-
letin de la Société mathématique, 1899) que le point G est 
fixe si la conique S0 touche les asymptotes de la conique S2 : 
d'une manière générale, une tangente commune aux deux 
coniques S0 et S2 touche la conique en un point B = C, et 
la seconde tangente menée de ce point à la conique S0 la 
touche en un point A situé sur S2, de sorte qu'on obtient un 
triangle évanouissant ABC, avec deux sommets B et G con-
fondus, deux côtés AB et AC confondus; si deux des quatre 
tangentes communes sont les asymptotes de S2, en sorte que 
deux des quatre sommets doubles B = G sont à l'infini, le 
point G est fixe. (La conique qui est ordinairement le lieu du 
point G est ici formée de deux droites parallèles aux asymp-
totes de S 2 ; sauf pour les deux triangles qui ont un sommet 
double à l'infini, le point G est au point de rencontre de ces 
deux droites). En particulier, si S2 est un cercle et si S0 est 
une conique ayant un foyer au centre O de ce cercle, les 
points O, G, H, 12 sont les mêmes pour tous les triangles ABC ; 
ces triangles sont ceux, bien connus, qui sont inscrits à un 
cercle S> et dont l'orthocentre occupe une position. 

4. L'enveloppe des cercles (O) circonscrits aux tri-
angles ABC et l'enveloppe des cercles (H) conjugués à 
ces triangles sont des% anallagmatiques du quatrième 
ordre. — Le cercle (O) circonscrit au triangle ABC est or-
thogonal au cercle orthoptique de la conique S2 (théorème 
de Faure); comme son centre décrit une conique, il a pour 
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enveloppe une anallagmatique du quatrième ordre. Lorsque la 
conique Sj est une hyperbole équilatère, les cercles (O) pas-
sent au centre de cette hyperbole. Lorsque la conique S t est 
une parabole, les cercles (O) ont leurs centres sur la direc-
trice : il sont orthogonaux à cette droite. Le cercle (H) con-
jugué au triangle ABC est orthogonal au cercle orthoptique 
de la conique So (théorème de Steiner): comme son centre 
décrit une conique, il a pour enveloppe une anallagmatique 
du quatrième ordre. Lorsque la conique S0 est une hyperbole 
équilatère, les cercles (11) passent au centre de cette hyper-
bole. Lorsque la conique S0 est une parabole, les cercles ( H ) 
ont leurs centres sur la directrice : ils sont orthogonaux à cette 
droite; le lieu trouvé dan9 le cas général se décompose en 
la directrice et la droite à l'infini. [Dans ce même cas, les 
cercles (O) passent au foyer de la parabole.] 

î). En ce qui concerne la décomposition de l'enveloppe des 
cercles (O), voici la solution que m'a indiquée M. G. Humbert. 

Si une anallagmatique du quatrième ordre se décompose en 
deux circonférences, les seize foyers sont les deux points com-
muns à celles-ci et les centres des deux cercles de rayon nul 
qui passent par ces deux points^ chacun des quatre foyers 
ainsi obtenus étant compté quatre fois. Or, dans chaque géné-
ration de l'anallagmatique, les quatre foyers qui correspondent 
à cette génération sont les points communs à la conique défé-
rente et à la circonférence directrice. Si l'anallagmatique se 
décompose en deux circonférences, il faut que la conique défé-
rente et la circonférence directrice soient bitangentes. On voit 
d'ailleurs directement que, s'il en est ainsi, l'anallagmatique 
se décompose. 

Dans le cas du problème, il faut exprimer que la conique 
qui forme le lieu du point O et la circonférence directrice 
(circonférence orthoptique de la conique Si ) sont bitangentes, 
ou encore que les quatre foyers de l'anallagmatique corres-
pondant à cette génération sont deux à deux confondus. 

Cherchons donc, parmi les cercles circonscrits aux triangles 
considérés (triangles circonscrits à S0 et inscrits à Sj), ceux 
qui sont de rayon nul. L'un des côtés AB du triangle ABC 
doit être une isotrope, une tangente menée du point cyclique F, 
par exemple, à la conique S0 , et le centre du cercle ABC est 
à l'intersection de cette tangente avec l'isotrope JC. Ce même 
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centre sera fourni par une tangente menée de J à S0 si la 
droite JG se confond avec le côté GB du triangle, et cela aura 
lieu si le sommet B est un foyer de S0. On voit ainsi que deux 
foyers opposés de S0 , foyers réels ou foyers imaginaires, doivent 
être situés sur S2. Ces conditions sont suffisantes. 

1834 0 ) . 
(1900, p. 95.1 

Étant données deux coniques S et S', trouver le lieu 
d'un point P tel que Von puisse mener de ce point une 
tangente à S et une tangente à Sf perpendiculaires entre 
elles. 

Montrer que ce lieu est une courbe C8 du huitième ordre 
et du premier genre ayant les points cycliques pour paints 
quadruples et huit points doubles à distance finie. On dé-
terminera la position de ces derniers en montrant que ce 
sont les points communs à distance finie à trois courbes du 
quatrième ordre, dont on formera les équations. On éta-
blira que les points multiples de et les foyers réels et 
imaginaires des deux coniques S et S' sont sur une même 
courbe C3 du troisième ordre, qui dégénère en une hyper-
bole équilatère et la droite à l'infini, lorsque S et S' sont 
concentriques. On donnera une définition géométrique de 
cette courbe G3. Le lieu cherché C8 est tangent en huit 
points à chacune des coniques données; les seize points de 
contact sont sur une même courbe du quatrième ordre. 

Exprimer les coordonnées d'un point du lieu en fonction 
d'un paramètre. 

Examiner les cas particuliers ou Vune des coniques 
données se réduit à une parabole ou à un couple de droites. 

J . FRANEL. 

D E U X I È M E S O L U T I O N 

P a r M . M . - F . E G À N . 

Mettons X 4- i Y = x, X — i Y = jk, X et Y étant des coor-
données cartésiennes rectangulaires. Soit 

( 1 ) ux -h vy 4- w = o 

(*) Voir Nouvelles Annales, tyiâ, p. 4t'i• 
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l'équation de la droite (u , v, w), et soit 

(2) au2 -4- ¿w2-f- c<v2 2 f v w m- igwu -t- 2huv = o 

l'équation de la conique S. Désignons par A, B, . . . les mi-
neurs du discriminant A de S, et par a', A', A' les élé-
ments correspondants pour S'. 

Si la tangente (1, — X, JJL) à S et la tangente perpendicu-
laire ( 1, X, JJL') à S' se coupent au point P (x, y)t on a 

(3) x — X r - f - n = o, 
(4) C;x2-+- 2<J.(g—Af) + 

et deux équations analogues. Les coordonnées x et y sont donc 
des fonctions rationnelles de X, JJL, U'. Or ¡i et ¡x' s'expriment 
rationnellement en fonction de 

X, v / ( A X 2 - - 2 H X - r - B ; , v^A-'X2— ?.H'X -+- B'); 

la courbe F, lieu du point P, est donc de genre 1 dans le cas 
où S et S' sont quelconques, et les coordonnées x, y s'expri-
meront par des fonctions elliptiques d'un paramètre t. 

La courbe V sera rationnelle si l'une des fonctions sous la 
racine (soit par exemple la première) est un carré parfait, ce 
qui arrive lorsque S est une parabole ou dégénère en un couple 
de points. F sera rationnelle aussi si les deux fonctions ont 
une racine commune, c'est-à-dire si une asymptote de S est 
perpendiculaire à une asymptote de S'. 

Les valeurs de X répondant aux deux tangentes à S menées 
par le point P sont données par l'équation 

( J ) T,X2 1 dX -h ç = O , 

en écrivant 

£ — ex- — 2 g x -h a, rt — cy- — ' i f y ¿>, 
2 = ex y —fx — gy Hr h. 

Xotons que \ = o etr, = 0 sont les équations des couples de 
tangentes à S passant par l'un et l'autre des points isotropes, 
et que <7 = o est celle du cercle orthoptique de S. 

On trouve l'équation du lieu de P en éliminant X entre (S) 
et 

T/. 'X 2 - H 2 7 ' X -Y- Ç = O . 
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Le résultat de l'élimination peut s'écrire sous deux formes 

équivalentes 

Le degré de cette équation est 8. Il s'abaisse à 6 quand S est 
une parabole (c = o), et à 4 quand S' l'est aussi (c = c' = o) . 
Si S dégénère en deux points, il est visible que T se décom-
pose en deux quartiques, dont chacune est la podaire de S' 
par rapport à un point, donc l'inverse d'une conique. 

Si —<i2, l'équation (5) a ses racines égales; donc fa —a2 = o 
est l'équation ponctuelle de S, ce qu'il est facile de vérifier di-
rectement. L'équation (6 a ) montre alors que le lieu de P est 
tangent à S et S'aux points où celles-ci rencontrent la quar-
tique bicirculaire 

( T ) fa ' -h Y} -r- 2 <Jff ' = O. 

Au point cyclique J(a? = S = o), les ordres de YJ, a sont 
respectivement 2 , o, 1. Ce point est donc un point quadruple 
sur T, ainsi que le point J ( y = z = o). 

Mettons l'origine à un point à distance finie où l'on a 

; ! f] = t r/ = — î ! 5'. 

Les fonctions 

S V - = = Q, r r / - a'r, - Q' 

s'annulent à l'origine. D'après l'équation (6), ce point est donc 
un point double sur F. Il est facile de voir que le nombre des-
points communs à C3 = o, Q = o, Q' = o à distance finie est 8. 
Le nombre effectif des points doubles de T étant 2 0 , on les a 
tous ainsi. 

Remarquons que, -arj et YJ' étant des imaginaires con-
jugués, les courbes Q + Q ' = o , Q — Q ' = 0 sont des quar-
tiques réelles. C3 est une cubique circulaire, les termes du 
quatrième degré dans son équation s'annulant. 

C3 est le lieu des foyers des coniques du faisceau tangen-
tiel (S, S'). En effet, à un foyer de S -4- kS' = o, on a 

»).-+- ki{ = o, 
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donc C3 = o, et inversement. Voici une autre forme géomé-
trique qu'on peut donner à la définition de C3. Le faisceau 
involutif des tangentes menées par un point M aux coniques 
du faisceau (S, S') a pour droites doubles les tangentes en M 
aux deux coniques du système qui y passent. Pour que ces 
deux droites soient les bissectrices de l'angle entre tout couple 
de tangentes conjuguées, il faut et il suffit que le faisceau de 
droites admette comme couple conjugué les droites isotropes 
issues de M, donc que M soit le foyer d'une conique du sys-
tème. C3 est donc le lieu d'un point M tel que les couples de 
tangentes menées par M aux coniques du faisceau (S, S') aient 
les mêmes bissectrices. 

Il est facile de vérifier par son équation que C3 dégénère en 
un cercle si S et S' sont des paraboles, et en une hyperbole 
équilatère si S et S' sont concentriques. (Dans ce dernier cas, 
prenons le centre pour origine; alors \ g , g s'annulent.) 

Lorsque S est une parabole, jj» yj, or sont linéaires, C3, Q, 
Q' sont des cubiques ayant sept points communs, qui sont des 
points doubles de T. Si l'on écrit l'équation de S sous la forme 

ivw -f- iwu -+- •ihuv = o, 

l'équation (6 a) montre que le point x-hy = o, z — o, c'est-
à-dire le point à l'infini sur la directrice de S, est aussi un point 
double de V. r étant une sextique rationnelle bicirculaire, on a 
ainsi ses dix points doubles. 

Si S' est aussi une parabole, T est une quartique rationnelle 
non circulaire, ayant pour points doubles les trois points com-
muns au cercle C3 et aux coniques Q, Qf. 

Si les coniques S et S' sont homofocales, leurs équations 
diffèrent par les seuls coefficients h et h'; on a donc $ = 
7] = r/, et l'équation (6) se réduit à 

Ç«ri*(<ï-+-<x,)1 = o, 

d'où le théorème bien connu. 
Quant aux contacts de T avec S et S', il suffit de remarquer 

que la courbe T se réduit à une cubique si S est une parabole 
et à une conique si S et S'sont toutes les deux des paraboles. 

En modifiant légèrement l'analyse qui précède, on trouve 
l'enveloppe y de la droite ¿/joignant les points de contact de 

Ann. de Mathémai., 4* série, t. xVïi. (Février 1917.) b 
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deux tangentes, à S et à S', perpendiculaires entre elles. Voici 
quelques propriétés de cette courbe : 

La courbe y est de la huitième classe et du même genre 
( i ou o, suivant le cas) que T. Elle touche S et S' chacune 
en huit points; les tangentes en ces seize points touchent 
une courbe T de la quatrième classe. Les huit tangentes 
menées à T par les centres S et S' sont des tangentes doubles 
de y. Les douze tangentes doubles de T qui restent sont les 
tangentes communes à trois courbes données de la qua-
trième classe. 

En effet, soit (w, p, w) la droite d dont on cherche l'enve-
loppe. Ecrivons 

Si = au -H hv -+- gw-, S h u - h bv-\-fw, 
S3 = gu -+- f v -+- cw. 

Puisque d passe par le point de contact de ( i , —X, (JL) 
avec S et de ( i , X, p.') avec S', on a 

S i—XS 2 -+- fxS 3 = 0 , 
s ; - h x s i - t - n ' s ; = 0; 

donc M, w et v : w sont des fonctions rationnelles de X, JJL, JJL'. 
Gela suffit à déterminer le genre de y. 

On a aussi, comme auparavant, 

«êX* — 2 EX -+-6 = 0, 

4>'X l-h2S'X 4 - 6 ' = o, 
où l'on a mis 

e = cS] — 2 ^ S t S 3 - h a S | = BS — 
$ = c S | — 2 / S 2 S 3 H - b S l = AS — A 

S = c S t S 2 - / S j S a - ^S 2S 5 -+- hS* = - HS Auv. 

6 = o et 4» = o donnent les points de contact des couples 
de tangentes à S issus des points cycliques v = o et u — o. 
2 est une conique homofocale à S (polaire réciproque par 
rapport à S de son cercle orthoptique <r). On vérifie aussi que 

e o — 2* = A S(gu -hfv ~h cwy. 
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L'équation de y s'écrit donc sous les deux, formes équiva-

lentes (a = o et a ' = o étant les équations des centres de S 
et S') 

4AA'SS'a*a'* = (6©'-h 6'<p -h 222')* = o, 
(ecp'— e'cp)*-b 4(<p2'-t- <?'2)(e2'H- e ' 2 ) = o; 

d'où les propriétés énoncées. 
La courbe (s)6<p'— 6'© = o, qui remplace ici la courbe C3, 

est de la quatrième classe. Ses foyers réels sont ceux des deux 
coniques. Les droites pour lesquelles on a 

E : E ' = © : © ' = — 2 : 2 ' 

sont des tangentes doubles de y. Ces droites sont au nombre 
de douze; on connaît donc ainsi les vingt tangentes doubles 
de y. 

1864. 
(1900, p. 384.) 

Étant donnés, sur une conique S', deux couples de points 
fixes A, B et G, D, si deux points M et N de la conique ont 
une correspondance doublement quadratique et symétrique 
exprimés par la relation 

I - F - ( A B M N ) I + ( C D M N ) _ 1 -4- ( A B G D ) 

1 — ( A B M N ) X 1 — ( C D M N ) ~~ 1 — ( A B G D ) ' 

où les parenthèses désignent des rapports anharmoniques, 
la corde MN est un coté d?un contour quadrangulaire 
variable MNPQ circonscrit à une conique fixe S et inscrit 
à la conique S ' . G. FONTENÉ. 

SOLUTION 
P a r L ' A U T E U R . 

La relation qui lie M et N établit entre ces points une cor-
respondance doublement quadratique et symétrique; il en 
résulte que la corde MN a pour enveloppe une courbe de 
seconde classe, une conique S. Il faut montrer que les deux 
coniques S' et S admettent en nombre infini des contours qua-
drangulaires inscrits à S' et circoncrits à S, et pour cela il 
suffit de montrer qu'elles admettent un tel contour. 

Observons d'abord que, si l'on met M en A, l'une des deux 
positions de N est aussi en A; un fait analogue a lieu quand 
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on met M en B, ou en C, ou en D; la conique S, enveloppe 
de la corde MN, est donc inscrite au quadrilatère formé par 
les tangentes à la conique S' aux quatre points A, B, C, D, 
ou encore, les tangentes communes aux deux coniques tou-
chant la conique S' aux points A, B, C, D. 

Le polygone de Poncelet ayant ici un nombre pair de côtés, 
s'il existe, on aura deux sortes de polygones repliés : dans les 
uns, deux sommets seront confondus au point de contact 
avec S' d'une tangente commune aux deux coniques, les 
deux autres sommets étant également confondus au point de 
contact avec S' d'une tangente commune, et la droite qui 
joint les deux points de contact devra être tangente à la 
conique S; les deux autres contacts repliés jouiront de pro-
priétés corrélatives des précédentes. Un polygone replié de la 
première espèce existera si la droite CD (on pourrait aussi 
bien prendre AB) est tangente à la conique S, c'est-à-dire si 
les points G et D forment un couple M, N vérifiant la relation 
donnée; or c'est bien ce qui a lieu, avec la relation de l'énoncé, 
si l'écriture (A, B, G, D) représente le rapport anharmo-

GB DB .. . . , . 
nique -̂ r- *. jr-r', il aurait mieux valu supprimer le signe — 

liA UA. 
au second membre, en prenant comme l'on fait d'ordinaire 
CA . DA 
GB ' DB' 

1876. 
( 1900, p. 571.) 

Pour quelles valeurs de xu x2 la somme 

1 f 1 j . . X i ( n — x2 xi{n — 1)-+- ix2 ' xi -h(n— i)x2 

a-t-elle une limite, quand n grandit indéfiniment ? 
Calculer cette limite. E. WEILL. 

SOLUTION 
Par UN ABONNÉ. 

Lorsque x% = xl} chaque terme se réduit à —ï— > et la limite nx\ 
de la somme est évidemment — • Xi 

Si Xi et Xf sont différents, soit # t < ¿r2; le terme général, 
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de rang peut s'écrire 

i i 
xY(n — p)->r-px1 nxx-^p{x2—x^ 

Posons 

ndx = xi — xif p dx — x — x} ; 

l'expression du terme général devient r et la somme (Xi—X^X 
cherchée est 

i rx%dx _ Ixi—lxi 

Xj Xi X X2 — Xi 
Cette expression ne prend une valeur bien déterminée que 

si Xi et x2 sont de même signe. Quand ils sont négatifs, il 
suffit évidemment de changer le signe du résultat obtenu 
pour -+- xi, -+- x2. 

On vérifie sans peine que, pour xt— xtl on retrouve — 
Xi 

comme somme. 
1880. 

(1900, p. 57t.) 

Les intersections des plans principaux d'une quadrique 
avec la normale en un point M de cette quadrique déter-
minent trois régions sur cette normale. La région qui 
comprend le point M ne contient aucun des centres de 
courbure principaux correspondant à ce point M. Pour 
un point P de cette région, PM est la plus courte distance 
du point P à la quadrique, si celle-ci n'est pas un ellip-
soïde. Dans le cas d'un ellipsoïde, la région contenant le 
point M se compose de deux segments infinis; pour un 
point P situé dans le même segment que M, PM est la plus 
courte distance; pour un point P situé dans l'autre seg-
ment, PM est la plus grande distance. Pour les points P 
situés dans les autres régions de la normale, PM n'est ni 
la plus petite, ni la plus grande des normales menées du 
point P à la quadrique. A. PELLET. 

S O L U T I O N 

P a r L ' A U T E U R . 

Considérons le cas de l'ellipsoïde 
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Soit P un de ses points, non situé dans un des plans prin-

cipaux, de coordonnées x, y, z. On a, pour les équations de 
la normale en ce point, 

X — x _ Y —y _ Z — z _ 
x y ~ z ~ P' 
a* T/1 c2 

p est la distance du point M (X, Y, Z) au point P multipliée 
par p = — 1 distance du centre au plan tan-

i / î l 
y au (¿a cu 

gent en P. Pour p ==— c2, le point correspondant Mt est sittié 
dans le plan z — o; pour p < — e2, Mj est compris entre M 
et P, et, si l'on désigne par P' le symétrique de P par rapport 
au plan z = o, on a 
M1P = Mj P', MP = MMj+ Mi P = M M , - h M , P > MP', 

puisque MMjP' forme un triangle. Pour p = — a 2 , le point 
correspondant M2 est situé dans le plan x = o; on a, pour les 
points M correspondant à p > — a2 , 

M2 P = M2 P", MP = M2 P — M2 M = M2 P*— M2M < MP", 

P* étant le symétrique de P par rapport au plan x = o. Ainsi, 
lorsque p est compris entre — c 2 et — a 2 , par suite M entre 
Mi et M2, MP est compris entre MP* et MP', et ne peut être 
la plus grande ou la plus petite distance du point M à l'ellip-
soïde. 

Cette région de la normale M I M 2 contient les centres de 
courbure des sections principales de l'ellipsoïde au point P, 
qui correspondent aux valeurs de p racines de Péquation 

x2 y* z2 
i îi i — ^ 

«*(«2-+-p) b*(b*-h p) c*(c2H-p) 

Pour M voisin de P,MPest la plus courte distance à l'ellip-
soïde, et MQ étant une autre normale de pied Q, on a 

M Q > MP; 

cette inégalité subsiste lorsque p varie entre — c2 et-+-2p -t-oo, 
tant que MQ est réel puisque l'égalité ne peut avoir lieu dans 
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cet intervalle. Si, pour un point M' situé dans cette région et 
sur la développée de l'ellipsoïde, M'Q' devient réel, M' est un 
centre de courbure pour le point Q' et, d'après la remarque 
faite, M'Q' ne pouvant être plus courte distance, on a 

M 1Q > M'P, 

Ainsi MP est la plus courte distance du point M à l'ellipsoïde 
pour o > — c\ On verrait de même que MP est la plus grande 
distance pour p <[— a 2 . 

Les cas de l'hyperboloïde et du paraboloïde se traiteraient 
de la même manière. 

QUESTIONS. 

2306. Soient OA et OB deux tangentes rectangulaires d'une 
hypocycloïde à trois rebroussements (H3). Une conique quel-
conque qui touche OA et OB a, avec (H3), quatre autres tan-
gentes communes. La parabole qui les touche a pour foyer le 
symétrique de O par rapport au centre de la conique et son 
axe est parallèle à la tangente à (H3) issue de O. 

F . BÀLITRAND. 

2307. On considère une conique quelconque tangente en 
un point O à une hypocycloïde à trois rebroussements (H3). 
Elle a avec (H 3 ) quatre autres tangentes communes. La para-
bole qui les touche a pour foyer le symétrique de O par rap-
port au centre de la conique et son axe est parallèle à la tan-
gente à (H3) issue de O. F. BALITRÀND» 

2308. Soient M un point d'une hypocycloïde à trois rebrous 
sements H3 et O le centre de son cercle tritangent. On mène 
à la courbe la tangente MT issue de M et l'on joint MO. 
Démontrer que les angles 8 et w, que font avec la tangente 
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en M les droites MT et MO, sont liés par la relation 

tangô = 3 tango). 
F . BALITRAND. 

2309 D'un point P on mène à une hypocycloïde à trois 
rebroussements les trois tangentes dont les points de contact 
sont A, B, G. Démontrer que le cercle circonscrit au triangle 
PAB, par exemple, admet pour tangente en P la conjuguée 
harmonique de PC par rapport à PA et PB. 

F . BALITRAND. 

2310. On considère une tangente fixe d'une hypocycloïde à 
trois rebroussements. Démontrer que les couples de tangentes 
rectangulaires à l'hypocycloïde déterminent sur cette tangente 
fixe des segments qui ont tous même point milieu. 

F . BALITRAND. 

2311. Soient OA et OB, PC et PD deux couples de tan-
gentes rectangulaires d'une hypocycloïde à trois rebrousse-
ments; A et B, G et D étant les points de contact de ces tan-
gentes ; démontrer qu'il existe une hyperbole équilatêre 
circonscrite au triangle OAB et ayant pour asymptotes les 
droi tes PC et P D . F . BALITRAND. 

2312. Soient G une courbe gauche et Ci la courbe, lieu des 
centres des sphères osculatrices à G. Si l'on désigne par R le 
rayon de courbure de G en l'un de ses points, par p le rayon 
de la sphère osculatrice au même point, par Ri le rayon de Ci 
au point correspondant, on a, si R n'est pas constant, 

( a ) Ri = 

Si R est constant, on a 

o dp 
~dK 

R, = p = R. 
R B RICARD. 
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[ H l ] 
SlIK L É L I H I N 4 T I 0 N ENTRE EQUATIONS D I F F É R E N T I E L L E S ; 

PAR M . H A D A M A R D . 

L'intégration d'un système de p équations différen-
tielles ordinaires à p fonctions inconnues d'une va-
riable x, 

d\ dri dh\ d^ \ 

F 3 = o, . . ¥ p = o, 

peut, en général, se ramener à celle d'une seule 
équation, d'ordre égal à la somme des ordres aux-
quels £,7), . . . figurent dans le système donné, l'in-
connue unique, £ par exemple, qui figure dans cette 
équation, fournissant (en général) toutes les autres par 
des dérivations et des opérations algébriques. 

Mais des cas exceptionnels peuvent se présenter. 
La méthode théorique suivante, que j'ai été conduit 

k indiquer dans mon enseignement à l'Ecole Polytech-
nique, permet de discuter ce qui peut se passer dans 
tous les cas possibles. 

On sait, tout d'abord, que le système (1) peut se 
ramener à un système canonique d'équations du pre-
mier ordre. Partons donc du système 

( 2 ) \dz 

4/i/i. de Yfathémat., 4* série, t. X V I I . (Mars 1917.) 7 
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11 se peut (exceptionnellement) que le second 

membre de la première équation ne contienne que x 
et y. Dans ce cas en remplaçant, pour la symétrie des 
notations, y par Y, cette équation sera du premier 
ordre en Y seul. On aura donc à effectuer l'intégration 
de cette équation unique, suivie de celle d'un système 
d'ordre n — i (où y ne devra plus être considéré 
comme inconnu). 

Si, au contraire (cas général), <s>, contient au moins 
une inconnue z autre que y, on fera un changement 
d'inconnues où Z = <p{ sera introduite à la place de z. 
La première équation aura donc la forme 

S"-
Le calcul du changement de variables nous donnera 

dCL (comme seconde équation) la valeur de -y- » soit 

Si rte contient que x, Y et Z, on est ramené, 
d'après la forme de l'équation (3), à une équation 
unique du second ordre 

puis à l'intégration des équations restantes qui (Y et Z 
étant considérés comme connus) forment un système 
canonique d'ordre n — 2. 

En général, au contraire, contiendra au moins 
une inconnue a distincte de Y et de Z : à la place 
de M, introduisons alors la nouvelle inconnue 
U = etc. 

Continuant ainsi, le cas général sera celui où les 
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n — i premières équations seront amenées à la forme 

la 7i,ème seule conservant une forme telle que 

S = Y- z--w> 
ou, comme Z, . . W sont, d'après (4), les dérivées 
successives de Y, 

daY , / v dY da ~1Y \ 

On a bien alors une équation du /ileme ordre 
en Y — y , toutes les autres inconnues s'exprimant 
d'ailleurs en fonctions connues de Y, Z, ..., c'est-à-dire 
de Y et de ses dérivées. 

Mais, comme on le voit, il est des cas exceptionnels 
où l'on est ramené à l'intégration successive (et non 
plus simultanée) de plusieurs équations d'ordres res-
pectifs p, q, r , avec p -f- q -f- /* -f- . . . = ri. La 
première d'entre elles est d'ailleurs l'équation en y 
( inconnue non modifiée par noire changement de va-
riables). 

On a donc ainsi, dans tous les cas, l'équation qui 
renferme l'inconnue y qu'on a pu se proposer plus spé-
cialement de déterminer. 

Dans le cas général où l'équation en y est d'ordre n, 
les dérivées successiv es de y fournissent les inconnues 
suivantes Z, U, 

Elles permettent donc d'obtenir toutes les inconnues 
primitives z, u, . . . par des opérations algébriques : à 
savoir, par le changement de variables ponctuel défini 
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par les relations 

<p,(ar, J , z , M, . . . ) = Z , 

(a?, y , Z , u , . . . ) = U, 

Si, au contraire, l'équation en y est d'ordre inférieur 
à n, la détermination des inconnues restantes exigera 
de nouvelles intégrations. 

[ O ^ e l t P ' l e ] 

SUR LES CENTRES RE COURRURE 
D E S COURRES AFFINES D UNE COURRE DONNÉE ; 

PAR M. R. GOORM AGHTIGH. 

Soient O J , Oy deux axes rectangulaires ou obliques, 
m un point variable d'une courbe (tfi), M le point qui 
divise l'ordonnée de m dans un rapport constant 
quand le point m décrit la courbe (/w), le lieu du 
point M est une courbe (M) affine de (m). L'axe Ox 
est Yaxe d'affinité, k le rapport d'aflinilé. On sait que 
la tangente en m à (m) et celle en M à (M) se coupent 
en un point t̂ ) de Ox. 

Nous avons donné (•) une solution du problème qui 
consisle à construire le centre de courbure C de la 
courbe (M) au point M, connaissant le centre de cour-
bure c de la courbe (m) en m\ une autre méthode a 
été indiquée par M. Balitrand (2). Nous nous propo-

(') Nouvelles Annales, 1910, p. 423. 
(3) Construction du centre de courbure de V hyper bolis me et 

de V a f f i ne d'une courbe donnée (Nouvelles Annales, 1 9 1 6 , 
p. 74-78)' Cette construction suppose des axes de coordonnées rec-
tangulaires. 
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sons d'indiquer plusieurs autres solutions simples de 
ce problème et de signaler quelques propriétés de la 
courbe, lieu des centres de courbure aux points cor-
respondants des courbes affines de (m) répondant aux 
diverses valeurs du rapport d'affinité k. 

1. On a d'abord {fig. i) la construction suivante 
(Nouvelles Annales, 1915, p. 4^4) : 

La perpendiculaire élevée en Q sur Ox rencontre 
en qf la normale en m à (m)\ soient n le symétrique 
de Qpar rapport à m, nf celui de qf par rapport 
à c\ la perpendiculaire en n à nn! coupe Ox en R. 

Fig. 1. 

Ce point R sert ensuite à construire les centres de 
courbure aux points correspondant à m dans toutes les 
courbes affines de (m). On obtient le centre de cour-
bure C de (M) au point M de la manière suivante : 

Soit N le symétrique de Q par rapport à M; la 
normale en M à (M) rencontre en N' et Q' les per-
pendiculaires élevées sur NR en N et sur Ox 
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en Q; le milieu de Q'N' est le centre de courbure 
cherché. 

Considérons maintenant une hyperbole passant 
par m, ayant en ce point même centre de courbure 
que (m) et dont Ox est l'une des asymptotes. Si l'on 
applique à cette hyperbole la transformation par affi-
nité par laquelle on déduit (M) de (m), on obtient une 
autre hyperbole. Celle-ci a même centre que la pre-
mière, elle a Ox pour asymptote, passe par M et y a 
même centre de courbure que la courbe (M). Or, il est 
aisé de construire le centre commun à ces hyperboles, 
connaissant le centre de courbure de (m ) en m. D'après 
un théorème de M.d'Ocagne ( ' ) , il suffit d'élever en Q 
sur Qc une perpendiculaire qui rencontre la nor-
male me en et de mener par t une parallèle à la 
tangente à (m) en m; cette parallèle coupe Ox au 
centre cherché. Il est intéressant d'observer que ce 
centre coïncide avec le point R considéré dans la solu-
tion rappelée ci-dessus. Du point R on déduira le 
centre de courbure cherché C par une construction 
inverse de celle par laquelle on a obtenu le point R 
connaissant c. On obtient ainsi cette construction : 

La perpendiculaire élevée en Q sur c Q rencontre 
en t la normale en m à {m)\ la parallèle à la tan-
gente en ni à (m) menée par le point t coupe Ox 
en R. Soit T l'intersection de la normale à (M) en M 
avec la parallèle menée par le point R à la tangente 
en M à (M); la perpendiculaire élevée en Q sur QT 
passe par le centre de courbure cherché C. 

(*) Nouvelles Annales, 1902, p. 232. Voir aussi un article de 
M. Bouvaist (Nouvelles Annales, 1914, p. 337-356) et la ques-
tion 2257 de M. d'Ocagne ( Nouvelles Annales, 1915, p. 432). 
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2. Soit encore (T) l'ellipse affine du cercle oscula-

teur (y) de la courbe (m) en m; cette conique a en M 
même centre de courbure que la courbe (M). Le 
centre o> de (T) est à l'intersection de la parallèle menée 
par c à O y avec la droite qui joint M à l'intersection 
de me avec Ox (fig> 2). Il est, en outre, facile de cons-

Fig. 2. 

truire le demi-diamètre toji conjugué à Mo> dans l'el-
lipse (T); à cet effet, on élève en c une perpendicu-
laire c a égale à cm\ le point '¡3 est à l'intersection des 
parallèles menées par a à mM et par to à MQ. On sait, 
d'autre part, d'après un théorème de Ghasles (4), que 
si, sur la normale en un point M d'une ellipse, on 
porte, de part et d'autre de ce point, deux segments 
égaux au demi-diamètre conjugué à celui qui aboutit à 
ce point, puis qu'on prenne sur cette normale la pro-
jection du centre o> de l'ellipse, le centre de courbure 
de (T) en M sera le conjugué harmonique de ce point 
par rapport aux extrémités de ces deux segments. De 

(*) Journal de Liouville, t. X, p. 208. 
Voir aussi A. M A N N H E I M , Construction des centres de courbure 

des lignes décrites dans le mouvement d^une figure plane qui 
glisse sur son plan {Journalde l'École Polytechnique, 37ecahier, 
i 8 5 8 ) . 
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ce qui précède, on déduit donc la construction sui-
vante : 

Soit to le point de rencontre de la parallèle menée 
par c à mM avec la droite qui joint M à Vintersec-
tion de cm avec Ox. On élève en c sur cm une per-
pendiculaire COL égale à cm ; les parallèles menées 
par a à mM et par io à MQ se coupent en p. Le 
centre de courbure cherché G est le pôle de cojâ par 
rapport au cercle ayant M pour centre et pour 
rayon. 

Les trois constructions qui précèdent sont appli-
cables si les axes sont rectangulaires ou obliques; dans 
ce qui suit, nous supposerons les axes O x, O y rectan-
gulaires. 

3. M. Balitrand a indiqué dans les Nouvelles An-
nales (1916, p. 78) la méthode suivante {Jig. 3) : 

Fig. 3. 

On prolonge le rayon de courbure cm de (m) 
d' une longueur mc{ = ^ me et Von mène par cK une 
parallèle à Ox qui coupe mM en m{. Par le point / , 
symétrique de mx par rapport à la tangente en m 
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à (m), on mène une perpendiculaire à Ox. Du point 
où elle rencontre la normale en M on tire la paral-
lèle à la tangente en M et par M on tire une paral-
lèle à Oy. Par le point d'intersection de ces deux 
parallèles, on mène la parallèle à Ox; elle passe 
au centre de courbure cherché. 

On en déduit cette autre construction : 

Soient p la projection de c sur rnM, v celle de p 
sur me, V Vintersection de la normale en M à (M) 
avec la parallèle menée par V à mM; la perpendi-
culaire élevée en V sur la normale à (M) en M 
coupe mM en P, la parallèle menée par P à Ox 
passe au centre de courbure cherché. 

4. Considérons maintenant l'ellipse (T) affine du 
cercle oscillateur de (m) au point m. D'après la cons-
truction de Mannheim, si K est l'intersection du grand 
axe de (T) avec la normale en M à (M) et si L est le 

Fig. 4. 

(m.i\ m 

M \ 

A L 

/ K 

/ Q 

0 

point où la perpendiculaire élevée en K sur MK ren-
contre Mo), le centre de courbure de (T) en M appar-
tient à la parallèle menée par L à Oy. On obtient ainsi 
la construction suivante {fig. 4) : 
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La droite qui joint M au point d*1 inter section 

de me avec Ox coupe en to la parallèle menée par c 
à Oy; la parallèle à Ox menée par to rencontre 
en K la normale en M à (M); la parallèle à Oy 
menée par le point d^ intersection de M to avec la 
perpendiculaire élevée en K sur MK contient le 
centre de courbure cherché. 

On peut encore construire d'une autre manière le 
centre de courbure de l'ellipse (T) au point M. Soit S 
le point d'intersection de la tangente MQ avec le grand 
axe Kto; si la perpendiculaire élevée en S sur MS ren-
contre mM en J, la droite Jto renferme le centre de 
courbure C de (T) au pointM. On en déduit la méthode 
suivante pour construire le centre de courbure C 
de (M) en M connaissant le centre de courbure c de (m) 
en m : 

La droite qui joint M au point dyintersection 
de me avec Ox coupe en to la parallèle menée par c 
ci Oy, la parallèle ci Ox menée par to rencontre 
en S la tangente à (M) en M; le centre de cour-
bure G appartient à la droite qui joint to à V inter-
section de m M avec la perpendiculaire élevée en S 
sur MS. 

5. Lieu des centres de courbure aux points cor-
respondants des courbes affines d'une courbe 
donnée. — Prenons maintenant comme axes de coor-
données 0 4 X, 0 , Y l'axe d'affinité et la droite m M, la 
partie positive de l'axe des X étant celle qui renferme 
le point Q. D'après la deuxième construction indiquée 
au paragraphe 3, le lieu considéré peut être défini 
comme suit ( j i g . 5) (*) : 

( l ) La courbe (C) admet Oi X pour axe de symétrie; dans la 
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Étant donnés deux axes rectangulaires 0 , X et O, Y 

et une droite A parallèle à 0 4 Y, on mène par un point 
fixe Q de X une droite variable qui rencontre O* Y 

Fig. 5. 

en M; la perpendiculaire à QM en M coupe A en V, 
celle en V à MV rencontre Y en P, lieu (C) du point 
d'intersection C de MV avec la parallèle menée par P 
à O , X . 

Si X = d est l'équation de A, et si a désigne l'ab-
scisse du point Q, on trouve facilement que le lieu 
considéré est la cubique 

(i) Y s/d{ X d) + (a -h d)X — ad = o. 

Posons 
ad , 

= o. 
a d 

figure 5, la branche située du côté des Y positifs est seule repré-
sentée. 
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La cubique (G) coupe l'axe 0< X au point C 0(6, o); 

en prenant pour nouvel axe des ordonnées la parallèle 
menée par ce dernier point à A, l'équation de la cubique 
devient 

D'après l'équation (1), la cubique (C) a la droite A 
pour asymptote. L'équation (3) montre que le point C0 

est un point isolé ou un point double de (G) suivant 
que les points C0 et Q sont situés d'un même côté ou 
de part et d'autre de la droite A. 

Les constructions données aux paragraphes pré-
cédents donnent encore d'autres définitions simples de 
la cubique (G); on a, par exemple, les deux sui-
vantes : 

Etant donnés deux points R et Q et une droite 0 4 Y 
perpendiculaire à RQ, on mène par Q une droite 
variable coupant 0 4 Y en M et l'on projette R en T sur 
la perpendiculaire élevée en M sur QM, lieu du point 
d'intersection de MT avec la perpendiculaire élevée 
en Q sur QT. 

Etant donnés deux points G0 et Q et une droite 0< Y 
perpendiculaire à C 0Q, on considère un angle droit 
variable de sommet Q dont les cotés coupent 0<Y 
en M et J, lieu de l'intersection de C0 J avec la perpen-
diculaire élevée en M sur QM. 

( 2 ) b(b~ a)ÇT|2h- a 3 £ 2 -h b*rt*= o, 

ou encore 

6. Distinguons maintenant les deux cas où G0 et Q 
sont situés d'un même côté ou de part et d'autre de la 
droite O, Y. 
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Dans ce dernier cas, b est négatif; posons donc 

b = — b' et l'équation (2) s'écrit 
b7)2- o. 

Considérons d'abord le premier cas; soit 8 la droite 
d'équation 

et prenons l'hyperbolisme ( ' ) de (C), le pôle étant le 
point C0, l'axe la droite S. On obtient l'équation 

ii\\e représente une hyperbole ayant C0 pour centre et 
dont l'une des asymptotes D, est perpendiculaire à 
l'axe d'affinité. 

Si l'on considère de même dans le second cas (Jig. 6) 
la droite 0' d'équation 

et si l'on prend encore l'hyperbolisme de (C), le pôle 
étant le point C0, l'axe la droite 8', on trouye 

Cette équation représente une hyperbole ayant C0 

pour centre et dont l une des asymptotes D( est perpen-
diculaire à 8'. On a donc cette nouvelle définition de 
la cubique (C) : 

La cubique, lieu des centres de courbure aux 

Voir le Traité des courbes spéciales remarquables de 
M. Gomès Teixeira, t. I, p. g5, 99, I5I; voir aussi Nouvelles An-
nales, 1913, p. 4o3, D20; 1916, p. 74 e t 83. 

(4) 
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points correspondants d'une famille de courbes 
affines est Vanti-hyperbolisme d'une hyperbole (H), 
le pôle étant le centre de (H) et Vaxe une perpen-
diculaire à Vune des asymptotes. 

Dans le premier cas considéré, la seconde asymp-
tote D2 de (H) est la droite qui joint C0 à la projection 
de Q sur S ou la symétrique de cette droite par rapport 
à O, X, suivant que le point C0 se trouve entre O t et Q 
ou au delà du point (). 

Dans le second cas considéré, la seconde asymptote 
est la symétrique, par rapport à 0 , X , de la droite qui 
joint C0 à la projection de Q sur 8'. 

La construction de la tangente en un point C de la 
cubique (C) résulte immédiatement de ce qui pré-
cède : 

La parallèle à A menée par le point g où C0C 
rencontre o {ou S'), coupe en l celle menée par C 
à C0Q. Soit h le symétrique de C0 par rapport au 
point oii la parallèle menée par l à D2 rencontre D, ; 
la tangente en G à (C) passe par Vintersection 

Fig. 6. 

\ 

X 
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de hl avec la droite qui joint g à la projection de C 
sur D|. 

Dans chacun des deux cas considérés, la détermi-
nation directe de (H) est d'ailleurs aisée. 

D'après l'équation (4), dans le premier cas, l'un des 
points de (H) où la tangente est parallèle à S a pour 
coordonnées 

lab /a 

Ce point est donc à l'intersection de la parallèle 
menée par 0« à D2 avec celle menée à A par le symé-
trique de 0< par rapport à C0. 

Au moyen de l'équation (3), on trouve aisément que 
la cubique (C) a dans ce cas deux points d'inflexion l 
situés sur la droite 

la distance de C0 à cette droite vaut quatre fois celle 
de C0 à A. 

Dans le second cas, l'hyperbole (H) esl immédiate-
ment déterminée puisqu'on connaît ses asymptotes et 
l'un de ses points; on voit, en effet, d'après l'équa-
tion (5), qu'elle passe par le point d'intersection 
de mM avec l'axe d'affinité. 
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N E C R O L O G I E . 

Gaston, DAHBOUX. 

C'est une grande perte que la Science française 
vient de faire, le 23 février dernier, jour du décès de 
Gaston Darboux. 

Il était né à Nîmes le i3 août 1842. En 1861, il fut 
admis premier à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole 
Normale supérieure, pour laquelle il opta. 

Pendant six années professeur de Mathématiques 
spéciales au Lycée Louis-le-Grand, il devint profes-
seur à la Faculté des Sciences, et suppléant de Joseph 
Bertrand au Collège de France. 

Doyen de la Faculté des Sciences pendant plusieurs 
années, élu à l'Académie des Sciences (Section de 
Géométrie) en 1884, il en était secrétaire perpétuel 
depuis 1900. 

Nous ne saurions entreprendre ici une analyse, ni 
même une énumération des travaux qui constituent 
son œuvre. Le nombre des Mémoires et des Ouvrages 
qu'il a publiés est considérable. Presque tous se rap-
portent à l'Analyse et à la Gréométrie, sciences dont il 
savait merveilleusement utiliser les ressources pour 
parvenir à la vérité, loin de vouloir les opposer l'une à 
l'autre, ou tenter d'établir entre elles une sorte de 
hiérarchie, forcément injustifiée. 

Rappelons en terminant que Darboux avait, en 1870, 
fondé le Bulletin des Sciences mathématiques dont 
il a gardé la direction jusqu'à sa mort. 

L A R É D A C T I O N . 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

1809. 
(1898, p. 484. ) 

Les solutions communes aux deux équations 

q, *) = o, F 5 , t, /?, z) = o, 

/A seconde n'étant pas, bien entendu, M/IC conséquence 
de la première, soni ¿a forme 

z = o(mx ny), 

m et n étant deux constantes. A. PELLET. 

S O L U T I O N 

P a r L ' A U T E U R . 

Lorsque les dérivées partielles, p et q, d'une fonction z de 
deux variables x , jf, sont des fonctions de cette fonction z 
est de la forme <p ( mx -h ny), m et n étant des constantes. 

En effet, la relation ~ = qui résulte de ce que p et q 

sont les deux dérivées de z , devient 

dp dq 
q~dz = P d z ' 

d'où 
q = ap, 

a étant une constante. Portant dans la différentielle 

dz = p dx -h q dy, 

elle devient 
dz = p(dx -h a dy)\ 

Ann. rfe Mathémat.f 4e série, t. XVII. (Mars 1917 ) 8 
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et enfin on a 

fi-
zo a et b étant des constantes. 

Si la fonction z satisfait aux deux équations 

F(P, q, *) = o, Fj (r , 5, p, q, z) = o, 

elle satisfera à une autre équation 

et par suite p et q seront des fonctions de z. Dérivons F = o 
par rapport à x et on obtient deux équations entre r, s, t\ 
la dérivation de celles-ci donne trois équations entre les 
dérivées troisièmes de z, et la dérivation de Fj — o en donne 
deux; l'élimination de ces dérivées troisièmes, au nombre de 
quatre, conduit à égaler à zéro un déterminant qu'on suppose 
n'être pas identiquement nul en vertu de F = o. On a ainsi 
quatre équations entre /', s, t et l'élimination de ces trois 
quantités conduit à l'équation F2(/>, <7, z) = o. On retombe 
ainsi sur le cas étudié au début. 

Appelons SECOND CENTRE DE COURBURE d'une courbe en un 
point M le centre de courbure de la développée au point 
oà elle est touchée par la normale en M. Le lieu des 
seconds centres de courbure des courbes triangulaires 

tangentes en M à une droite donnée MT, lorsque m varie, 
est une parabole passant par M et admettant MT pour 

q, = o, 

1843. 
( iîtoo, p. Ifji.) 

A X ' » - + - B Y ' " 4 - C Z ' » = O 

diamètre. A . PELLET. 

SOLUTION 
P a r L ' A U T E U R . 

Soit 

l'équation d une courbe rapportée à ses coordonnées normales 
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(la tangente et la normale) en un point que l'on prend pour 
origine. L'enveloppe de la normale aux points voisins de l'ori-
gine, X — x-+-y'(Y — y ) = o, est donnée par les équations 

Y = y H f— = \x -}-..., J y" a a2 ' 
n-y '* , ax n X = x y' = —a72 -h 

y u ia 

Les coordonnées du centre de courbure de cette enveloppe 
correspondant au point x = o sont 

X = Y = —• 
a 3 a 

Les courbes de la famille 

AX'»-t-BY'"+ CZ'»= o, 

tangentes en M à une droite MT, lorsque m varie, rapportées 
à la droite MT et à la perpendiculaire menée par M à cette 
droite, ont pour équation (voi\ Bulletin de la Société mathé-
matique, Construction des rayons de courbure d'une 
classe de courbes, t. XXXV, 1907) 

_ (i-m)b (1 + M y - - * + g a? -+-.. . . 

Ainsi on a pour ces courbes 

a — { \ — m)b, ax — (1 — m) (bx m H- 62) ; 
at bim-+-b2 v 1 1 x = ^ = ' 7 , Y = -
a3 (1 — m) 26 2 a ( 1 — m ) b 

L'élimination de m conduit à la parabole 

dont l'axe est parallèle à la droite MT. 

1882. 
(1900, p. 572;) ' T a i R 

Etant données deux paraboles focales l'une de Vautre 
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dans Vespace, la surface réglée engendrée par une 
droite s'appuyant sur ces deux paraboles et parallèle à 
un plan passant par lfaxe commun des paraboles est un 
conoïde droit. A. PELLET. 

SOLUTION 

P a r L 'AUTEUR. 

Soient les deux paraboles 

2=0, y*=2px; 

y =z o, Z2 = — ipx -h p1] 

focales des paraboloides 

y r z2 
IX -h A = O. 

p -+- X X 

Le plan my -+- nz — u — o, où u est variable, parallèle à 
l'axe commun des paraboles, qui est l'axe des x , coupe ces 
paraboles aux points 

u 
z = —, n 

y ~ -J m 

y = °, 

2 pm% 

La droite qui passe par ces deux points engendre, quand u 
varie, le conoïde considéré. Il s'agit de montrer que le plan 
mené par cette génératrice, perpendiculairement au plan 
directeur my -+- nz = o, passe par une droite fixe. L'équation 
de ce plan est 

X y 
0 m 

w* u 
2 pm% m 
u2 

. P 
a/m2 2 

u 
n 
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Une transformation facile permet de l'écrire 

x 
0 

pn2 

1 

y 
m 

z 
n 

if! (_L + ü Hi i 
i p \ m2 n1 ] i m n 

Divisons les termes de la dernière ligne horizontale par a, 
et développons, en posant 

il vient 

- — (— + ± \ - J L . ipXmï n* / iu' 

11 y -+•mz) X (_v 2 H 
Ainsi les génératrices s'appuient sur une droite perpendi-

culaire au plan directeur et qui rencontre l'axe commun des 
paraboles en un point situé entre leurs sommets. 

2056. 
( 1906, p. 5:5.) 

Trouver le minimum de la plus courte distance des 
cercles osculateurs aux sommets situés sur le grand axe 
et le petit axe d'une ellipse, pour les ellipses ayant même 
cercle de Monge ou même axe. A . PELLET. 

SOLUTION 
P a r L'AUTEUR. 

Pour l'ellipse 

x2 y2 

la plus courte distance des -cercles de courbure au sommet 
situé sur le grand axe et à celui situé sur le petit axe est 
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Le rapport de d à la différence des demi-axes a — 6, 

d r b — , r — a — b l4_r4_r2 a 

Ce rapport va en augmentant depuis /• = o jusqu'à r = i; 
pour r — i, il est égal à 3 — 2 Pour a 2 -h ¿>2 constant, ce 
rapport acquiert sa plus grande valeur pour a = ¿>. 

2062. 
(1907, p. 95.) 

Soi* /? un nombre entier qui divise l'un des nombres 
Pzl /Jzi 

2 2 i , % 2 — i et qui, ecrii rfa/is /e système de numéra-
«2 p-i — i 

tion binaire, a n chiffres. Le nombre •> ecri7 <ia/i5 
/> 

/e même système, présente en son centre (n — i) chiffres i 
encadrés de deux zéros, oa bien (n — i) zéros encadrés de 
deux chiffres I. R. AMSLER. 

SOLUTION 

P a r M. A . GKRARDIN. 

On sait, d'après le théorème de Fermât, que p doit être 
premier, puisque, d'après l'énoncé, il doit avoir n chiffres en 
numération binaire; il doit donc s'écrire en numération 
décimale 

p = 2""1 + / t2 a +I , 

étant un entier, et — i) étant le* plus haut exposant du 

développement décimal de p. Le nombre N = i ( 2 / , ~ 1 — i) 

sera représenté, en binaire, parle quotient de + A 2a 

unités par un nombre de n chiffres, formé, en général, 
d'unités et de zéros. 

La démonstration semble difficile, d'une manière générale; 
mais on arrivera facilement à des cas intéressants, en se don-
nant h et a. 

Supposons ainsi 

P = <>n— 3 = . . -+- 2 2 — I . 
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Voici les premiers termes du développement décimal de N : 

— <22'1-n~'* -h 2/1-3 4- 22'1—4 
3/1—1 3/t—4 22"—+" 2 2 " - - h . . . . 

Le nombre des chiffres de N en binaire égale p — n; ce 
nombre N doit être formé en général de la manière suivante : 

à partir de la droite : ̂  * — n chiffres différents, unités ou 

zéros, puis ( n — i ) chiffres semblables au centre, enfin 

P 1 —n chiffres différents; le rang du premier chiffre du 

centre est donné par a2B~1—3, et le dernier par 22 n" i~n~ i . 
Les solutions se partagent en deux, groupes : celui où N est 

symétrique sera étudié dans la réponse 2063; les autres valeurs 
de p premier donnent une solution à 2062. 

Voici quelques exemples : 

71 = 4, p = i 3 o u I I O I , N = i o o m o i i ; 

n — 5, p = i i i o i , N = ÎOOOI IOIOO 111 I O I I I O O I O I i ; 

n — 6, p = 2 6 — 3 = 61 ou I I I I O I ; 

n = 9, p = 2 9 — 3 = 5og ou M I I I I I O I , . . . ; 

p = 19 donne N = 1IOIO 111100101. 

On pourra consulter le Sphinx-Œdipe, 1908-1909, articles 
de MM. Ern. Lebon et A. Gérardin, p. 8 i -83 et 97-112. 

Les plus petites solutions sont : p — 13, 19, 23, 29, 37, 415 
47, 53, 59, 6r, 67, 71, 79, . . . pour N dissymétrique en bi-
naire. 

2063.* 
( 1907, p. 95.) 

2P—1 \ 
p étant premier, chercher les nombres — qui, 

écrits dans le système de numération binaire, présentent 
une symétrie parfaite. R. AMSLEK. 

SOLUTION 
P a r M. A. GKRARDIN. 

Je ne puis donner qu'un très bref résumé des résultats 
obtenus, en disant quelques mots de cas particuliers. 
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PREMIER CAS. — p premier en décimal et symétrique en 

binaire : 

I. Supposons p — 2 * — i , formé, en binaire, avec n chif-

fres i. N = — f — i l sera, dans la même numération, le 
P 

quotient de 2"— 2 chiffres 1 par p. Ce nombre N s'écrira donc 
2" — 2 avec — - — chiffres 1 séparés chacun par un groupe de (n — 1) 

•j> n 2 
zéros, le nombre étant entier, d'après le théorème de 

Fermât, pour n premier. On voit donc que : 

Lorsque p = 2"— 1 est un nombre de Mer senne premier, 
c'est-à-dire lorsque n == 2, 3, 5, 7, 19, 31, 61, 89, 107 et 127, 
on aura une solution du problème, et voici la liste des 
douze valeurs minima : 

p = 3, 7, 3i , 127, 8191, 131071, 524827, 2147483647, 
2 3o5 843 009213 693951, 618970019642690 137 449 562 111, 

162 259 276 829 2i3 363 391 578 010 288 127, 
et 

170 141 183458469231 73I 687303715884 105727. 

Au centre, on voit, en binaire, un groupe de (n — 1) zéros 
encadrés de deux groupes de 1 unité. 

II. Supposons maintenant p = -h 1. Pour que p soit pre-
mier, il faut que y = 2"; p est alors un nombre de Fermât. 
On sait que <2*«-»-2-I- 1 est toujours composé, 5 excepté (Euler, 
puis Aurifeuille ), et que ^«-M l e s t toujours multiple de 3. 
On aura 

222M— 1 
N = V — ' 22 + 1 

ou en numération binaire le quotient d'un nombre formé 
de 22" unités par un nombre ayant (2"— 1) zéros encadrés par 
deux chiffres 1. Le nombre N cherché, symétrique en binaire, 
sera, à partir de la droite, formé de 2" unités, puis de 2" zéros, 
et ainsi de suite, périodiquement. Le nombre des chiffres de N 
ajouté à celui de />, écrits en binaire, est de 22M-t-i; le 
nombre des chiffres de p est 2"-f- 1 et celui des chiffres de N 
est donc 2«(i2"-"— 1). 
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Le nombre des groupes (de chiffres i et de zéros) qui com-

posent N est de ( i % u ~ u —i) et chaque groupe est formé de 
i u termes, unités et zéros, successivement. Il y a 22"-"-1 groupes 
de chiffres i et tf"-"—1— i groupes de zéros intercalés. 

On voit, au centre, iu zéros encadrés de deux groupes de 
2" unités. La solution p = 3 est déjà connue. 

Lorsque p = 22" -h i est un nombre de Fermât premier, ce 
qui a lieu pour u = o, i , 2, 3, 4 ou bien p = 3, 5, 17, 257, 
65 537, on aura quatre solutions nouvelles ; il n'y a pas 
d'autre solution pour p ayant en numération décimale 
moins de cent vingt chiffres. Le nombre des chiffres de N, 
en binaire, est successivement 1 ,2 , 12, 248, 65520, .... 

III. Supposons maintenant p premier de la forme 

2*4- 1 ; 
on aura 

N = 4 -2 —|— 1 

qui sera, en binaire, le quotient d'un nombre formé de 
2**4-2 x unités par le nombre p formé de ix— 1 chiffres 
ayant une unité'au centre, une à chaque extrémité, séparés 
par deux groupes de (x — 1) zéros intercalaires. 

Le nombre des unités de ce numérateur est toujours le 
double d'un triangulaire; le nombre symétrique N cherché est 
formé par un premier groupe de x unités, puis ix zéros, ceci 
formant un groupe périodique à partir de la droite; le nombre 
des chiffres de N sera 22<r— 2X— 'ix\ le nombre des périodes 

2 X 
complètes sera — y ce qui impose x = 1 ou encore 

x égal à un multiple impair de 3. Ceci nous donne une seule 
nouvelle solution x = 3, p = 73; il n'y en a pas d'autre pour 
p inférieur à un milliard. Au centre, ix zéros encadrés de 
deux groupes de x unités. 

IV. Supposons p premier, symétrique en binaire et infé- * 
rieur à 2000. Ceci englobe toutes les formes particulières 
précédentes. Je trouve les seules solutions possibles suivantes : 
p — 3, 5, 7, 17, 3 i , 73, 107, 127, 257*, 313, 443, 1193, i453, 
1571, 1619, 183i et 1879. En effet, ces nombres s'écrivent, en 
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numération binaire : 

I I , 101, M , IOOOI, I I 1 I I , IOOIOOI , I I I I I I I , IOOOOOOOI, 

I O O I I I O O I , I I O I I I O I I , IOOIOIOIOOI , Î O I I O I O I I O I , 

I IOOO IOOOI I , I I O O I O I O O I I , I I I O O I O O I I I , I I I O I O I O I I I . 

Parmi ces valeurs, il ne reste à étudier que p = 107, 3i3, 443, 
1193, I453, 1571, 1619, I83I et 1879. On sait, d'après le 
théorèmerde Plateau, que tous ces nombres, écrits en binaire, 
divisent des nombres formés entièrement d'unités; il reste à 
vérifier que ces nombres remplissent les conditions du pro-
blème spécial posé ici. 

DEUXIÈME CAS. — Supposons maintenant p premier et 
dissymétrique en numération binaire. Ayant trouvé une 
solution pour p — 11 = 2 3 + 21 + 1, j'ai essayé la forme p pre-
mier égal à 

l -H 21 -f- 25 + . . . + -h 22*-1 ; 
en écrivant 

p = 1 + 2(1 + 4 * 6 + . . . + 22*"2) 
== 1 + 2(1 + U -f w 2 + . . . + u x~ x ), 

on aura 
ux — 1 4^—[ ^-t-î. 

p = 1+2 — 1+2 3 3 

on aura p premier pour x = 1, 3, 5, 6, 8, 9, 11, . . . , ce qui 
donne p— 11, 43, 683, 2731, 43691, 174763, 2796203, 
Ainsi 

N = 
i(2**-M+l) 

8) —5 23 + . . . + 2 3 + 2 3 

En numération binaire, N sera représenté à partir de la 
droite par 1, puis o, ensuite ( iax — 1) unités, un zéro, une 
unité, enfin un groupe de (ix — 1) zéros, ce groupe complet 
étant périodique. N contient au centre (2A* — 1) unités enca-
drées de deux groupes de 1 zéro. 
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On voit ainsi, en passant, que 

ou encore 

Mv = '}// — I = 27-1-h. e 

La méthode la plus rapide pour vérifier la valeur de N en 
numération binaire semble être celle de la décomposition en 
ses facteurs binaires de l'expression qp—1 — 1. 

Je n'ai pas trouvé d'autre valeur de p premier inférieur à 
100 en numération décimale, symétrique ou dissymétrique, 
N étant la valeur en numération décimale, et B en binaire : 

p = 3 N = 1 B = 1 
5 3 11 
7 9 1001 
11 g3 1011 101 
17 3855 111 100001 111 

Les trois autres solutions p == 3i , 43, 73 donnent 

N = 34 636833, 102280151421 et 64 689951 820 i32 126215 

et dans l'ordre 

B = 10000 10000 10000 10000 100001. 

La valeur binaire B pour p = 43 peut s'écrire 

B = i 0 W 0 U i 0 a 0 i z i 0 M 0 i , 

u étant un groupe de cinq unités et z un groupe de cinq 
zéros. 

Pour p = 73 enfin, B s'écrit 

B = u z u z u z u z u z u z u z u , 

U étant un groupe de trois unités, et Z un groupe de six 
zéros. 

La somme des unités du nombre B semble être en général 
un sous-multiple du nombre ( p — 1) écrit en décimal. 
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On peut généraliser cette question. On a, par exemple, en 

numération ternaire, 

N = — I ) 
P 

symétrique pour p = 5, puisque N s'écrit alors 121. 

2118. 

(1909, p . 4 0 0 . ) 

Véquation x — e s in(m -+- x) = o peut sy écrire 

(m \ p -h e m v a? 
) = taner — » ou p = — 2 / p — e 2 sina? 

Construire le lieu de Vintersection des droites menées 
par les extrémités A et B du segment AB — e et faisant 
avec ce segment respectivement les angles m et m -+- x. 

A . P E L L E T . 

N O T E ( 1 ) 

P a r L ' A U T E U R . 

L'identité des deux équations est facile à vérifier. Il en 
résulte que si, sur le segment AB = e, on fait un angle égal 
à m, et si l'on prend AM = p, l'angle AMB est égal à x. Ce 
fait m'a paru curieux, et avantageux pour le calcul de xy 

e p variant entre 1 et Le lieu du point M lorsque m varie 
sine 

est tangent au cercle de rayon 1 aux points d'intersection 
avec la droite AB, le centre étant au point A, et au cercle de 
rayon i - f - s ine au point correspondant à m = — — e, pour 

lequel x — e. 
2120. 

(1909, p . 100.) 

On donne une surface 

X + Y + Z = i, 

X étant fonction de la seule coordonnée Y de y, Z de z\ 

(*) Voir solutions précédentes 1915, p. 573; 1916, p. 174* 
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trouver les transformées telles que les systèmes conjugués 
se correspondent sur la surface et sa transformée • 

A . PELLET. 

NOTE 
P a r L'AUTEUR. 

Soient u et v les paramètres de deux, familles conjuguées sur 
la surface X + Y - f Z = i ; o n a 

uv 
y" J uv 

X u Xv 

y'u yv = o, 

et, en différentiant l'équation de la surface, 

X X - + - Ty'a+ Z'z'u = o, X V , + Y y , + = o, 
X'x"uv+ Y X ' x L r t - h X'/u/v+- Z'z'u*'v= o. 

Il en résulte que la dernière équation se décompose en deux 
et l'on a 

= + wy u y v -h zvM*;,= o. 

Effectuons la transformation faisant correspondre à x, y, z 
le point <p(a?), / ,(*)• Pour que « e t c soient les para-
mètres de deux familles conjuguées sur la nouvelle surface, il 
faut que le déterminant 

? 

o' x' 
Vy'u lZu 

Divisant les colonnes verticales par <p', <{/', respectivement, 
on voit que il faut et il suffit, pour que le déterminant soit 
nul, qu'on ait 

<p"X' _ y j r _ ¿ z ; 
? 'x* - - x r ' 

Ces rapports doivent donc être indépendants des variables 
et'égaux à une même constante jx. Donc : 

9'=aX'tS <|/=6Y'I\ c Z > , 

a, 6, c étant trois nouvelles constantes. 



Soient, par exemple, 
( IIO ) 

on aura 
c p ' = axV-, y — byV-, y'=zczV' 

puis 

CD = a , — y y = C T {JL-hl (JL-+-1 ** [i.H-1 

si jx -jé — ï. Pour ji = — i, 

<p==a/#, ty^bly, ^ = clz. 

Soit encore 

X = Y = y \ Z = - z , 

il viendra 
ax{J-+1 , by V-+1 

y = , ty — , J — ( 
\L -h I T p -+- I ** 

Les lignes asymptotiques se correspondent sur les deux 
surfaces. 

2160. 
(1910, p. .136.) 

Appelons « cercle cylindrique » la courbe intersection 
d'un cylindre de révolution et d'une sphère ayant son 
centre sur le cylindre. Le rayon de cette sphère sera dit 
« rayon du cercle cylindrique ». 

Etant donné un cercle cylindrique quelconque, montrer 
qu'on peut lui inscrire une infinité d'hexagones gauches 
dont tous les côtés aient pour longueur le rayon du cercle 
cylindrique. Ce théorème généralise la construction clas-
sique à l'hexagone régulier. 

Plus généralement encore, étant donnés deux cercles 
cylindriques égaux tracés sur un même cylindre de révo-
lution, montrer qu'il existe une infinité d'hexagones 
gauches, dont tous les côtés ont pour longueur le rayon 
commun des deux cercles cylindriques, et dont les sommets 
se trouvent ait er native ment sur ces deux courbes. 

R . B R I C A R D . 
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SOLUTION 

P a r L ' A U T E U R . 

Je dirai que quatre points d'un cylindre A t , A2, A3, À* sont 
les sommets d'un parallélogramme cylindrique quand, 
après développement du cylindre, ils deviennent les sommets 
d'un parallélogramme. Cette relation géométrique peut être 
traduite symboliquement par l'égalité 

Al -h A3 = A2 -+- A4 . 

Cela posé, soient 0 , 0 ' , A t , A 2 quatre points quelconques 
du cylindre. Marquons successivement sur celui-ci les points 
A 3 , A 4 j A 5 , . . . tels que 0 A i A 2 A 3 , 0 ' A 2 A3 A 4 , 0 A 3 KK A5, . . . 
soient des parallélogrammes cylindriques. Je dis que le point 
A 7 se confond avec A t . 

En effet, on a les égalités symboliques 

A J 4 - A 3 = O - H A 2 , 

A , - H — O ' - T - A S , 

A 3 - + - A 5 = O -+- A 4 , 

A 4 - 4 - A 6 = O ' - F - A 6 , 

A 5 -f- A 7 = O -h A 6 . 

On tire, par addition, des deux premières égalités, 

A T - F - A I = O -+- O ' , 

et des deux dernières, 

A 4 + A 7 = 0 f + 0 , 
d'où 

A 7 = A I , 

ce qui établit la proposition. 
Supposons maintenant que O et O' soient les centres des 

sphères contenant les cercles cylindriques égaux C et C', et 
que Ai et A2 appartiennent respectivement à ces deux cercles, 
AîAg étant égal à leur rayon commun. On aura construit en 
Ai A2 A3 A4 A5 A6 un hexagone gauche dont les sommets appar-
tiennent alternativement aux deux cercles, et dont tous les 
côtés ont pour longueur le rayon commun de ceux-ci. Le 
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premier sommet Ai peut en outre être pris arbitrairement 
sur C. 

La seconde partie de l'çnoncé se trouve ainsi démontrée. La 
première n'en est qu'un cas particulier, celui où les deux 
cercles cylindriques sont confondus. 

2192. 
( 1912, p. 3S6.) 

Déterminer un cône dont un plan cyclique est perpendi-
culaire à une génératrice et à la fois à une ligne focale 
perpendiculaire à un plan tangent. 

KLUG. 

SOLUTION 
P a r U N A B O N N É . 

L'énoncé de la question 2192 n'est pas parfaitement clair. 
Si le cône rapporté à son sommet a pour équation 

<p(̂ > y,*) = o, 

cp(.r, y, z) désignant une forme quadratique homogène, il est 
certain que les deux conditions imposées sont insuffisantes 
à le déterminer. Il convient de supposer que le cône est rap-
porté à ses plans de symétrie, c'est-à-dire qu'il a une équation 
de la forme 

r 2 ¿2 

(0 

Soit S sa trace sur le plan de l'infini et G l'ombilicale; inter-
section commune de toutes les sphères avec ce plan. Les plans 
cycliques de ( i) passent par les cordes communes à S et à G 
et par suite la première condition revient à dire que le pôle, 
par rapport à l'ombilicale, de l'une de ces cordes communes 
se trouve sur S. 

On sait que les focales d'un cône sont perpendiculaires aux 
plans cycliques du cône supplémentaire. La trace du cône 
supplémentaire de ( i) sur le plan de l'infini est la polaire 
réciproque de S par rapport à l'ombilicale. 

Soit Z cette polaire réciproque. La seconde condition 
revient à dire que l'une des cordes communes à G et à S est 
tangente à S. 
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Ce qui précède résulte de ce fait bien connu que les traces, 

sur le plan de l'infini, d'un plan et d'une droite perpendicu-
laires sont pôle et polaire par rapport à l'ombilicale. 

Au point de vue analytique, les plans cycliques réels du cône 
représenté par ( i ) ont pour équation 

c*y2(a*—b2) - 6 2 £ 2 ( a 2 - b c 2 ) = o. 

L'une des sécantes communes à S et à C sera par exemple 

cysja"1—b'1— bz \Ja1 -h c2 = o, 

et la condition pour que son pôle, par rapport à C, soit sur S 
donne 

( i ) c** (a2— 6 2 ) — -h c 2 ) = o. 

Le cône supplémentaire de ( i ) a pour équation 

a^x2-1- b2y2 — c2z.2 = o. 

Les équations des plans cycliques sont 

x2(a2 — ¿>2) — * 2 ( 6 2 - + - c 2 ) = o; 

celle de l'un d'eux sera 

x\/a2— 62 — ¿/¿> 2 -b c2 = o. 

La condition de contact avec S donne 

( 3 ) a 2 ( a 2 — b2) — c2 ( ¿»2 -h c2 ) = o. 

Les équations (2 ) et ( 3 ) déterminent les rapports des coef-
ficients de l'équation (1) et par suite le cône qu'elle repré-
sente. 

2208. 
(1913, p. 288 ; 1914, p. 428.) 

Si M est un point quelconque d'une conique dont A est 
un sommet, a étant le centre de courbure répondant à ce 
sommet, la tangente en M à la conique coupe la tangente 
en A sur la perpendiculaire menée de o. à la corde AM. 

M . D'OCAGNE. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Mars 1917.) 9 
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D E U X I È M E S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

On sait que si un cercle et une conique sont tangents, ils 
sont homologiques. Le centre d'homologie est le point de 
contact, l'axe d'homologie la corde commune opposée à la 
tangente. Ici A est le centre d'homologie et la tangente AT 
en ce point l'axe d'homologie. 

Les tangentes au cercle et à la conique en deux points 
homologues, c'est-à-dire en ligne droite avec A, concourent 
sur AT ; ce qui démontre le théorème. 

Généralisation. — Si le cercle au lieu d'être osculateur est 
simplement tangent en A, ce point est toujours le centre 
d'homologie. L'axe d'homologie est une droite perpendiculaire 
à l'axe qui passe en A, par raison de symétrie. Soient B le 
sommet opposé à A, B' le second point de rencontre du cercle 
avec AB. M et M' étant deux points homologues, les droites BM 
et B'M' sont homologues et se coupent sur l'axe d'homologie. 
De plus B'M' et AM' sont évidemment perpendiculaires. 
Ainsi : Si l'on joint un point M d'une conique aux extré-
mités A et B d'un de ses axes, si Von prolonge BM jusqu'à 
sa rencontre avec une perpendiculaire à l'axe, la droite 
abaissée perpendiculairement de ce point sur AM passe par 
un point fixe de AB. 

Ce théorème permet de construire par points une conique 
connaissant deux sommets et un point de la courbe. 

2223. 
( 1914, p. 336. ) 

Soient M et M' les extrémités de deux diamètres conju-
gués, F et F' les foyers d'une ellipse. Trouver le lieu du 
point d'intersection de MF, M'F' ou de MF', M'F. 

T. O N O . 

S O L U T I O N 

P a r UN A B O N N É . 

Soit 
X' Y2 

l'équation de l'ellipse, x et y étant les coordonnées de M, 
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celles de M' sont 

- - y y 
a b1 b 

Xous choisirons les signes supérieurs. Le cas où l'on prendrait 
les signes inférieurs se traiterait de même. 

Les équations des droites MF, M'F' sont 

X - c 

X — c ' 

— ay -h bc 
Les équations résolues par rapport à x et JK donnent 

x = cY(aY -hbX — bc) v _ C Y ( A Y — bX — bc # 

a ~ _ b ~ aïy2 -h b*X*— b^c2'9 

d'où pour l'équation du lieu du point d'intersection des deux 
droites MF, M'F', 

c2 yl(a\ + bX — bc)* -h c2 Y 2 ( a Y — bX — bc2) 
— (a 2 y*-+- b2X*— 6 2 c 2 ) = o. 

C'est une courbe fermée unicursale du quatrième ordre 
admettant OY pour axe de symétrie. Les foyers F et F' sont 
des points doubles, les tangentes à la courbe en ces points 
sont des droites qui les joignent aux sommets du petit axe. 
La courbe présente un troisième point double situé sur OY. 

Il a pour ordonnée — • r a 
Le lieu du point d'intersection des droites MF' et M'F 

s'obtient en changeant dans l'équation précédente c en — c. 

2224. 
(1914, p. 336.) 

Etant donnés deux triangles ABC, A' B'C',SÎ les parallèles 
menées par A', B', C' respectivement à BC, CA, AB, 
rencontrent les droites B'C', C'A', A 'B en trois points 
collinéaires, de même, les parallèles menées par A, B, C 
respectivement à B'C', C'A', A'B' , rencontrent BC, CA, AB 
aussi e'n trois points collinéaires. N. ABRAMESCU. 

X 

y 
aY 
bx 
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S O L U T I O N 

Par M . T. O N O . 

Soient D, E, F ( ! ) les trois points collinéaires où les 
parallèles menées par A', B', G' à BC, CA, AB rencontrent 
B'G', C'A', A'B'. On peut concevoir le triangle ABC comme 
formé par les trois diagonales du quadrilatère complet ayant 
les côtés B'G', C'A', A'B', DEF. Alors en prenant ABC pour 
triangle de référence, on a 

(DEF) + + = o, 
(B'G') — / a + mp + ny = o, 
(C'A') / a - m ^ + ny = o, 
(A'B') Iol 4- — ny = o. 

Soient maintenant D', E', F' les points où les parallèles 
menées par A, B, C respectivement à B'G', C'A', A'B' 
rencontrent BC, CA, AB ; on a 

cl -+- an am -h bl ' 

Y a !—— -h = o, am -h bl on -h cm 
a ¡3 

T 1 H " = O. on -+- cm cl H- an 

On voit donc que les trois points D', E', F' se trouvent sur 
la droite : 

a P Y 
T h 1 1 7-7 = O. 

bti -H cm cl -h an am -t- bl 

Autres solutions par UN ABONNÉ et par M . J. L E M A I R E . 

2233. 
(1915, p . 54.) 

Soient A'B'C' les pieds des trois céviennes AM, BM, CM 
du triangle ABC. Trouver Venveloppe T de Vaxe d'homo-
logie A des triangles ABC, A'B'G' quand le point M décrit 

(AD') 

(BE'; 

(CF') 

( ! ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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une courbe 2 . En particulier : i° quand la courbe S est 
une conique circonscrite au triangle ABC, Y se réduit à 
un point; quand E est une droite, T est une conique, 
inscrite au triangle ABC. Étudier la transformation MA; 
3° quand la conique S est une conique variable d'un 
faisceau passant par les points donnés A, B, C, D, la 
»courbe T se réduit à un point qui décrit deux droites. 

N . ABRAMESCU. 

SOLUTION 
P a r UN A B O N N É . 

Les côtés du triangle A 'B 'C ' rencontrent les côtés corres-
pondants de ABC en trois points qui sont les conjugués 
harmoniques de A', B', C' par rapport aux sommets de ABC 
situés sur ces côtés. Si 

x y z 
â = y 

sont les coordonnées de M, l'équation de A est 

x y z 
- -b 4- •+• - = o; 
A P Y 

c'est-à-dire que ses coordonnées u, p, w sont 

au = ¡Bp = y w. 

Donc si le point M décrit une c o u r b e / ( a , fi, y), la droite A 
enveloppe une courbe correspondante qui a pour équation 
tangentielle 

J \u v wj 

Depuis la création de la géométrie du triangle, la corres-
pondance entre M et A a été fréquemment rencontrée et 
étudiée. Ces deux éléments sont dits harmoniquement asso-
ciés. 

Autre solution par M. T. ONO. 

2234. 
(1915, p. 54.) 

De chaque point M d'une courbe (M), on abaisse une 
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perpendiculaire MU sur une droite fixe A; par le point H 
on mène les parallèles HT gi HN à la tangente et à la 
normale en M à (M). Lorsque M décrit (M), ces deux 
droites enveloppent deux courbes ( T ) et (N). Montrer que 
les deux centres de courbure de ces courbes s'obtiennent 
par la construction suivante : Soient I le point de ren-
contre des normales à ( T ) et' (N) et A la projection sur A» 
du centre de courbure de la développée de M ; A' le symé-
trique de A par rapport à I. Les projections de A' sur les 
normales aux courbes ( T ) et ( N ) donnent les centres de 
courbure cherchés (cf. Nouvelles Annales, juin 1913, ques-
tion 2207). F. BALITRAND. 

SOLUTION 
P a r M . R . B O O V A I S T . 

Prenons la droite A pour axe des x et soient 

x cos cp - h y sin cp—p = 0 , 
— x sin cp -+- y coscp — p' — o, 

la tangente et la normale en M à (M). 
La droite HT a pour équation 

x coscp -{-y sin cp = p cos2 cp — p' sin^> cos^, 

le rayon de courbure correspondant de ( T ) sera 

RT = (p -+• p") (2 sin2 cp — cos2 cp) — (/>'-+-p") sin cp coscp. 

La droite HN a pour équation 

— x sin cp -1- y cos cp = p' sin2 cp — p sin cp coscp, 

le rayon de courbure correspondant de ( N ) sera 

Rs = 3 ( p p") sin cp coscp -4- (/>' -h p'") sin2cp, 

d'où les deux relations 

RT sin cp -+- Rt>- coscp = 2 pi sin cp, 
( RT -f- pi ) coscp — ( R\ — p2) sin cp = o, 

p! et p2 désignant les rayons de courbure de (M) et de sa dé-
veloppée, d'où la construction suivante : Ci et C2 désignant les 
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centres de courbure de (M) et de sa développée, la parallèle 
à MH menée par Ci coupe HN en B; prenons sur HN, le 
point BD tel que HB = BD et menons par D la parallèle DA' 
à Ox. Prenons sur HT un segment HE équipollent à Ci C2, 
menons par E une parallèle à HN, prenons sur HN un seg-
ment HB' = — H B et menons par B' une parallèle à HT; ces 
deux parallèles se coupent en E'; la perpendiculaire à O x 
menée par E' coupe DA' en A'; les projections de A' sur les 
normales à ( T ) et (N) donneront les centres de courbure 
cherchés. 

Si nous remarquons maintenant que les quadrilatères 
MC'HB', CIC 2 E'B ' sont des parallélogrammes, nous en con-
cluons que les parallèles à MH menées par Ct et E' sont équi-
distantes de MH. Nous savons d'autre part que les normales 
à (T) et (N) se coupent sur M H au point I tel que HI = pt sin cp; 
la droite DA' est donc la symétrique de Ox par rapport à I. 
Donc si la projection de C2 sur Ox est A, les trois points A, 
I, A' sont en ligne droite et AI = IA', ce qui démontre la pro-
position. 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES. 

703 (1864, 176). — Déterminer des valeurs entières des 
quantités x, n, r : 

i° Telles que la somme 

x3 H- (x r)3 - h . . . -h [x -+- (n — 1) r]3 

soit un cube ; 
20 Telles que cette somme soit le cube de ¿c -h nr. 

B. BONCOMPAGNI. 

724 (1865, 141). — Étant donnés un point quelconque O et 
la courbe d'intersection d'une sphère et d'une surface du 
second ordre, le cône qui a pour sommet le point O et pour 
directrice la courbe donnée coupe la sphère suivant une 
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deuxième courbe située, comme la première, sur une infinité 
de surfaces du second ordre. 

Gela posé, on demande de démontrer que les axes de cha-
cune de ces nouvelles surfaces sont parallèles aux normales 
qu'on peut mener en O aux trois anallagmatiques du qua-
trième ordre, passant par ce point, qui ont pour focale la 
courbe donnée. MOUTARD. 

729 (1865, 142). — Les directions des axes de la section 
faite par le plan 

x cosa - h y cos $ z cosy = À, 

dans la surface 

A ' j 2 -h A "z*-h 2 B yz - f 2 B ' zx -h iW xy 

+ 2 C J + 2 C'y -f- 2 G" z + D = o, 

sont données par les intersections du plan 

x cosa -j-y cos ^ -+• z cosy = o 

avec le cône . 

(A cos2 [3-h A'cos2 a — 2 B"cosacos ¡3)(;z2sin2p — ̂ 2 s in 2 a) 

-4-( A cos2 y -+- A* cos2 a — 2 B' cos a cos y) (z* sin2 a —a?2 si n'y) 

-+- (A' cos2 y -h A" cos* ¡3 — 2Bcos ¡3 cos y) (j^2 sin2 y — 22sin2p) = o. 

J . - J . - A . MATHIEU. 

ERRATUM. 

1916, page 466, ligne 9, en remontant, au lieu de indescriptible, 
lire inscriptible. 
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[ R i e ] 
S U R LE M O U V E M E N T D E LA MANIVELLE 

E T D E LA T I G E G U I D É E ; 

PAR M . D ' O C A G N Ë . 

Soit BB' ( f ig . i) une tige guidée, glissant le long 
de O x , dont l'extrémité B est reliée au bouton À de la 

manivelle OÀ tournant autour de O avec une vitesse 
angulaire to constante. Il s'agit de trouver le maximum 
de la vitesse du point B. Ce problème est résolu ana-
lytiquement dons l'excellent Cours de Mécanique de 
M. Le corn 11 (t. I, p. 182). Le savant auteur aboutit 
(p. 183) à une équation du troisième degré de forme 
assez compliquée dont il indique, au reste, une solu-
tion approchée pour le cas, conforme aux dispositions 
de la pratique, où la longueur de la bielle atteint cinq 
lois environ celle de la manivelle. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Avril 1917.) JO 

o B B' 
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J e me propose de faire connaître ici une solution 
géométrique du même problème qui, grâce à un choix 
différent de l 'inconnue (l'inclinaison de la bielle au 
lieu de celle de la manivelle sur la tige), aboutit à un 
résultat de forme très simple. J'emploie d'ailleurs les 
mêmes notations que M. Lecornu en posant 

O A 
OA — r, AB = /, — = e, ABO = o 

AH 4 

et représentant par v la vitesse du point B. 
Si l'on prend le centre instantané I de AB, à la 

rencontre de OA et de la perpendiculaire élevée en B 
à OB, ou a immédiatement, puisque la vitesse de A 
est /•(.), 

no A I ' 

d'où, si AB coupe O y en H, 

v = Oïl (o, 

résultat depuis longtemps classique. Puisque (o est 
constant, le maximum de r a lieu en même temps que 
celui de OH, c'est-à-dire pour la position telle que la 
différentielle ¿/(II) du déplacement de H sur O y 
s'annule. 

Si la normale en II au lieu que décrit ce point 
(perpendiculaire en II à O j ) coupe en IN la normale a 
l'enveloppe de AB (perpendiculaire abaissée de I 
sur AB), on a, en vertu d'une formule bien connue, 

¿¿(11) 1TN 
d( A) Al 

ou, en remplaçant d{ A) par sa valeur riodt. 
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Tirons la perpendiculaire JK à O x . La figure OHJK 

est homotliétique de IBOH pour le pôle A, le rapport 
OA 

d'homothétie étant -7-7-• Si donc nous menons OP 
A l 

perpendiculaire à AB, puis KL perpendiculaire à O j ' , 
ces deux lignes, prises dans la première figure, sont 
homologues respectivement de OH et Hi\, prises dans 
la seconde, et nous avons 

KL _ ()A 
ÏÏN ~ AI ' 

ce qui montre que 

d(U) = KL.o) dL 

On déduit immédiatement de là que l'accélération 

du point B, donnée par e s t ¿gale à KLco-, 

résultat établi d'une autre façon dans mon Cours de 
Géométrie de l'Ecole Polytechnique (voir notamment 
les Feuilles autographiées de la deuxième division 
1 () 1 1 () i 3, p. i i r f) ' Mais, pour l'objet qui nous occupe 
ici, il suffit de remarquer que la position correspon-
dant au maximum de pour laquelle, nous venons 
de le dire, e/(H) = o est celle qui est telle que KL = o, 
c est-à-dire telle que le point K se confonde avec le 
pied P de la perpendiculaire abaissée de O sur AB. 

Refaisons la figure dans cette hypothèse (fig. 
.Nous avons immédiatement 

OJ _ OA _ 
BH ~ BA ~~ C 

Or 

BH — X ) OH = a? tan g cp, HJ = x sin2 9, 
coscp 1 

OJ = y OH2 — IIJ = x taiîgcp fT^r sin'2 ç eos2cp. 
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L'égalité précédente devient donc 

sin 9 \/1 -h sin2cp cos2o = c, 
ou 

sin-cp -H sin4cp —sin6cp = e2. 

Telle est l'équation qui résout le problème. Il suffît 
de remarquer que, si <py est l'inclinaison de la bielle 

cette tige (valeur maximum de <p), on a s inçp 0 =e, 
pour que cette équation prenne la forme peut-être plus 
frappante 

sin2cp -f- sin4cp — sinGo = sin2cp(). 

Posant sin2o = 3 et s i n 2 o 0 = 011 voit que l'équa-
tion à résoudre pour avoir le maximum peut s'écrire 

-3 _ - + 3 o — 0? 

équation île forme très simple dont il est aisé d'obtenir 
(soit par les procédés d'approximation connus, soit par 
îioniogramme) l 'unique racine comprise entre o et 1. 

Pour avoir la valeur correspondante de v donnée, 
comme on l a vu plus haut, par O H w , il suffît de 
calculer celle de OH, donnée elle-même par 

OII = x tango. 
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Tout revient done à calculer x (c'est-à-dire OB de 

la figure 2), en fonction de <p. Or, on a immédiatement 

AU __ Ail _ BII 
ÔB ~~ HJ ~~ OB H - HJ ' 

ou 
x 

l coscp 
x ¿r-h a? sin2cp' 

d'où 
x — l c o s cp ( 1 -h s i n 2 cp ) 

et, par suite, 
OH = /( sin <p -f- si 113g). 

[ K 1 7 c ] 

Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S M É T R I Q U E S R E S F O Y E R S , 
D E S T A N G E N T E S , E T C . ; 

PAR M. F. GONSETH, 
Assistant à l 'École Polytechnique fédérale de Zurich. 

1. Les groupes de n droites, d'un faisceau de 
centre F, qui sont apolaires à une paire de droites d< 
et d2 du faisceau, forment une involution (système 
linéaire de dimension 1). On les obtient tous en con-
sidérant dK et d2 comme deux groupes de n droites 
confondues et en formant le système linéaire que ces 
deux premiers déterminent. Je supposerai, dans la 
suite, que la paire dK d2 est isotrope. On sait, en 
pareil cas (1 ), que les paires qui lui sont apolaires 
(ou harmoniques) sont rectangulaires. 

(*) LAGUERRE, Note sur les foyers (Nouvelles Annales, i853). 
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L'involution des groupes apolaires à la paire dK d2 

n'est pas modifiée par toute transformation projective 
du plan qui laisse cette dernière intacte, d'après ce qui 
précède. En particulier l'involution des apolaires à la 
paire isotrope de F ne sera pas modifiée par une rota-
tion quelconque du plan autour de F. Par conséquent 
les groupes de celte involution s'obtiennent par la 
rotation de Vun d"*entre eux (rotation réelle ou ima-
ginaire). 

D'autre part, un groupe g est univoquement déter-
miné par une des droites qui le composent. Soient dK, 
d2l . . ., dn ces dernières (les indices indiquant l'ordre 
dans lequel elles sont rencontrées par une droite mobile 
tournant dans un sens constant autour de F). Je fais 
tourner le groupe g jusqu'à ce que dK vienne en d2 ; 
le groupe d'ans cette nouvelle position fait encore partie 
de I involution et, comme il a la droite d2 en commun 
avec le groupe g primitif, il coïncide avec celui-ci. 
Donc l'angle d2 d:i esl égal à l'angle d{ d2. En défi-
nitive : 

//involution des groupes de n droites d'un fais-
ceau apolaires à la paire isotrope du faisceau est 
formée des groupes qui divisent le plan en 2 n parties 
égales (involution absolue, du nième ordre). 

Un foyer F d'une courbe plane algébrique Fw, 
de ft,eme elasse, est, par définition, à l'intersection de 
deux tangentes isotropes. Or les groupes de n droites 
conjuguées à T / 0 autour de F, forment un système li-
néaire auquel on peut parvenir en considérant chaque 
tangente comme un groupe de n droites conjuguées con-
fondues, et en formant le système linéaire de groupes 
déterminé par ces n premiers. Par conséquent, d'après 
ce qui précède : 
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La condition nécessaire et suffisante, sous forme 

réelle, /?o«/' qu'un point F soit foyer d^une courbe 
plane algébrique rw de nieme classe, est que le sys-
tème linéaire des groupes de n droites conjuguées, 
autour de F, contienne V involution absolue de 
nième ordre. 

Par commodité, je nommerai régulier tout groupe 
d'une involution absolue. 

3. Soit, réciproquement, g un groupe régulier de 
/? droites; il admet la paire isotrope du faisceau comme 
paire apolaire. Par conséquent les groupes, de n — i 
droites, polaires premiers des droites du faisceau sont 
eux aussi apolaires à la paire isotrope, donc réguliers; 
de même : 

Le groupe polaire, suivant g, dyun groupe quel-
conque de p droites est un groupe régulier de n — p 
droites (s'il n'est pas indéterminé). 

De ceci résulte immédiatement : 

Si P est un point d^oà les tangentes menées à une 
courbe de nl^me classe Yn forment un groupe régu-
lier, les tangentes menées de P à la polaire mixte, 
suivant T/n dhin groupe quelconque de droites par P 
formeront, elles aussi, un groupe régulier. 

Examinons particulièrement le cas où n = 3. Deux 
courbes de troisième classe, r ( etT2 , étant fixées, le lieu 
des points, P, d'où les tangentes à l'une et à l'autre 
forment deux groupes apolaires est, comme on sait, une 
courbe de troisième ordre, C3 . Il est d'ailleurs facile de 
s'en assurer : si un point M décrit une droite d, les 
groupes de tangentes menées de M à r< forment une 



( ) 
série, d'ordre 3, de courbes de troisième ordre (dégé-
nérées), et si M doit venir en un point P, il faut 
soumettre les courbes de cette série à une condition 
linéaire. 

Je suppose que T2 se réduise à trois points non en 
ligne droite, A, B, C. La courbe C3 passe alors par ces 
trois points. Déplaçons C jusqu'en C7; C3 devient C3 ; 
ces deux courbes ont en commun les points A et B, et 
sept autres. De chacun, R, de ces derniers, les trois 
tangentes menées à r4 forment un groupe apolaire aux 
deux groupes RA, RB, RC; el RA, RB, RC\ c'est-
à-dire apolaire à la paire RA, RB. 

Je suppose enfin que A et B soient les ombilics du 
plan. D'après ce qui précède, les trois tangentes menées 
de R à r , forment un groupe régulier. Ces sept points 
peuvent être tous distincts et réels, comme, par exemple, 
dans le cas où f , est réduite à trois points. En défi-
nitive : 

Il existe sept points d'où les tangentes menées à 
une courbe générale de troisième classe forment un 
groupe régulier. 

Par ces sept points passent une double infinité de 
cubiques, qui coupent la droite de l'infini suivant 
un système linéaire, de dimension 2, de groupes de 
trois points. Ces groupes sont tous apolaires au groupe 
des trois points triples; les ombilics forment la paire 
neutre. Par conséquent : Par ces sept points passent 
trois courbes de troisième ordre qui oscillent la droite 
de V infini; les trois directions d1 oscillation forment 
un groupe régulier. 

Nous avons vu plus haut que les coniques polaires, 
suivant I , , des droites passant par un point R sont 
toutes vues de ce point sous un angle droit. Supposons 
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que F4 se réduise aux trois points ABC. Soient A,, 
B|, G, les projections du point R. depuis les sommets 
du triangle ABC sur les côtés opposés, et A2, B2, C2 

les harmoniques de B,, suivant les paires de 
sommets du même triangle. Il n'est pas difficile de voir 
que les coniques polaires (suivant notre T, dégénérée) 
des droites passant par R forment un faisceau qui con-
tient les paires AA2, BB2 et CC2 comme coniques 
dégénérées. Les cercles orthoptiques de toutes ces 
coniques, en particulier, les cercles construits sur 
AA2, . . . , comme diamètres, passent par R. 

Enfin, si le triangle ABC est équilatéral, tout point 
du cercle circonscrit jouit des mêmes propriétés. 

4. Nous avons rencontré au paragraphe précédent 
un système linéaire de groupes de trois points, de 
dimension 2, sur la droite de l'infini, et dont les 
ombilics forment la paire neutre. Ce - système peut 
être examiné plus soigneusement. Je le projette depuis 
un point arbitraire. D'après ce qui précède, tous les 
groupes de trois droites obtenus sont apolaires à 
un groupe régulier; la paire isotrope est apolaire 
à ce dernier et la paire polaire de toute droite d du 
faisceau est rectangulaire. Voici comment, d étant 
donnée, sa paire polaire s'en déduit : soient dK, 
les droites du groupe fondamental régulier; les trois 
paires formées d'une droite di et de la svmétrique de d 
suivant di ont mêmes bissectrices; celles-ci forment la 
paire polaire de d. On en déduit : 

a. La somme algébrique des angles que forment7 

avec une des fondamentales di, une droite d et les 

droites de son groupe polaire est égale à ^ (indé-

pendante de d ) . 
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b. La somme algébrique des angles que forment 

avec di les trois droites d1 un groupe du système est 
égale à zéro. 

Ce système mériterait donc le nom de système symé-
trique du troisième ordre, de même qu'on nomme 
involution symétrique (de second ordre) le système 
des harmoniques à une paire rectangulaire. 

Je veux maintenant faire voir que les directions 
asymptotiques de toutes les cubiques qui passent par 
les sommets, Vorthocentre et les trois pieds des 
hauteurs d'un triangle, forment un système symé-
trique de troisième ordre. 

Soient A, B, C, D les quatre sommets d'un qua-
drangle et L, M, N ses points diagonaux. Par ces sept 
points passent une double infinité de cubiques qui 
coupent une droite arbitraire, d, suivant un système 
linéaire de groupes de trois points, de dimension i . Je 
me propose de rechercher la paire neutre de ce sys-
tème. Dans ce but, d'un point P quelconque, je mène 
les tangentes aux coniques du faisceau passant par A, 
H, C, D. Les points de contact sont sur une cubique 
(la correspondante de P) qui passe par P et les sept 
points sus-mentionnés. (Il n'est pas difficile de voir 
que toute cubique passant par ces sept points peut être 
obtenue de la sorte.) Je suppose que P soit quelconque 
sur d\ deux coniques du faisceau touchent d, en 
et F 2 ; ces points appartiennent à la cubique corres-
pondante de tout point de d et par conséquent ils 
forment la paire neutre cherchée. 

Si maintenant les quatre points A, B, C, D sont les 
trois sommets d'un triangle et son orthocentre, les 
points L, M, N en sont les pieds des hauteurs; si 
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enfin d est à l'infini, les points F, et F 2 sont les 
ombilics du plan, ce qui démontre l'affirmation. 

Je nomme équilcitère une cubique dont les trois 
asymptotes forment un triangle équilatéral. Sur toute 
droite le système des groupes de trois points conjugués 
à une cubique possède une paire neutre. Cette paire, 
pour une cubique équilatère, et sur la droite de l'infini, 
est naturellement formée des ombilics. Elle est d'autre 
part harmonique aux coniques polaires de tout point 
de la droite de l'infini, qui forment donc un faisceau 
d'hyperboles équilatères. Les points-bases de ce fais-
ceau sont les quatre pôles de la droile de l'infini. Par 
conséquent : 

Les quatre pôles, suivant une cubique équilatère, 
de la droite de Vinfini, sont les sommets et /'ortho-
centre d'un triangle. 

5. Voici comment sera caractérisé le système symé-
trique du nième ordre, c'est-à-dire le système linéaire 
des groupes de n droites apolaires au groupe régu-
lier dK . . . dn. 

Tout groupe polaire est régulier. 

Je nomme a l'angle dont doit tourner, dans le sens 
positif, une droite arbitraire rf, jusqu'à ce qu'elle ren-
contre une première droite fondamentale, d rencon-
trera une première droite de son groupe polaire après 

, n une rotation de a« n — i 
On en déduit : 

La somme algébrique des angles que forment, 
avec une direction fondamentale di, k droites arbi-
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trait es et les n—k droites de leur groupe polaire 

mixte est égale à (n — i — (indépendante des k 

premières droites). 

En particulier la somme algébrique des angles 
que forment, avec une direction fondamentale, 
les n droites d'un groupe est égale à zéro. En 
d'autres termes, et en faisant usage d'une expression 
due à Laguerre : Les groupes dUin système symé-
trique ont une orientation nulle par rapport à toute 
droite du groupe régulier fondamental. 

Par les m points d'intersection d'une courbe de 
îème o r ( J r e e t d'un cercle passent une infinité de 

dimension N (n — 2) + 1 de courbes de nl(il"(' ordre. 
On vérifie aisément que ces courbes coupent une droite 
arbitraire suivant un système linéaire de groupes de 
n points, de dimension n — 1 seulement; la droite de 
Tinfini, en particulier, suivant un pareil système dans 
lequel les ombilics forment une paire neutre et par 
conséquent : 

Les directions asymptotiques de toutes les courbes 
de ni{'me ordre, qui passent par les points d'inter-
section de l}une d'entre elles et d'un cercle, forment 
un système symétrique du nièlue ordre. 

Le cas particulier où n = 2 est bien connu. 
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[ K ' l ] 

S I R LE P R O B L È M E D E P A P P U S G É N É R A L I S É ; 

Il s'agit du problème suivant : Mener par an point P 

de la bissectrice d'un angle X.OY une droite sur 
laquelle les côtés de l'angle, ou leurs prolon-
gements, interceptent un segment de longueur 
donnée l. M. Joffroy a donné récemment (N. A., 
1916, p. 168) une solution de cette question. En voici 
une autre : 

Supposons le problème résolu; soit une droite pas-
sant en P, coupant OX en A, OY en B, et telle 

PAR M. J. LEMAIRE. 

Fig. i. 

0 

que AB = l; traçons le cercle passant en A et B et 
ayant son centre 1 sur OP; il coupe les côtés de l'angle 
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en A' et B' et la bissectrice en C et D. Les points O, 
P, C, D forment une division harmonique, et si M est 
le milieu de OP, on a 

MO" = MG. MD = M? — r2, 

r désignant le rayon du cercle; d'ailleurs, si l'on 

appelle to l'angle X O \ , 
- AB _ / 

s i n A V B cos — 
•2 

ces deux relations déterminent r et MO et conduisent 
à la construction suivante : sur OX prenons Olv = 
la perpendiculaire en K à OX coupant OP en L nous 
avons 

OJ 
•), COS — 

•2 

menons en O une droite ON perpendiculaire à OP et 

égale a OL, portons sur MP une longueur égale à Ml\, 
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nous obtenons le point I ; il ne reste plus qu'à décrire 
la circonférence de centre T et de rayon r pour obtenir 
les droites AB et A'B' symétriques par rapport à OP 
et répondant à la question ; la discussion de cette con-
struction est des plus simples et conduit à la condi-
tion 

OP tang ~ • 

Il existe aussi deux droites passant en P, sur chacune 

desquelles l'un des côtés de l'angle XOY et le prolonge-
ment de l'autre interceptent un segment égal à la 
construction est analogue à la précédente, mais tou-
jours possible. 

[ C 2 j ] 
S U R LE C A L C U L A P P R O C H É D E S Q U A D R A T U R E S ; 

PAK I\1. J. HÀAG. 

1. Imaginons qu'on ait calculé une intégrale définie 

l = J f(x)dx 

par la méthode des trapèzes, en prenant comme base 
commune à tous les trapèzes une quantité très petite h. 
Considérant cette quantité comme infiniment petit 
principal, proposons-nous de calculer la partie prin-
cipale de l'erreur commise. 

Soit x -[- h) la base d'un des trapèzes. L'erreur 
commise sur ce trapèze est, en désignant par F (a?) une 
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primitive de /(%)•> 

£ = F ( j + / i ) - F (X) - [/(X) + f ( x + /!)]= - (x) -r- ..., 

les termes non écrits étant de degré au moins égal à 4-
L'erreur totale est 

A3 

e — XE = £ f"(x) 

l in iniiniment petit équivalent a e est donc 

h* //2 

Or, lorsque h tend vers zéro, ^hf"(x) lend vers 

• il 

c'est-à-dire f'(b)—J \ a ) - U s'ensuit que la partie 
principale de e\ donc de e, est 

'•^l f'(«)-/'(*> )l 

Si, à la valeur approchée calculée F, on ajoute cette 
quantité, très facile à évaluer, l'erreur commise ne 
sera plus que du troisième ordre, au lieu d 'être du 
second. 

2. Supposons maintenant que l 'intégrale I soit cal-
culée par la méthode de Simpson. L'intégrale relative 
à l 'intervalle x + h) est remplacée, comme on sait, 
par 

! [ / ( * ) + / ( * • + * ) ] . 

L 'erreur commise esl 

s = F ( j r + / « ) - K ( a r ) - + + ^ - f u r /, )] • 
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En développant par la formule de Taylor, on trouve 

que le premier terme non nul est — 
L'erreur totale est donc un infiniment petit équi-
valent à 

Ïtj-2880 J v 7 

ou à 

Telle est la partie principale de Terreur. Si on 
r a jou te k l 'intégrale approchée F, l'erreur' commise 
11 est plus que du cinquième ordre. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. G. Fontené. — Sur Vutilité des grandeurs 
directives. — Dans la démonstration qu'i l a donnée 
des formules d , E u l e r d 2 = R2q= 2R7*, M. Gambie raeu 
soin, pour ce qui concerne la formule d2 ~ R 2 -f- 2R/*, 
de donner deux démonstrations : l 'une en considérant 
le centre du cercle exinscrit comme situé sur la bissec-
trice d 'un angle du triangle, l 'autre en considérant ce 
point comme situé sur la bissectrice d'un angle exté-
r ieur ; cela est essentiel, en effet, pour établir la réci-
proque, le sommet A d'où l'on part pouvant être ou 
n'être pas, selon la position qu'on lui a donnée, 
sommet de l'angle du triangle dans lequel le cercle I 
sera exinscrit. ( T V . A., 1 9 1 4 ? P- 3 6 6 . ) 

M. Montel a donné ( T V . A., 1915, p. 5 - ) une dé-
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII . (Avril «917.) H 
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mon^traf ion de la relation qui lie d, R et r dans le cas 
du quadrilatère. Pour le cas où le cercle I est exinscrit 
au quadrilatère ÀBCD, il existe les mêmes raisons 
d'établir de plusieurs manières la relation en question. 

Il faut souhaiter que l'usage des grandeurs directives 
tasse un jour disparaître ces démonstrations multiples. 
On me permettra de rappeler que, dans un opuscule 
ayant pour titre Géométrie dirigée (*), j'ai résumé ce 
qu'il est essentiel de connaître dans cet ordre d'idées. 

M. R. Goormaghtigh. — Sur une question de Ciné-
matique. — Le théorème énoncé par M. Faucheux 
(Nouvelles Annales, 1917, p. 60) peut être généralisé 
ainsi : 

Si un mobile décrit une trajectoire plane de telle 
façon que, pour chaque position, la droite qui divise 
les deux premiers rayons de courbure de la tra-
jectoire dans des rapports constants donnés con-
tienne r extrémité de V accélération, la vitesse v est 
liée au rayon de courbure p de la trajectoire par 
une relation de la forme v = apy/p^-b ¡3, où a, ¡3, à 
désignent des constantes. 

Dans le cas considéré par M. Faucheux, ¡3 est nul 
et la relation entre v et p a la forme v = api*. 

M. J. Lemaire. — Sur une Note de M. Barisien. — 
Dans cette Note (i<)it>, p. 4 ^ ) ? l 'auteur donne deux 
hyperboles pour le lieu des points équidistants de 
deux cercle O et O ' . Cela n'est vrai que pour deux 
cercles extérieurs : ce lieu est le même que le lieu des 

( 1 ) Librairie iNony, 1897. 
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centres des cercles tangents aux deux cercles, et sa 
nature dépend de la position relative des deux cercles : 

i° Si les cercles sont extérieurs, le lieu se compose 
bien de deux hyperboles ayant pour foyers les centres 
O et O' des cercles donnés : pour l'une, Taxe focal est 
égal k la différence des rayons ; pour l'autre, k la somme 
des rayons. La première de ces hyperboles est le lieu 
des centres des cercles ayant avec les cercles donnés 
des contacts de même espèce; la deuxième est le lieu 
des centres des cercles ayant avec les cercles donnés 
des contacts d'espèce différente. 

2° Si les cercles sont sécants, le lieu se compose 
d 'une hyperbole et d'une ellipse ayant O et O' pour 
foyers, et passant aux points communs aux deux 
cercles : l'hyperbole, dont l'axe focal est égal k la 
différence des rayons, est le lieu des centres des cercles 
ayant avec les cercles donnés des contacts de même 
espèce; l'ellipse, dont l'axe focal est égal k la somme 
des rayons, est le lieu des centres des cercles touchant 
l'un des cercles donnés extérieurement, et l'autre inté-
rieurement. 

3° Si 1 un des cercles est intérieur à l'autre, le 
lieu se compose de deux ellipses de foyers O et O' : 
l 'une, dont l'axe focil est égal k la différence des 
rayons, est le lieu des centres des cercles tangents 
intérieurement k chacun des cercles donnés; l'autre, 
dont l'axe focal est égal à la somme des rayons, est le 
lieu des centres des cercles tangents intérieurement k 
l'un des cercles donnés, extérieurement k l'autre. 

4° Si les deux cercles sont tangents, le lieu se 
réduit k la droite des centres et k une hyperbole ou 
une ellipse suivant que les cercles se touchent exté-
rieurement ou intérieurement. 
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Si l'un des cercles se réduit k un point, le lieu est, 

comme on sait, une hyperbole ou une ellipse suivant 
que ce point est extérieur ou intérieur au cercle res-
tant : les deux hyperboles ou les deux ellipses du pre-
mier ou du troisième cas se confondent dans ce cas 
particulier. 

Si l'un des cercles devient une droite, le lieu se 
comprise de deux paraboles ayant pour foyer le centre 
du cercle restant. 

Dans tous les cas, chaque conique du lieu passe aux 
points communs, réels ou imaginaires, aux deux cercles 
donnés, me nie si les rayons de ces cercles deviennent 
nuls ou infinis. 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1503. 
( 1884, p. .»i-;.* 

Vintégrale générale de l'équation 

dm 1 
—, — XV — o dxm 1 J 

est donnée par la formule 

-, » oc1 

y 

dans laquelle 0 doit être remplacée par les m racines de 
F équation 

8"' — i = o 
C A T A L A N . 
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Solut ion 
P a r M . H . BROCARD. 

D'après une Note Sur une classe <Téquations dijféren-
rentielles, parue aux Bulletins de VAcadémie royale de 
Belgique, 1886, Catalan a déclaré avoir rencontré cette ques-
tion depuis quelques années, et c'est ainsi qu'il a été amené à 
la proposer en 1884. 

L'énoncé ci-dessus en est tiré à peu près textuellement. 
Ceci pourra donc servir de réponse provisoire. 
Dans le même article, Catalan a annoncé avoir reçu de 

M. de Tilly une lettre du 4 juillet 1886 lui affirmant qu'il 
savait intégrer l'équation 

dvy 
= kxmy, dxiJ J 

m étant quelconque. 
J'ignore s'il en a été publié quelque démonstration. 

.1510. 
p. 49"'.) 

La conique inscrite au triangle touche les côtés BC, 
CA, AB aux points A', B', C\ Les milieux a, b, c des côtés BC, 
CA, AB ont des polaires relatives à la conique inscrite ; ces 
polaires forment un autre triangle dont l'aire est égale à 
Vaire du triangle ABC. 

H. ScHROTKR. 

Solution 
P a r M . B . - S . DE BEIRES. 

En représentant par S l'aire du triangle ABC, et par S l'aire 
du triangle formé par les polaires des milieux a, on a 
(Salmon, Sections coniques, p. 371-600) : 

S = albl t a n g u a — ¡3) tangI ((3 — y) tang i ( y — a), 

_ a\b\(abc) 
4 (aob)(boc)(coa)' 

ax et bi désignant les axes de la conique inscrite; a, p et y 
les angles excentriques correspondant aux points de con-
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tact A', B', C', et (aob) l'aire du triangle qui a pour sommets 
les points a, b et le centre o de la conique. 

Mais on sait que 

S = 4 (abc), 

«i b{ tang ~ (a — ¡3) = 4 (aob), 

donc 

C. Q. F . D. 

2235. 
(1915, p. 65.) 

Soient A, B, G, D les pieds des normales, issues d'un 
point P, à une ellipse d'axes Ox et O y. Les points B, G, D 
et le point A', diamétralement opposé sur Vellipse au 
point A, sont sur un cercle dit « cercle de Joachimsthal ». 
Démontrer que le centre de ce cercle peut être obtenu par 
la construction suivante : Soient a et p les points de ren-
contre de la normale en A avec les axes Ox et O y, M le 
point d'intersection des perpendiculaires élevées par ces 
points aux axes, Mj le symétrique de M par rapport à O; 
le centre cherché est le milieu du segment MÎP . 

Ce théorème résulte de Véquation du cercle de Joa-
chimsthal mise sous une forme convenable. F . B A L I T R A N D . 

D E U X I È M E S O L U T I O N (voir 1917 , p. 37). 
P a r M . R . BOUVAIST. 

On sait que si le point P décrit la normale en A à l'ellipse 
considérée, les côtés du triangle GBD enveloppent une para-
bole (?:) tangente aux axes Ox et O y, la polaire réciproque 
de cette parabole par rapport à l'ellipse donnée sera une hy-
perbole d'Apollonius (H), telle qu'il existera une infinité de 
triangles inscrits à (H) et circonscrits à l'ellipse donnée (E). 
Or ( H ) étant harmoniquement circonscrite à ( E ) et les asymp-
totes de (E) formant faisceau harmonique avec celles de (H) , 
il faut et il suffit, pour qu'il existe une infinité de triangles 
inscrits dans (H) et circonscrits à (E), que le centre de (H) 
soit sur (E). L'hyperbole d'Apollonius (H) relative à un point Q 
est le lieu des points ¡jl tels que leurs polaires soient perpen-
diculaires à {JLQ; soit tu le centre de (H), (H) passe par 0 ' 
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symétrique de O par rapport à to, et Q sera la perpendiculaire 
abaissée de O' sur la tangente à (E) en to; si d'autre part Qj 
et Q2 sont les projections de Q sur Ox et O y, QtQs est un 
diamètre de (H), il s'ensuit que Qt et Q2 sont les points d'in-
tersection de O J et O y avec la normale à (E) en to. La corde 
de contact de la parabole (it ; avec Ox et O y sera la tangente 
en w à (E), le point to se confondra donc avec le point À' dia-
métralement opposé à A sur (E) et le point Q se confondra 
avec le point M} de l'énoncé. Les tangentes à (E) en B, G, D 
se coupent sur (H) en ¡3, y, S, et les perpendiculaires abais-
sées de (3 sur CD, y sur BD, o sur CD se couperont en (Mj), 
et les deux points P et Mj seront deux points inverses du 
triangle fiyo, le centre du cercle BCD sera donc le milieu 
de PMi. Ce qui démontre la proposition énoncée. 

Remarque. — Nous pouvons énoncer la propriété sui-
vante : 

Soient A, B, G, D les pieds des normales issues d'un 
point P à une conique ( E), A' le symétrique de A par rap-
port au centre O i / e ( E ) ; la normale en A' coupe les axes 
de ( E ) en a et les perpendiculaires élevées en ces points 
aux axes se coupent en M, le cercle de Joachimsthal BCDA' 
passe par les pieds des perpendiculaires abaissées de M sur 
les tangentes à (E ) en B, G, D. 

2239. 
( 1915, P-

On donne deux points A, B, sur chacun des axes de 
coordonnées rectangulaires. 

Soient AM et BM deux- droites menées jusqu'à Vaxe 
opposé et P leur intersection} de telle sorte qu'on ait la 
relation 

i i _ i i 
ÂP PM ~ BP FN ' 

i° Démontrer que le lieu de P est une strophoïde. 
Les tangentes en A et B sont parallèles à son asymp-

tote réelle. 
3° Les tangentes menées de A à la courbe sont égales 

à OA, O étant Vorigine des coordonnées. 
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4 ° L'aire de la boucle est représentée par Vexpression 

[ < ( « * - * ) + 6'- ) l o g î ^ J 

— (a 4 — 6a262-+-

>° Examiner le cas particulier où a — b. T. ONO. 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Prenons le point O comme centre d'inversion, la puissance 
d'inversion étant K; soient A', B', P', M', N' les inverses des 
points A, B, P, M, N. 

i° Nous aurons 

I _ O A ' . O P ' I _ O M ' . O P ' 

Â P ~~ K 2 . A ' P ' ' M P ~ K * . M ' P ' ' 
d'où 

_ L - 9J1 / Q A ' - M T , + OM'. A'P'X _ ÔP7* Ï 
AP + MP ~~ \ A' P'.P'M' / ~ K2 P' Ht ' 

Hi étant le pied de la perpendiculaire abaissée de P' sur A'M'; 
nous aurons de même 

i i ô ï ï ' 2 i 
BP N P K* P H, 

d'où 
P ' H t = P'H2; 

or les angles P'M'A', P'B'M' sont égaux à P'OA', donc 

P'M' = P B ' ; 

le point P' est donc à l'intersection du cercle OA'M' avec la 
perpendiculaire à OM' au milieu p. du segment B'M'. Soient 
a le milieu de OA', p le milieu de OB', io l'intersection des 
parallèles à OA' et OB' menées par p et a, C le centre du 
cercle OA' B', p' la projection de P' sur aw. Nous avons 

OM'= 2aC, M B ' = aaC —OB', 
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et 

-¿7—,2 7TT72 p i2 -r;2 ÔB72 
P p = GA —G/? = aG H 

d'où 
— 2 OA' — OB' 
P P — }JLJJ = -

4 

Le lieu du point P' est donc une hyperbole équilatère ( H ) 
ayant pour axes U>x et OJ|3 et passant par A', O, B'. Le lieu 
du point P sera donc une strophoïde ayant pour point 
double O, les tangentes en ce point étant les bissectrices des 
axes, passant par A et B, admettant comme direction asymp-
totique réelle la droite OD, D étant le milieu de AB, et ayant 
pour sommet le pied S de la perpendiculaire abaissée de O 
sur AB. 

20 Dans l'hyperbole (H') les tangentes en A' et B' sont anti-
parallèles à la tangente en O; dans la strophoïde les tangentes 
en A et B sont donc parallèles à l'asymptote. 

3° Soient S\ et S2 les sommets de ( H ) situés sur l'axe 
transverse o>[3, les longueurs des tangentes issues de B à la 
strophoïde sont les inverses des longueurs B'S'j, B'Sj,; si S t 

et S2 désignent les contacts de ces tangentes, nous aurons 

d'où 

K2 K2 

B S L = B ' S I O B ' . o s ; ' B S 2 = B ' S ; O B , O S . 

B S , = B S 1 = ^ 7 = O B . 

4° Si nous prenons le sommet S de la strophoïde pour ori-
gine, la droite orientée SO comme axe polaire, et si nous 
posons 

SO = d, DOS = 6, 

l'équation polaire de la strophoïde sera 

« 
. 6 — tu sin 

. e - H w s i n 
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et l'aire de boucle est égale à 

.6 — w I * / s i n î ^ , atx> 
2 sin2-

d2 / 6 \ 
~ ~2 \ C 0 S 2 ^ 2 s , n ^ tan g - H- 4 sin 6 j ; 

or, en posant OA = a, OB = 6, on a immédiatement 

, a sj7i ( 0 . O N b v / ï / 6 . ( T 
d = c o s sin - ) = ( c o s — s i n - )> 

2 \ 2 2 / 2 \ 2 
d'où 

tan g - = > c/2 = 5 2 a 2 + 6 2 

ce qui donne pour l'aire de la boucle 

a 2 ¿>2 r . , . x ~ , , . , ~ . a — 
2 ( a* - ) ¿t 

— ( a * — 8 a 5 6 * - h 

5° Si OA = OB, l'hyperbole équilatère ( H ) se réduit à ses 
asymptotes et le lieu de P se décompose en la bissectrice 
intérieure de l'angle OAB et en le cercle OAB. 

2240. 
(1915, p . :.fi.) 

Des pieds des bissectrices intérieures, D, E, F, d'un 
triangle ABC, on mène les parallèles aux côtés du 
triangle; elles coupent BG, G A, AB respectivement en E2 

et F t , D2 et Ei, Dj et F2. Montrer que les droites AF1? BEt 

et GD1} AE2, BD> et GF2 concourent en deux points JJ et J2 

tels que la droite JjJ2 est perpendiculaire à la li^ne des 
centres des cercles inscrit et circonscrit au triangle ABC. 

V . T H É B A I L T . 

S O L U T I O N 

Par M. T. Oxo. 

D'après le théorème de Géva on obtient immédiatement les 
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deux points Ji et J2 dont les coordonnées trilinéaires sont en 
rapport : 

( J I ) b, c, a\ 

(h) c, a, b; 

ABC étant le triangle de référence. 
L'équation de J J J 2 est 

a p y 
b c a 
c a b 

== (bc — a 2 ) a H- (ca — b*) p -h (ab — c 2 ) y = o; 

l'équation de la ligne des centres O et I des cercles circon-
scrit et inscrit à ABC est 

p 

cosA cosB cosG 
i i i 

== (cosB — cosG) a -4- (cosG — cosA) p 
-h (cos A — cos B ) y = o. 

La condition de l'ortliogonalité de ces deux droites est 

D = S ( bc — a 2 ) ( cos B — cos G ) 
— 2 [(ca — b* ) (cos A — cos B ) 

-+• (ab — C2) (cosC — cos A ) ] cos A = o. 

On la vérifie comme il suit : 

D = ( a -h £ H- c) 2 (6 — c) (cos2 A H- cos A -h cosB cosG) 
= ( a + è + c ) S ( è - c ) ( i — sin2 A 4- sinB sinC) 

a - 4 - b 4 

b 

4 B 2 

4 R 2 

b — c c — a a — b 
b c a 
c a b 

2 ( 6 — c)(bc — a 2 ) 

R E M A R Q U E . — Soient D ' , E ' , F ' les pieds des bissectrices 
extérieures du triangle ABG et I', T, I'" les centres des cercles 
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exinscrits. En prenant les trois systèmes des points D, E', F'; 
E, D', F'; F, D', E', on obtient les points analogues J'l7 J^, 
J 1 , J 2 5 dont les ra pports des coordonnées trilinéaires 
sont : 

(J'i) b, — c, a, (i't) e. a , — b ; 

(J'i) b, c, — a, (Jô). - c , a j b ; 

(JT) --b, c, a , (J?) c . — a , b. 

Et les droites J'lt J'2, JiJ, J'J', J'a, sont perpendiculaires 
respectivement aux lignes des centres 01', 01", 01'". 

Autre solution, par M. H. BOUVAIST. 

2241. 
( 1915, p. i\?..) 

Démontrer les formules algébriques suivantes entre les 
distances respectives da, db, de du point cp de Feuerbach 
d'un triangle ABC, aux pieds A', B', C' des hauteurs A A', 
BB', CC' : 

i i i _ l /ja __ A 
da db db de da de r \ R r}9 

r et R désignant les rayons des cercles inscrit et circon-
scrit au triangle; 

i" 
da _ de 

sin B sin C ( cos B — cosC ) sin A sin C (cos C — cos A) 
_ de 

sin A sin B (cos A — cos B) 

V . T H É B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

I° Soient O le centre du cercle circonscrit, I le centre du 
cercle inscrit; M. Thébault a démontré que les distances ©A', 
cp B', oC' sont respectivement égales aux distances Aa, Bf3, Cy 
des sommets A, B, C à la droite 01 (Nouve l l e s Annales, 
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1910, p. 275); or 
^ A p Ai . G - B r da — A a = H — s i n > Al = ? 

Ol 2 . A sin — 2 
d'où 

. A 
_i_ _ 01 S m T = 01 / { p — b ) (p — c ) a 
da R r . C — B " " R / * V P(P — a ) c — b' sin-

'2 

O!" ab (p — c) 
dadb R2 r2 p {c — b ) (a — c) 

d'où 

I da db 
-2 

Of rab( p — c) (b — a) -h bc(p — a)(c — b) -h ac(p —b) (a —c)"l 
R - r2 [ p(b — a){c — b)(a — c) [ J 

01 _ Î R / - - R 2 _ 1 / 2 _ i \ 
R V ~ RV2 ~ 7' \ R ~~ r ) 

Hr c~b / p ( p — a) _ _R_ (p — a)(c — b) 
01 a y ( p - b ) ( p - c ) 01 a 

or 
a 2 c2 — b1 a 2 4- b"1— c2 

cosB — cosG = ; •2 ac 2 ab 
~ b)(p — a)p . 

d'où 
, R (cosB — cosC)6c da — — , 01 

d'où 
da db 

¿>c (cosB— cosG) ac (cosG — cosA) 
de R 

ab (c osA — cosB) i p . 01 

Autres solutions, par M. T. ONO. 
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2242. 
<191o, p. i , 3 . ) 

On donne un tétraèdre ABCD et un point M. La parai-
lèle menée par i\l à une arête rencontre les faces qui ne 
contiennent pas cette arête aux points P Q. Démontrer 
que la somme des produits MP.MQ pour les six arêtes 
égale la puissance de M par rapport à la sphère circon-
scrite au tétraèdre AB.GD. 

Généralisation d'une propriété connue relative au tri-
angle. V . T H É B A U L T . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Prenons le point M c o m m e origine d'un système d'axes 

rectangulaires ; si nous désignons par h \ , hu, hç^ h\> les h a u -

teurs du tétraèdre, l 'équation de la sphère circonscrite peut 

se mettre sous la forme 

BC" ÂB 2 

.—. yz -4- -,—- z x -+- - — x y h\\ln/ h{ Jik h\ lin ^ 

ÂD" HD2 CDJ 

ï—r~ x t i—Ï" yt -+- 7—T- r t ~ 
h\hi) />k/*I» hchi) 

x, y . z\ t étant les équations canoniques des faces opposées 

aux sommets A , B , C , D ; si oA, on. ûc, 8D désignent les d i s -

tances de l 'origine aux faces, x, y, z, t, la puissance de ce 

point par rapport à la sphère a pour expression 

, x BG2 _ , CA2 „ . Â B 2 „ „ Â D 2 „ * 
( I ) j 7 © H Ô C - + - , i ô c Ô A - h : , O x ^ f t ^ r - 7 — 7 - O A ^ D hnhc h€h x hxhft A A / I D 

B D 2 „ „ C D " „ , 
0B0d-+- 7—r~ ^C^D-hfthn h cho 

Supposons maintenant la droite M P Q parallèle à A D , nous 

aurons 
Xi.™ AD * 
M F = — — = — O D , 

c o s A D H i ) /»D 
de même 
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d'où 

2 

on en conclut immédiatement que la somme des p r o -
duits MP.ÎY1Q relatifs aux six arêtes est égale à l 'expres-
sion ( i 

Autres solutions, par M . R . GOOKMAGIITIGH et par un Abonné. 

On donne un cercle de centre O et de rayon a, et la car-
dioide. conchoïde de ce cercle, par rapport à un point de 
sa circonférence. On demande l'enveloppe d'un segment 
de longueur constante, égale à a, dont les extrémités 
décrivent respectivement la cardioide précédente, et un 
cercle concentrique au cercle donné et de rayon double. 

Soient R le point de rebroussement de la cardioïde, P un 

point du cercle de centre O et de rayon a , M un point de la 

cardioïde situé sur R P , (JL un point du cercle de centre O et 

de rayon i a , tel que M [x — a , ou O P = M p., P M = O JJL; R O 

et M fj. sont donc également inclinées sur O ' j l ; l 'enveloppe 

de M JJL est par suite une caustique par réflexion du cercle de 

centre O et de rayon i a , les rayons incidents étant parallèles 

à R O , c ' e s t - à - d i r e une néphroïde de P r o c t o r ( N o u v e l l e s 
Annales, 1916, p. IOI). 

Autres solutions, par M. J. LEMAÎRE. 

2247 
19kl5, p. 

F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

2248. 
I 1915, p . 144.) 

On donne la chaînette qui a pour équation 

et l'on demande le lieu des foyers des paraboles tangentes 
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à la chaînette et admettant comme directrice commune 
Vaxe des X. F . B A L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . H . BROCARD. 

TAT' étant la tangente en A à la chaînette de sommet S, 
d'axe OS et de directrice Ox, soient O l'angle A T Î T , O B 

l'abscisse du point A, et G la projection de B sur TAT'. 
Le lieu des points G est la tractrice, ou courbe aux tan-

gentes égales, développante de la chaînette. Ainsi, 

BG = OS = const. = a . . 

Par définition, et en vertu de propriétés connues, la para-
bole de directrice OB;r et tangente en A à la chaînette ou à 
la droite TAT' aura son foyer F : 

i° Sur la droite AF symétrique de AB par rapport à la tan-
gente AGT ; 

2° Sur la droite BC perpendiculaire à la tangente en A. 

Le point F(.r, y ) correspondant au point A(X, Y) rapporté 
aux axes OBo?, OS^y, sera donc déterminé par les conditions 

x = X — a a si n o, 
y = ia cosS, 

avec 

^ 1 ( 'a 
tango = ——r = - \ e a — e 

oX ° Mais 

x 

et 

On a donc 

(X - x y + - y i - = 4a 2 

X — x tango = 
y 

et 
X — x = y/ 4 A 2 — y2 

v/4«2— y'2 i ( 'ii^IiEE _ i±v5HH?) — = - \ e n — e " / . 
y 

C'est l'équation du lieu (F) , mais la description géométrique 
de cette courbe se simplifie si l'on observe qu'elle est lé lieu 
des extrémités des tangentes CB à la tractrice prolongées de 
la même longueur GF de l'autre côté du point de contact C. 
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Le lieu ( F ) est donc la syntractrice asymptote à O ^ et 

ayant un tracé rappelant celui de la trisectrice de Mac 
Laurin. 

La syntractrice a été étudiée en tous détails, et M. d'Ocagne, 
dans le présent Journal, en a exposé de nombreuses pro-
priétés géométriques (tangente, normale, courbure, rectifi-
cation, quadrature, etc. ; 1 8 9 1 , p. 8 2 - 9 0 : Sur une courbe dé-
finie par la loi de rectifiction). 

Le lecteur voudra bien s'y référer. 
La question 2248 ajoute à la géométrie de la chaînette une 

nouvelle relation entre cette courbe et la parabole. 
On sait, en effet, que la chaînette est la roulette du foyer 

d'une parabole donnée roulant sur l'axe des x\ et que, si une 
chaînette roule sur une droite, une droite quelconque de son 
plan enveloppe une développante de parabole ( A . R I B A U -

COUK, question 862, 1 8 6 8 , p. 1 9 1 , résolue 1 8 7 1 , p. 327). 
Si une parabole roule sur une droite, l'enveloppe de sa 

directrice est une chaînette ( W . - T L B E S A I S T , Ibid., 1 8 7 1 , 

P. 475). 
Enfin, la syntractrice est le lieu des foyers des paraboles 

tangentes à la chaînette et admettant la base de celle-ci pour 
directrice (question 2248). 

On pourra aussi obtenir l'équation du lieu ( F ) en défi-

nissant simplement comme syntractrice lieu du point divi-
sant AG, dans un rapport donné, autrement dit, en partant de 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Avri l 1917.) 1 2 
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l'équation de la tractice 

v /— rrr . a -h y/«2 — Y2 
x -h y/a2 — Y2 = a log y— , 

et l'on aura les relations 

1 -
 C1 

y ~~ b' 

X ~ X = y/a2 — Y2 — y/ b'2 — y2 

et pour le point F, il faudra prendre b — M . 
Par conséquent, l'équation de ( F ) sera 

n : , '2 a -h y/4 ™2 — Y2 
x -h y/4«2— y2 = a log ^ — . 

On vérifiera aisément l'identité des résultats ci-dessus. 

Note. — Le sommet P de la parabole étant au milieu de 
l'ordonnée du foyer F, la courbe ( P ) sera une courbe affine 
de la sjntraclriee ( F). 

Autres so lut ions , par MM. H. BOUVAIST, J. LKMAIHE, VAuteur et 
un Abonné. 

A N C I E N N E S Q U E S T I O N S NON R É S O L U E S . 

730 (1865, 142). — Supposons que s h ••• représentent 
les sommes des puissances zéro, première, etc., des racines 
de l'équation 

-1-4- n ( / l ~ l ) aQxn -+- na^x'1 a2 nn 

n(n — 1 ) ( n — 2 ) 
1 . 2 . 3 

a^x"-*-*-... = o. 

Si 

So s 1 
s , s 2 

So S, s 2 

< 0 , Si S2 S3 > 0 
s 2 S3 S4 
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alors 

(n — 3)a2(<nr0a4 - 3a f ) — 6(n — i)( a\ — > o, 

et toutes les racines de la dérivée de l'ordre n— 4 de cette 
équation sont imaginaires. M I O H A K L R O B K R T S . 

731 (1865, ï43). — Démontrer qu'en éliminant f entre les 
équations 

4 (ac — 46 d+-3c*)(bf — (¡ce -h 3 d*) 

— (af — 3 be ï c d)*— o, 

3[a*(e*—df )-+-3ab(cf— de) -h 4ac (d* — ce) 
-h ib*(d2— bf ) -+-5b*ce 3 c* — 86c2 

— (ae — 4 & 3 c2 )2 = o, 

on est conduit à l'un ou l'autre des résultats 

( ae — 4 b d -h 3 c2 )3 — 27 ( ace -h ibc d — a r/2 - — c3 )* = o, 
a 2 ( a e — 4 6 d -+- 3c2) — 3(62— ac)2 = o. 

M l C H A E L R O B E R T 9 . 

732 (1865, i43). — En posant 

. H = a\ — a0 a-2i 
I = a0 a4 — 4«, a3 -+• 3 a f , 
J = a 0a 2«4-f- 2ai a2a3— a§a\ — a\ a4— a | , 
K = 4 — 3D|)(IÏI<25— 4^2 «4-+- 3A§) 

— (a0as— 3 a! a^-h ia2a3)2, 
L == a $ ( a | — «3«5) -+- 3 a 0 a i ( a , a 5 - a 3 a 4 ) 

4 - 4 « 0 ^ 2 ( ^ 3 — « 2 ^ 4 ) H - 2 « F ( « 3 — « T «FI ) 

-h 5<zf a2a4H- 3 a | — 8 a i a f a 3 , 

démontrer la relation suivante : 

a*L*= 4 H [ H ( P — 9 J 2 — 2 I L — H K ) H - < Z 0 J ( 3 L - I 2 ) ] 

- H « J K ( H I 4 - F L O J ) + A J I Î I A J ^ A L L — I » ; . 

M I C H A E L R O B E R T S . 

774 (1866, 384 ). — Démontrer que si X,'f désigne le nombre 
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de manières de décomposer un polygone convexe de m côtés 
en n parties, au moyen de n —ï diagonales qui ne se coupent 
pas dans l'intérieur du polygone, on a 

X>n — L -4- i ) . . . (m -f- n — 2) 
A " ~ /» X 1 ,2 , . . . . ( n - , ) 

( m — 3 )( m — 4 ) . . . ( m — n — i) 
1,2, . . ., n — i 

P R O U H E T . 

791 (1867, 48). — Si E (^) désigne la partie entière du 
nombre q ; p^ /?2, /?3, . . . la suite des nombres premiers 2, 3, 
5, 7, . . . ; Sj}Tl la somme des produits j à j des n nombres i , 
2, 3, . . . , n; Ftû(x) un polynome de degré u> et à coefficients 
entiers, on aura 

_ (n-hi)n(n — i)...( n -7 -w) T7 

l'exposant <p d'un- nombre quelconque p étant donné par la 
formule 

, = Y E —i Y (p-i)pv-
S Y L V E S T E R . 

805 (1867, 188). — On donne deux surfaces (S) , (S'), la 
première fixe, l'autre se rapprochant indéfiniment de celle-ci. 
D'un point A de (S ) et dans le plan tangent à cette surface on 
mène des tangentes à (S'). Quelle est la limite des positions 
de ces tangentes lorsque (S') tend vers (S) , de façon que le 
point où (S') est touchée à chaque instant par un plan paral-
lèle au plan tangent mené par le point A à (S) décrive une 
ligne qui coupe cette surface sous un angle fini? 

O . B O N N E T . 

812 (1867, 288). — Si par 3 n — 1 points consécutifs sur une 
courbe du troisième degré on fait passer une courbe quel-
conque du /¿irme degré, les coordonnées de l'intersection des 
deux courbes seront des fonctions du degré (3/I — I)2 des 
coordonnées du point de contact. S Y L V E S T E R , 
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815 (1867, ^88). — Pour qu'une surface du second ordre 

soit transformée homologiquement en une sphère, il faut et 
il suffit : i° que le plan d'homologie soit parallèle à Pun des 
plans cycliques de la surface ( P O N C E L E T , Propriétés projec-
tiles); 2° que le centre d'homologie soit un quelconque des 
points de la conique focale située dans le plan principal 
auquel le plan d'homologie est perpendiculaire. 

L . P A I N V I N . 

852 (1868, 138). — Trouver les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les quatre racines d'une équation du qua-
trième degré forment un quadrilatère inscriptible. Trouver la 
surface et le rayon de ce quadrilatère. D A R B O U X . 

858 (1868, 190) (*). — D'un point M dans le plan d'une 
conique, on mène à celle-ci les deux tangentes MA et MB, 
puis par M on mène une droite MG. 

Aux points A et B on construit les coniques ayant quatre 
points confondus avec la proposée et tangentes à MG. 

Démontrer que : i° ces coniques touchent MG au même 
point G; 2° que si l'on faisait tourner l'une d'elles de manière 
à la rabattre autour de MC du côté de la première, les coniques 
ainsi obtenues auraient en ce point un contact du troisième 
ordre, c'est-à-dire qu'elles auraient en G quatre points com-
muns confondus. 

859 (1868, 190). — Démontrer la même proposition pour les 
courbes du troisième degré, lorsque M est sur la polaire d'un 
point d'inflexion. A. R I B A U C O U R . 

861 (1868, 190). —Soient (G) un cercle de centre O ; OX un 
diamètre quelconque. On prend sur OX une longueur OM sur 
laquelle, comme diamètre, on décrit un autre cercle (D). D'un 
point quelconque A de (G) on mène la droite AO qui ren-
contre le cercle ( D ) en un point B. Avec AB comme rayon on 

(') La question 858 a été résolu (1869, 460). 
On n'en reproduit l'énoncé que pour rendre compréhensible celui 

de la question 859, restée sans solutions jusqu'à présent, 
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décrit un cercle, dont le centre est en A; on effectue la même 
construction en chacun des points de (C). 

Les cercles ainsi obtenus ont une enveloppe. Déterminer les 
sommets de cette courbe. 

Trouver la nature du lieu de ces sommets, lorsque M se 
déplace sur le diamètre O X . A . R I B A U C O U R . 

880 (1868, 'i3i)). — F étant le produit des entiers inférieurs 
et premiers à un nombre N, la différence F — i est divisible 
par N lorsque N n'est ni premier, ni le double d'un nombre 
premier, ni une puissance d'un nombre premier impair, ni le 
double d'une telle puissance. L I O N N E T . 

888 (1868, 335). — Démontrer, sans admettre aucun postu-
latam, que l'angle du quadrilatère ayant pour sommets les 
milieux des distances du centre d'un quadrilatère régulier à 
ses quatre côtés excède les ,90 d'un angle droit. 

L I O N N E T . 

895 bis (1868, 557). — Si deux triangles sont homologiques, 
montrer qu'on peut faire passer par leurs six sommets une 
cubique telle que les tangentes aux trois sommets de chacun 
des triangles aillent concourir respectivement en un point 
situé sur la courbe. S Y L V E S T E R . 

947 (1869, 277). — Etant donnée la série 

G 0 - h CiZ -f- C2 .S2-4-. . 

convergente pour une valeur finie quelconque réelle ou imagi-
naire de z, on pose l'équation 

Co-4-Ct*-H C,**-+-. . . = A, 

A élant un nombre donné. Démontrer que la différence entre 
deux racines quelconques zx et z± de cette équation est supé-
rieure à une quantité fixe qui dépend de A et des coeffi-
cients C 0 , G J , C J , F . F I C C I O L I . 

9 6 7 (1869, 5 6 1 ) . — T H É O R È M E . — a étant un nombre en-
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tier positif quelconque, si Von désigne par Sn la somme 
des résultats que fournit Vexpression 

[tt(a— i )][tt(a-i)- i][t,(a—i)-i]...[tn(a-i)-(n— i)], 

lorsqu'on y remplace t1} ¿3, . . . , tn par tous les nombres 
entiers depuis 1 jusqu'à p, avec cette restriction qu'on ait 
toujours 

tk-^\~tk et tk(a — i)>k — \, 

alors on a l'identité suivante 

Si ^ S2 

Sa 
(p-hl)(p-+-l)(p + 3) 

S (a — 1 )p 
(P -h l)(p + («P) 

D KSI HÉ AINBRÉ. 

999 (1870, 43o). — S,„ désignant la somme des puis-
sances m , ,mes des racines de l'équation 

A, xn -1- - h . . .H- \mx» + i -+-. . . -h knx - h A,„-, = o , 

ou l'on a fait, pour abréger, 
__ a"1— b»1 

A/« — / ? a — b 

on a, depuis m = 1 jusqu'à m — n inclusivement, 

Sm = am-\- bm. 

On déduit de là que, a et b étant réels, l'équation consi-
dérée ne peut avoir deux racines réelles. S. R E P L I S . 

1000 (1870, 43o). — S,;, désignant la somme des puissances 
semblables des racines de l'équation 

a(a -h 1) xn -h axn~i H x»-* 
2 

fl(fl + l)(fl + 2) _ 
H -t. Xn~3 

2.3 
A ( A + I ) (FL + 2 ) ( F L + 3 ) . . . ( A + n — 1 ) _) 1 il L — o, 

2 .3 .4 " - n 
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on a 

S« — = Sn_s = . . . = S j = Si = — a, 

^«•m — Ô—; 2. o. 4 . . . Il 

On déduit de là que, a étant positif, l'équation considérée 
ne peut avoir deux racines réelles, ce qui s'accorde avec 
l'énoncé de la question 776 (1866, 432). 

Note. — Pour l'équation 

a"'~l x"-n x i 
Xn H h. . .H : -h. . .-h rr H r = O, 

i p ! (n — i)! ni 

on a évidemment S! = S2 = . . . = S„ = o, 
et l'on reconnaît de même que l'équation ne peut avoir deux 
racines réelles, ce qui s'accorde avec la question 775 (1866, 4^2). 

S . R K A L I S . 

1007 (1870, 479)- — ï>ar chaque point d'une surface du 
second degré on petit faire passer deux cônes de révolution 
circonscrits à la surface. Ces cônes se coupent suivant deux 
coniques dont les tangentes au point considéré de la surface 
sont aussi tangentes aux sections circulaires de la surface qui 
passent par ce point. Les lignes de courbure qui passent par 
le même point sont les bissectrices des angles formés par les 
deux tangentes. E M I L E W E Y R . 

1008 (1870, 48o). — Tout cube parfait différent de zéro, 
augmenté de 1, 2 ou 8 unités d'un ordre quelconque, n'est pas 
1111 cube parfait. M O R E T - B L A N C . 

1015 (1871, 96). — Construire une surface gauche ayant 
pour ligne de structure une courbe donnée, et pour cône 
directeur un cône de révolution, également donné. 

Démontrer que si l'ouverture du cône varie, le paramètre 
de distribution de chaque génératrice reste constant et égal 
à ce qu'il est lorsque le cône directeur se réduit à un plan. 

G . F O U R E T . 
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S U R LA Q U A N T I T É ( D A ) ( B C ) 4- ( D B ) (CA) + ( 1 ) C ) ( A B ) 
E N V I S A G É E B A N S L ' E S P A C E ; 

PAR M..G. FONTENË. 

Je reviens aujourd 'hui sur un sujet dont je me suis 
déjà occupé dans ce Journal. Mon intention est surtout 
de signaler ce qu'il y aurait à faire pour obtenir direc-
tement la propriété rappelée au n° 4 : on pourrait 
trouver là Vorigine d'un nouveau calcul vectoriel. 
Je donne ici, faute de mieux, une démonstration par 
l 'inversion qui a du moins le mérite d'être simple. 

I. 

1. La notation (AB) désigne un vecteur, de sorte 
que l'on a 

( AH) = ( OB) — (OA). 

De quelque façon que Ton définisse le produit 
( A B ) ( C D ) , si la multiplication est distributive, la 
quantité 

(DA) (BC) -h ( D B ) ( G A ) - h ( D G ) ( A B ) , 

dans laquelle les quatre points jouent le même rôle, a 
pour expression, quand on prend D comme origine, 

- [ ( D B ) ( D C ) - ( D C ) ( D B ) ] - . . . - . . . . 

Si la multiplication est, en outre, commutative, 
Ann. de Mathéniat., 4* série, t. XVII . (Mai 1917.) l 3 
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on aura l'identité 

(i) ( DA) ( BC) -h ( DB ) ( CA) -h ( DG) ( AB) = o. 

2. Pour des points en ligne droite, il suffit de me-
surer (AB) par une quantité algébrique AB; on a 
l'identité d'Euler. Pour un quadrangle plan, ou quatre 
points dans l'espace, on peut considérer le produit 
scalaire (') 

( AB) (GD ) — A B . G D c o s A i Ç c b ; 

la multiplication étant alors distributive et commu-
tative, on obtient l'identité connue 

( i ) £ DA . BC cos DA, BC = o; 

si deux des cosinus sont nuls, le troisième est nul. 
Cette identité peut d'ailleurs se déduire de la formule 
connue 

( DB2-+-CÂ2 ) — ( DC1 ÂÏÏ2 ) = - 2DA.BC cosDA^BC. 

3. Pour quatre points dans un plan, on peut encore 
mesurer (AB) par une quantité imaginaire AB. 
Soient a, ¡3, y, a', ¡3', y' les arguments des directions 
BC, CA, AB, DA, DB, DC; on a, par exemple, 

BC = BC (cos a -h i sin a), 

et l'identité fondamentale donne 

DA.BC[cos(a + a') + ¿sin(a + a ' ) ] + . . . - + - . . . = o. 

(V) On donne souvent à ce produit le nom de produit géomé-
trique; c'est un tort, et cette expression pourrait tout au plus 
être employée pour désigner le produit que nous appellerons par la 
suite produit vectoriel. 



( - 6 3 ) 

Les produits DA.BG, DB.CA, D C . A B mesurent 
donc les côtés d'un triangle LMN, les directions MN, 
NL, LM ayant, pour arguments 

a - h a , P H- P', Y - + - 7 ' . 

L'angle des directions NL, LM (angle extérieur du 
triangle) a pour valeur, à f\nd près, 

—P) o u ( Y - P ' ) - K Y ' - P ) » 
c'est-à-dire 

I)B, DG + GATAB OU DB, AB + CATDC ; 

en ajoutant on a donc pour Tangle intérieur du 
triangle, à l\nd près, 

ITMT'LN = DB, DC -h AC^'B - BD^BA -h CATGD, 

et la structure de ces deux sommes est facile à saisir : 
la première est construite avec D et A combinés avec B 
et C ou G et B, la seconde est construite avec B et C 
combinés avec D et A ou A et D. On a ainsi un théo-
rème auquel on doit attacher le nom de Bellavitis, 
encore que l'illustre auteur n ait explicité renoncé que 
dans des cas particuliers : 

Dans un quadrangle plan A BCD, les produits 

( 3 ) / = D A. BC, m — DB. CA, n = DC. A B 

sont proportionnels aux côtés d'un triangle LMN 
dont les angles ont pour valeurs, à des multiples 
près de quatre angles droits, 

LMTÎN = DBTDC -4- A C ^ B = BD, BA -+- CA^CD, 
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Si le quadrangle est inscriptible, on a le théorème 
de Ptolémée. 

Le théorème de Bellavitis s'obtient facilement pour 
un quadrangle plan ABCD en faisant une inversion de 
pôle D; si L, M, IN (fig- i) sont les inverses des 

Fig. i . 

points A, B, C, on a en effet, la puissance d'inversion 
étant A2, 

B C k* 
M N = A-2 

D B . D C D A . D B . D G 
x DA.BC, . 

et, pour les angles, les formules ci-dessus. Avec la 
figure donnée ici, on écrira de préférence 

L N , L M = A B , A C - D B , D C , 

M L , M N = B C T B A — D C T D X , 

I M J N H = C A T C B - D A T D B , 

l'angle DC, DA étant seul négatif. 

4. J'ai donné dans les Nouvelles Annales (1899, 
p. 407 et suiv.), l'analogue du théorème de Bellavitis 
dans le cas du tétraèdre. 
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L'angle résultant de deux angles (a , b) et (c, d) est 
l'angle f ) obtenu en amenant ces angles, par glisse-
ment dans leurs plans respectifs, le premier dans la 
position (e, o>), le second dans la position (co, f ) , 
10 étant l'intersection des deux plans prise dans un sens 
arbitraire si l'on a égard seulement à la grandeur de 
l'angle (<?, f '), et non à la direction de son plan comme 
dans la théorie des vecteurs. Les plans des deux angles 
étant orientés, si to est l'angle de ces deux plans, on a 

cos(e , f ) = co s (a , b) cos(c , d) — sin (a , b) s in(c, d) cosw ; 

si w est l'angle des demi-plans e) et (o>, /) , l'un 
des angles (a , b) et (c, d) est négatif. Nous écrirons 

( * , / ) = [(«, *)H-(C, d)]. 

On a alors ce théorème : 

Dans un tétraèdre ABCD, les produits 

(5 ) / = DA.BC, m — DB. GA, n — DG.AB 

sont proportionnels aux côtés d'un triangle LMN 
dont les angles ont pour valeurs, à des multiples 
près de quatre angles droits : 

i L = [(DB, DC)-b(AC, AB)] = [(BD, BA) 4 - (CA, CD)], 

( 6 ) < M = [(DC, DA) + (BA, BC)] = [(CD, CB) 4 - (AB, AD)], 
f N = [(DA, DB) (GB, GA)] == [(AD, AG) -f- (BC, BD)]. 

Si Von pouvait définir le produit vectoriel de 
deux vecteurs dans Vespace de façon que la multi-
plication fût distributive et commutative, c'est pro-
bablement ce théorème que Von obtiendrait comme 
conséquence de Videntité 

(DA) ( BG) -v ( DB) (GA) 4- (DG) ( AB ) = o. 
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5. Une inversion de pôle D permet de démontrer le 

théorème en question. Si une sphère passant en A, 
B, C coupe en L, M, N {fig- 2) les arêtes DA, DB, 

l)C du tétraèdre, comme les produits DA.BC, . . . sont 
proportionnels aux côtés du triangle LMN, il faut mon-
trer que l'angle L, par exemple, est égal à l'angle résul-
tant dont on a écrit ci-dessus la définition. On peut, 
pour cet objet, faire passer la sphère par le point D, et 
l'angle L sera remplacé par l'angle des tangentes menées 
en I) aux deux cercles DAB, 13AC, ces tangentes étant 
menées à partir de L) du même côté de l'arête DA que 
les triangles DAB, DAG : l'angle ( D r , D{î') de ces 
tangentes doit être égal à l'angle résultant. 

Considérons la figure 2, dans laquelle les droites a'a, 
¡3'¡3, y'y sont les traces, sur le plan tangent en D à la 
sphère ABCD, des plans des faces du trièdre D. Soient 
les angles résultants 

[ ( D B , D G ) H - ( A C , A B ) ] , [ ( B D , B A ) - 4 - ( C A , C D ) ] , 

Fig. 

r 

c 

A 

dont 011 11e sait pas a priori s'ils sont égaux. Pour 
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construire le second de ces angles résultants, l ' inter-
section des deux plans DAB et DAC étant DA, on 
peut déplacer le point B sur l'arc de cercle ABD jus-
qu'à l'amener en D, déplacer le point C sur l'arc de 
cercle ACD jusqu'à l'amener aussi en D : l'angle 
(BD, BA) devient l'angle (Dy' , DA), l'angle (CA, CD) 
devient l'angle ( DA, D[3), et l'angle résultant est ainsi 
l'angle (Dy7, D¡3), que l'on peut remplacer par l'angle 
opposé (Dy, DjJ'). C'est le fait que l'on voulait établir, 
du moins en prenant l'angle résultant sous la seconde 
forme. Les trois angles résultants qui figurent dans 
l'énoncé du théorème sont égaux aux angles 

(D T , DP'), (Da, Dy'), (D(S, Da') 

situés dans le plan tangent en D à la sphère ABCD. 
On a considéré seulement le second des deux angles 

résultants écrits ci-dessus, et on l'a construitau point D, 
ce qui a donné l'angle des tangentes Dy et D¡3'; on 
aurait pu le construire en A et il est clair que l'angle 
ainsi obtenu eût été égal à l'angle en D. Si l'on avait 
considéré le premier iyigle résultant, on l'aurait con-
struit en B ou en C. Que cet angle résultant soit égal 
à l'autre, c'est ce qui résulte du fait que le théorème 
dont il s'agit peut se démontrer par une inversion de 
pôle B aussi bien que par une inversion de pôle D. Au 
surplus, la démonstration directe est facile. Si l'on 
envisage les quatre cercles DAB, DAC et BCD, BCA, 
une inversion de pôle D substitue à ces quatre cercles 
les droites LM, LN, et la droite MN avec le cercle LMN : 
l'angle des tangentes en A aux cercles DAB, DAC se 
transforme en l'angle égal (LM, LN); l'angle des tan-
gentes en B aux cercles BCD, BCA, telles qu'on doit 
les mener, se transforme en l'angle que fait le prolon-
gement de la droite IN M avec la tangente en M au 
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cercle LMN prise en avant de MN ; or, ce dernier angle, 
ou mieux son opposé, est égal à l'angle (LM, LN). 
Voici une vérification: lorsque, laissant iixes l'arête DA 
et les deux plans DAB, DAC, on amène B et G en D 
pour montrer que le second angle résultant est égal à 
l'angle des tangentes en D aux deux cercles DAB 
et DAG, le premier angle résultant se réduit également 
à l'angle de ces tangentes, puisque, en même temps 
que les directions DB et DG deviennent Dy et Dp' , 
l'angle (AG, AB) devient nul. 

11. 

0. On doit appeler produit vectoriel de deux vec-
teurs (AB) et (GD) un vecteur OH dont la longueur 
est mesurée par le même nombre que le produit 

AB.CDsin/UVCL), 

et dont la direction est orthogonale aux deux vecteurs 
donnés; si, par un point quelconque O, on mène les 
vecteurs OB' et OD' équipolfents aux vecteurs AB 
et GD, on peut dire encore que la longueur du vec-
teur-produit est mesurée par le même nombre que 
l'aire du triangle OB'D'; quant au sens de ce vecteur-
produit OH, il est tel que pour l'observateur OII le 
sens de circulation OB'D' soit un sens déterminé. 

Observons que, si l'on projette les deux vecteurs AB 
et GD sur un plan parallèle à chacun d'eux, en A'B' 
et C ;D', le produit 

AB.CD sin AB^GD 

représente le double de l'aire du quadrilatère AGBD. 
Je rappelle que l'aire plane ABGDE. . . L, quelle que 
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soit la forme du contour A B C D E . . . L , est la somme 
des aires algébriques 

O A B , O B G , O G D , Ô L Â , 

le point O étant un point quelconque pris dans le plan 
de la figure (Voir Géométrie dirigée, librairie Nony, 

• 8 9 7 - ) 

7. Avec le produit vectoriel, la multiplication est 
encore distributive; elle n'est plus commutative, le 
vecteur-produit changeant de sens quand on change 
l'ordre des deux facteurs. On a alors 

ab — ba = 2 ab, 

et il arrive ceci : 

i° U expression 

( D A ) ( B G ) -+- ( D B ) ( G A ) - ( - ( D G ) ( A B ) 

n'est pas nulle; 
2" Les quatre points A, B, C, D ne jouent pas le 

même rôle, et l'on aura à considérer quatre expres-
sions de cette nature. 

8. Soit un tétraèdre ABCD. Le sens direct de rota-
tion autour d'un axe étant de gauche à droite, nous 
supposons que le sens de circulation BCD est le sens 
direct pour un observateur qui a les pieds sur le 
plan BCD et la tête en A ; le sens de circulation ACD 
(ordre alphabétique) est alors le sens rétrograde pour 
un observateur qui a les pieds sur le plan ACD et la 
tête en B; le sens de circulation ABD est direct..., 
le sens de circulation ABC est rétrograde Le 
nombre des points A, B, C, D étant pair, on aurait la 
même alternance de sens si l'on considérait, avec per-
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mutation circulaire, BCD, GDA, DAB, ABC. On peut 
dire encore : le sens de circulation ABC étant rétro-

grade. . . . les sens de circulation DBC, DCA, DAB 
sont directs . . . . 

Nous aurons à considérer les expressions 

(i) ( AB)(CD) + . ( A C ) ( D B ) - + - ( A D ) ( B C ) , 
{•i) — [( BA) (GD) -h ( BG) (DA) -h ( BD) ( AC)], 
(3) ( G A ) ( B D ) -+- ( G B ) ( D A ) H- ( GD ) ( AB ), 
(4) — [ ( D A j ( B C ) - t - ( D B ) (CA) ( DG) ( AB)], 

relatives aux quatre sommets A, B, C, D. Nous pose-
rons, en écrivant ici \ pour (X), 

X = - ( D A ) ( B C ) , 
H = — ( DB )( GA ), 
v = — ( D G ) ( A B ) ; 

si A'A", B 'B\ C'C" sont les perpendiculaires com-
munes aux couples d'arêtes opposées du tétraèdre, les 
points A', B', C étant sur les arêtes issues de D, les 
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vecteurs X, ¡JL, V sont dirigés suivant ces droites, et 
orientés de A' vers A", de B' vers B'7, de C7 vers G", 
puisque le premier, par exemple, est le produit 
(AD) (BG); en désignant par V le volume du tétraèdre, 
les modules de ces vecteurs sont respectivement 

6 V C) V (I V 

Â ^ A " B 7 ^ r , " i r e 7 

Les expressions (i), . . . , (4) sontalors, en changeant 
l'ordre des termes, 

( 0 [JT, — V. 

(a) - X , -4- ¡1, — v 

( 3 ) — X. — ¡1, 4 - v , 

( 4 ) -4- IJL, -h V 

sur les arêtes issues de A, par exemple, se trouvent les 
points A', B", G", et l'on considère dans l'expression (i) 
la somme de vecteurs orientés de A' vers A", de B" 
vers B7, de G" vers G7, de même que, dans l'expres-
sion (4), on considère la somme de vecteurs orientés 
de A', B', C vers A", B", G". 

9. Nous allons rattacher les vecteurs A, p., v, liés 
aux trois couples d'arêtes opposées, à d'autres vec-
teurs a, p, y, 2, liés aux quatre faces du tétraèdre. 
Nous désignerons par a un vecteur perpendiculaire au 
plan BGD, orienté comme l'indique la figure, c'est-
à-dire vers la région où est A, et dont le module est le 
double de l'aire du triangle BGD; on aura de même 
les vecteurs ¡3, y, S. Les modules de ces vecteurs sont 
respectivement 

6 V 6 V 

h | h t ' 
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On peut écrire 

a = (DBG) = (DB ) (DG) = (BG) (BD) = (GD)(GB) , 
p = (DCA) = ( D G ) ( D A ) = (GA) ( GD) = (AD) (AG), 
Y = ( DAB) = ( DA) ( DB ) = ( AB) ( AD) = ( B D ) ( B A ) , 

— 8 = (ABG) = (AB ) ( A C ) = (BG) ( BA) = (GA)(CD) . 

On a alors 
! X = p -f- Y = — (8 4 - a ) , 

V = a - h P == — ( 8 Y ) , 

ce qui forme seulement quatre relations distinctes, 
dont l'une est la relation bien connue 

a + P + 7 + 8 = o. 

Eu effet, si l'on prend D comme origine, on a 

( D A ) ( B C ) = — (DA) [(DG) — ( D B ) ] 
= (DC) ( DA ) ( DA) (DB) ; 

en prenant B comme origine, on a de même 

— ( D A ) ( B C ) = - [ ( B A ) - ( B D ) ] (BG) 
= — f (BA) ( BG) h- ( BC) (BD)] . 

Si l'on écrit 

( BG ) ( DA) = (BD) (BA) -4 - (CA) (CD) , 
( D A ) ( B G ) = ( D B ) ( D G ) - h ( A G ) ( A B ) , 

le mécanisme de ces égalités apparaît nettement. 
Des relations ci-dessus on déduit le système équi-

valent 
X - h JJL H- V = 2 8 , 
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O U 

— [(DA) ( BC) -h ( D B ) ( C A ) H- ( D C ) ( A B ) ] = — 2 5, 
( AB) (CD ) -4- (AC) (DB) -4- (AD) ( BG) = - 2 « , 

Trois vecteurs X, v, dirigés suivant A'A", B'B", 
C'G", orientés de A' vers A", . . . , et ayant pour lon-
gueurs 

k2 k2 k2 

j7jr,> 

ont pour somme le vecteur — 20, dirigé suivant la 
hauteur issue de D, orienté de D vers le plan ABC, 

k2 
et ayant pour longueur 2— • Si Von change le sens 

des deux derniers vecteurs, on a pour somme 
— 2a; etc. 

10. On arrive directement à ce résultat en écrivant 

- [DA ) (BC) - h . . . -+- . . . = ( D A ) [ ( D B ) — ( D C ) ] - + - . . . - H . . . 
= ( D B ) ( D C ) — (DC)(DB)-k .H- . . . 
= a [ ( D B ) ( D C ) - h . . . + . . . ] , 

ou 
X -h fx H- V = 2 (a H- p Y ). 

Si l'on ne vent pas supposer connue la relation 

qui est un cas particulier d'une relation générale rela-
tive à un polyèdre quelconque, on peut établir comme 
il suit l'égalité a -I- p -H y == — L'expression 

a une valeur indépendante de la position du point D, 
comme on le voit en évaluant les trois vecteurs (DA), 
(DB), (DC) par rapport à une origine quelconque D'; 
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il en est donc de même de l'expression 

( D R ) ( l ) G ) + . . . + . . . , 

et l'on peut l'évaluer en remplaçant le point D par un 
point D7 du plan ABC; on voit alors qu'elle a pour 
valeur — o. 

J a i proposé la démonstration de l égalité 

À + [1 + v = 2 6 

dans les /Vouvelles Anna les, en 1898; la solution pré-
cédente a été donnée en 1900, page 3^9, en supposant 
connue la relation a + - f y r= — 3. 

11. Les relations (f>) peuvent être établies d'une 
manière qui en rend mieux compte que le procédé 
employé ci-dessus. Les vecteurs ¡3, y et \ sont tous 
trois perpendiculaires à l'arête DA; transportons les 
vecteurs [3 et yen A7, et soient ¡3,, y, les deux vecteurs 
ainsi obtenus. Le vecteur [3(, perpendiculaire au 
plan DAC, et dont le module est égal au double de 
l'aire du triangle DAC, est la résultante de deux vec-
teurs rectangulaires, l'un dirigé suivant A7A ; , l'autre 
perpendiculaire au plan DAA"; le vecteur y, est de 
même la résultante de deux vecteurs, l 'un dirigé sui-
vant VA", l'autre perpendiculaire au plan DAA". Les 
deux vecteurs perpendiculaires au plan DAA" sont de 
sens contraires et ont des modules égaux : ces modules 
sont, en eliet, les doubles des aires des deux triangles 
obtenus en projetant les triangles DAC et DAB sur le 
plan DAA", et ces deux triangles, de base DA, ont 
même hauteur puisque la projection de l'arête BC sur 
le plan DAA" est perpendiculaire à A7A'7, donc paral-
lèle à DA. Restent donc les composantes des deux vec-
teurs ¡3,, y, suivant A'A". Les modules de ces vecteurs 
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sont les doubles des aires des triangles obtenus en 
projetant les deux triangles DAB, DAC sur le plan 
mené par DA perpendiculairement k Af A" : la somme 
des aires des triangles ainsi obtenus, ou Faire du qua-
drilatère DGAB, est précisément la moitié du module 
du vecteur On a donc bien X = ¡3 -f- y. 

III. 

12. Dans la théorie des quaternions, l 'élément fon-
damental est l'ensemble d'un nombre d et d'un vecteur; 
j'ai proposé (Enseignement mathématique) de don-
ner à cet élément le nom de scal-vecteur. 

Le produit de deux scal-vecteurs est un scal-vecteur. 
En particulier, le produit de deux vecteurs est un 
scal-vecteur dont la partie scalaire est le produit sca-
laire changé de signe, dont la partie vectorielle est le 
produit vectoriel ; cela résulte de la formule 

(a / -h bj->rCfc) («/ -h c'k) 
= — ( a a ' + bb' -h- ce') -+- ( bc'— cb')i - f - . . . -h .... 

Quand on change l'ordre des facteurs, pour le pro-
duit de deux vecteurs, la partie scalaire ne change pas, 
la partie vectorielle change de signe. On a donc 

( AB) (CD) - ( C D ) ( A B ) = 2 x partie vectorielle de (AB)(CD), 

sans partie scalaire. Si l'on écrit alors 

- [ ( D A ) ( B C ) - h . . . H - . . . ] = ( D B ) ( D C ) — ( D C ) ( D B ) 
+ , 

la partie scalaire est nulle; on réunit ainsi, sans 
aucun avantage d'ailleurs, la démonstration de la 
formule scalaire 

^ D A . B G cosDA^BC = o, 
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et la démonstration de la formule vectorielle 

X -F" |JL - H V = — 

11 est procédé ainsi dans la solution citée k la fin du 
n" 10. 

13. En géométrie plane, avec deux axes Ox 7 O y 
tracés dans le plan, et un axe O^ perpendiculaire au 
plan, un vecteur a pour symbole a , -h bj\ on a alors, 
pour deux vecteurs AB et CD, 

'(ai-h bj)(a'i -4- b'j) = — (aa'-h bb') -h (ab' — ba')k, 

011 

( A B ) ( C D ) = — A B . C D C O S A I C C B 

4- AB .CD sin AB, CD x k. 

Ce produit complet, qui est un scal-vecteur, est 
fort différent du produit complexe 

A B ( cos oc -h i si n a ) x C D ( cos ¡3 4- i si n [J ) 
— A B . C D [ c o s ( a 4- ¡3) -h i sin (a 4- ,!.) 1, 

et cest, je le répète, Vanalogue de ce dernier pro-
duit quil faudrait définir pour déduire d'une 
identité de la forme 

( D A ) ( B C ) 4 - ( D B ) ( C A ) 4 - ( D C ) ( A B ) = o 

le théorème du n° 4 qui est Vextension à l'espace 
du théorème de Bellavitis. 

14. «le ferai, en terminant, la remarque suivante. 
Le quotient de deux scal-vecteurs est défini par la rela-
tion 

diviseur x quotient = dividende. 

On peul représenter un scal-vecteur par le quotient 
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de deux vecteurs, et cette représentation donne une 
règle simple pour le produit de deux scal-vecteurs ; 
on a, en effet, 

( O C ) . ( P B ) _ ( O C ) ( P B ) ( O C ) _ ( O C ) 

( O A ) ' ( O A ) ~ ( O B ) ° U ( P A ) X ( P B ) ~ (OA)" 

[ K ' 1 ] 

S E C O N D E N O T E 
S U R LE P R O B L È M E DE P A P P I I S G É N É R A L I S É ; 

P A R M . J O S E P H J P F F R P Y , 

Professeur honoraire. 

Pour l'intelligence des courtes observations qui 
suivent, il est nécessaire de se reporter à l'article publié 
par moi, en avril 1916 (p. 168-171), et à la figure qui 
l'accompagne. 

En supposant droit l'angle XOY = w et cherchant 
OS = x qui déterminera la droite SS< = l inscrite dans 
l'angle et passant par le point P de la bissectrice dont 
les coordonnées sont OA = a , OB = a , on obtient 

( E t ) x'-*— iaxz -h (2 a2— l%)x2 -+- v2a l2 x— a 2 / 2 = o. 

Dans les Traités d'Algèbre on déclare que l'équation 
(E , ) ne peut pas être résolue par des expressions cal-
culables, et l'on cherche une inconnue autre que OS. 
Je vais prouver que, en résolvant (E<) par la méthode 
générale connue, on obtient ses racines sous une forme 
permettant de les calculer et de les construire. 

Ann. de Mathémat., 4E série, t. X V I I . (Mai 1917.) 



Pour résoudre 

(F) X^ + A X î + B X + C r z o , 

on a (voir l'Algèbre de Briot) 

<7 = 

D'abord je mets (E , ) sous la forme (F) en rempla-

et l'équation en z devient 

Le produit de ses racines étant a 2 ( a 2 - h Z2)-, j 'ai 
l'idée de mettre à la place de z le facteur a2--h /2, et 
je constate que l'équation est satisfaite. La somme des 
deux autres racines est 

çant x par X - f / i = X + elle devient 

5«^ — 4 a 2 / 2 

Ï6 — o, 

7.1*— a2 — (a»-h/* ) = /2 — 2 a 

leur produit est 

a2(tt2-f- Z2)2 

elles valent donc 

/2 — 8 a 2 / 2 

2 

Pour s = a 2 - h Z2, j 'ai 

p =± y/«2-»-
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Je suppose p — y a2 -}- Z2; q est alors déterminé, 

et je résous les équations 

x2 -+- p x -h q = o, x'1 — px + A + /J2 — q = o 

dont les racines X sont celles de (E 2 ) . 
Celles de E, sont donc 

V a 
X — X H 

Théorème relatif au problème tout à fait géné-
ral. — Le point P quelconque dans l'angle XOY = w 
a pour coordonnées OÀ = a , OB = b\ S S ' = l est la 
droite qu'il faut inscrire. 

Je cherche AS = x, BS{ ~ y : 
La figure donne 

y -h h x -+- a 
b x 

(y +- b)2-h (x -h a)2— i(x -h a) (y -h b) cosu> == Z2. 

Eliminant y, j 'obtiens 

( J ) a?4 -h 2 (a — b cos w )x3-h(a2-h b- — \ ab cos a> — l'1 ) x'1 

-+- iab(b — a cos to ) x -h a2 62 = o. 

Soient S, S', S", Sw les points des quatre droites l 
(inscriptibles dans XOY ) situées sur OX : les valeurs 
de racines de (J), sont celles de - t -AS, 4- AS', 
— AS", — AS'" : leur produit vaut a2 b2, dernier terme 
de (J) , il ne change donc pas quand l change, ni la 
somme des produits de trois de ces longueurs, laquelle 
vaut — 2 ab(b — a cosco), ni la somme de ces longueurs 
qui vaut 2(— a -f- b cos o). 

Soient S, , S, , S p S',' les points des quatre droites l 
inscrites qui sont sur OY : leurs distances au point B 
de OY donnent lieu aux mêmes propriétés ci-dessus, 
Leur produit est le même quelle que soit la grandeur 
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de /; de plus, il*est égal au produit ci-dessus, égal à 
a 2 ce qui est remarquable (on voit bien que l'équa-
tion en x devient l'équation donnant y si l'on change 
x en y, a en b et b en a). 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. F. Balitrand. — A propos d une question de 
Cinématique. — La question de cinématique posée 
par M. Faucheux (TV. A., 1917, p. 60) renferme 
dans son énoncé une petite inexactitude due à une 
transposition des cas particuliers I et 11. C'est ce qui 
nous a poussé, en même temps que l'intérêt propre du 
problème, à en donner la solution ci-dessous. Nous 
conservons les notations de M. Faucheux. 

Soient de plus O un point de la trajectoire T et OP 
l'accélération en ce point. Les composantes de OP 
suivant la tangente et la normale en O à T sont 

= OB = —• as p 

Les triangles semblables OCM, OBP donnent 

CM _ OC 
BP ~ 0 B ; 

et puisque, par hypothèse, 

CM = nCC! = rtpj = np ~ (n= const.), 

on a 
do dv n L — • 
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d'où 

V — G p». 

La réciproque se démontrerait en reprenant les 
calculs précédents en sens inverse. 

Cas particuliers. — n = i : 

ds ds v= di=c? = cT (z = c dt). 

n = — i. — L'aire infinitésimale balayée par le 
rayon de courbure est égale à 

di — - p ds — - p s? dt = — c dt. 
2 2 1 2 

u = ± - - — On a 
2 

* C2 

r2 = c"2 p et = — 
P 

11 existe des courbes pour lesquelles les droites 
issues de leurs points et divisant dans un rapport cons-
tant les rayons de courbure correspondants de la déve-
loppée passent par un point fixe. Ce sont les courbes de 
Cesàro qui renferment comme cas particulier les lignes 
de Ribaucour et les spirales sinusoïdes. Elles com-
prennent aussi les coniques à centre, puisque (théo-
rème de Mac-Laurin) les diamètres des coniques 
divisent dans le rapport ^ les rayons de courbure cor-
respondants de la développée. 

On est donc amené à se poser le problème suivant : 
Un mobile décrit une courbe de Cesàro sous Vaction 
d'une force passant constamment par le pôle, 
trouver la loi de cette force. Dans le cas des coniques 
à centre, la force est proportionnelle au rayon vecteur, 
résultat bien connu. 
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M. R. Goormaghtigh. — Sur une égalité d'arcs. 
— MM. R. Bouvaist et H. Lebesgue ont signalé (N. A., 
191 G, p. >19, 35-) des théorèmes généraux renfermant 
comme cas particulier une proposition concernant 
l'équivalence des arcs d'une ellipse et d'un limaçon 
de Pascal, que M. Barisien avait démontrée (191 G, 
p. '.¿'A5). Le théorème général suivant renferme aussi 
cette propriété : 

Les arcs de la développée intermédiaire d'indice \ 
d'une courbe G d'équation intrinsèque / ( s , p) = o 
sont égaux aux arcs correspondants de la courbe C' 

d 'équation cartésienne f ( 1 -h A).r, ( 1 -h ),)y^ = 0 . 

Si l'on prend comme axes mobiles des x et des y la 
tangente et la normale en un point M de G, et si y 
désigne le centre de courbure de C en M, on voit faci-
lement, au moyen des formules de Cesàro, que l'élé-
ment d'arc du lieu du point qui divise My dans le 
rapport de 1 à \ est 

I - h A 

En faisant correspondre au point (s, p) de C le point 
de G' quia pour coordonnées \s \ ( 1 - f - \ ) et p : (1 -f-X), 
on voit que l'expression (1) est aussi l'élément d'arc 
de G', ce qui démontre le théorème. 

En particulier, si l'on considère comme courbe C 
une cycloïdale, on retrouve le résultat obtenu par 
M. Lebesgue (1916, p. 358), notamment que la recti-
fication des cycloïdales allongées ou raccourcies (tro-
choïdales) se ramène aux intégrales elliptiques. Il 
résulte, en effet, de l'équation intrinsèque des cycloï-
dales que G' est dans ce cas une ellipse; d'autre part, 
les développées intermédiaires des cycloïdales sont 
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des trochoïdales de même module. D'une manière plus 
précise, on déduit facilement des considérations qui 
précèdent la proposition suivante, d'ailleurs connue 
[voir A. GOB, Rectification des épitroclioïdes (Mém. 
de la Soc. des Se. de Liège, 1902)] : 

Si Von considère d'une part une trochoïdale de 
module roulette d'un point lié à un cercle de 
rayon r situé à une distance h du centre de ce 
cercle, et d'autre part l'ellipse de demi-axes r -h h. 
et r — /¿, un arc de la trochoïdale vaut 2(1 -f- n) fois 
l'arc correspondant de Vellipse. 

Pour n ~ 1 , on retrouve le cas du limaçon de 
Pascal. 

M. R. Goormaghtigh. — Sur l'orthopôle. — La 
propriété du point de Feuerbach signalée par M. Thé-
bault ( A . A., K)i(), p. 499) peut être généralisée de 
la manière suivante. Sur un diamètre quelconque 0 
du cercle circonscrit à un triangle, il y a deux points I , 
et I 2 , symétriques par rapport au centre du cercle cir-
conscrit, tels que les droites qui joignent les sommets 
du triangle aux projections , f i , , y4 et a 2 , P27 Y2 d e l , 
et I2 sur les côtés correspondants soient concourantes 
en des points J , et J 2 . Nous avons montré ( Journal de 
Vuihert, 1 9 1 3 - 1 9 1 4 , p- 1 10) que les coniques e t S 2 

qui touchent les côtés en a n ¡ iM y t et en a 2 , [i2, y2 

passent par l'orthopôle de o. Les points d'Hamilton 
correspondant à 14 sont les intersections des côtés cor-
respondants du triangle a ^ y , et du triangle formé 
par les mil ieux des côtés du triangle fondamental. On 
a alors la proposition suivante : 

Le triangle formé par les points d'Hamilton cor-
respondant au point I, est circonscrit au triangle 
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fondamental et homologique à ce triangle; l'axe 
d'homologie est la tangente à la conique S, en 
Vorthopôle du diamètre 8. 

Cette tangente est la transversale réciproque de la 
droite qui jo int I4 au centre de gravité du triangle. 

M. E. Jacquet. — Sur le problème de Pappus gé-
néralisé. — Voic i une autre solution de la question, 
traitée dans ce journal par M. Joflfroy (1916, p. 168) et 
par M. J . L e m a ire ( 1 9 1 7 , p. 1 3 3 ) : 

Le problème revient évidemment à construire un 
triangle O A B (4 ) dans lequel on connaît la base A B = /, 
l 'angle opposé A O B = <o et la longueur de la bissec-
trice O P = d. S u r A B comme corde j e décris l 'arc 
A R B du segment capable de l 'angle to. L a bissec-
trice O P passera par le mil ieu ï du second arc A B . 

Or 1 0 — I P = O P = r/ et ï 0 . 1 P = i Â \ Nous sommes 
donc ramenés à construire deux longueurs, connaissant 
leur dif ference et leur produit. La circonférence décrite 
de 1 comme centre, avec la plus grande de ces lon-
gueurs comme rayon, coupe la première au point O 
cherché : le rayon de ce cercle est évidemment supé-
rieur à I A . 

La discussion est immédiate. La condition de pos-

sibilité est : 0 P 5 K C , ou d < - cot—> ou enfin 
- - 1 

2 a tang - • — 0 2 

L e point de rencontre P ' de la deuxième circonfé-
rence avec le prolongement de A B donne lieu à un 
deuxième triangle A O ' B qui fournit les solutions de 
seconde espèce. Cel les-ci existent toujours. 

( ' ) Le lecteur est prié de faire ta figure. 
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M . N . - N . Parfent i e f f (Kazan). — Sur quelques for-

mules asymptotiques. — C'est un fait très connu que 
la notion arithmétique de l ' intégrale peut conduire à 
un grand nombre de formules , exactes, ou quelquefo is 
asymptotiques. La présente remarque a pour objet 
d'attirer l 'attention du lecteur sur une série de ces 
formules asymptotiques. 

La source de nos formules sera l ' intégra le 

( i ) / xP l o g . r dk -
J 0 (/> + •)* 

D'autre part, ar i thmétiquement, on a 

(P 0 n = »+dn\nj \n J 

et par suite, asymptotiquement, nous avons le droit 
d 'écrire ( 1 ) 

* y k P ] o f , ( ! i ) ! — - , 

c 'est-à-dire 

i np+1 

( 2 ) T + , 

formule asymptotique dont nous pouvons déduire une 
foule d'égalités arithmétiques asymptotiques. 

Par exemple , en posant dans la formule ( a ) , p = o, 
nous arrivons à la formule célèbre de Stirling 

i. 2.3 ... h = n \ e~n nn. 

Ensui te , en posant p = i , nous avons 

_ i ni 
( 3 ) * ./L» \ « / . 

( 1 ) Nous employons le signe ~ pour l'égalité asymptotique. 
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Dins notre L i v r e Etudes sur la théorie de la 
croissance des fonctions publ ié en langue russe, 
nous avons donné la formule asymptotique suivante 
qui est une généralisation de la formule de St i r l ing : 

n* n* 
r ( i ) . r o ) . . . r ( n - + - i ) ~ (v/2TÔ".e 2 . n 2 . 

E n la comparant avec la relation ( 3 ) , nous voyons 
qu "asymptotiquement 

r ( i ) T ( - i ) . r ( 3 ) . . ,V(n i) ~ i .2*.33.4*. . .n«.e 4 

ou 

i;i.2,î-1.3,i-2.4/'-3.. .(n — iy.n ~ ii.22 .33. 44. . .nn.e 4 , 

c'est-à-dire 
I 1 . - A * . 3 3 . 4 4 . . .nn 

i " . ^ ' 1 - 1 . .(n — 6 

Toutes ces formules , malgré leur s impl ic i té , peuvent 
avoir des applications dans l 'arithmétique des grands 
nombres. 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

1920 et 2257. 
( 1901, p. 48; 1915, p. 432.) 

1920 ( 1 ) . Le produit du rayon de courbure en un point 
d'une hyperbole par la distance du centre à la tangente 
cor respóndante est égal, en valeur absoluey au carré du 
segment de la tangente compris entre le point de contact 
et l'une des asymptotes. M. D'OCAGNE. 

( l ) Voir une précédente solution (191s, p. 470-
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2257. Si, dans une hyperbole, la tangente au point M 

coupe une des asymptotes au point T et que le centre O se 
projette orthogonalement en I sur la normale en M, la 
perpendiculaire élevée en T à IT passe par le centre de 
courbure répondant au point M. Démontrer géométrique-
ment ce théorème obtenu à titre d1 application des coordon-
nées parallèles (Nouvelles Annales, 1902, p. '>3?.). 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r u n ABONNÉ. 

Soit b' la longueur du segment de tangente compris entre 
le point de contact et une asymptote. D'après un théorème 
classique b' est égal au demi-diamètre conjugué qui lui est 
parallèle. 

D'autre part on a pour le rayon de courbure d'une conique 
à centre l'expression 

¿>'2 

où p désigne la distance du centre à la tangente correspon-
dante. Cette formule est susceptible d'une démonstration 
géométrique ( Voir S A L M O N , Sections coniques, 2 E édition, 
p. 642). Elle résout la question 1920. 

Pour la question 2257, appelons C le point où la perpendi-
culaire élevée en T à IT coupe la normale. Le triangle rectangle 
ITC donne 

MT2 = Ml x MC. 

Mais MT = b' et 1M == p, donc MC = p. 
c. Q. F. D. 

Voir plus loin (p. 197), une autre solution de la question 2257. 

2249. 
(19i:;, p. 28s.lt 

En chaque point d'une courbe donnée on mène la tan-
gente et Von prend sur cette tangente une longueur MT 
égale au rayon de courbure de la courbe en M, on 
demande de construire la tangente et le centre de cour-
bure de la courbe, lieu du point T, quand M décrit la 
courbe donnée. F . B A L I T R A N D , 
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SOLUTION 
P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient 
T = x coscp -+- y sin<p — p •=. o, 
N = — x sincp -h y coscp — p' == o 

la tangente et la normale à la courbe considérée en M; les 
coordonnées du point T seront 

N = P -+- P\ 
T = o; 

le coefficient angulaire de la normale tangente en ce point 
sera 

dT = p-+-p" 

si donc on prend sur la droite MCi, Ĉ  étant le centre de 
courbure de la courbe donnée en M, un segment MK égal à 
la somme des rayons de courbure de la courbe et de sa déve-
loppée, KT sera la normale à la courbe lieu de T. Désignons 
par pi et p2 les rayons de courbure, />-+-/>", p'-^-p'". La 
droite KT a pour équation 

— T N __ 
pl + p-> p7 ~ 1 ' 

elle touchera son enveloppe en son point d'intersection avec 
la droite 

£ i ± J ^ r _ l ? L _ l _ £ ! r ! ! + I - | _ 1 = s „ , 
pl -H P-2 Lpl -+- P-2 p2-+- p3 J pll .pl p2 J 

p3 étant le rayon de courbure de la seconde développée de la 
courbe (M). 

D'où la construction suivante : Prenons sur la droite TM 
le segment MB = p2-+- p3,'la perpendiculaire en B à MT coupe 
la perpendiculaire à MK en K en D, prenons sur Cj M un seg-
ment MA = p2, la parallèle à AT menée par Cj coupe MD 
en I. La parallèle menée par B à MD et la parallèle menée 
par M à AT se coupent en V. La droite II' coupe KT au centre 
de courbure île la courbe, lieu de T. 

Autre solution par I ' A U T E U R . 
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2250. 
(1915, p. 288.) 

Etant donnés une courbe plane (M) et un point fixe O 
de son plan, de chaque point M de (M) avec MO pour 
rayon, on décrit un cercle qui coupe en P et Q la tan-
gente et la normale en M. à la courbe (M). Trouver : i° le 
point où la droite PQ touche son enveloppe; le centre 
de courbure de cette enveloppe. F. BALITRAND. 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient 
T = x coscp H - y s incp—p = o, 
N = — x sin cp H- y coscp—p' = o. 

Prenons le point O pour origine, pour axes la tangente et 
la normale en M à (M). Supposons par exemple que, Ci étant 
le centre de courbure de (M) en M, nous portions les seg-
ments MP et MQ égaux à OM dans la direction G! M et dans 

7T 
la direction faisant avec celle-ci l'angle -h — ; l'équation 

de PQ sera 
N + T = y//?2-H//2 ; 

si nous désignons par pi le rayon de courbure MCi, cette 
droite touchera son enveloppe en son point d'intersection 
avec la droite 

N - T = P l f i - h . p ' \ = pi f i -H sin OMC^ J ; 
V V P ^ P * / 

cette dernière droite est la perpendiculaire abaissée sur PQ 
du point A de la normale, tel que le segment 

MA = pi [ i - b sinOMCjJ, 

ce segment étant porté dans la direction MGi-
La normale 

N - - T = p 1 [ i + sinOMÇî] 

à l'enveloppe de PQ touche son enveloppe en son point d'in-
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tersection avec la droite 

T + N = [ 
p" } 

en désignant par p, et p2 les rayons de courbure de (M) et de 
sa développée en M. Cette droite est la parallèle à PQ menée 
par le point A' de la normale en M à (i\l) tel que le seg-
ment MA' porté dans le sens MCj soit égal à 

C, étant l'un des points du cercle de diamètre OM, tel que OC', 
soit égale à la distance de O ou la parallèle à la tangente 
à (M) en (M) menée par Ci. Cette expression de MA' se con-
struit immédiatement. 

Autre solution par P A U T K U R . 

Trouver les courbes planes telles que la projection, sur 
une droite de' leur plan, d'une corde quelconque soit 
proportionnelle au segment, déterminé sur cette droite, 
par les deux normales à la courbe aux deux extrémités 

Prenons la droite donnée comme axe des a?, nous aurons 
pour un point quelconque de la courbe 

2253. 
( 1915, p. 4 3 I . ) 

de la corde. F . B À L I T R A N D . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

X 

équation dont l'intégrale générale est 

x*(K — i ) + y*= C. 



( «9« ) 
Les courbes cherchées sont donc les coniques admettant pour 
axe la droite donnée. 

Autres solutions par M . T. O N O et par I ' A U T E U R . 

2254. 
( 1 9 1 5 , p . 43I . ) 

Soient O le pôle et A Vasymptote d'une conchoïde de 
Nicomède (définie par la condition que si le vecteur OM 
coupe la droite A en A, le segment MA soit de longueur 
constante). On sait que la normale à la conchoïde en M 
passe par le point de rencontre N des perpendiculaires 
élevées en O à OA et en A à A. 

Cela posé, U étant le milieu de NA et V le symétrique 
de U par rapport à N, si Von mène par U et par V des 
parallèles respectivement à OA et à A, qui se coupent en I 
et qu'on élève en N à MN une perpendiculaire qui coupe OM 
en K, la droite KL passe par le centre de courbure (JL corres-
pondant au point M de la conchoïde. M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V À I S T . 

Menons par N une perpendiculaire à NA et par I une paral-
lèle à NA, rencontrant cette perpendiculaire en K, et la droite 
ON en T; soit S l'intersection de IK avec NO. 

Nous avons dans les triangles OK t T, NOM : 

KO IK ! ST __ SO [jl N KM _ 
KK, T R S O ~~ SN fiM KO ~ 1f 

d'où 
ST _ KK^ rr_ ¡xM _ SO KM 
SO ~ KO IK! e t {JLN ~~ SN KO ' 

posons, pour abréger l'écriture, 

OA = d, AM = ON = a, 
nous aurons 

KKi AM / 
KO ~ OA ~ d9  

IT _ K l T _ ÎOKI _ 2ON 2 _ î o î 
IK t ~ 1 IKi ~ 1 + OA 77T"2 ~ 1 + d* 9 



( >92 ) 
d'où 

OT _ /(2a2-4- d*) + d*m 

OS ~ flP ; 

or 

d'où 
OS 

d'où 
li M __ 
(JLN " + 

d'où enfin 

^ / d ( d + l ) — ia2 ' 

Or, si nous désignons par Oi le symétrique de O par rapport 
à IN, le cercle NO tA est évidemment le cercle des inflexions, 
relatif à la position considérée du segment invariable mo-
bile A M; ce cercle coupe la normale NM en Mj et en désignant 
par p le rayon de courbure de la conchoïde en M, nous 

NM2 

aurons p = ^ ^ ; or on a, en désignant par A 1 intersection 

du cercle des inllexions avec OMj, 
0 N . 0 0 j = 2 a 2 = OA .OA', d'où OA' = d 

et 
MA MA' 

MM, .MN = MA.MA', d'où MM, = — ^ — 

et 

_ MN3 _ d [a*-+.(d-+- Q 2 ] 2  

P " A1A.MA'" / d(d-+- / ) —2«2 " 

Le point ¡JL est donc bien le centre de courbure répondant au 
point M. 

Autre solution par un A B O N N É . 

2255. 
(1915, p. 43I.) 

Etant données dans Vespace deux droites quelconques D 
et D' ne se rencontrant pas, on considère sur D un point 

OT = d» 

a*d 

d[a*-+ (d-h O2] 
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fixe À et sur D' un point variable B d'où Von abaisse sur D 
la perpendiculaire BC. Soit E Vellipse dont GA et CB sont 
deux demi-axes. On demande de démontrer que : 

i° La surface engendrée par l'ellipse E est un conoïde F 
dont on déterminera la directrice rectiligne et le plan 
directeur. 

La section du conoïde F par tout plan parallèle à D 
est une cissoïde d'ellipse dont on déterminera les trois élé-
ments de définition (ellipse, pôle et droite). On examinera 
à quelles conditions cette section peut devenir une cissoïde 
de cercle. 

Nota. — On rappelle qu'une cissoïde d'ellipse, pour un 
pôle 0 situé sur cette ellipse, est une courbe lieu d'un point M 
tel que, si OM coupe l'ellipse en M' et une certaine droite 
fixe en M*, on ait, en tenant compte du sens, OM = M'M". 

M . D ' O C À G N K . 

S O L U T I O N 

F a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient TC le plan mené par D parallèlement à D', Ax la 
droite menée par A perpendiculairement à D dans ce plan, 
Xy la perpendiculaire en A au plan DAa:, a l'intersection de 
D' avec A x y , Bi son intersection avec D A y . La surface F 
contient visiblement les droites D et D'; étant de plus coupée 
par un plan passant par D suivant une ellipse (E), elle est du 
troisième ordre. Lorsque le point variable B vient en a, 
l'ellipse correspondante (Ea) devient la droite double A a; 
lorsque B est à l'infini sur B', l'ellipse correspondante (Eoo) se 
décompose en la droite de l'infini du plan TZ et en la droite D. 
Un plan quelconque parallèle au plan TZ et rencontrant la géné-
trice double Aa en M coupera donc F suivant deux droites se 
coupant en M, qu'il est d'ailleurs facile de construire. Le 
plan DXy coupe la surface suivant une ellipse ayant pour 
demi-axes GxX, CiB,, Ct et Bt étant les pieds de la perpen-
diculaire commune à D et D'; soit ( E ^ cette ellipse, la trace 
du plan mené par M parallèlement à TZ coupe A y en P, la 
parallèle à D menée par P coupe (Ej) en u et v, les droites 
Ma et M v sont les deux génératrices de T situées dans le plan 
considéré. En résumé, T est un conoïde du troisième ordre 
dont A a est la directrice rectiligne, tz le plan directeur et que 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Mai 1917.) 
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l'ellipse Et achève de définir complètement. Ainsi défini on 
voit aisément qu'il contient A a?, que le plan parallèle à 7r 
mené par D lui est tangent le long de cette droite, et que le 
plan symétrique de celui-ci, par rapporta n, lui est aussi tan-
gent le long d'une droite dont la projection sur le plan ir est 
symétrique de la projection de D sur ce même plan. 

Déterminons la section du conoïde T par un plan paral-
lèle à D, dont la trace sur A x y coupe A a en H, A a en K, 
A y en S. Considérons un plan parallèle à TZ dont la trace sur 
Kxy rencontre Aa en M, A / e n P, RKS en P' ; soit w l'un des 
points d'intersection de la parallèle à D menée par P avec (E'), 
soit u! l'intersection de la génératrice M?/ avec le plan sécant 
RKS, nous aurons 

Pu 
Pu' 

MP 
MF' 

AP 
KP' 

KR tangO 
ÂK 

en posant (xAy = < 

nous avons de même 

KP' 
KR 

KM 
AK 

AM - AK 
AK 

AP 
AKcosO — i; 

nous avons de plus, puisque le point u est sur l'ellipse (E t ), en 
posant B i C l = d et en désignant par h et <p la distance de a 
à A y et l'angle de D' avec A xy, 

AP 
d* 

Pu iPu 
/i2 tang2cp A tangcp 

d'où l'on déduit, en posant K P f = y , P u'— z et en obser-* h 

vant que tango = - , 

AK(y-+- KR) + i 
[ KR2 AR2 tang2cp J 

i hy2 

AR" tangió I ¿RsinOtangcf 

ou, en posant y = p coso», z = p sintu, 

KR i KR .AR./? tangy 
C O S O ) 

X 

AK sinO 
sin LU 

AR tang2(p cos2(o-h KR sin2o 
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équation d'une cissoïde d'ellipse ayant pour pôle le point K, 
pour droite l'intersection du plan sécant et du plan DA#, et 
pour ellipse l'ellipse 

y1 z2 ihz 

KR2 + Â ï ï ' t a n g 2 * AR. AK tangcp sinô 

Si KR = AR tang2cp, cette ellipse sera un cercle et la sec-
tion une cissoïde de cercle, et les plans sécants correspondants 
resteront parallèles à un plan fixe. 

2256. 
( 1915, p. 432.) 

Si G est le centre de courbure répondant à un point P 
d'une hyperbole équilatère de centre 0 et si P' et P" sont 
les pieds des deux autres normales menées de G à l'hyper-
bole, la corde P'P" est : i° parallèle à la normale PG; 

vue de P sous un angle droit; 3° égale à OG. Après 
avoir démontré ces théorèmes, on en déduira une construc-
tion des points P' et P" lorsque P et par suite C est donné. 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

L'hyperbole d'Apollonius de G passant par les projections 
Ci et C2 de C sur les asymptotes de l'hyperbole considérée, 
par O et par C, aura pour centre le milieu <*> de OG, cette 
hyperbole devant de plus être tangente à l'hyperbole donnée 
en P, la tangente à cette dernière en P et le diamètre Fw 
seront également inclinés sur les asymptotes de l'hyperbole 
donnée, Pu> et OP sont deux rectangulaires. Si donc P2 est le 
symétrique de O par rapport à OP, la perpendiculaire élevée 
en P2 à OP coupe la normale PC en PC. 

Soit Pi le symétrique de P par rapport à O, les quatre 
points P, Pj, P', P" sont sur un même cercle, P'P"etOP sont 
également inclinés sur les asymptotes de l'hyperbole donnée, 
P'P* et PC sont donc parallèles et le triangle PP'P* inscrit 
dans une hyperbole équilatère tangente en P à la hauteur PA 
de ce triangle est rectangle en P. 

La perpendiculaire à OP en O et la perpendiculaire à Pco 
en o) sont les diamètres de la direction P'P" dans l'hyperbole 
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donnée et dans l'hyperbole d'Apollonius de G; ces deux droites 
se coupent en ï et nous avons 

P'P'' OG FI = = 0(o = — • 
9. 1 

En résumé, P2 étant le symétrique de P par rapport à O, la 
perpendiculaire à OP en P 2 coupe la normale en l i au point G, 
to étant le milieu de OG; les perpendiculaires à OP en O, 
à Pw en to, se coupent en I; la parallèle à PG menée par I 
coupe le cercle de centre I et de rayon PI en P' et P". 

Autres solutions par MM. E U A N , J . L E M A I R E et T . O N O . 

A U T R E S O L U T I O N 

P a r M . H . B O U V A I S T . 

Si l'on observe que IT est le demi-diamètre conjugué de 0 M ; 

la proposition à démontrer revient à la suivante : 

Soient OM et OM' un couple de diamètres conjugués 
d'une conique de centre O, le diamètre OM' est moyen 
proportionnel entre le rayon de courbure en M et la dis-
tance du centre à la tangente en M. 

Considérons en effet un cercle tangent à la conique en M et 
passant par un point A de cette conique; soit a le point où la 
parallèle à OM menée par A rencontre la tangente en M, soit 
A' le second point d'intersection de ce cercle avec A a; nous 
aurons 

Ma = a A. a A' ; 

nous aurons de même, en supposant que la conique considérée 
soit par exemple une ellipse, 

"Ma2 ( O M — A a ) A a ,, , aA' 2OM —Aa 
— ; d0U = 2 = .2 ; 
OM' OM OM' OM 

si Aa tend vers zéro, le cercle devient osculateur en M et l'on 
a, en désignant par Aj son point d'intersection avec MO, 
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ou, en désignant par p le rayon de courbure et d la distance 
de 0 à la tangente en M, 

ÔM72 = p d. 

Remarque. — On voit facilement que l'énoncé de 
M. d'Ocagne peut se mettre sous la forme suivante : 

Le cercle passant par V intersection des asymptotes d'une 
hyperbole avec la. tangente en un point M de cette courbe 
et Vantiparallèle à cette tangente, par rapport aux 
asymptotes, menée par M, a pour centre le centre de cour-
bure en M. 

Proposition due à Paul Serret (Géométrie de direction). 

Autre solution par M. J . L E M A I R E . 

2257. 
(1915, p. 43*.) 

Si, dans une hyperbole, la tangente au point M coupe 
une des asymptotes au point T et que le centre 0 se pro-
jette ortho gonalement en I sur la normale en M, la perpen-
diculaire élevée en T à IT passe par le centre de courbure 
répondant au point M. 

Démontrer géométriquement ce théorème obtenu à titre 
d'application des coordonnées par alleles {N, A., 1902, p. 232). 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . P H I L B E R T DU P L E S S I S . 

Si la tangente MT rencontre la seconde asymptote au 
point T', le point M étant le milieu de TT', on sait, d'après 
Mannheim, que si les perpendiculaires élevées aux asymptotes 
OT et OT' par les points T et T' coupent la normale en M 
aux points t et t', le centre de courbure m est le milieu 
de tt' (*). 

( ! ) Le lectieur est prié de faire la figure dans l'hypothèse où les 
points t et t' sont d'un même côté par rapport au point M. S'il n'en 

était pas ainsi, il faudrait écrire = — • Mais on aurait 
jjj' 

alors = TM et le résultat resterait le même. 
2 
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On a donc 

Mt-hM? 
M m 

Abaissons du centre O la perpendiculaire OH sur la tan-
gente TT". Les triangles rectangles OTH et OT'H respective-
ment semblables à T*M et TYM donnent 

Oil _ TM OH _ T M 
HT - T Û T ' HT7 ~ W 

d'où, puisque T'M = TM, 
2 

M ^ + M / f _ TM(HT + HT) _ TM 
2 ~ iOH ~ "OÎT7 

ou enfin, si 01 est la perpendiculaire abaissée de O sur la 
normale M m, 

M = " T M ~ J 

ce qui prouve que le triangle IT//? est rectangle en T. 
c. Q. F. D . 

QUESTIONS. 

2313. L'équation d'une conique étant / ( :r , y, z) = o, on pose 

/(¿r, I [ * ' / £ + • • • • ] • 

Si au polygone des n côtés MJM2, . . . est circonscrit à la 
conique, on a 

ni & n 
G . F O N T E N É . 

2314. Deux points A et B marqués sur une droite décrivent 
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deux droites rectangulaires y'y et x x\ un point M marqué 
sur la droite décrit une ellipse. Si l'on désigne par xx et yt 

les coordonnées du point à la droite AB et tangente à son 
enveloppe, par x2 et y2 les coordonnées du centre de cour-
bure en M, on a, en posant MA — a, MB = b : 

y<i % yi _ a x2 _ a -h b y2 __ a -h b 
x2 ' xt b Xi a yt b 

G . F O N T E N É . 

2315. Les droites sur lesquelles quatre plans donnés dé-
terminent une division de rapport anharmonique constant 
forment un complexe du second degré. Si les quatre plans 
sont les plans des faces du tétraèdre de référence, l'équation 
du complexe est 

G . F O N T E N É . 

2316. Soient a, ¡3, y les points où un diamètre 8 du cercle 
circonscrit à un triangle ABC coupe les côtés; a', ¡5', y' les 
symétriques de a, y par rapport au centre du cercle ABC ; 
a", P", y" les inverses triangulaires de a', ¡3', y'. Démontrer que 
les segments A a", B(3", G y" sont parallèles et que leurs milieux 
appartiennent à une droite qni passe par l'orthocentre du 
triangle et par l'orthopôle du diamètre S. 

R . G O O R M A G H T I G H . 

2317. Sur la symétrique d'une tangente quelconque à une 
parabole, par rapport au foyer, il y a trois points PJ, P2 , P3 

dont les distances P I M I , P2M55, P 3 M 3 à la courbe sont respec-
tivement égales à leurs distances Pi F, P 2F, P3 F au foyer. 
Démontrer que les points MJ, M2, M3 sont concycliques. 

R . G O O R M A G H T I G H . 

2318. Démontrer que le rayon vecteur 0 \1 , d'un point M 
d'une cissoïde droite, ayant 0 pour point de rebroussement, 
et la perpendiculaire à l'asymptote menée par le centre de 
courbure correspondant à M, se coupent sur une parallèle 
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à l'asymptote. En déduire une construction du centre de cour-
bure en un point d'une cissoïde. F . B A L I T R A N D . 

2319. Soit £ une conique touchant les deux tangentes au 
point double d'une cubique nodale C3, les six points de con-
tact de C:i avec se«; tangentes communes avec S sont sur une 
conique Les points d'intersection de Sj avec les tangentes 
au point double sont sur une conique qui est circonscrite 
au triangle formé par les tangentes d'inflexion de Gj. Propo-
sition corrélative. R . B O U V A I S T . 

2320. Soit M un point d'une cubique nodale, la polaire de M 
par rapport aux tangentes au point double et la tangente 
en M à la courbe se coupent en P, les trois autres tangentes 
menées de P à la cubique ont leurs points de contact en ligne 
droite et cette droite enveloppe la conique inscrite dans le 
triangle des tangentes d'inflexion et qui touche les tangentes 
au point double. Proposition corrélative. H . B O U V A I S T . 

2321. Soient C3 une cubique nodale, M un point de la courbe ; 
la polaire de M, par rapport au triangle formé par les trois 
tangentes d'inflexion, rencontre la droite joignant les trois 
points d'inflexion en T ; TM est la tangente en M à la cubique C3. 

R . B O U V A I S T . 

E R R A T A . 

Page i53, ligne 3 en remontant, au lieu de en, lire en le. 
Page i54, ligne i, au lieu de traclice, lire tractrice. 
Page 160, ligne 6 en remontant, au lieu de structure, lire 

striction. 
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[ T l ] 
LE P R I N C I P E DE R E L A T I V I T É ( M ; 

PAR M. R. BRICARD. 

INTRODUCTION. 

1 . L e pr incipe de D o p p l e r - F i z e a u , tel qu i! est 
ordinairement énoncé, impl ique la notion du mou ve-
inent absolu, ou tout au moins de mouvement par 
rapport à l éther. L 'appl icat ion de ce principe devrait 
conduire à déceler de tels mouvements, par des expé-
riences suff isamment délicates. 

L ' expér ience célèbre de Michelson ( 1 8 8 1 - 1 8 8 7 ) , 
instituée pour mettre en évidence l ' inf luence du mou-
vement de la Terre sur la vitesse apparente de la 
lumière , a donné un résultat négatif . On a été conduit 
à penser qu' i l en serait de même, de quelque manière 
qu'on variât l ' expér ience , et que les lois de la nature 
nous condamnent à 11e connaître que des mouvements 

( 1 ) L a p l u p a r t d e s O u v r a g e s s u r la R e l a t i v i t é s ' a d r e s s e n t à u n 
p u b l i c a s s e z r e s t r e i n t , p a r c e q u ' i l s f o n t a p p e l à d e s c o n n a i s s a n c e s 
é t e n d u e s e n P h y s i q u e m a t h é m a t i q u e . 

L e t r a v a i l s u i v a n t a é t é r é d i g é e n v u e d ' i n i t i e r le l e c t e u r , p e u 
f a m i l i e r a v e c c e t t e d e r n i è r e s c i e n c e , à l ' u n e d e s c o n c e p t i o n s m o -
d e r n e s l e s p l u s i n t é r e s s a n t e s et l e s p l u s h a r d i e s . C o m m e l e b u t 
p o u r s u i v i é t a i t a v a n t t o u t d ' i n t r o d u i r e , l e p l u s s i m p l e m e n t p o s -
s i b l e , l e s n o t i o n s , a u p r e m i e r a b o r d d é c o n c e r t a n t e s , d e l a contrac-
tion longitudinale et du temps local, je me suis borné à l 'étude 
d e l a R e l a t i v i t é d a n s l ' e s p a c e à u n e d i m e n s i o n . O n t r o u v e r a l ' a p -
p l i c a t i o n d e s p r i n c i p e s à l ' e s p a c e à t r o i s d i m e n s i o n s d a n s l e s 
O u v r a g e s s p é c i a u x ( l e s p l u s r é c e n t s s o n t , j e c r o i s : Relativity, d e 
A -\V. CONWAY, e t Le Principe de relativité, d e E.-M. LÉMERAY). 

Ann. de l/alhémal., 4* série, t. XVII . (Juin >917.) 1 6 
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relatifs (de corps matériels). C'est en cela que con-
siste le Principe de relativité. 

2 . Pour préciser les hypothèses ou postulats, d'ac-
cord avec ce 'principe, qui ne conduisent à rien de 
moins qu'à modifier les notions fondamentales de durée 
et de longueur, nous imaginerons des laboratoires, 
réduits pour plus de simplicité h des droites orientées 
O 0 X 0 , 0 ¿ R , O I ^ J , . . . toutes de même sens et glissant 
les unes sur les autres. A ces laboratoires sont attachés 
des observateurs A 0 , A , A , , . . . qui disposent de règles 
pour mesurer les longueurs et.de chronomètres pour 
mesurer les durées. Chaque observateur possède une 
confiance absolue dans ses instruments, c'est-k-dire 
que, pour lui, ses règles ont des longueurs invariables 
et que des durées indiquées comme égales par ses 
chronomètres sont en effet telles. E n outre, les instru-
ments des divers laboratoires ont été réglés les uns sur 
les autres. Les observateurs ont pu le faire aux instants 
où leurs laboratoires se pénétraient mutuellement (le 
point O venant, par exemple, coïncider avec le 
point O0) , et en suspendant leur mouvement relatif 
pendant un temps qu'on peut supposer aussi court 
qu'on veut. Ils ont alors vérifié qu'ils attribuaient 
bien i mètre à la même longueur et i seconde à la 
même durée. 

Chacun des observateurs, supposant son labora-
toire absolument fixe, peut évaluer, au moyen de ses 
instruments, les vitesses des autres laboratoires. Nous 
supposerons les circonstances telles que pour A 0 , par 
exemple, les laboratoires A , A n . . . aient des vitesses 
constantes */, M,, . . . . Nous énoncerons alors le pos-
tulat suivant : 

Dans ces conditions, les vitesses de A0? mesurées 
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par A, A m . . s o n t évaluées respectivement à — a, 
— uhl ... {avec les conventions de signe ordinaires). 

Plus généralement, imaginons que les observa-
teurs A 0 et A , par exemple, instituent une expé-
rience, conduisant à des mesures de longueurs et de 
durées, faites en partie dans le laboratoire O 0 # 0 et en 
partie dans le laboratoire O x . E n particulier, cette 
expérience peut être une mesure de la vitesse de la 
lumière. L 'expérience, quelle qu'elle soit, sera ensuite 
répétée en échangeant les rôles des laboratoires, toutes 
les circonstances en restant d'ailleurs identiques. A u x 
longueurs et aux durées mesurées primitivement dans 
le laboratoire OQx0 correspondent des longueurs et 
des durées mesurées dans le laboratoire O x , et réci-
proquement. Gela posé, nous admettrons que : 

Toutes les évaluations correspondantes de durées 
et de longueurs sont identiques. 

C'est là le véritable postulat fondamental de la 
théorie de la relativité. Il comprend le premier. Il a 
aussi cette conséquence immédiate : 

Pour les observateurs A0 et A, et plus générale-
ment pour tous les observateurs Aw, la vitesse de la 
lumière a la même valeur numérique. 

Pour simplifier les formules ultérieures, nous sup-
poserons les unités de longueur et de temps tellement 
choisies, que cette valeur numérique soit égale à 
l 'unité. Nous appellerons seconde l 'unité de temps. 

3 . Des divers laboratoires nous en choisirons un, 
O()x0 (observateur A 0 ) dont nous dirons qu'i l est en 
repos absolu. Les autres laboratoires seront dits mo-
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biles. Nous appellerons longueurs absolues et durées 
absolues les valeurs numériques des longueurs et des 
durées mesurées par À 0 . Les valeurs numériques des 
longueurs et des durées mesurées par A , A { , . . . seront 
dites relatives. Autrement dit, des illusions de nature 
identique, mais contradictoires, qui ont cours dans les 
divers laboratoires, nous adopterons celle de A 0 , pour 
la commodité du langage. 

Cela posé, l'étude des conséquences logiques du 
postulat nous conduira aux conclusions suivantes : 

i° La valeur relative d'une durée est toujours plus 
faible que sa valeur absolue. Autrement dit, les chro-
nomètres des laboratoires mobiles sont nécessairement 
ralentis par le fait même de leur mouvement. 

2° La valeur relative d une longueur est toujours 
plus forte que sa valeur absolue. Autrement dit, les 
règles des laboratoires mobiles sont nécessairement 
raccourcies par le fait même de leur mouvement. 

3° Le mouvement détruit jusqu'à la perception 
même de la simultanéité, en ce sens que deux phé-
nomènes, se passant en des points différents et con-
sidérés comme simultanés par un observateur mobile, 
ne le sont pas en réalité. 

I . — M E S U R E DU T E M P S ; 

R A L E N T I S S E M E N T D E S C H R O N O M È T R E S M O B I L E S . 

4. Pour établir le ralentissement des chronomètres 
mobiles, imaginons que les observateurs A 0 et A fassent 
l 'expérience suivante, qui n'est autre qu'une applica-
tion du principe de Doppler-Fizeau ( fig. i) : 

Les deux observateurs ont placé des chronomètres 
respectivement en O0 et O. Ces chronomètres ont été 
réglés l 'un sur l 'autre, comme il a été dit, et l'on peut 
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supposer qu'i ls marquaient l 'heure zéro quand le 
point O se trouvait en O 0 . O x étant en mouvement, 
l 'observateur A e émet du point O 0 un signal lumineux 

Fig. i. 

I —« 
Oo 0 œ0 oc 

toutes les secondes. Ces signaux sont reçus en O, et 
l 'observateur A note au moyen de son chronomètre 
l ' intervalle de temps qui sépare deux réceptions con-
sécutives. L 'expérience est ensuite répétée, en échan-
geant les rôles des deux observateurs. C'est-à-dire 
que A émet toutes les secondes un signal lumineux 
du point O. Ces sigftaux sont reçus en O0 et A 0 note 
l ' intervalle de temps qui sépare deux réceptions con-
sécutives. 

Il faut, d'après le postulat fondamental de la rela-
tivité, que les intervalles de temps mesurés par les 
deux observateurs soient égaux. Or, nous allons voir 
qu'il n'en serait pas ainsi, si les marches des deux 
chronomètres restaient identiques, comme on le sup-
pose dans les théories ordinaires. 

En elfet, supposons que l'observateur A 0 émette du 
point O 0 un signal à l'instant t. Soit x l 'instant auquel 
ce signal est reçu en O. A cet instant, on a, en appelant 
toujours u la vitesse du laboratoire O x , 

O 0 O — ux. 

La lumière a franchi cette distance dans le temps 
x — t. On a donc (on rappelle que la vitesse de la 
lumière est égale à l 'unité) 

x — t — ux, 
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d'où 

t 
X — 1 — II 

Un nouveau signal émis à l 'heure t-h i sera reçu à 
l 'heure 

t-h î x — » 1 — u 
el Ton a 

( f ) x' X = —! I — u 

T e l l e est la valeur de l ' interval le de temps qui sépare 
deux réceptions consécutives en O. 

D'autre part, un signal émis du point O à l ' instant t 
doit franchir la distance ut pour arr iver en O 0 . Il arrive 
donc à l ' instant 

y — t - f - Ut = ( 1 - h II ) t. 

Un signal émis à l ' instant t f i arrive à l ' instant 

y' — ( i 4- n)(t -+- i) : 

l ' interval le de temps qui sépare deux réceptions con-
sécutives en O» est donc égal à 

( 2 ) y'~y = I + u. 

L' interval le ( 2 ) est plus petit que l ' interval le ( 1 ) . 
On a en ef fet 

o < i — a * < i (t), 

( l ) L a p r e m i è r e î le c e s i n é g a l i t é s i m p l i q u e q u e la v i t e s s e d u 
p o i n t O est p l u s p e t i t e q u e la v i t e s s e d e la l u m i è r e . K n e t i e t , s i 
l ' o n a v a i t M^I , l e s s i g n a u x é m i s p a r 0 „ n ' a r r i v e r a i e n t j a m a i s a u 
p o i n t O , t a n d i s q u e les s i g n a u x é m i s p a r O c o n t i n u e r a i e n t à a r r i v e r 
a u p o i n t O f t e n d e s t e m p s f i n i s . L a d i s s y m é t r i e d e l ' e x p é r i e n c e s e r a i t 
i n c o m p a t i b l e a v e c le p o s t u l a t . 

A i n s i , n o u s p o u v o n s n o t e r c e t t e c o n s é q u e n c e d u p r i n c i p e : 

Aucune vitesse matérielle ne peut atteindre celle de La lumière. 
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d'où 

i -f- u < —-— i — u 

Nous sommes en contradiction avec le postulat. On 
ne voit qu'une manière de rétablir l 'accord : il faut 
que, par le fait du mouvement, le chronomètre placé 
en O se soit ralenti, de telle manière que l'observa-
teur A attribue aux intervalles de temps (2) la même 
valeur que l'observateur A 0 aux intervalles ( 1 ) , bien 
que les premiers soient plus longs. 

S. Cherchons la loi de ce ralentissement. Appelons A 
la valeur absolue d'une seconde relative, marquée par 
le chronomètre O. 11 faut calculer X. 

En premier lieu, la formule ( 1) donne la valeur 
absolue de l 'intervalle de temps mesuré par A . Cet 
observateur attribuera à ce même intervalle la valeur 

F 1 

X 1 — u 

E n second lieu, A , croyant émettre des signaux 
toutes les secondes, les émet en réalité toutes les X se-
condes. L ' intervalle de temps mesuré par A 0 est donc 
donné par le second membre de la formule (2) , mul-
tiplié par À, et il est égal à 

X ( 1 u ). 

Il faut que les deux valeurs que nous venons d'écrire 
soient égales. On a par suite 

X ( N - « ) = Y — ! — , 
A l — U 

d'où 
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Tel le est la loi du ralentissement. On lui donne 

une forme se prêtant mieux aux calculs ultérieurs en 
introduisant les fonctions hyperboliques. 

Posons 

( 3 ) TH 9 = 

iNous dirons que le nombre bien déterminé o est 
Y argument hyperbolique de la vitesse u. On en 
tire 

( 4 ; a = ch cp. 

Ainsi, un chronomètre en mouvement se ralentit 
nécessairement, de telle sorte que la valeur absolue 
d'une seconde marquée par lui soit égale ci ch<&, 
<p étant l'argument hyperbolique de la vitesse de 
ce chronomètre. 

On peut dire aussi que, si t et /0 sont les valeurs 
attribuées à une même durée par l'observateur A et 
par l'observateur A0 , 011 a 

(,!i cp 

6. Remarque. — A u point de vue de A 0 , le chro-
nomètre de A marche trop lentement. Le postulat exige 
alors qu'au point de vue de A , le chronomètre de A 0 

marche aussi trop lentement, il y a là une contradic-
tion apparente qui sera élucidée plus tard. 

7 . Exercice. — Imaginons que deux observateurs 
mobiles, A et A , , fassent l 'expérience suivante : leurs 
chronomètres étant réglés tous deux sur celui de A 0 , 
chacun d'eux convient d'émettre un signal lumineux à 
l'instant t marqué par son chronomètre. Vérif ier que 
chacun des deux observateurs lit bien la même heure tK 
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sur son cl ironomètre, au moment où il reçoit le signal 
de l 'autre. 

I Ï . —- M K S U R E D E S L O N G U E U R S ; CONTRACTION L O N G I T U D I N A L E . 

8. Le raccourcissement des règles mobiles (et en 
général de tous les serments entraînés avec le labora-
toire O x ) est une conséquence nécessaire du ralentis-
sement des chronomètres. 

Considérons, en ef fet , un point M ( fig. 2) entraîné 

1 , 1 
O G t, M JC0 x 

avec le laboratoire Ox, et imaginons que l 'observa-
teur À fasse l 'expér ience suivante. E u M il place un 
miroir pouvant réf léchir en O la lumière émanée de ce 
point . Soi ta? la longueur cjuil attribue au segment O M . 
A émet un signal lumineux au point O , où se trouve 
placé un chronomètre, et mesure avec cet instrument 
le temps t nécessaire à la lumière pour faire le trajet 
O M - j - M O . Puisque pour tout observateur la vitesse 
de la lumière est égale à 1 , on doit avoir 

t = IX. 

Eva luons , d'autre part, le temps absolu tQ nécessaire 
à la lumière pour faire ce double trajet. Pour A , tout 
se passe comme si la lumière allait de O en M avec la 
vitesse 1 — w et de M en O avec la vitesse 1 -f- a . S i 
donc x0 est la longueur absolue de O M , on a 

to = ocJ—! 1 !—) = — = 2#o ch2o. 
\ J — IL I + « / I — M2 
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Mais t et tQ sont les mesures d'une même durée, faites 
respectivement par A et par A 0 . On a donc (n° 5 ) 

e n <p 

d'où 
u x 

x — x0 en o, x0 = —— • 4 e n cp 

Ainsi la longueur absolue d'un segment mobile 
est égale à sa longueur relative réduite dans le C? O 
rapport de chcp à i. Cela exige que la règle avec 
laquelle A mesure cette longueur se soit réduite, 
par le fait du mouvement, dans le même rapport. 

On donne à ce phénomène le nom de contraction 
longitudinale. 

9. Ce résultat donne lieu à une contradiction appa-
rente, semblable à celle que nous avons signalée à 
propos des mesures de durée : au point de vue de A 0 , 
les règles de A se sont réduites de longueur. Il faut 
donc qu'au point de vue de A , les règles de A 0 se 
soient également réduites. Cette contradiction sera 
élucidée en même temps que l 'autre. 

I L I . — LK T E M P S LOCAL. 

1 0 . Jusqu'à présent, nous avons supposé l'observa-
teur A en possession d'un seul chronomètre, placé 
en O. Imaginons maintenant qu'i l en place un autre en 
un point M, d'abscisse relative x ( f i g . 2). Comment 
s'y prendra-t-il pour le mettre à l 'heure sur le premier? 

Réponse : De telle manière que la vitesse de la 
lumière lui paraisse égale à 1 . S i donc il émet un 
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signal lumineux du point M, à l ' instant où le chrono-
mètre placé en ce point marque ce s ignal doit 
atteindre le point O à l ' instant où le chronomètre de 
ce point marque t -f- x. 

Proposons-nous le problème suivant : Quelle est 
Vheure absolue t0 à Vinstant où le chronomètre 
placé en M marque £? 

Nous supposons toujours que le point O est passé 
en O 0 à l 'heure zéro, et qu'à cet instant le chrono-
mètre O marquait également zéro. 

La longueur absolue du segment OM est - Î - • Pour 
° ° chcp 

l 'observateur A ( ) , la lumière franchit cette distance 
avec la \ itesse 1 -f- u. E l le atteint donc le point O à 
l 'heure absolue 

= t o + : -: = t0 -+ chcp(i-hM) ch cp( i -h t 11 cp) chcp-f-shcp 

Mais, à cet instant, au point O , l 'heure relative est 
égale à l 'heure absolue divisée par chcs. Cette heure 
doit d'autre part, comme on l'a dit, être égale à t -f- x. 
On a donc 

x ch ' s ( t - \ -x ) — ; 5— , ch cp -f- sh cp 

d'où 

= ( ch cp - — ) x -h ch 91. 
\ 4 chcp-i-shcp/ 

L e coeff ic ient de x se réduit à 

ch2 o -+- ch cp sh o — i sh2cp-f-ch 9 sho , 
IU I T 1 = — U R — 1 = S H C P -cncp-+-sncp cho-Hshcp 

Donc finalement 

(5) t0 = sh cpa? •+•chcp*. 

L a formule ( 5 ) établit donc le résultat signalé au 



( 212 ) 

n° 3 : deux phénomènes ayant l ieu en des points d i f fé -
rents et considérés par A comme simultanés ne le sont 
pas en réalité (c'est-à-dire pour A 0 ) . En effet dépend 
non seulement de t, mais de x . 

On dit que t est Y heure locale au point M. 

I V . — F O R M U L E S F O N D A M E N T A L E S . 

1 1 . Les formules fondamentales dont il s 'agit éta-
bl issent les relations entre les coordonnées relatives 
et les coordonnées absolues d'un phénomène. Voici 
ce qu ' i l faut entendre par là : 

Tout phénomène instantané ayant lieu au point M 
est caractérisé, pour l 'observateur A , par l 'abscisse x 
(re lat ive , bien entendu) du point M et par l 'heure 
locale t à laquelle se produit le phénomène. 

Cette abscisse et cette heure locale sont les coordon-
nées relatives du point M. 

Le phénomène a, pour A 0 , deux coordonnées abso-
lues, qui sont l 'abscisse absoluex { ) du point M et l 'heure 
absolue /0 à laquelle se produit le phénomène. 

Proposons-nous de calculer x 0 et connaissant x 
et t. 

Le problème a déjà été résolu pour t0 [ f o r m u l e (5)] . 
Pour avoir x 0 , il suffit d 'écrire que 

long. abs. de O0 M = long. abs. de O0O -H long. abs. de OM. 

Ma 
long. abs. de O0M = 
long. abs. de O0O — u t 0 = th<p/0, 

oc 
long. abs. de OM = ° c II o 

Donc 

(6) ¿r0— th©io-+- -r—' 7 chef 
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ou, d'après la formule (5) , 

. / i i x x si*2 9 -+-1 i x0 = th o (shcpa? -h en © i ) H ; — = } x -h sh cp* T ' T Cil cp chep 4 

et, f inalement, 
x0 — ch cp -(- sh cp/. 

T e l l e est la seconde des formules fondamentales que 
nous voulions obtenir . Récr ivons- les : 

(7) x0 = ch yx -I- sh cp£, 
(8) tQ= shvx -h ch cp t. 

On les résout immédiatement en x et en tenant 
compte de ce que 

ch2 cp — sh2 cp = 1. 
Il vient ainsi 

(9) x = chyx0—shep^o, 
(10) t — — sh ®xa H- ch cp ¿o-

On voit qu'on passe des formules ( - ) et (8) aux for-
mules ( 9 ) et ( 1 0 ) en permutant x et t et t 0 j et en 
changeant cp en — C'est bien ce qu 'exige le principe 
de relativité. 

1 2 . Remarque. — On pouvait arr iver plus rapide-
ment aux formules fondamentales. Comme on l a vu, 
on peut écrire immédiatement la formule ((3), qui 
n'est autre que la formule ( 9 ) . L 'application du pos-
tulat fondamental conduit alors k la formule ( 7 ) , et les 
formules ( 8 ) et ( 1 0 ) résultent des deux précédentes 
par des combinaisons s imples . Mais on perd peut-être 
ainsi en clarté ce qu'on gagne en concision. 

1 3 . Application. — Il est maintenant faci le d 'élu-
cider les paradoxes signalés au n° 6 et au n° 9. 

i ° S i A 0 observe constamment le chronomètre mo-
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bi le placé en O , et A^ le chronomètre fixe placé en O 0 , 
chacun des observateurs estimera que le chronomètre 
de l 'autre retarde. 

E n effet, faisons dans la formule (8) x — o. I l vient 

£0=ch<pf, d'où 

Donc le chronomètre placé en O est en retard, au 
point de vue de A 0 . Fa isons maintenant .r0 = o dans 
la formule ( 1 0 ) . 11 vient 

t = clicpf0, d'où t > ¿o-

A i n s i A 0 arrive bien à une constatation semblable. 
La contradiction apparente s 'expl ique , quand on a bien 
saisi la notion du temps local. A a raisonné comme si 
le chronomètre placé en O et celui qu'à un certain mo-
ment il place en O 0 pour comparer celui de A 0 étaient 
d'accord : aux y e u x de A 0 , il se trompe. Ce lu i -c i , 
d 'a i l leurs , commet exactement la même erreur aux 
veux de A . 

Les égalités précédentes paraissent incompatibles, à 
cause d'un simple vice de notation : t et t{) n'y ont 
pas les mêmes valeurs. 

2° Imaginons maintenant que A 0 et A possèdent 
deux règles auxquel les ils attribuent la même lon-
gueur l. Je dis que chacun des observateurs trou-
vera la règle de Vautre plus courte que la sienne. 

Soient , en ef fet , M*et INI' les extrémités de la règle 
mobile , r et xf leurs abscisses relatives. On a par 
hypothèse 

x' X — l. 

Pour apprécier la longueur absolue de cette règle , 
A 0 notera les abscisses absolues et x'Q de ses deux 
extrémités à un même instant t0. I l écrira alors, en 
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vertu de la formule ( 9 ) , 

x — chcpa?(, — shcp£0, 
x — ch cp x0 — sh cp ¿0, 

d 'où, par soustraction, 

Xq Xq -
l 

chcp chcp 

Donc pour A 0 , la règle mobile a une longueur infé-
r ieure à L 

De même, la règle f ixe a des extrémités dont les 
abscisses absolues et ¿*'0 satisfont à l 'égalité 

S'u-Êo = L 

Pour en mesurer la longueur, A notera les abscisses 
relatives ; et ç' de ses extrémités, quand les heures 
locales en ces points ont une même valeur 9. 11 obtient 
alors, par applicat ion de la formule ( 7 ) , 

S'o = ch^'-+-sh'f6, 
chcp£ -4- shcpO, 

d'où 
? = to—ïo = _ L , 
* chcp chcp 

et il aboutit à la même conclusion que A 0 . 
La contradiction apparente s 'expl ique toujours de la 

même manière : A a cru noter sur une échel le divisée 
les passages simultanés de deux points, alors qu'en 
réalités ces passages étaient successifs. 

V . — F O R M U L E S F O N D A M E N T A L E S DE C I N É M A T I Q U E . 

1 4 . Soit M un point mobile par rapport au labora-
toire O x . Son mouvement sera défini par une relation 

x =/(0 
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entre ses coordonnées , abscisse relative et heure 
locale. 

Les formules de transformation ( 9 ) et ( 1 0 ) permettent 
d 'obtenir l 'équation du mouvement absolu de ce point. 

La vitesse et l 'accélération relatives du point M 
dx d^ x 

seront définies par les expressions ordinaires et 

Les vitesse et accélération absolues seront de même dt0 e l ^ -
dti 

15 . Composition des vitesses. — On peut mettre 
sons une forme simple la relation qui existe entre la 
vitesse relative et la vitesse absolue d'un point. 

Posons à cet elfet 

e n £ = t.,e, 

( . , ) ^ = t h 0 o > 

f) et 8 0 étant les arguments hyperbol iques de ces deux 
vitesses. On a, en différent iant les relations ( j ) et (8) , 

( i 3 ) dx0 — cli 9 dx -h- sh 9 dt, 
(14 ) dt0 = s h 9 dx -4- c h 9 dt 

(en n'oubliant pas que es est une constante); donc 

ch d x [ sh 
dx0 CI19 dx - h sh cp dt _ dt * 
dtn s lu 9 dx -i- ch cp dt . dx 

et, en introduisant 8 et Q0, 

d'où 
(16) B0 = 0 -h cp. 
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Ainsi, Vargument hyperbolique de la vitesse 
absolue est égal à l'argument hyperbolique de la 
vitesse relative augmenté de celui de la vitesse d'en-
traînement du laboratoire Ox. 

Ou voit donc que la composition des vitesses (sur 
une droite) s 'expr ime par la formule d'addition des 
tangentes hyperbol iques ( 4 ) . 

16. Accélération relative et accélération absolue. 
— Pour calculer la seconde, connaissant la première, 
nous tirons d'abord de la relation ( i 4 ) 

( 1 7 ) = shcp ^ -+- c h cp = sh cp th 6 -4- ch cp 

_ c h ( 6 H- cp) _ c h 0 o 

~ c h ë ~~ c h 6 

On a ensuite, en dérivant les relations ( 1 1 ) et ( 1 2 ) , la 
première par rapport à la seconde par rapport à £0, 

dlx _ 1 dU 
~dF ~~ ch26 dt' 

d2x0 _ 1 dQ« _ 1 db0 dt 
~dtf ~~ ch20o ~dtçs ~ ch2 60 ~dt dT0' 

d'où, en vertu de la formule ( 1 7 ) , 

d*x 0 1 
— 7 — — — — R R- C H U . 

dti c h 3 8 0 dt 

Mais il résulte de la formule ( 1 6 ) qu'on a 

~dt ~dt * 

On trouve donc, en divisant les deux expressions 

( ' ) La formule (16) montre que, si 6 est constant, 0„ l'est égale-
ment. Aussi un mouvement uniforme pour A l'est aussi pour A0. 

Ann. de Malhétnat., 4
E série, t. XVII. (Juin 1917.) '7 
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d'2x a d^Xo trouvées pour - r y et ? 
tti CLlT* 

d*x 
~dF ch» 

ch30 
""S**" 

ce qu'on peut écrire 

formule qui résout le problème. 

V I . — D Y N A M I Q U E DE LA R E L A T I V I T É . 

1 7 . Il est clair que les hypothèses de la dynamique 
ordinaire sont incompatibles avec le pr incipe de rela-
tivité. I l suff it pour le faire voir de remarquer que ces 
hypothèses, appliquées à l 'étude du mouvement d'un 
point soumis à une force de grandeur constante, con-
duisent à prévoir que la vitesse de ce point croîtra 
sans l imite, et arrivera par conséquent à dépasser la 
vitesse de la lumière, ce qui est inadmissible. 

I l faut donc modif ier ces hypothèses de manière à 
les mettre en harmonie avec le pr incipe ( ' ) . 

La première hypothèse de la dynamique classique 
est qu'un point matériel qui n'est soumis à aucune 
force est animé, dans le cas le plus général , d'un mou-
vement uni forme. iNous pouvons conserver cette hypo-
thèse. On a vu en elfet qu 'un mouvement uni forme 
pour A l'est aussi pour A 0 (n° 1 5 , note) . Par consé-
quent, A et A 0 estimeront dans le même cas qu 'un 

( l ) Rappelons que nous nous bornons à étudier les phénomènes 
qui se passent sur une droite. 
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point matériel n'est soumis k aucune force, ce qui est 
bien conforme au principe de relativité. 

S i un point matériel est animé d'un mouvement 
varié, A estimera que ce point est soumis k une force. 
En dynamique classique, cette force est par défini-

d2 oc d^ oc . . 
tion m -¿fi étant l 'accélération du point, m étant 

un coefficient qui ne dépend que du point matériel 
et non de sa vitesse (sa masse). 

C'est ici que la nouvelle dynamique est obligée de 

se séparer de la dynamique classique, en adoptant une 

hypothèse plus générale. Etant donné un point maté-

riel dont l'accélération k un certain instant est » 

la force qui lui communique cette accélération aura 

toujours pour expression m mais on admettra que 

le coefficient m, au lieu d'être constant, sera une cer-
taine fonction de la vitesse du point à Vinstant 
considéré. 

Autrement d i t : la masse d'un point matériel, au lieu 
d'être constante, est une fonction de sa vitesse. 

Avant de préciser la nature de cette fonction, on 
voit qu'elle doit être croissante avec la vitesse et 
tendre vers l ' infini quand la vitesse du point matériel 
tend vers la vitesse de la lumière. C'est k cette condi-
tion que les lois de la nouvelle dynamique s'oppose-
ront à ce que la vitesse d'un point matériel puisse 
atteindre celle de la lumière. 

1 8 . Nous déterminerons la forme de m par la con-
dition suivante, d'accord avec le principe de relativité : 
il faut que la valeur numérique attribuée à la force 
qui produit un mouvement donné soit la même pour 
l'observateur A. et l'observateur A0, et cela, quelle 
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que soit la vitesse u d'entraînement du labora-
toire Ox (ou quel que soit Vargument hyperbolique cp 
de cette vitesse). 

On peut poser m = / ( 6 ) . T e l l e est la valeur de la 
niasse du point M pour l 'observateur A . Pour l 'obser-
vateur A 0 , cette masse a la valeur / ( 9 0 ) . On doit avoir 

Mais on a trouvé [équation ( 1 8 ) ] 

o ' 
c M B ^ - c h . « ™ 

/ ( B ) = / ( 6 o ) 
ch^e ch3e0 

Cette relation doit avoir l ieu quels que soient 6 et cp, 
c'est-à-dire quels que soient 8 et 90 — © H- S. Par con-
séquent, la valeur commune des deux membres de la 
relation précédente doit être une constante absolue m 0 . 

A i n s i 

(19) m = y ( 6 ) = m0 ch36; 

m 0 est la masse du point pour une vitesse nul le , c'est-
à-dire lu masse statique. 

S i l 'on veut introduire expl ic i tement la vitesse 

- dx . . 
— = the, dt ' 

on écrira 

A i n s i la masse d'un point matériel mobile est proporr 
3 

t ionnelle à la puissance d'exposant de l 'expres-
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sion i — * On voit bien qu'el le devient infinie 

dx 
P o u r ~dt ~ x ' 

On donne à m le nom de masse longitudinale, la 
dynamique d'un mil ieu à deux ou trois dimensions 
obligeant à considérer une autre masse, la masse 
transversale, dont la valeur est dif férente. 

E n résumé, l 'équation fondamentale de la dyna-
mique sur une droite O x est la suivante : 

(20) m o C h 3 6 ^ = F. 

Mais, comme on l'a déjà écrit , 

/ , dx a f. , d2x 1 rfô (m) = t h f i d ou -7— = -¡—77 -r-' v ! dt ' dt* ch26 dt 

On peut donc écrire l 'équation ( 2 0 ) 

(•2,) m 0 c l i 6 ^ = F . 

1 9 . Gomme application, traitons le mouvement d'un 
point matériel soumis à une force d'intensité cons-
tante. Il faut intégrer les équations ( 2 1 ) et ( 1 1 ) , où F 
est une constante. Nous supposerons que le point mo-
bile part du point O au temps zéro avec une vitesse 
nul le . 

L 'équation ( 2 1 ) s 'écrit 

m0 ch6 de = F dt. 

Intégrons en tenant compte des conditions à l 'or igine. 
Il vient 

m0 shô = F 
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d'où 

s h e = - L < , tho = 
m» / F2 

L'équation (i i) donne alors 

F 
dx m0 * 
dt / R2 

4 / 1 4 - — R-\ mg 
d'où 

F ^ — t dt 
mt» 

v/ F2 , H t t1 
mr, 

T e l l e est l 'équation du mouvement. Quand t aug-

mente indéfiniment, x augmente indéfiniment et ^ 

tend vers i . 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. G. Fouret. — Au sujet de la question 1 0 1 5 ( 1 ). 
— L e second paragraphe de l 'énoncé de la question 
1 0 1 5 est erroné (sauf pour une certaine catégorie de 
surfaces gauches sur laquelle j e pense revenir bientôt). 
J ' a i dû vous s ignaler ce fait il y a quelques années, au 

( l ) Extrait d'une lettre adressée à M. C.-A. Laisant. M. Fouret 
envoie en même temps une solution de la première partie de la 
question 1015. Nous espérons pouvoir la publier dans l'un de nos 
prochains numéros. 
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moment où vous avez publié vos excellents Recuei ls de 
Problèmes; car à la page 86 de celui qui concerne la 
Géométrie analytique à trois dimensions, la première 
partie de la question 1 0 1 5 se trouve seule reproduite. 
Avais- je eu soin, antérieurement ou en même temps, 
d'aviser de mon erreur la Rédaction des Nouvelles 
Annales? Je n'en ai aucun souvenir; s'il y a eu oubli 
de ma part, je ne puis que le regretter, et je vous prie 
de m'en excuser auprès des lecteurs de votre journal. 

M. H. Vogt. — Sur le mouvement de la manivelle 
et de la tige guidée. — Dans le numéro d'avril der-
nier des Nouvelles Annales (p. 121 de ce Volume), 
M. d'Ocagne établit simplement l'équation dont dépend 
l ' inclinaison de la bielle lorsque la vitesse de son ex-
trémité opposée à la manivelle passe par un maximum 
ou, ce qui revient au même, lorsque l'accélération de 
cette extrémité est nulle. 

J e me permets de mentionner quelques remarques 
que j'ai introduites dans mon enseignement, facilitant 
la détermination de cette accélération pour une posi-
tion quelconque de la manivelle ; les résultats auxquels 
j 'aboutis ne diiFèrent pas de ceux qui sont établis par 
M. d'Ocagne et d'autres auteurs, mais la manière de 
les obtenir, qui n'est peut-être pas nouvelle, pourra 
intéresser les lecteurs des Nouvelles Annales. J e me 
reporterai à la figure 1 de l 'article de M. d'Ocagne, et 
j e la supposerai complétée par le tracé de HI et O K . 

Il s'agit de trouver la vitesse du point II qui se dé-
place sur O y ; le mouvement de ce point peut être 
considéré comme résultant de deux autres : l 'un est le 
mouvement d'entraînement du point coïncidant H, 
lié à la bielle, l 'autre est le mouvement relatif du 
point H le long de la bielle elle-même; la vitesse d'en-
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traînement ve est normale a HI, la vitesse relative vr 

dirigée suivant A B , et la vitesse absolue cherchée va 

suivant O y ; il suffit de connaître la première pour 
avoir les deux autres. 

Or on sait que Ton a la vitesse ve du point H f de la 
bielle en menant p a r O une parallèle à IH, jusqu'à son 
point de rencontre H' avec A B ; la vitesse ve est égale 
a w.OIT et est normale à OH' . Mais le point H' se 
confond précisément avec le point désigné par K ; cela 
résulte de l'homothétie par rapporta A des deux figures 
I I J K O et BOHI , entraînant le parallélisme de O K et 
de Hl . On aperçoit ainsi la signification cincinatique 
du point K , donnant lieu à la relation ^ = o).OK. 

Pour en déduire et il suffit de construire un 
triangle dont les côtés sont respectivement dirigés 
suivant la perpendiculaire à O K , la droite A B et 
l'axe O j ' . Ce triangle est semblable à O K L comme 
ayant les côtés perpendiculaires à ceux de ce dernier; 
il lui serait du reste parallèle après la rotation des 
vitesses d'un angle droit, comme on le fait dans cer-
taines théories. On a donc v r = to.OL et va — o) .KL ; 
l 'accélération du point B est par suite égale à to 2 .KL. 

Ce résultat est conforme à celui qui est indiqué par 
M. d'Ocagne, et à celui qui résulte des considérations 
de M. Massau, développées dans le Cours de Méca-
nique appliquée de M. Boulvin (t. V, p. 49). M. Massau 
construit le point K d'après l'équation A K . A B = A H 2 , 
puis trace par le point K une perpendiculaire à A B 
jusqu'à son point de rencontre K ' avec OB, et trouve 
que l'accélération de B est égale à to 2 .B '0 ; ce sont bien 
les mêmes résultats que les précédents, car le point K 
est celui de la figure de M. d'Ocagne, et K ' O est égal 
et parallèle à K L . L'accélération du point B sera nulle 
quand K ' se confondra avec O. 
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Ces résultats sont obtenus d'une manière à peu près 
identique par M . Moutard ( C o u r s de machines à 
vapeur de VE cole du génie maritime). 

B I B L I O G R A P H I E . 

G. D À R B O U X . — Principes de Géométrie analytique ; volume 
in-8 ( 2 5 - 1 6 ) de VI-52O pages, avec 27 figures; 1917. Librairie 
Gauthier-Villars. Prix : iotv. ~ 

Nous ne croyons pouvoir mieux donner une idée de cet 
important Ouvrage qu'en reproduisant la Préface du grand 
géomètre que vient de perdre la Science. 

Le nouveau Volume que j e soumets au jourd 'hui au 
jugement du publ ic mathématique est le résumé de 
leçons que j ' a i faites depuis 1 8 7 2 , soit à l 'Eco le Nor-
male supér ieure , soit à la Facul té des Sc iences de Paris . 
A v a n t d'être enseignées en publ ic , les matières qui le 
composent ont été exposées en grande partie, avec 
d'autres encore, devant mes chers élèves de l 'Ecole 
Normale de 1872 à 1876 . Les théories générales qui 
forment la substance des quatre premiers Livres ont 
été l 'objet de mon Enseignement à la Sorbonne, dès 
l 'année scolaire 1879- 1880 . C'est en 1890- 1896 que 
j ' a i développé les principes de la Géométrie Cay-
leyenne. En f in , les propriétés essentielles des cyclides 
ont fait , depuis l 'année 1 8 8 0 - 1 8 8 1 , partie intégrante 
de tous mes cours sur les systèmes triples orthogo-
naux. 

Il ne faut pas regarder ie présent Ouvrage comme un 



( 226 ) 
exposé didactique et systématique des principes et des 
méthodes de la bel le création de Descaries. I l suppose 
une connaissance préalable des éléments de la Géo-
métrie analytique. Son but essentiel est de préciser 
les notions relatives à l ' imaginaire , à l ' in f in i , etc . , et 
de montrer qu'en Géométr ie elles doivent prendre 
toute la place et toute l ' importance qui leur ont été 
attribuées, depuis longtemps, en A n a l y s e . Dans 
l 'exposé de ces notions, j e me suis attaché à rester 
aussi élémentaire que possible , et me suis interdit , à 
regret quelquefo is , tout développement qui ne serait 
pas de nature à être compris par un bon élève de mathé-
matiques spéciales. 

J e dois, en terminant, remercier mes collègues 
M M . Cl . Guichard et Ernest Lebon du concours qu' i ls 
ont bien voulu me prêter pour la correction des épreuves ; 
j e me reprocherais d 'oubl ier mon excel lent éditeur 
M. Gauth ie r -V i l l a r s . Malgré toutes les dif f icultés nées 
d'une guerre où la France combat pour la liberté et le 
salut du monde, il n'a pas craint de me faire confiance, 
d 'accuei l l i r et de mener à bien cette publication avec 
tout le soin auquel il nous a habitués. 

Titres des Chapitres. 

LIVRE I. — Le rapport anharmonique. — Introduction. Les 
coordonnées tétraédriques. Le rapport anharmonique. La 
méthode des notations abrégées de Bobillier et l'homologie 
dans le plan. L'homologie biaxiale. Le principe de dualité. 
Les figures corrélatives. Les coniques et les divisions homo-
graphiques. 

LIVRE II. — Dé finitions métriques. — Les relations métriques 
dans le plan. Etude d'une classe particulière de courbes ana-
logues aux coniques. Les éléments métriques dans l'espace. 
Génératrices rectilignes de la sphère. Trigonométrie sphé-
rique. Segments associés sur la sphère. 
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LIVRE III. - - Les théorèmes de Poncelet. — Étude d'un sys-

tème particulier de coordonnées. Les théorèmes de Poncelet. 
Le théorème général de Poncelet. 

LIVRE IV. — La Géométrie Cayleyenne. — Origine de la 
Géométrie Gayleyenne. Les déplacements Gayleyens. La tri-
gonométrie Gayleyenne. 

LIVRE V. — De l'inversion. — L'inversion. Ses propriétés 
essentielles. Les coordonnées pentasphériques. Les cyclides 
en coordonnées cartésiennes. Les cyclides en coordonnées 
pentasphériques. Les cyclides et leurs sphères principales. 
Le système triple orthogonal formé de trois familles de 
cyclides. Un mode de transformation de l'espace qui se pré-
sente dans l'étude des cyclides. 

A N C I E N N E S Q U E S T I O N S NON R É S O L U E S . 

1035 (1871, 336). — Il y a les mêmes relations entre les 
tangentes menées d'un point de l'ellipsoïde à trois sphères 
doublement tangentes à l'ellipsoïde, qu'entre les distances 
d'un point variable dans un plan à trois points de ce plan. 

G. DARBOUX. 

1042 (1871, 479). — On donne quatre surfaces fixes du 
second ordre passant par une même courbe gauche du qua-
trième ordre, ayant un point double de rebroussement : 

i° Un point M se meut sur l'une d'elles; trouver le lieu du 
point de rencontre du plan polaire du point M par rapport à 
chacune des trois autres surfaces. 

2° Un plan P touche l'une d'elles; trouver l'enveloppe du 
plan passant par les pôles du plan P relatifs à chacune des 
trois autres surfaces. L. PAINVIN. 

1063 (1872, 96). — f ( x , y ) et <p(ar, y) désignent deux 
fonctions entières de x et de y; yi, y2, . . . sont les racines 
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de l'équation en y , f { x , y ) — o, et xu . . . les racines de 
la même équation, dans laquelle x est seule traitée comme 
inconnue; enfin (a^ (}, ), (a,, p2), . . . représentent les solu-
tions du système d'équations 

/ < > , y ) = o, <?(x, y) = o. 

Démontrer la relation 
dy(x, y j ) 

1 _ V 1 1 

** — P/) ~~ ^ j y — y j y j ) 

v 1 d y 
èkx — xk cp(xt,y) 

F . DIDON. 

1074 (1872, 190). — Étant donné un polygone plan et 
convexe dont deux côtés consécutifs quelconques font un 
angle constant, on sait que le lieu du point tel qu'en proje-
tant ce point sur les côtés du polygone et joignant les pro-
jections consécutives par des droites, on forme un polygone 
d'une aire donnée, est une circonférence. Quand la valeur de 
l'aire varie, on obtient diverses circonférences qui ont toutes 
même centre O. Démontrer que ce point O est le centre des 
moyennes distances des sommets du polygone primitif, ou, 
plus généralement, des points qu'on obtient en prenant les 
centres de deux côtés séparés par un même nombre k de 
côtés; ce point O est aussi le centre des moyennes distances 
de ses projections sur les côtés du polygone. Voir ce que 
deviennent ces théorèmes quand ces côtés deviennent infini-
ment petits, et que le polygone se transforme en une courbe 
plane et convexe. On retrouvera en particulier une proposi-
tion bien connue, de Steiner, relative au centre de gravité de 
masses appliquées aux différents aies infiniment petits égaux 
de la courbe, et inversement proportionnelles aux rayons de 
courbure correspondants. F. DIDON. 

1105 (1872, 5^7). — i° Trouver l'équation des courbes qui 
coupent sous un angle constant tous les segments décrits sur 
une même corde. 



( 229 ) 
2° Même problème pour les hyperboles équilatères concen-

triques qui passent par un point fixe. 
3° Même problème pour les ellipses homofocales. 
4° Même problème pour les cassiniennes homofocales, c'est-

à-dire les courbes telles que le produit des distances de^chaque 
point aux n sommets d'un polygone régulier reste constant. 

1107 (1872, 5-28). — Le nombre des coniques d'un système 
({jLt, vi) qui sont osculatrices à des coniques d'un autre sys-
tème Vf ) est égal à 3( fJLt JJL2 ViV2). 

H . - G . Z E U T I I E N . 

1108 (1872, 5a8). — Combien de coniques d'un système ont 
un double contact avec des coniques d'un autre système? 

H . - G . Z E U T I I E N . 

1149 (1874, 399). — Trois points l, m, n étant pris sur une 
conique, on construit par rapport à un point quelconque f 
les cercles adjoints aux trois systèmes de droites Im, In, ml, 
mn, ni, nm ( 1 ), ainsi que le cercle orthogonal à ces trois 
cercles. Si l'on désigne par a, les demi-axes principaux de 
la conique, par g le pied de la perpendiculaire abaissée du 
p o i n t / sur sa polaire, 

Tzér, TZf étant les puissances des points g , f par rapport au 
cercle orthogonal, 1/ l'indice du point f par rapport à la 
conique. 

Examen des cas où le point f coïncide avec le centre de la 

H A T O N DE LA G O U P I L L I È R E . 

JL — I l ( — 

conique. H . F A I R E . 

1206 (1876, 1 9 - 2 ) . - Soient 

( 0 

A = O. 

B = o, 
o 

les équations de trois plans. 

( ' ) Pour la définition du cercle adjoint, voir 1872, p. 4L4-
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Si les coefficients au bx, <?t, a2 , ••• s o n t des fonc-
tions d'un paramètre variable t, le point d'intersection de ces 
trois plans décrira une courbe. 

Démontrer que le plan osculateur à cette courbe au point 

A = o, B — o, G = o, 

a pour équation 

A B G O 0 O 0 0 O 

a\ c"\ 2a\ 2 b\ ic\ « 1 b, Ci 
a\ K c'ï 2 « 2 zb'i 1 c'2 « 2 b% Cl 
a\ K cl TL a'z 2 6 5 b, C% 
al K cl ic'k A V b, C 4 

ia\ ib'^ 2 c\ at b, Ct 0 O 0 

ia2 2 b'g ic't « 2 b, Ct 0 O 0 

2 A ' A 0 ic\ « 3 b3 c* 0 O 0 

2 A' 4 ->Cl ak b4 C4 0 O 0 

A, B, C sont définis par les équations (1); a\, b\, c[, ...; 
a\, c'J, . . . sont les dérivées premières et les dérivées 
secondes des coefficients aly btj ct, . . . par rapport à t. 

G E N T Y. 

1236 (1877, 286). — On donne un tétraèdre ABGD et deux 
points E, F; on construit deux autres tétraèdres EABG, 
FABC. Les faces de FABG coupent les arêtes de EABC aux 
points G, 11, I. On détermine sur ces mêmes arêtes trois 
autres points K, L, M tels qu'on ait 

EG . AG __ EH BH _ EI t CI _ 1 
EK " AK ~ EL 1 BL ~~ EM ' CM ~~ 2* 

Prouver : 

i° Que les quatre plans analogues à KLM passent par un 
même point ; 

20 Que ce point décrit un plan tangent au cône passant par 
les cinq droites EA, EB, . . . , le long de la génératrice EF, 
lorsque les cinq points A, B, G, D, F décrivent arbitraire-
ment ces mêmes droites. BOURGUET. 



1556 (1878, 237). — La lettre l désignant un logarithme 
népérien, démontrer les inégalités 

lnl(n-\-\) li 13 In lnl(n-+-\) i 
1—— -f-. . . —i > > 2 2 3 n 2 12 

5i n 2 2.3 (n — 1 )n 4 n 

C . M O R E A U . 

1305 (1878, 327). — On donne un faisceau Fw de courbes 
de l'ordre n et une droite d; chaque point D de d détermine 
une courbe de F*. Démontrer que l'enveloppe de la tangente 
en D à la courbe déterminée par ce point est de la classe in— Ï , 
de l'ordre 4 i n — Oî <îue droite d est une tangente multiple 
de l'ordre éi(n — î ); que la courbe a 4(n — 2 ) ( / i — 3) points 
doubles, 3(2/1 — 3) points de rebrousse ment, qu'elle n'a aucun 
point d'inflexion; que les tangentes en (n — 1) points de 
rebrousseraient passent par les (n — 1) points qui corres-
pondent à l'infini dans l'involution que les courbes du fais-
ceau Fn marquent sur la droite d. 

Examiner le cas où k points de la base de Fn se trouvent 
sur la droite d. 

Construire la courbe dans le cas où n ~ 2, en supposant : 
i° que les quatre points de la base du faisceau des coniques se 
trouvent d'un même côté de la droite <i; 20 que trois de ces 
points se trouvent d'un côté de d, et le quatrième de l'autre 
côté. E. D E W U L F . 

1321 (1879, 383). — Étant donné un ellipsoïde, on décrit la 
sphère qui passe par les extrémités A, B, G de trois rayons 
conjugués et qui a son centre dans le plan ABC; trouver . 
i° le lieu du centre de la sphère; 20 l'enveloppe de cette 
sphère. B A R B À R I N . 

1361 (1881, »44)- — Faire voir que l'étude des variations de 
bx -1- c . , 

la fonction —?— tt r peut toujours etre ramenee a a x*-h b x -h c r J 

„, , , . . j , r • Ar 2 - f -BiP-f-C 1 etude des variations de la fonction — > dans x* -4- p x H- q 
laquelle les racines a, ¡3 de x* -+-px-+-q = 0 sont réelles et 
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inégales; que si R ( # ) est le reste de la division de 

ARR*H- B J + C 

par x2 -h px -h q, il y aura un maximum et un mimmum 
. R(a) .. , * si Q > o, il n y aura ni maximum ni minimum si __ fl < o, K( | i ) 4 K( p) 

il n'y aura qu'un maximum (pour la fonction transformée) 
si est constant. 

Trouver, en fonction de a, ß, R(a)> R(ß) , les valeurs de x 
qui font passer la fonction proposée par un maximum ou un 
minimum. 

Dans le cas où a et 3 se présenteraient sous la forme a ^^ > r c 
peut-on simplifier les calculs? HÉNET. 

1365 (1881, 381 ). — Démontrer que l'équation 

(n— l)(n — l —i) . . o •«-/ __ i il Í aixn-l-i 
2 ( 2 fl — 1 ) 

(n — l)(n— l— i)(n — l— i)(n— l — 3) , 
2.4 {'in — i ) ( 2 n — 3) 

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre — a 
e t -ha. ESCAKY. 

1366 (1881, 381 ). — Démontrer que l'équation 

(n — l){n — / — i) a 
xn-l i il > a2xn-/-t 

•i ( -2 n — i ) 
n—l—2)(n—l — 3) , , t a* xn~l~k . — o (n — l)(n—l—i )(n—l — 2)(n—l — 3) , . 

2 - 4 ( 2 / 1 — 1 ) ( 2 Ai — 3) 

a toutes ses racines imaginaires, inégales et comprises dans 
l'intérieur d'un cercle de rayon égal à a. ESCÀRY. 

1471 (1883, 43a). — On donne, dans un hexagone circon-
scriptible à un cercle, les longueurs des trois diagonales qui 
unissent les sommets opposés; construire cet hexagone, 
sachant que ces trois diagonales sont respectivement paral-
lèles à trois côtés de l'hexagone, deux quelconques de ces 
côtés n'étant pas consécutifs. E. LEMOINE. 
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1483 (1883, 528). — Soient V le volume d'un tétraèdre et 

Vi le volume du tétraèdre qu'on obtient en menant par un 
point quelconque des droites égales et parallèles aux. plus 
courtes distances ß, y des arêtes opposées du tétraèdre 
donné; on a 

I 2 V V , = G E N T Y. 

1490 (1884, 351), — Vérifier l'identité 

( 2 a ) « - l - C / i _ î , 1 ( 2 f l f - 3 CV-3,2( 'ia)n-* . . 

= cfl . i f l»- 1 H- C ( « 2 — I ) H- G„ t Sa»-*(a* — i )* 4 - . . .. 

E . C A T A L A N . 

1502(1884, 4°°)- — On donne dans l'espace deux droites A 
et B. Une hyperbole H doit, avoir la droite A pour directrice 
et être un méridien d'une surface gauche de révolution conte-
nant la droite B. On demande le lieu du foyer de 11, corres-
pondant à la directrice A . H A L P H E N . 

1508 (1884, 448). — On sait que les cordes d'une conique 
qui sont vues d'un point G de la courbe sous un angle droit 
passent par un point fixe P; la polaire de ce point, par rap-
port à la conique, est une corde commune de cette courbe et 
du point G considéré comme un cercle infiniment petit. 

Gela posé, soient A et B deux points quelconques de cette 
polaire. Par les trois points A, B et C on peut mener trois 
coniques ayant un contact du second ordre avec la conique 
donnée aux points L, M et N respectivement; les droites CL, 
GM et CN sont normales aux côtés d'un triangle équilatéral, 
et il en est de même des droites qui joignent le point G aux 
quatrièmes points de rencontre des trois coniques osculatrices 
deux à deux. G E N T Y . 

1510 (1884, 495)- — La conique inscrite au triangle ABC 
touche les côtés BC, CA, AB aux points A', B', C'. Les mi-
lieux a, c des côtés BC, CA, AB ont des polaires à la 
conique inscrite; ces polaires forment un autre triangle dont 
l'aire est égale à l'aire du triangle ABC. H. S C H R Ö T E R . 

1519 (1884, 544). — On donne n tiges dont les longueurs 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVII. (Juin 1917.) 18 
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sonl représentées par l u /2 , •••> lh - - - i In- Chacune de ces 
tiges est peinte en rouge à l 'une de ses ext rémités , en noir à 
l 'autre . On casse, au hasard, un morceau de chacune de ces 
tiges. Soient xt, .-r2, ..., a?/, xn les longueurs des bouts 
qui por tent la marque noire; quelle est la probabil i té d 'avoir 

•rj -l- .r2 + . . . + « „ = S, 

S é tant plus peti t que -h /2 - h . . . -+- l n ? 
E D . D E W U L F . 

1527 (1885, i ><>). — Soient A, B, C, . . . des nombres dont 
le premier chiffre à gauche n'est jamais zéro; a, b, c, . . . ces 
nombres lus de droi te à gauche. 

J 'appelle nombre symétrique un nombre tel que deux 
chiffres à égale distance des ext rêmes soient égaux . 

Exemples : \ '):>. i, i -j, 411. 
J 'appelle pseudo-symétrique d'échelle p un nombre tel 

que la somme de deux chiffres, à égale distance des ext rêmes , 
soit p ou zéro; s'il y a un nombre impair de chiffres dans ce 
nombre et que p soit impair, le chiffre du milieu doit toujours 
être zéro; si p est pair, le chiffre du milieu peut ê t re , soit p 
zéro, soit — • 

Exemples : 6o3 5o2, 6O3O5O2, 6O34 5O2 sont pseudo-symé-
t r iques d 'échelle 8. 

Cela posé : 
i° Si A a n chiffres, t rouver combien de valeurs différentes 

peut p rendre la somme A -+- a quand A varie de xn~x à xn, 
x é tant la base du système de numéra t ion ; 

2° Si l'on a A-I-<2 = B - H 6 , A ayant n chiffres, B en 
avant n i et é tant tel que la somme de deux chiffres à 
égale distance des ex t rêmes soit plus peti te que x, le nombre 
A + a = B + 6 sera symétr ique, et A sera pseudo-symétr ique 
d'échelle a• -f- i . 

Exemple : On a (x = io) , 

I\ = A - h a 
1 2 1 I 1 O I I 121 — 8 6 0 7 0 0 4 0 5 3 - h 3 5 0 4 0 0 7 0 6 8 

= B -h b 
= I O O I I 0 0 0 1 2 0 -+- 0 2 IOOOI 1 OOI 

E . LEMOINE. 
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4528 (1885, 151>. — Soient PA, PB, PC les trois normales 

menées d'un point P à une parabole donnée; on considère les 
centres O, O', O", O'" des quatre cercles tangents aux côtés 
du triangle ABC. 

Si le point P est sur la directrice, il coïncide avec l'un 
des points O, O', G , O'". Les trois autres sont sur la parabole, 
lieu du sommet des angles droits normaux à la parabole 
donnée. 

2° Par les points O, O', O", O'" on peut faire passer trois 
hyperboles équilatères, telles que les normales à chacune 
d'elles en ces quatre points soient concourantes. Les trois 
points de concours Q t, Q2, Q3 sont sur un cercle concen-
trique au cercle circonscrit au triangle ABC et de rayon 
triple, et sur les rayons de ce cercle qui passent par les 
centres des hyperboles correspondantes. Pour quelles posi-
tions du point P les trois hyperboles sont-elles réelles ? L'une 
de ces hyperboles a son centre sur l'axe de la parabole. Si Je 
point Q correspondant est sur cette parabole, l'hyperbole 
correspondante passe par le point P. 

3° En général, quel est le lieu du point P tel que l'une des 
hyperboles précédentes passe par ce point? Quel est le lieu 
du point de concours Q, du centre de l'hyperbole, des 
points O, O', O", O'"? 

4° Quel est le lieu des points Qj, Qj, Q3, si le point P 
décrit une droite donnée? J. I I A D A M A R D . 

1530 ( 1 8 8 5 , ¿48). — Soit A T A 2 A3 A 4 A 5 AFI A7 un heptagone 
inscrit: d'un sommet on peut mener deux diagonales qui 
partagent l'heptagone en un quadrilatère et un pentagone; 
on a ainsi sept diagonales. Les intersections de chaque côté 
avec les trois diagonales qui ne passent pas par ses extrémités 
sont sur une quintique. A . LA G I I E S N A I S . 

1564 ( 1 8 8 7 , 399). — Etudier le complexe des droites D 
dont les distances à deux droites données L et L' ont un 
rapport constant K. Examiner en particulier le cas où les 
droites L et L' se coupent à angle droit, et celui où ces 
droites sont parallèles. S C H O U T E . 

1571 1887, 382). — C& désignant le nombre des combi-
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naisons de m lettres p à p, démontrer la formule 

a — \j 2 a - f Î 2 n -1 ^ * • • ^ 1 ^ 2 « - A ^ • • • ~r- 2 . 

P E L L E R I N . 

1596 ( 1 8 9 1 , i* ) .— Etant donnés, dans un plan, une courbe 
générale de nièmt classe et un point, il existe 'in{n-±-1) para-
boles, ayant un même paramètre, qui ont pour foyer le point 
donné et sont tangentes à la courbe donnée. 

La somme des angles que font, avec une direction quel-
conque A du plan, les axes de ces paraboles, est égale, à un 
multiple de TZ près, au quadruple de la somme des angles que 
font avec la direction A les droites joignant le foyer commun 
des paraboles aux n foyers de la courbe, augmenté du double 
de la somme des angles que font avec A les n( n-h i) direc-
tions asymptotiques de cette courbe. G. F O U R K T . 

1599 ( 1 8 9 1 , 2 * ) . — Si l'on pose 

E, = ^ ~ ( a b -h bc-h ca), 

et si l'on désigne par E l'aire de l'ellipsoïde dont les demi-
axes rangés par ordre de grandeur décroissante sont b, c, 
on a 

E = E I - * 5 7 Ï ' c — v (a — c) 

0 étant un nombre convenablement choisi entre o et i. 
G . P E A N O . 

1 6 0 0 ( 1 8 9 1 , >*). — Soient X X une droite horizontale indé-
finie, A et B deux points pris sur cette droite et G un point 
pris au-dessous de manière que sa projection sur X'X tombe 
entre A et B; n points PJ, P2, . . . , PN dont les masses res-
pectives sont ni\, m2. mn parcourent la ligne brisée 
X ' A C B X , de telle sorte que leur ordre de succession reste le 
même et que les projections sur X'X de leurs distances 
mutuelles restent constantes. On demande de trouver : i° le 
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lieu du centre de gravité de ce système de points; 2° la posi-
tion du système pour laquelle le centre de gravité est le plus 
b a s . E . R O U C H É . 

1609 ( 1 8 9 1 , 24*). — Etudier les courbes enveloppées pal-
les droites 

x cosX ^ sin X + P „ = o . 

P„ est un polvnome de degré n en X, et X un paramètre 
variable. Montrer qu'on peut disposer des constantes du 
polynome P„ de manière que pour n pair les courbes n'aient 
aucun point de rebroussement et que pour n impair elles en 
aient un. Que peut-on dire des points de rebroussement 
lorsque les constantes demeurent quelconques? 

L U C I E N L É V Y . 

1614 ( 1 8 9 1 , 25*).— Dans l'espace, deux figures corrélatives 
peuvent toujours être placées de manière à être polaires réci-
proques par rapport à une quadrique réelle. G. T A R R Y . 

1647 ( 1 8 9 2 , 32*). — Une solution en nombres entiers de 
l'équation 

x -h y -h 2 = n 

est prise au hasard, aucune racine n'étant zéro; chercher la 
probabilité que le produit des valeurs de x, y, z soit multiple 

de y , k étant un diviseur de l'entier n. k 

1650 ( 1 8 9 3 , 1*). — Soient S une surface telle que les lignes 
de courbure d'un système soient circulaires, ( f ) l'un de ces 
cercles et G le sommet du cône circonscrit à S le long de (y)-
Démontrer que la trajectoire du point G est normale au plan 
déterminé par ce point et par la caractéristique du plan du 
cercle (Y ). C A R O N N E T . 

1660 ( 1 8 9 4 , 1*). — Les deux tangentes au point double 
d'une cubique étant réelles, si d'un point de la courbe Aj on 
peut mener deux tangentes réelles, il n'y a qu'un des points 
de contact, A2 par exemple, d'où l'on puisse mener de nouveau 
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des tangentes réelles; alors de A2 on mène la tangente dont 
le point de contact A3 jouit de la même propriété, etc.; mon-
trer que le point limite vers lequel on tend ainsi est le point 
d'inflexion réel de la courbe. A. ASTOR. 

1672 ( 1 8 9 4 , 4* ). — La podaire du centre de la courbe 

4 ( xi -f- r 2 — «2 )3 -h 27 a 2 xk = o 

a pour équation 

4 (x* -+- y:i )3 — a-( ->• x2 -4-y3)2 = o. 

La rapport de l'aire de la première courbe à cellc de la 

seconde est —• E.-ÏN. BARISIEN. 
19 

1686 ( 1 8 9 5 , 33* ). — Résoudre les 2 n — 1 équations à 2/1 — 1 
inconnues 

A— XiTi ! + X „ , 
•2 

I = X , . r 2 -h. . .-h Xn-jorJ.j + X B , 

1 V N-1 1 Y . «.2/1-1 • Y — A 1 X J . A / I - H / I - I ^ A « I 2 /l 

et montrer que les inconnues a?i, . . . , x n - x sont les racines, 
autres que zéro et un, de l'équation 

dn-\ \n ( X — I )« 
d X - ' = 

LUCIEN LÉVY. 

1687 ( 1 8 9 5 , 33*). — On sait que l'équation 

d"xfl(x — 1)» 
= o dxn 



peut s'écrire 
( « 3 g ) 

1 I [ 
2 3 4 

i 

n 
i 

n n -h i 
\ x x2 

i 
2 n 
x'1 

démontrer que l'équation 

d"+lx»(x — i)n 

ç)xn-\ 1 

peut de même s'écriie 

i. 3 

3.4 

i 

I 
4.5 

( n -hi ) ( n -2 ) 
i 

( n -t- 2 )( /t H- 3 ) 

n ( n -+- \ ) ( a h-1 ) ( n -+- 2) 
1 x 

De même l'équation 

r)2n-k xn( x _ ,)« 

(2/1 — i ) 1 n 

àx2n-/c 
peut s'écrire 

( /? — /r -H i)(n — k-j-2)...(2n — 2k^~ 1) (n-h 1 )(n-h 2)...(2 n — k -+- 1) 

n ( n h- 1 ) . . . ( 211 — k ) 
1 

(n -h k ) ( n -+- k -h 1 ). .. 2 n 

LUCIEN LÉVY. 
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1688 (1895, 34*) 0 ) . — Étant données les équations simul-

tanées 
j x cosX -+-y cos (Ji -4- z cosv = o , 
( x cos) / - h y cos ¡jl' -h z cos v' = o ; 

| u cosX -f- ¿¿'cosX' = o, 
( B ) u cos [j. H- 11 cos p.' = o, 

( u cosv -4- ¿¿'cosv' = o, 

, ,, . do , dv' , . , . 
ou I on a pose u — m u = m —r~: di et ars sont les aires r dt dt ' 
des parallélogrammes construits sur r et ds, r' et ds' ; ds et 
ds' sont les diiîérentielles des arcs des trajectoires décrites dans 
l'espace par les corps m el m' dans le temps dt; enfin X, pi, v, 
X', ¡x', v' sont les angles des normales aux plans de ces 
parallélogrammes. On demande de déduire de ces équations 
les propositions suivantes rencontrées successivement par 
Laplace ( 2 ) el par Jacobi ( 3 ) : 

i° L'intersection de deux plans ( A ) est constamment située 
dans le plan des xy qu'elle décrit ; 

20 Ce dernier plan est toujours compris entre les deux 
plans (A). E S C A K Ï . 

N O T E . 

A cause de la connexité qui vient d'être signalée, les énoncés 
des questions 1689 et suivantes seront publiés en tête du 
prochain numéro (pages 241 et suivantes). 

( ' ) Les huit énoncés 1688 à 1695 doivent être considérés comme 
formant une seule question. 11 est regrettable qu'elle ait pris place, 
sous cette forme, dans les Nouvelles Annales. 

L A R É D A C T I O N . 
(2) Mécanique céleste, livre II, n° 62. 
(3) Comptes rendus. t. XV, p. :>36. 
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4NGIËNNES QUESTHMS NON RÉSOLUES. 

1689 (1895, 35*). — Conclure des mêmes équations (celles 
de la question 1688) les résultats suivants : 

^ m da sin (v -4- vf ) _ m' d<s' sin ( v -f- v' ) 
a s inv ' rtsinv ' 

a2 = w2 H- u'"1 -h i uu cos( v -+- v') ; 

3'" Le plan des deux normales menées par l'origine aux 
plans ( A ) contient l'axe des z\ 

4° L'équation 
m ds sin v = m' da' sin v', 

où m ds et m'da sont des moments, exprime que le plan 
des xy est un lieu géométrique d'axes instantanés de rota-
tion et que, par suite, ce plan est un cône de Poinsol, lequel 
est de révolution et a pour cône supplémentaire l'axe des z. 

ESCARY. 

1690 (1895, 35*). — En désignant par ^ la longitude du 
plan des deux normales (X, JJL, v), (X', ¡JL\ V') qui pivote autour 
de l'axe des z, démontrer qu'on a 

cosX cos^ cosXf _ cos<]/ cosX cosX' 
cosjjt s i n ^ ' COSJJL' sin'{/' eos JJL COSJX' 

E S C A R Y . 

1691 (1895, 35*). — Conclure de ces équations i ] / = ^ - 4 - r 
(Laplace) et les deux intégrales suivantes 

tang26 cos2^ = D2, tang29'cos2<]/ = D'2, 

où 0 et 6' sont des angles que font les rayons vecteurs r et rf 

avec l'axe des s, D et D' des constantes arbitraires. 
ESCARY. 

Ann. de l/athémat.., 4* série, t. XY11. (Juillet »917 ) 1 9 
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1692 (1893, 35*). — En posant 

/ i -h <?2<*> 
V T - ' y/cos 

démontrer les formules suivantes : 

sin 0 = cosv = 

cosO = sinv = 

y/D2 e2tù 4-7 

i 
v/D2e2">-+- i 

. i / e 2 w + i 
cos A — _ — • 

\/-iew ^D2 e'lM -4- i 

y — i COS fJL = —— 

d62-+- sin20 dh* = / l t> t ;—r^ ; = 

ds*= dr2 4- r2 

i/<J2 rrr d\2. EsCARY. 

169^ (1895, 36*). — Démontrer que la relation 

cosX COS À' 
COSfJ. COSjJt.' 

déduite des deux premières équations (B), entraîne les 
vantes : 

U)' = 11), 

m (D-t-D')<?w „ m' ( D -f- D')eM' f.y dt = — -— /'2 ^ = - r 2 ^ , a -+-1 a y \ 

m D D ' 2 e 2 w + i 
M ' D ' D 2 E 2 < * > + - I 

M ' D ' 

r2, 

cos( V -4- v' ) = 

m D D'2 e2«»' -h l 

DD'e2w — 
/ ( D 2 e 2 w + i )( D'2<?2w'-+-1) 

E S C A R Y . 
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1694 (1895, 36*). — Démontrer que, dans le cas de D < D', 

on a l'inégalité 
m D' r"1 m'D 
m D r 2 ni D'* 

et que. si l'on a 
D > D', 

la même inégalité a lieu dans un sens opposé. E S C A R V . 

1695 (1895, 37*). — Sachant qu'on a 

r"l — /*'2_|_ <Àrr' COS ( V -f- v'), 
et en posant 

D2<?2W_|_ I = P, V'2 e 2 M + f ^ Q, 

DD' v v e'ZM -+- 1 = S, 

\ yjm' D — yjm D ) 

démontrer les relations suivantes ( ' ) : 

/ / ~ m i j y s / /^TD 7 y s ' , 

ç D2 Q2 D2 Ç ' 
D2 P' D2 

D Ï - = TT7- 7W - 7 - 7 Î T T 2 . D 28 Q e2">'-+- D 2 * 
E S C A R V . 

1705 (1895,39*) . — Considérons un système focal donné 
comme l'ensemble de deux systèmes réciproques, et faisons 
tourner l'un de ces systèmes d'une demi-révolution autour 
d une droite, assujettie à la seule condition de rencontrer à 
angle droit l'axe du système focal. 

Démontrer que, dans cette nouvelle position, les deux sys-
tèmes sont polaires réciproques par rapport à un paraboloïde 
équilatère. 

Si l'on désigne par c le paramètre des paraboles des sec-

( l ) Plusieurs de ces formules semblent entachées d'erreurs, peut-
être typographiques. En outre, on n'a pas défini P', Q', S'. En tous 
cas, on a reproduit exactement ici le texte de l'énoncé imprimé 
en 1893. 
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tions principales de ce paraboloide, par r la distance d'un 
point quelconque du système focal à l'axe et par 0 l'angle que 
fait le plan focal de ce point avec l'axe, on a 

/• tangO = c. 
G . T A R R Y . 

1710 (1896, 56). — Une série de bougies, de compositions 
et de hauteurs différentes, sont posées verticalement sur une 
table et allumées au même instant Démontrer: i" que généra-
lement le centre de gravité du système formé par les bougies 
décrit une série d'arcs d'hyperboles successives; 2" qu'à un 
instant quelconque l'hyperbole correspondante a une asymp-
tote verticale qui passe par le centre de gravité primitif des 
parties consumées des bougies qui brûlent encore à l'instant 
considéré. W A L T O N . 

1715(1896, io>). — On appelle nombres de Möbius, les 
nombres JJ.(/Ï ) définis de la manière suivante : 

(J. ( 1 ) = 1. 

J J L ( / I ) = O quand n est divisible par un carré autre que 
l'unité. 

<.x(n) —1 quand u n'a que des facteurs premiers diffé-
rents en nombre pair. 

\±{n) = — 1 quand n n'a que des facteurs premiers diffé-
rents en nombre impair. 

Dans cet énoncé l'unité n'est pas comptée comme facteur. 
Montrer que la somme 

^ ( 2 ) H- . . . H- f*»(/l) 

est égale à /i + 0, expression où la valeur absolue de 0 est 

inférieure à F R A N E L . 

1721 (1896, i5a). — Déterminer un polynome entier du 
degré n , f ' n ( x ) , tel que le résidu de la fonction 

/ 1 \ xm~1 

f'n f — ) — (m nombre entier positif) 
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relatif au point x = o soit égal à o quand m et n sont diffé-
rents, et à l'unité quand m = n. J . F H A N K L . 

1731 (1896, 295). — Soient n et « deux nombres entiers 

positifs, et posons, en désignant par E (jj^) ' e p ' u s grand 

. . n nombre qui ne surpasse pas — > 

en sorte que 
o g e A - < i . 

Démontrer que l'expression 

converge vers une limite déterminée pour n = x>, limite qu'on 
peut exprimer par le produit infini 

ri('-;f< 

et dont la valeur numérique est 

0,4 54 5 toi 35i . 

1738 (1896, 344)- — Huit points étant donnés sur un plan, 
il existe 75 points tels qu'en les joignant aux huit points 
donnés, on obtienne des faisceaux en in volution: 

E D . D E W U L F . 

1747 (1896; 487). — On pose, a, ¿>, a0 étant trois quantités 
réelles, 

. (a -h bi -h 2 ) (a -t- bi -h 4 ) • • • ( a -+- bi-+- 2 n ) 
&n -h bn 1 — ; aQ. (fl + î ) + (fl + 3 ) . , . ( f l + / i + ij 

i° Démontrer que l'on a 

(1) dîp+i — Cl
tp+}aip -+- —...-4-(— 

(2) b2p ~C\p b%F-t + C\p 
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«2° En particulier, on fera a -hbi = £ (cosio -f- i sinto), 

puis c — o. De l'identité ( i ) correspondante, déduire qu'on 
peut, d'une infinité de manières, satisfaire à l'identité sui-
vante : 

A o cos ( i n -+- i ) o) -h A i cos to eos i n m 

-h A 2 cos2 to cos ( i n — i; to 
-h 
-f- A2 /m ! cos2"+1 0) = o, 

A„, A t , A*, . . . , A2 , /fi étant indépendants de to, et n au 
moins de ces qualités étant arbitraires. R . G I L B E R T . 

1751 (1896, 583). - Si 
neurs des déterminants 

l'on désigne par • \,7. et B,v, les mi 

«11 «12 «13 ¿>11 bvi ¿>13 
«21 «2 2 «23 et b«\ bu ¿>23 
«31 «32 «33 bu ¿>33 

chacune des relations 

«12^13—^13^12 «13&11 — «11 ¿>13 «11 ¿>12— «^¿>11 
«22 ¿>23 «23 ¿>22 «23 ¿>21 «21 ¿>2 s «2^22 «22 ¿>21 
«32 ¿>33 «33 ¿>32 «33 ¿>3 1 " «31 ¿>33 «3^32 «32¿>31 

et 

A 1 2 1 > J :T — A , 3 B 1 2 A I,-} B N — A N B 1 3 

A 2 2 ^ 2 3 — A 2 3 B 2 2 A23 B 2 1 — A 2 1 B23 

, A 3 2 B 3 3 — A 3 3 Î^22 A 3 3 B 3 1 A 3 J B 3 3 

est la conséquence de l'autre. 

A11B12— Ai2BU 
A2i B22 — A J2 B2I 
A 3 1 B 3 2 — A 3 2 B 3 I 

D . A R A N T . 

17Î5-4 (1897, 5'2). — Trouver un polynome entier en p 

f ( x , p ) = A0/>,w 4- At pm~l - h . . . -h A m _ , / >-hA m , 

où A0, A!, . . . , A,„_i, A/;i désignent des fonctions de la va-
riable x, tel que l'intégrale générale de l'équation difleren-
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s'obtienne en remplaçant par une constante arbitraire. 

Les équations ainsi obtenues ont-elles des intégrales singu-
lières? 

Nota. — On examinera plus particulièrement le cas où le 
polynome f (x, p) est du second degré en p. 

On écartera les solutions du problème qui conduisent à 
une équation de Clairaut. G. B O U R L E T . 

1761 (1897, 148). — Cinq droites quelconques sont données 
dans un plan. On mène une transversale par un point fixe et, 
sur cette droite, on prend un sixième point qui forme une 
involution avec les cinq points déterminés par les cinq droites 
données. Le lieu géométrique de ce sixième point, quand la 
transversale tourne autour de son pivot, se compose de cinq 
coniques. E . D E W U L F . 

1762 (1897, i48). — Les caractéristiques des plans tangents 
à un cône de la classe n forment une surface d'ordre 2/1 + 1. 

E D E W U I . F . 

1763 ( 1897, 148). — Soient C„ (x, y ) — o, Cm(x, y) = o 
les équations de deux courbes d'ordres respectifs n et m. Si 
un point est commun à ces deux courbes et si son ordre de 
multiplicité est n' pour Grt et m' pour G,«, il appartient aussi 
à la courbe représentée par l'équation 

et est multiple de l'ordre m' -+• n' — 2 pour cette courbe. 
Donner une interprétation algébrique de ce théorème. 

E . D E W U L F . 

1776 (1897, 387). — Soient f ( x , y ) = ax2-h'2Ôxy-+-cy* 

àCn àCm àCn dC„ 
ôx ày ày ôx 

une forme 
/(*. y) 

somme étant 
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étendue à tous les systèmes de valeurs entières des indéter-
minées x et y, tels que 

f(Ti y ) soit < h. 

On excepte, bien entendu, le système particulier x — q — o. 
ce que nous indiquons en affectant le signe £ d'un accent. 

Démontrer que la différence 

, 71 , logh 
y/ ac — b'L 

tend .vers une limite déterminée quand h augmente indéfini-
ment. J. F R A N E L . 

1777 (1897. 38Y ). —Soient, plus généralement, 

f { x u x u xl)) = ^ar^xrx$ \s = 1,2, . p) 

une forme positive des p variables x\, . . . , xp, D = | ( a r < 

son déterminant et 

c ? ( / o = 2 ' p 
\f(xU X2, .. 

la somme étant étendue à tous les systèmes de valeurs entières 
des variables (à l'exception du système xt = x2 — . . . = xp — o) 
satisfaisant à l'inégalité 

f ( x , , x2, . .., Xf}) < h. 

Démontrer que la différence 

P 

o ( h ) — l o g /i 

tend vers une limite déterminée quand h augmente indéfi-
n i m e n t . J. FRANEU 
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C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E 
EN 1 9 1 7 . 

MATHÉMATIQUES. 
Première composition : Géométrie analytique. 

Etant donné le trièdre trirectangle O xyz auquel 
la droite D est rapportée par les équations x—a~o , 
j — y z=z o, on abaisse de chaque point M de cette 
droite, sur Oz, la perpendiculaire MI dont le pied 
est 1; puis on considère le cercle G, de centre I et 
de rayon JM, dont le plan passe par Oz. 

I. Trouver l'équation de la surface H engendrée 
par le cercle C. 

JI. Etudier comment varie la section de cette 
surface par un plan parallèle à Oxy lorsque ce 
plan se déplace en conservant la même orientation. 

III. Déterminer, sur la surface S, les systèmes de 
cercles autres que celui qui a servi à sa définition 
et faire voir comment on peuty pour chacun de ces 
systèmes, donner une construction géométrique des 
cercles qui le composent. (4 heures. ) 

MATHÉMATIQUES. 
Deuxième composition : Mécanique. 

Dans un plan vertical7 deux disques circulaires 
de centres A et A', de même rayon a, reposent sur 
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une horizontale xy. Ils supportent un troisième 
disque circulaire B, de rayon b. Les disques sont 

homogènes ; leurs poids, en kilogrammes, sont p 
pour les deux premiers, q pour le troisième. 

i° Un Jil inextensible de longueur l relie les 
deux disques inférieurs par leurs centres A et A' 
où il est attaché. L'équilibre étant établi, on de-
mande de calculer les réactions des disques entre 
eux et avec xy, ainsi que la tension T du fil. On 
supposera ici les frottements négligeables. 

a" Dans la même hypothèse, on remplace le fil 
inextensible par un ressort : l{) est sa longueur 
naturelle et chaque unité de cette longueur reçoit 
un allongement k par kilogramme de tension. Etu-
dier les conditions de Véquilibre. 

Le ressort, pour avoir une action efficace, ne 
devant être ni trop long ni trop mou, on supposera 
dans la discussion /0<< a -f- b et Von admettra que, 

pour une tension égale à Vallongement a une 

valeur l— /0< \/(a -f- b)'2— 
3° Le coefficient de frottement f , supposé le même 

aux quatre contacts, cessant d'être négligéexa-
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miner les conditions de Véquilibre sous Veffet du 
seul frottement, le fil h A.'et le ressort étant sup-
primés. 

L'angle / V B A ' = 2 ¡3 étant donné, quelle est la 
limite inférieure des râleurs que peut prendre f 
pour que l'équilibre existe ? 

(4 heures.) 

CALCUL. 

Dans la formule 

/ ( M > = 

les variables \ et 0 prennent respectivement les 
valeurs suivantes : 

^ <>, 1, 4, 5 
6 o, 1000, ¿000, 3ooo 

Calculer les valeurs de /(a, 8) pour les () x 4 = 2 4 
combinaisons des valeurs des variables, à Vapproxi-
mation de la règle à calcul. 

N.-B. — La formule est celle de l'émission calorifique des 
radiations de longueur d'onde X dans le spectre d'un corps 
noir porté à la température 6. 

( i heure . ) 

ÉPURE. 

Un solide opaque, en forme d'obus, est engendré 
par la révolution, autour de la verticale a, la 
surf ace ar b'c d' e' a' située dans le plan de front de 
cette verticale; c'd'est un arc de cercle ayant pour 
centre le point f symétrique du point c'par rapport 
à l'axe. 

Un paraboloïde hyperbolique est défini par un 

/ £ = 2,718 
A = 1,09 x io4 

( B == 1,46 x iov 
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plan directeur qui est de profil et par deux géné-
ratrices horizontales (ab, a'b'), (ec, e'c!) inclinées 
à sur ce plan de profil. 

La surface du paraboloïde partage l'obus en 
deux parties. 

On représentera celle qui contient l'arc cfd'. 
On se conformera, pour la mise en place, aux 

données du croquis. Le point a sera pris sur l'axe 
de la feuille, à 8oram au-dessus du bord inférieur 
de celle-ci. 

(4 heures.) 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN 1 9 1 7 . 

Solution de la composition de Géométrie 
analytique (!). 

PAR M. PHILBERT DU PLESS1S. 

I. Les coordonnées du point M sont 

¡ji étant variable. 
L'équation de la sphère de centre 1 et de rayon IM 

est 
x*-+-y2~h (z — f j = ¡J-2 

ou 

x2 -h y2 -h z2— 2 [iz = a2. 

L'équation du plan inené par O^ et M est 
Z = i f . 
x a 

Eliminant ¡JL entre les deux dernières équations, on a 
l'équation de la surface S 

(i) (x2-hy2H- z'2—a2)x — 2ayz = o. 

Cette équation définit une surface du troisième 
ordre rencontrée par le plan de l'cc suivant l'ombilicale 
et la droite à l'oo du plan O y z . 

(') Voir l'énoncé ci-dessus, p. 24y. 



( a54 ) 
I[. Si nous coupons la surface par le plan s = 

nous obtenons, pour la projection de la section sur le 
plan Qxy, l'équation 

(2) a?(a?2H-y2) + (h1— a2)x — 2ahy = o, 

qui définit une cubique circulaire T admettant l'ori-
gine O à la fois pour point et pour centre, et l'axe O y 
pour asymptote. 

Remarquons (railleurs que l'équation ne change pas 
si l'on remplace simultanément x par — x et h par —h. 
Il eu résulte que les cubiques Y correspondant à deux 
plans de section symétriques par rapport au plan O x y 
sont elles-mêmes symétriques par rapport à O)', ce 
qui permet de limiter la discussion aux valeurs posi-
tives de h. 

L'allure générale de la courbe résulte sans ambi-
guïté de la connaissance des trois éléments suivants : 

i° Tangente TT' à l'origine y —- x1 dont le 
coefficient angulaire est 

y négatif \ ^ h < a j 
\ nul > suivant que < h = a ^ . 
( positif ) ( / * > « ) 

20 Points de rencontre K, K', avec O^r, donnés 
par x ~ ± \ ^ a 2 — h 2 , donc réels si h <C et con-
fondus avec O si h — a. 

Points de contact H, H', avec les droites x~a 
et x ~ — a * donnés respectivement par y = h et 
y — —h. 

D'où les trois formes représentées. 
Pour h = o, la cubique se décompose en le cercle 

de centre O et de rayon OA, et l'axe O y. 
La détermination des points H et H' est immédiate, 
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puisque AH = A /H /— h. Remarquons qu'on en déduit 
très facilement les points K et K' et la tangente TT' . 
En elier, l'expression de l'abscisse des points K 

et K' (2°) montre que ces points sont sur le cercle de 
centre O qui passe par les points communs au cercle 
de diamètre OA et au cercle de centre A et de 
rayon AH. D'autre part, d'après l'équation de la tan-
gente à l'origine, on a AT ~ - On en déduit 

immédiatement que OT = TH = a ^ 1 et, par suite, 

que le point T est sur la perpendiculaire élevée au 
segment de droite OH en son milieu. 

Remarquons aussi que l'enveloppe des sections con-
sidérées, en projection sur Qxy, se composant des 
droites x = a et x — — a, ces deux droites constituent 
le contour apparent de la surface sur Oxy. Toute la 
partie réelle de la surface se trouve donc comprise 
entre les plans x = a et x — — a, qui la touchent 
suivant des droites respectivement contenues dans les 
plans y — s = o et z y = o, droites qui sont symé-
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triques par rapport à Oz. 11 suit de là que toute droite 
réelle située sur la surface est nécessairement contenue 
dans un plan parallèle à O z y . 

III. D'après la remarque qui termine le n° I> tout 
plan mené par une droite réelle de S (mais non par la 
droite à l'oo de O )'z) coupe cette surface suivant une 
conique qui passe par les ombilics de ce plan, c'est-
à-dire suivant un cercle. Puisque, d'après la remarque 
qui termine le n° II, une telle droite se trouve néces-
sairement dans 1111 plan parallèle au plan O y z , for-
mons la section de S par le plan x — k\ cette section 
se projette sur O \'z suivant l'hyperbole 

ky2 — i ayz -4- A s2 -h k ( A 2 — a 2 ) = o, 

qui ne dégénère en un système de droites que 
pour / = o, ce qui donne les axes O/r et. O^, et 
pour /< = z ± a ^ ç e qui donne la droite D de la défini-
nition et sa symétrique IV par rapport à O^. 

Les plans sécants menés par O^ donnent un pre-
mier système de cercles qui sont ceux de la défi-
nition. 

Les plans par O y en donnent un second qui se défi-
nissent comme les premiers avec simple remplacement 
de l'axe O y par l'axe O:?, ce qui était bien évident 
a priori puisque, dans l'équation (î), on peut per-
muter les variables y et 

Considérons maintenant les plans passant par D 

(6) y - z = \ { x - a ) . 

Puisqu'ils coupent I suivant des cercles, on doit 
pouvoir, par combinaison de (i) et (G), obtenir une 
sphère. Or (i) peut s'écrire 

(x — a) (x2 -h y2 -+- z2 -+- ax) -f- a( y — z)2 = o. 
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En y remplaçant y — z par sa valeur (6), on a 

(7) x2-hy2-h z2-h( 1 -h X2 ) a x — X2a2 = o. 

Les cercles donnés, pour chaque valeur de X, par 
l'intersection des sphères (7) par les plans (6), appar-
tiennent donc à 5. 

De même pour ceux situés dans les plans passant 
par D', obtenus par le même calcul que ci-dessus avec 
simple remplacement de y— £ et de x— a respecti-
vement par y + z et x -f- a. 

Voyons maintenant comment peut être défini géo-
métriquement chaque cercle donné par l'intersection 
de (6) e t (7 ) ,que nous appellerons cercle (X), commun 
au plan (X) et à la sphère (X) d'équations respectives 
(6) et (7). 

Remarquons d'abord que sur chaque sphère (X) il y 
a deux cercles (X) donnés par les deux plans (X) cor-
respondant à la même valeur de X prise positivement, 
ou négativement. 

Il suffit de faire x =y — o dans (6) et (7) pour voir 
d'abord que les plans des deux cercles passent par les 
points où la sphère est coupée par O s . Donc, une 
sphère (X) étant obtenue, il suffit de prendre les 
deux plans menés par ses points d% intersection 
avec Os et la droite D, pour obtenir sur cette sphère 
les deux cercles (X) qui lui appartiennent. 

Reste à définir géométriquement une sphère (X). Il 
suffit de jeter les yeux sur (7) pour voir que : 

i° Cette sphère a son centre sur O x ; 
20 Elle coupe le plan x = a suivant un cercle ima-

ginaire fixe dont la projection sur Oyz est 

y2 -f- z2-h 'i a2 — o. 

Autrement dit, toutes les sphères (X) ont un plan 
Ann. de Mathémat., 4E série, t. XVII. (Juillet 1917.) 2 0 
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radical ooramun. Le cercle suivant lequel elles le 
coupent est imaginaire; mais il existera une sphère Q 
concentrique à ce cercle, c'est-à-dire de centre x = a , 
y = o, z = o (point de rencontre A de la droite D et 
de Ox) qui sera orthogonale à toutes les sphères (X). 

Pour obtenir cette sphère orthogonale commune, il 
suffit de construire l'une quelconque des sphères (X), 
par exemple, celle qui correspond a A = o, 

x2 -H y2 -+- zl -+- ax — o, 

qui est celle qui a pour diamètre OA', A' étant le 
symétrique de A par rapport à O. Il suffit, de A comme 
centre, de décrire une sphère orthogonale k celle-ci : 
c'est la sphère U. Pour avoir une sphère (X) quel-
conque, il ny a plus qu à décrire, d'un point quel-
conque de Ox comme centre, une sphère orthogo-
nale à la sphère fixe Q. 

Pour le quatrième système de cercles, donné par D', 
même construction que la précédente en intervertis-
sant simplement les rôles des points A et A'. 

[ L » 5 b ] 
P R O P R I É T É S R E L A T I V E S AUX N O R M A L E S 

A B A I S S É E S D'UN P O I N T D UNE E L L I P S E S U R C E T T E E L L I P S E ; 

PAR E.-N. BAR1S1EN. 

Pour l'homogénéité de cette Note, nous allons donner 
plusieurs propriétés dont quelques-unes sont connues, 
et que nous relaterons aussi. Nous donnerons les résul-
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lats sans aucune démonstration; ces propriétés se 
démontrent assez aisément, en général. 

N O T A T I O N S E T É Q U A T I O N S . — Soit l'ellipse 

b2x2-h a2 y2 — a- b2 = o. 

Du point M de cette courbe on abaisse les normales 
MP, MQ, MR et l'on prend M' symétrique de M par 
rapport au centre O de l'ellipse. 

Soient a l'angle d'anomalie excentrique en M, 
et cp l'angle d'anomalie excentrique en P. 

L'angle a est déterminé en fond ion de cp par les for-
mules 

(c*sin2©— b'*) cos;; . (c4 cos2^ — a'* ) sin o 
cosa = —;—:—-— - —- » sin a = —;—:—~ y-, — » 

a* sin - o -h b'* cos2ç> a* sin*2<p -h b* cos2 o 
sincp(cosa— cos») b2 

cos <p( sin a — sin o ) a 2 

On trouve les équations suivantes : 

Normale MP : 

ax sin o — by cos o — c2 sin cp cos cp = o. 

Droite QR : 
i-k -K - a * b 3 
b*x coscp — a?y sincp H — = o. 

Droite PM' : 

bzx coscp -h azy sin cp — ab(a2 sin2cp -+- b2 cos2cp) = o. 

Cercle PQRM\ ou cercle de Joachimsthal relatif 
au point M : 

B T X a*y • / , I . , x- -H y cosa 7— sin a —(a2-4- o2 ) = 0. J n h 

Coordonnées du centre C du cercle circonscrit au 
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triangle PQR 

b2 a 2 . 
x{:= — c o s a , JKC = r r ; s , n a -

Coordonnées du centre de gravité G du triangle 
P Q R : 

a ( a- -r- f/1 ) biaï-^b2) . 
x(i = — c o s a , j e, = — sin a. 

Coordonnées de Corf hocentre H du triangle PQR : 

h'*) ( a* -+- b'*) . 
— c o s a , y\\ — ; s i n a . 

ac- 1 bcl 

Coordonnées du centre 03 du cercle des neuf points 
du triangle PQR : 

( a * -+- b'* -h a2 If- ) 
•-»'(.) — ; 5 cos a, 

-f- -4- «72 6 2 ) . 
) o) = — 77— s,n a-bc1 

Droite d'fuder ( C G H c o ) du triangle P O R : 

a ( ) av -¿b'* — a - b- ) x s i 11 a 

-f- b ( •>. av -4- 3 //• — a- b'1 )y cos a 

— ( a'2 H- 6 2 ) ( a 4 -f- ) si 11 a c o s a = o. 

Hauteur du triangle PQR issue de P : 

a*x sincp -+- b:}y cos© = ( a + H- b'* ) sincp coscp. 

Médiatrice du triangle PQR relative au côté QR : 

a'* b'+ sin cp cos<0 
a* x s i n o - f b> y cos v -+- ——:—- -¡-, = o. T - 1 a* s»n2cp -4- b* cos2cp 

Hyperbole d'Apollonius M P Q R : 

e-xy — a*y c o s a -f- b*x sin a = o. 
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Paraboles passant par M, P, Q, R : 

c2(bx ± ayf- -+- icib'+x sin a — 'iakby cosa =h a2b2c2 — o. 

Hyperbole équilatère passant par M', P, Q, R : 

b2 

c 2 0 2 — y 2 ) — — ( a 2 - t - ¿ > 2 ) a r c o s a 

a 2 
^ ( a 2 - f - sin a — ( a 4 - h ¿>4) = o. 

Paraboles passant par M', P, Q, R : 

c2x2 — ab2x cosa — sin a — a* = o, 

c2y2 -+- -- x cosa H- a 2 sin a b* = o. 

P R O P R I É T É S . — I . Venveloppe du cercle P Q R est 
la quartique 

a2b2(x2-±- y2— ci* — b2)2= b*x2-ha*y2. 

Son équation en coordonnées polaires est 

r = —!— \ J a * sin2 0 H- ¿>6cos20 
lab L 

=t ¿>2)2cos2Ô -h a 2 ( a 2 - f - 2&2)2 s in 2 6] , 

Cette quartique se compose de deux ovales. Le plus 
petit a les mêmes longueurs d'axes que l'ellipse, 2a 
et i b . Le plus grand a pour longueurs d'axes 

2(a2+è!) -i(a2-h b2) 
e t r a o 

La somme des aires de ces deux ovales est 

S = — ( a 2 - h b2)(a^ 3a 2 b 2 +b<>) 
i a 2 b 2 

2 
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II. La puissance du centre O de Vellipse par 
rapport au cercle PQR est constante et égale 
à — («'-b'2). 

III. Le cercle PQR est bitangent à sa courbe 
enveloppe. 

Pour'le cercle 

b2 x a- y x2~\-y2 cos a j— sin a — (a 2 -h b'1) = o, 

les deux points de contact sont situés sur la droite 

b*x sin ol — a3 y cos a = o. 

IV. Si R est le rayon du cercle PQR, et Or le centre 
de ce cercle, on a 

H 2 = a 2 - Ô Ô \ 

Si r — y / a - b 1 est le rayon du cercle de Monge ou 
lieu du sommet des angles droits circonscrits à l'ellipse, 
cette relation devient 

H 2 = /-2 -H Ô Ô 2 , R 2 — /•2 = Ô Ô ' 2 . 

11 en résulte que : le cercle PQR coupe le cercle de 
Monge de l'ellipse donnée suivant un diamètre de 
ce dernier cercle. 

V. Les trois côtés du triangle PQR enveloppent 
r ellipse 

x 2 y2 _ i 
«6 66 ~~ ck 

VI. Le lieu du centre C du cercle circonscrit au 
triangle PQR est Vellipse 
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VIL Le lieu du centre de gravité G du trian-

gle PQR est rellipse 

X2 JK2 __ 6"2)2 

c^ ~~ 

VIII. Le lieu de Vorthocentre H du triangle PQR 
est Vellipse 

, , , ( a 4 + 6 4 ) 2 

a2v2-h - c* 

IX. Le du centre to du cercle dy Euler du 
triangle PQR est l'ellipse 

a-x- b-y- i 
( 7 a'+ b* -+- a-o'1 )"2 + f 6c* 

X. La corde de contact (III) du cercle PQR avec 
son enveloppe est perpendiculaire à la tangente 
en G à Vellipse (VI). 

XL Le milieu de chacune des droites MG, M G, 
MH, M(u décrit une ellipse. 

XII. Chacune des droites MG, MG, MH, M to est 
normale à une ellipse fixe. 

XIII. La droite d'Euler clu triangle PQR est nor-
male à r ellipse 

~ c^f^Ta4 -+- ¿>4)2 — a 2 à2 (a 2 -h ¿>2)2]2' 

XIV. Le lieu du point de rencontre de la droite 
d'Euler du triangle PQR avec la normale à ellipse 
donnée en M est une ellipse. 

XV. Le lieu du point de rencontre des droites MP 
et QRest la sextique unicursale dont les coordonnées 
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paramétriques sont 

ai(c% sin2cp -+- IA) coscp 63(c4cos2cp -h ak) sincp 
X ~~ c'l(ak sin2cp — b1* cos2cp) ' ^ ~~ c 2 (a 4 sin2cp — b1* cos2cp) 

X VI. Le lieu du point de rencontre des droites PM' 
et ()K est la quartique unicursale dont les coordon-
nées paramétriques sont 

a [ c-( a2 sin2 cp -f- b2 cos2 cp ) — a1 b2 ] 
'ib' lc l coscp ' 

b [ c2 ( a 2 sin2 cp + b* cos2 cp) -h a 2 ¿>2 ] 
± a2 c'1 sincp 

XVII. La droite PM' enveloppe une sextique uni-
cursale dont les coordonnées paramétriques sont 

x 

y 

et qui a pour aire 

~~ 8 ^ 

Si a — b\j\) -f- 2 y/6, on a U = o ; dans ce cas, la courbe 
ayant deux points doubles et trois boucles, l'aire de la 
boucle centrale est équivalente à la somme des aires des 
deux autres boucles. Les droites QM' et RM' enve-
loppent la même sextique. 

XVIII. Le Heu des projections de O sur les 
droites PM', QM', RM' est la sextique unicursale 
qui a pour équation 

= 1 '}. b2 — a 2 c 2 cos2cpl cos c?, ¿>2 1 i J , 

- — [ y. a - — b 2 — c 2 s i n 2 cp ] s in cp, 

(x 2 -+-y2 )2 ( a6¿r2 -f- 66j-2 j = (a'+x2-h b'*y2)2. 
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L'aire de cette co urbe est 

_ a («3-+- b*)2 

XIX. Le lieu des milieux des cordes PM', QM', 
RM' est la sextique unicursale 

(a2x2-h b2y2)(b2x2 +• a2y2Y = a* b^(x2 -+- y'1)2, 

dont Vaire est 
U — n a b i ^ - t - 6 a 2 6 2 ) 

~~ i ( a 2 -f- ¿>2)2 

XX. Le lieu des pôles des cordes PM', QM', RM' 
par rapport à Vellipse donnée est la podaire cen-
trale de cette ellipse 

(.r2-+- y2)2= a2x2-h b2y2. 

XXI. Le lieu du milieu des côtés du triangle PQR 
est la quartique unicursale 

ck{b2x2-t- a2 y2 )2 — a 4 ¿>4( a2 x2 -h b2y2), 

dont l'aire est 
^ 7ra6(a4 -h b'* ) 

ick 

XXIL Les hauteurs du triangle PQR sont nor-
males à Vellipse 

x2 y2 __ (a^-h b*>)2 

«6 ( r < 6 _ ¿6)2* 

XXIII. Les médiatrices du triangle PQR enve-
loppent une courbe unicursale du dixième degré, 
qui a pour aire 

7r[c4(a4-h 4a2&2) — 3a*6 4 ] U - 2ab(a2-i- b2)2 
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X X I V . Le lieu de la projection de O sur les hau-
teurs du triangle PQR est la sextique unicursale 

+ a*y2) = Ov-+- b4)2 r2y2 

qui a pour aire 
TJ _ " ( A 1 * - * -

~ 2(a3.4- b*)2 ' 

XXV. Le lieu du milieu des cordes interceptées 
par les hauteurs du triangle PQR dans Vellipse 
donnée est la sex tique unicursale 

(b2x2-f- a2y2)2(b[»x2+- aioy2j — (a'*-h b'*)2 a4 b'* x2 y2. 

X X V I . Le Heu du pôle par rapport à Vellipse 
donnée des hauteurs du triangle PQR est lakreuz-
curve 

„10 ¿,10 
— -f- — = ( a4 -4- b ' )2. x- y 1 

XXV II. Le lieu de la projection de O sur les mé-
diatrices du triangle PQR est la courbe unicursale 
du huitième degré 

( x2 -f- y2 )' ( b2 x2 -4- a2y2 f = x2y2 (b6x2 -f- a6y- ), 

dont Va ire est 

71 F a*-4- £>5) __ TC[</'* -4- b'*-h a2b2— ab{ A2-V-
U = 2 (a-4-6) : i •?. ( a • 

X X V I I I . Le lieu du milieu des cordes interceptées 
dans Vellipse donnée par les médiatrices du triangle 
PQR est la courbe du huitième degré 

(b2x2-+- a2y2)2(b*x2-h a*y2)2 = a 4 b1* x2 y2 ( b™ x2 -4- a10y2). 

X X I X . Le lieu du pôle par rapport à Vellipse 
des cordes formées par les médiatrices du triangle 
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PQR est la sex tique 

x2y2(bl0x2-±- aViy2) = (¿>6:r2~f- a6/2)2. 

XXX. Le lieu des pieds des hauteurs du triangle 
PQR est une sex tique unicursale. 

X X X I . Le lieu du milieu des hauteurs du triangle 
PQR est une sex tique unicursale. 

X X X I I . L'hyperbole d'Apollonius M P Q R enve-
loppe la kreuzcurve 

c '* x2 y2 = b&x2 -h a6y2. 

Celte kreuzcurve est aussi le lieu des pôles des 
cordes normales à Vellipse donnée. 

X X K L L L . Le lieu du centre de C hyperbole d'Apol-
lonius M P Q R est l'ellipse 

x2 y2 1 
a(i b6 c4 ' 

qui est aussi Venveloppe (Y) des côtés du triangle 
P Q R . 

X X X I V . Le lieu des sommets de Vhyperbole 
d1 Apollonius M P Q R se compose de deux quar-
tiques 

b6 x4 -f- a 6 j 4 = -

b x4 H- a^yk = 

c+ 

a&b*(x — y )2 

X X X V . Les paraboles passant par M , P , Q , R 

enveloppent les deux quartiques 

c'*[(bx -f- ay)2— a2b2]2 = 4 a2 b2 ( b* x2 -h a6 y2), 
c4[( bx — ay )2 = ^a2b2(b*x* •+• a 6 / 2 ) . 
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XXXVI. Les axes des paraboles MPQR sont 
parallèles aux diagonales du rectangle des axes 
de l'ellipse donnée. 

XXXVII. Le lieu du sommet des paraboles MPQR 
se compose de deux quartiques. 

XXXVIII. Uhyperbole équilatère M'PQR enve-
loppe la quartique 

alb^cHx* — y*-) — ( a<>-+- M)]2 = (a 2 )2(b6x2-h a 6 r 2 ) . 

XXXIX. Le lieu du centre de Vhyperbole MTQK 
est i ellipse 

XL. Le lieu des sommets de Vhyperbole M/PQR 
se compose de deux quartiques. 

XLI. Les paraboles passant par M', P, Q, R 
enveloppent deux quar tiques 

b 2 ( c2 . r 2 — a k ) 2 — a 2 ( ¿>r> x2 - h a c j 2 ), 

a*(c2y* -b //')'= ¿2(/»fi,r2+(/«72). 

XLII. Le lieu des sommets des paraboles M'PQR 
se compose des deux quartiques 

b*(c2x2^- a'*)"1 = a* y* (a1 b'*— 4 c^x'1), 
«r> ( c2 y2 — b'>)2= b^x^ia^b2-- I\c'+y2). 

XLIII. Les centres des quatre cercles de Joa-
chimsthal circonscrits aux triangles PQR, MPQ, 
MQR, M PR, et le milieu de CM sont situés sur 
l1 hyperbole équilatère 

ab sin a c o s a 

Celte dernière propriété existe si M est un point 
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quelconque (a, ¡3) du plan de l'ellipse donnée. L'hyper-
bole est alors 

[ C 2 k ] 
si K ornon s R A P P O R T S U E M A K Q I I A B L Ë S 

E N T R E V O L U M E S ; 

PAR M. A. B U H L . 

1. Je note ici quelques exercices très simples cons-
truits pour les candidats à la Licence. La conservation 
des volumes et des aires, soit exacte, soit à un facteur 
constant près, est un problème complètement traité au 
point de vue général. Ceci n'entraîne point cependant 
qu'on se désintéresse, par exemple, du théorème con-
cernant la projection plane des aires planes. On trou-
vera, dans ce qui suit, des théorèmes d'une simplicité 
analogue et même plus simples à un certain point de 
vue. Les aires qui se conservent, à un facteur constant 
près, par projection sur un plan, sont des aires prises 
sur les surfaces dont le plan tangent fait un angle cons-
tant avec un plan fixe, soit le plan O x y . Elles ont alors 
pour équation aux dérivées partielles 

p2 q2 — const. 

et sont des hélicoïdes développables. Nous allons passer 
en revue quelques résultats du même genre, dépendant 
aussi d'équations aux dérivées partielles du premier 
ordre qui auront, sur la précédente, l'avantage d'être 
linéaires. 
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Dans le même ordre d'idées j'ai donné, dans une 

seconde Noie : Sur les volumes dus à la rotation d'un 
contour (Rulletin des Sciences mathématiques, 
1916), un théorème concernant les volumes tournants 
engendrés par des contours tracés sur les quadriques ; 
un tel contour et sa projection sur un plan principal 
donnent, en tournant autour d'un axe principal situé 
dans le plan principal considéré, des volumes de révo-
lution en rapport constant. Je n'y reviens que pour 
signaler que ce théorème doit être naturellement 
rapproché des suivants, bien qu'on puisse le rattacher 
à d'autres considérations plus élevées figurant dans des 
travaux beaucoup plus étendus auxquels on pourra se 
reporter par l'intermédiaire du Bulletin. 

2. Soit un cône V quelconque, de sommet S, por-
tant sur l'une de ses nappes un contour y détermi-
nant une cloison A. Soif 11 un plan quelconque, sur 
lequel S se projette en O et A en P. Le cône de som-
met O, ayant la base conique A, et le cône de som-
met S, ayant la base plane P, ont des volumes 
égaux. 

Rappelons tout d'abord que si l'on considère une 
cloison A, appartenant à une surface quelconque 

s — f i x . y), 

le cône, ayant A pour base gauche et dont le sommet 
est à l'origine O, a pour volume 

p 

Si OS = k* un cône Y peut être considéré comme défini 
par l'équation 

z—px -qy = k 
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qui exprime qu'il s'agit d'une surface dont le plan tan-
gent passe par un point fixe S(o, o, k). Dans ces con-
ditions l'intégrale double précédente prend une forme 
qui démontre immédiatement le théorème. On pourrait 
donnera celui-ci des formes diverses. Soit, par exemple, 
un cylindre à section droite fermée, de génératrices 
parallèles à OS. Sur des cônes divers, il découpe 
des cloisons A,; tous les volumes coniques OA< sont 
égaux. 

3. Passons maintenant à des proportionnalités entre 
volumes de natures plus différentes. Considérons, par 
exemple, le problème suivant : 

A quelles surfaces doit appartenir une cloison A, 
se projetant en P sur 0.r>', pour que le volume 
conique OA soit proportionnel au volume engendre 
par P tournant autour de Ox? 

Cette question se traduit immédiatement par l'équa-
tion 

| j f (z—px — qy)dxdy = <2\~J j y dx dy, 

où est le facteur de proportionnalité. Celle-ci 
entraîne l'équation aux dérivées partielles 

3 - px — qy = 6rXy 

qui exprime que, le plan tangent en un point quel-
conque M des surfaces cherchées coupant O^ en T, le 
segment OT est proportionnel k y , seconde coordonnée 
de M. Par une intégration immédiate, on a pour équa-
tion finie desdites surfaces 

¿ = 6 rXy [o - l o g j j 

La fonction o est arbitraire. 
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4. Soit toujours A une cloison appartenant à une 

surface quelconque; en joignant à l'origine tous les 
points de A, on définit un cône ayant A pour base 
gauche et dont je désigne le volume par V0. De même, en 
projetant tous les points de A sur le plan Oxy, paral-
lèlement à O : , 011 définit, entre la base gauche A et la 
base plane P de O x y , 1111 volume cylindrique Uz . Soit 
à déterminer Les surfaces telles que À V 0 = U z , le 
coefficient X étant une constante. L égalité 

s f ~px ~ qy^dx dy = J f zdxdy 
donne 

\{z — px - qy) = 3s. 

Or s — p x — qy est l'ordonnée du point T où le 
plan langent, en un poinl quelconque de A, coupe O ; . 
Les surlaces cherchées ont donc, pour tous leurs 
points M, un segment OT proportionnel à l 'ordonnées 
de M. Leur équation finie 

montre d'ailleurs que ce sont des cas particuliers des 
surfaces de M . Jamet (E. P I C A R D , Traité d* Analyse, 
:>/ édition, p. \33), surfaces riches en propriétés remar-
quables et déjà rencontrées plusieurs fois dans mes 
p ré cé d e n te s p u b l i ca t i o n s. 

Pour \ = 3 on a les conoïdes droits d'axe O s ; pour 
tout contour fermé y tracé, on a 3 V 0 = Uz. Si l'un de 
ces conoïdes se réduit à un plan parallèle à Oxy, on 
retrouve le théorème élémentaire sur le volume du 
cône comparé au volume du cylindre de même base et 
même hauteur. On voit que ce théorème a une exten-
sion simple, immédiate, qui peut d'ailleurs être justifiée 
sans peine par des considérations purement géomé-
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triques et qui, cependant, n'est pas ordinairement 
considérée sous un tel jour. 

Pour X = — 3 on a, entre autres surfaces, le cylindre 
parabolique zpz = x2. En valeur absolue on a encore 
3 Y o = U s ; le changement de signe de X provient sim-
plement de ce que, pour les conoïdes précédents, les 
volumes V0 et Uz étaient d'un même côté de la 
cloison A, tandis que maintenant ils sont de part et 
d'autre de cette cloison. 

La surface obtenue pour X quelconque peut aussi, en 
coordonnées semi-polaires, être représentée par l'équa-
tion 

= A -3 ^(0), 

d'où des surfaces de révolution pour <J>(6) réduit à une 
constante. En reprenant X — —3, on trouve le para-
boloïde ipz = f l , si bien que la parabole 2 p z ~ x2, 
du plan Oxz , par une translation rectiligne parallèle 
à O y ou par rotation autour de O^, donne, dans les 
deux cas, des surfaces ayant la même propriété quant 
aux volumes V0 et que l'on peut y attacher. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. P. Carissan. — Description mécanique de la 
spirale logarithmique. — Il est possible d'obtenir 
un tracé rigoureux de cette courbe fondamentale au 
moyen d'un appareil très simple, inventé et construit 
par l'auteur pour quelques élèves de collège en 1914? 
issu de la remarque suivante : 

Les deux arcs : i° de la spirale 2 p — A w ( A ; > o ) , 
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVII. (Juillet 1917 ) 2 1 
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2° de l'hélice circulaire H de pas h et de rayon R, 
x = R cosw, y = R s in m, s — R m a , ont même expres-
sion différentielle en fonction : i° de la cote de l'extré-
mité M de l'arc pour l'hélice; 20 de son rayon vecteur 
pour la spirale. 

En effet, on a 
ds*= JlO2, 

v/i -h LA2 
(1) <J = pj- (p, — pu), 

O ù LA = log. nép. A et ds2-= R2( i -f- m2) rft/,-, 

/ F - H M 2 

(a) 5 = ( 2 , - ^ 0 ) m 

pour l'un et l'autre cas. 
Cela posé, si l'on parvient à établir une connexion 

matérielle telle que la double condition s = p = z soit 
effectivement satisfaite d'une façon continue dans le 
champ de l'instrument, on aura réalisé un traceur de S, 
avec les relations métriques 

( > ) LA = />/ = — ~ — cot V, 
'>. TT H 

V étant l'angle intérieur de la tangente à la spirale avec 
le rayon vecteur OM. 

La rotation d'une vis ordinaire, armée d'une molette 
roulante perpendiculaire, solidaire d'un moyeu-écrou 
qui épouse la vis, satisfait à la condition continue p = s, 
et permet d'appliquer l'hélice H sur la spirale S. La 
vis tourne tout d'une pièce, non sur elle-même, mais 
en balayant de son axe un plan P' autour d'un point 
fixe O' de cet axe et de ce plan. La molette, de rayon R, 
appuie légèrement par son bord sur un plan P, paral-
lèle à P' (distance R), et roule sans glisser sur ce 
plan P, ce qui réalise la condition s = <7. 
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L'appareil, de construction aisée, se compose donc 
essentiellement : i° d'une vis ordinaire; 2° d une mo-
lette-écrou finement dentée mobile le long et autour 
de la vis ; 3° d'un pivot-étrier OO', recevant en O' 
l'extrémité polaire de la vis, tandis que son pied est au 
pôle O de la spirale sur une planchette circulaire P. 
Le point de contact de la molette et du plan P décrit 
la spirale avec une grande précision à partir d'un 
cercle de quelques millimètres autour du pôle-asymp-
tote. 

Classification des spirales d'après les constantes 
de la vis ; 

/¿<2TCR, A < e ; A > e ; 

h = 2irR, A = e. 

Ainsi, une molette roulante embrayée sur une vis 
tournante de pas égal au périmètre de la molette 
engendre précisément, par son point de contact, la 
spirale logarithmique même p = eM. 

Pour les vis dont le pas est inférieur à ce périmètre, 
la base A est plus petite que e. 

Pour celles (vis à long enroulement et à long écrou) 
dont le pas est supérieur, la base est plus grande que e. 

Perfectionnements et remarques. — i° Il importe 
peu que la vis tourne plutôt que le plateau ou même 
tous les deux à la fois. On peut aussi restreindre le 
champ de la rotation en la limitant à un faible secteur, 
à condition de relever la vis à bout de course pendant 
le mouvement rétrograde, à l'aide d'un encliquetage. 

2° En soudant bout à bout deux vis symétriques, ou 
de pas inverse de part et d'autre du point O, et en 
armant chacune d'elles d'une molette, la distance des 
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deux molettes MM7 représente la fonction hyperbo-
lique A^-f -A" r . 

3° CJn curvimètre ordinaire, tournant autour de Taxe 
de son manche, projeté au point fixe O, fournit le tracé 
théorique immédiat de la spirale logarithmique; pour 
un instrument de ce genre 

H = 3mm, 5 ; h = o,5; A = i,ooi; V = 87°3o', 

les spires sont très rapprochées bien que séparées à 
l'œil nu et que leur dilatation progressive soit mani-
feste. 

/\° 11 est possible d'établir un mécanisme asymptote 
déroulé uniquement dans le temps et dans un espace 
fini et fournissant par leurs différences une suite illi-
mitée de décimales ou de logarithmes de nombres 
croissants, par l'adjonction d'un parallélogramme arti-
culé dont un coté est constitué par la vis prenant des 
positions de plus en plus inclinées. Cet appareil, à 
l'étude, plus compliqué, oscillerait à la façon d'un 
pendule. 

5° Sur un cône quelconque, on obtient une hélice 
conique. Le traceur logarithmique équivaut, à la 
rigueur, à une présentation expérimentale des loga-
rithmes, en permettant, de constater la propriété fon-
damentale du produit sur des couples de valeurs 
numériques choisies arbitrairement. 

Mous ressentons vivement l'honneur qui nous est fait 
d'une présentation dans ce Recueil, sous les auspices 
d'une entité essentielle ( conquête lumineuse et sereine 
des méditations de tant d'hommes supérieurs, parmi 
lesquels brille Hermite), de ce nombre e, trouvé une 
fois de plus en corrélation avec cet autre TC, dans la 
conjugaison harmonieuse d'un transformateur cinéma-
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tique primordial; de l'humble outil qu'est la vis aux 
mains d'un modeste artisan. 

M. G Fontené. — Au sujet de la question 711, 
IV. — Comme je l'ai montré précédemment (1916, 
p. 272) l'énoncé de l'auteur est exact. Un énoncé 
rectifié a été donné par M. J. de Virieu, en 1865, 
page 79; voici cet énoncé : 

a Une équation de la forme 

xm/(a) -h xtn~l /(« + i) + f ( a -+- 1) -+-...= o, 

dans laquelle f (a) désigne une fonction algébrique 
du degré m — 2 ou plus, a tou jours des racines ima-
ginaires. » 

Pour la démonstration, le degré de f (a) étant m — s, 
avec si! 2, l'auteur multiplie le premier membre de 
l'équation par (¿c — 1 1 ; dans la nouvelle équation, 
les termes de degrés m, m — 1, ..., m — s + i, en 
nombre s^ 2, ont des coefficients nuls comme étant 
leur différence d'ordre m — s 1 d'une fonction 
entière de degré m — s. 

M. de Virieu indique ensuite une généralisation de 
la proposition énoncée par Henni te au Concours 
générai de 18.42. 

M. d'Ocagne. — Remarque sur la question 2255 
(voir la solution, 1917, p. U)3). — La solution du 20 

peut être complétée par la remarque que la section 
par un plan quelconque, parallèle à D, est une 
cissoïde d'une ellipse identique à celle suivant 
laquelle le plan mené par D, parallèlemen t au plan 
de section, coupe la surface. 

Pour avoir une cissoïde de cercle, il suffît donc de 
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couper par un plan parallèle à un des plans de section 
circulaire menés par 1). Ces plans, au nombre de deux, 

* sont ceux, faciles à déterminer, qui (si l'on se reporte 
aux notations de l'énoncé) correspondent aux points B 
pour lesquels CB == CA. 

SOLUTIONS M QUESTIONS PROPOSÉES 

1015. 
( 1871, p . <)6, et 1917, p. i6<>). 

Construire une surface gauche, ayant pour ligne de 
striction une courbe donnée et pour cône directeur un 
cône de révolution également donné ( 1 ) . G . F O U R E T . 

S O L U T I O N 

P a r I ' A U T R U R . 

Le cùne directeur ( S ) d'une surface gauche ( S ) est, par 
définition, le cùne lieu des parallèles menées, par un point 
quelconque s de l'espace, aux génératrices rectilignes de (£) . 

On sait également que le plan central de (S) , suivant une 
génératrice F, contient la tangente 6 à la ligne de striction A 
de (X), à son point de rencontre avec T, et est perpendicu-
laire au plan tangent à (S), le long de la génératrice G de (S) 
parallèle à I\ 

Si donc la ligne de striction de A d'une surface gauche (S ) 
et son cône directeur (S) sont donnés, on construira une 
génératrice quelconque F de ( S ) de la manière suivante : par 
le sommet s du cône (S ) on mènera une parallèle T à la tan-
gente 0 de A, au point p de cette ligne, par lequel doit 

( l ) Cet énoncé contenait un second paragraphe que nous ne repro-
duisons pas, l'ayant reconnu inexact, ainsi que nous l'expliquons à 
la page 22?. Cette circonstance a vraisemblablement empêché de 
donner antérieurement une solution de la première partie de la 
question, semblable à celle que nous publions ici. G. F. 
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passer F. Par T on mènera un plan normal au cône (S). La 
génératrice G d'incidence de ce plan normal sera parallèle à 
la génératrice T de (S) , laquelle, devant passer par p, se 
trouvera donc déterminée. 11 y aura d'ailleurs, en général, un 
plus ou moins grand nombre de solutions. 

Si le cône donné (S) est de révolution, le plan normal (S) , 
mené par T, passera par l'axe de révolution de ce cône et 
coupera ( S ) suivant deux droites. Les parallèles à ces droites 
menées par p seront les génératrices F de (2 ) , passant par 
ce point, qui répondent à la question. La surface ( S ) sera, 
par suite, composée de deux nappes, se coupant suivant la 
ligne de striction commune A. 

Autre solution par Un Abonné, signalant l'erreur que contient 
la seconde partie de l'énoncé. 

QUESTIONS. 

2313 ( E N O N C É R E C T I F I É ) . — L'équation d'une conique étant 
f ( x , y, z) = o, on pose 

fit yu 

/ 1 2 = j | > 2 / ¿ t - t - • • • + • . . ] . 

Si un polygone de n côtés M I M 2 . . . est circonscrit à la 
conique, on a 

/ i l X . . . X / „ „ = (— l ) » / 1 2 X . . . X fm-

G . F O N T E N É . 

2317 ( É N O N C É R E C T I F I É ) . — Sur la symétrique d'une tangente 
quelconque à une parabole, par rapport au foyer, il y a trois 
points P I , P 2 , P 3 d o n t les d i s t a n c e s P T MT, P 2 M 2 , P 3 M 3 à la 
courbe sont respectivement égales à leurs distances Pi F, 
P 2 F, P 3 F au foyer. Démontrer que les points Mj, AJ2, M3, 
F sont concycliques. R. G O O R M A G I I T I G H . 
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2322. On considère les triangles rectangles ABC ayant une 

hypoténuse commune BC. Des pieds des hauteurs issues des 
sommets A on mène des parallèles aux côtés AB, AC ; démon-
trer que ces parallèles enveloppent deux hypocycloïdes à trois 
rebroussements. F. B A L I T R A N D . 

2323, Dans le plan d'un triangle, il y a deux points Mj 
et IVI2 tels que, si aj, ¡3j. yi a2, [32, y2 désignent leurs pro-
jections sur les côtés, les segments Bai, *2C, ^ A , 
Ayi, Y2B soient égaux entre eux; la droite qui joint le centre 
de gravité du triangle à l'orthopôle de la droite Mj i\l2 passe 
par le point de Feuerhach. R. G O O R M A G U T I G H . 

ERRATA. 

P a g e i ( )3 , l i g n e i 3 e n r e m o n t a n t , au lieu de à l ' i n f i n i s u r B ' , 
lire à 1'iniini sur I)'. 

Page 194, ligne 8. au lieu rf« A a en K, lire kx en I». 
P a g e 196, I' « a u t r e s o l u t i o n » d e M . B o u v a i s t s ' a p p l i q u e à l a 

q u e s t i o n 2 2 5 7 ; à la p r e m i è r e l i g n e d e c e t t e s o l u t i o n , a a lieu de I T , 
lire M T. 

P a g e 196, l i g n e 9, o n a o m i s d e s i g n a l e r u n e s o l u t i o n d e M . H . 
B r o c a r d à l a q u e s t i o n 2 2 5 6 , e t d e m e n t i o n n e r à c e s u j e t s o n é t u d e 
sur le Trifolium ( J. de Math. spéc de G. de Longchamps, 1891, 
p 126-129). 

P a g e s 198, 199, l e s é n o n c é s d e s q u e s t i o n s 2 3 1 3 , 2 3 1 7 , p a r s u i t e d e 
f a u t e s t y p o g r a p h i q u e s , s o n t p e u c o m p r é h e n s i b l e s . N o u s l e s r e p r o -
d u i s o n s , r e c t i f i é e s , d a n s l e p r é s e n t n u m é r o . 

P a g e 199, l i g n e 3 , au lieu de à la d r o i t e A B et , lire où la d r o i t e A B 
e s t . 

P a g e 199. l i g n e 4< e n r e m o n t a n t , après d 'un p o i n t M , ajouter 
v a r i a b l e . 
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[ M ' ô d ] [ M l 6 ] 

8UK UNE MANIÈRE » E N G E N D R E R LES CUIHQUES UNICURSALES 
ET UNE CLASSE DE QUARTIQUES, ET SUR UNE RELATION 
ENTRE BEUX T R A N S F O R M A T I O N S ; 

PAR M. F. GOMES TEIXEIRA. 

Nous allons donner une manière nouvelle d'engen-
drer, au moyen d'une conique donnée, les cubiques 
unicursales et les quartiques qui ont un point double et 
deux asymptotes réelles coïncidantes à distance finie, 
et signaler ensuite une relation entre une transfor-
mation géométrique générale que cette construction 
suggère et la transformation qu'on obtient en généra-
lisant la construction donnée par Descartes de la 
co n c hoï d e parab o 1 i q u e. 

1. Traçons sur un plan une conique (G) et une 
droite (D). et prenons sur cette droite un point O et 
sur la conique un point A. Menons par ce point une 
droite (D,) de direction arbitraire et représentons 
par B le second point où elle coupe la conique. Menons 
enfin par ce point une perpendiculaire à la droite (D) 
et par O une parallèle à la droite (D, ), et désignons 
par M le point où ces dernières droites se coupent. 
Cela posé, nous avons les théorèmes suivants : 

i° Le lieu décrit par M, quand la droite (D<) 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Août 1917.) 22 
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varie, est une cubique unicursale, a son point 
double à O et dont une asymptote est perpendicu-
laire à la droite (D) et les autres sont parallèles à 
celles de la conique. 

'2° Réciproquement, si Von donne une cubique 
unicursale ayant son point double à distance finie, 
on peut déterminer d une infinité de manières une 
conique et un point A tels que la cubique puisse être 
construite par la méthode précédente. 

Prenons le point O pour origine des coordonnées 
orthogonales et la droite (D) pour axe des abscisses; 
désignons par (a, ¡3) les coordonnées du point A, 
\Ydr y{) celles du point B, par (X, Y) celles du 
point M et par X le coefficient angulaire de la droite (D4); 
et supposons que la conique soit représentée par 
l'équation 

( i ) Hy* -+- K xy -h L X2 h~ My h- N X -4- P = o. 

L'équation de la droite (])«) est 

y — p = — a ) , 

et cette droite coupe la conique au point A et k un 
autre point dont l'abscisse est déterminée par l'équa-
tion 

(•2) (H X*-h KX -+- h)x2 

4- II a* X*— « ( 2 H { i 4 - M ) X + H p i + M p + P = o. 

Nous avons donc 

2aHX*— (3 a H — K a h- M ) X — K 3 — N ri - 1 r . — ' 1 . 



yi = x t, Y — x x . 

En éliminant \ et xK entre ces trois équations, on 
obtient celle du lieu décrit par M, savoir : 

( X + a ) ( H Y « + K X Y - h L X * ) 

= 2 H a Y 2 + ( K a - 2 H ¡3 — M) XY - ( K ^ 4 - N ) X * , 

laquelle représente une cubique uaicursftle aya&t le 
point double à l'origine O et ayant une asymptote 
perpendiculaire à l'axe des abscisses (D) et les deux 
autres parallèles aux asymptotes de la colique. 

Considérons maintenant la question réciproque. 
Supposons qu'on donne une cubique unicursale 

ayant le point double à distance finie et rapportons 
cette cubique à . un système de coordonnées orthaga-
nales ayant pour origine le point double et pour axe des 
ordonnées la parallèle a une asymptote. L'équation de 
la cubique prend la forme 

X ( H t Y 2 - b K i X Y - t - L I X Î ) = M i X ' H - N t X Y -h P , Y*. 

Les conditions pour que la cubique que cette 
équation représente soit identique à celle que 
représente l'équation précédente sont ; 

Ht " H * Hi H ' H, ~~ Ht ^ H H , * ' 

N t w M P , 

K L 
Les deux premières équations déterminent «t -ĵ  • 

Les autres et l'équation 
H f$2 K -h La2 M- Mji -4- Na -t- P = 0 

ou 
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laquelle exprime que le point (a, (3) est situé sur la 

conique, déterminent a et trois des quantités ¡3, 
N P 
U> quand une est donnée arbitrairement. 

On peut, en particulier, faire M = o, et construire 
ainsi la cubique au moyen d'une conique symétrique 
par rapport à l'axe des abscisses. 

Cette manière de construire les cubiques unicursales 
est la généralisation d'une méthode employée par 
Cramer dans Y Introduction à V Analyse des lignes 
courbes (i^5o, p. 44 l) pour construire la courbe 
connue à présent sous le nom de conchoïde de 
Sluse. 

2. Si la conique considérée se réduit à un cercle 
représenté par l'équation 

(x — a ) 2 - f - ( y — R2 , 

la courbe engendrée par la méthode donnée au numéro 
précédent est une cubique circulaire unicursale 
représentée par l'équation 

Réciproquement, si l'on donne la cubique circu-

laire représentée par l'équation 

X ( X 2 - f - Y2) = M, X2-+- Nj XY -+- Pi Y-, 

on a, pour déterminer le cercle et le point (a, ¡3) qui 
figurent dans la construction considérée, les équations 

ia — ol = Mi. i(b — £ ) = : N , r - a = P , , 
( a — a ) 2 H - ( £ — [ i ) 3 = R 2 . 

S. Supposons maintenant que le point A ne soit pas 
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situé sur la conique donnée. Dans ce cas, l'équation (2) 

donne, en posant x = X, A = 

X 2 [ H Y * H - K X Y - + - L X 2 ] 

- + - X [ ( K p - h N ) X » - + - ( 2 p H — Ka-*-M)XY — ¿U '>. Y2] 

+ H a ! Y î - a ( 2 H p + M) XY-h(H p2 -+- Mj3 -4- P ) X2 = o. 

La courbe engendrée par M, quand la droite (D4) 
varie, est donc alors une quartique ayant un point 
double à l'origine des coordonnées, deux asymptotes 
coïncidantes parallèles à l'i^xe des ordonnées, dont 
l'équation est X = a, et deux autres parallèles à celles 
de la conique donnée. 

Réciproquement, si l'on donne une quartique ayant 
deux asymptotes réelles coïncidantes situées à distance 
finie et un point double situé aussi à distance finie, 
nous pouvons prendre pour axe des ordonnées une 
parallèle à ces asymptotes et le point double pour 
origine des coordonnées, et l'équation de la courbe 
prend la forme 

X 2 ( H I Y 2 -4- K J X Y - H LI X 2 ) 

+ X ( M 1 P + N , X Y + P T Y 2 ) 

-h Q I X 2 4- R I X Y -+- T T Y 2 = O. 

Les conditions pour que cette équation soit iden-
tique à celle qui précède sont : 
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Ces équations donnent d'abord 

(A) P| = 4HiT,. 

Quand cette condition est satisfaite, les deux pre-
K L mières équations déterminent -g- et les autres 

, , • ¿ M N P 
déterminent P? H * H" * H " 

La condition (A) est celle qui exprime que la 
quartique donnée a deux asymptotes coïncidantes pa-
rallèles a l'axe des ordonnées. 

De tout ce qui précède résultent les théorèmes 
suivants : 

i° Le lieu décrit par M, quand ta droite (D4) 
varie, est une qttctv tique ayant un point double à O 
et deux asymptotes coïncidantes perpendiculaires à 
la droite (D). 

2° Réciproquement, si Von donne une quartique 
ayant un point double et deux asymptotes coïnci-
dantes à distance finie, on peut déterminer Une 
conique telle que la quartique puisse être construite 
par la méthode exposée ci-dessus. 

4. En généralisant la doctrine précédente, on obtient 
une transformation de courbes qu on va voir. 

Considérons une courbe (C) représentée par l'équa-
tion y = X(x) et prenons sur son plan un point A 
ayant pour coordonnées (a, ¡à), et un point O, origine 
des coordonnées. Par le point A, menons une 
droite (D4) de direction arbitraire et représentons 
par (x, y) les coordonnées d'un point B où elle coupe 
la courbe donnée. Par ce dernier point, menons une 
perpendiculaire à l'axe des abscisses et par le point O 
une parallèle à la droite (D,) . Ces deux droites se 
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coupent en un point (X, Y) qui décrit, quand la direc-
tion de la droite (D,) varie, une courbe (C4) dont 
les points sont déterminés par les équations 

JV = X , I —- f\ J\. = X . ./; — a 

Ces équations donnent 

et par conséquent l'équation de la transformée (Ci) de 
la courbe donnée (C) est 

( 3 ) ? + Y - * Y = / ( X ) . 

Si le point (a, ¡3) coïncide avec un point de la 
courbe donnée, cette équation doit se dédoubler en 
celle d'une droite et celle de la courbe cherchée. 

o. On peut rattacher à la transformation qu'on vient 
de considérer une autre qu'on va définir. 

Considérons une courbe qui se déplace sur un plan 
de manière que ses points décrivent des droites paral-
lèles et considérons sur ce plan un point H invariable-
ment lié à la courbe. Prenons sur le même pian un 
point fixe K et par ce point traçons la droite KH. Cette 
droite coupe la courbe considérée en des points (Vi4, 
M2 , . . . qui décrivent, quand la courbe se déplace, une 
nouvelle ligne dont on peut obtenir l'équation de la 
manière suivante. 

Prenons pour origine des coordonnées orthogonales 
le point fixeK et pour axe des ordonnées une parallèle 
à la droite décrite par un point de la courbe mobile, 
et supposons que l'équation de la courbe donnée cor-
respondant à sa position initiale soit y — f (x), et que 
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les coordonnées du point H correspondant à cette 
position de la courbe soient (a , , [3, ). 

Quand ce point prend la position définie par les 
coordonnées (a, , ¡3, -f- Xr), la courbe prend la position 
correspondant à l'équation 

y - k = f ( x ) . 

L'équation de la droite IiK est 

y = 

Cette droite coupe la courbe en des points déter-
minés par les deux dernières équations, et l'on obtient 
l'équation du lieu de ces points en éliminant /. entre 
ces équations, ce qui donne 

(4) y - h - = /<*) . 

La transformation qu'on vient de considérer est 
identique à celle que Descartes a employée dans sa 
Géométrie pour construire au moyen de la parabole sa 
conchoïde parabolique. 

Les équations (3) et (4) sont identiques quand on 
prend a = a,, [3 = — ¡3,. Donc, si Von applique à une 
courbe donnée la transformation de Descaries et 
celle qu'on a considérée au n° i , on obtietit une même 
courbe, quand on choisit convenablement les points 
et les droites qui figurent dans ces transforma-
tions. 

6. On connaît diverses manières de tracer le folium 
de Descartes, dont nous avons exposé quelques-unes 
dans notre Traité des courbes spéciales (t. I, p. 85-91). 
Nous allons en ajouter une autre bien facile, qui résulte 
de la doctrine exposée au n° 1. 
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En appliquant cette doctrine k l'équation de cette 
courbe : 

v /à(3Y2-+-X2)X = 3rt(X2 — Y®), 

on trouve, en faisant H == i, M = o, 

a = P = o, = ;; > 

N = — ^ a \J'±, K = o. 

Donc le folium de Descartes peut être tracé par la 
méthode considérée au n° 1 en employant la conique 
définie par l'équation 

6y~-+- ix2— ia \fix — 3 a 2 = o, 

et nous avons pour cela la règle suivante : 

Traçons l'ellipse quia pour centre le p o i n t ^ a y/2, o^ > 

et dont les axes sont égaux k iasj~2el 2 P a r 

sommet de cette ellipse qui a pour coordon-

nées ^ — i f l ^ j o j ) menons une droite de direction 

arbitraire (D4) et, par le second point où cette droite 
coupe l'ellipse, traçons une perpendiculaire k l'axe des 
abscisses. Cette dernière droite coupe la parallèle a (D4) 
menée par l'origine des coordonnées en un point M du 
folium. 
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[K111] 
FAISCEAUX DE CERCLES 

RELATIFS A LA PUISSANCE D'UNE DROITE ; 
PAR M. L. C R E L I E R . 

Dans un même plan nous pouvons considérer quatre 
espèces de faisceaux de cercles : 

i° Les faisceaux F4 formés par l'ensemble des 
cercles admettant les deux mêmes points de coupe 
réels ; 

2° Les faisceaux F2 formés par tous les cercles qui 
ne se coupent pas, mais qui possèdent les deux mêmes 
points fondamentaux; 

Les faisceaux F3 formés par l'ensemble des 
cercles possédant les deux mêmes tangentes exté-
rieures communes. En d'autres termes, tous les cercles 
d'un faisceau F3 admettent le même premier centre de 
similitude extérieur; 

4° Les faisceaux F4 formés par l'ensemble des cercles 
admettant le même premier centre de similitude inté-
rieur. 

Les faisceaux F< et F2 sont bien connus dans la 
théorie de la puissance d'un point par rapport à un 
cercle. Les autres, moins connus, se rattachent à la 
théorie de dualistique de la puissance d'une droite par 
rapport à un cercle. Ils donnent lieu aux quelques pro-
priétés suivantes : 

i° Toute droite passant par le premier centre de 
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similitude ou par le CENTRE RADICAL principal a la 
même puissance relative par rapport à tous les 
cercles du faisceau; 

2° Les tangentes par tous les points de coupe 
homologues des cercles d'un faisceau avec une 
même droite passant par le centre radical sont pa-
rallèles entre elles. 

En effet, les angles des tangentes avec la droite cor-
respondent à sa puissance ; ils sont donc égaux et les 
tangentes sont parallèles. 

3° Les points de coupe des deux tangentes de 
chaque cercle du faisceau par ses intersections avec 
une droite passant par le centre radical sont tous 
sur un même rayon. Celui-ci passe également par 
le centre radical et il est la polaire conjuguée de la 
droite précédente par rapport à tous les cercles du 
faisceau. 

Soient C, et C2 deux cercles du faisceau F3 ou F4 

dont le centre radical est S ( f i g. 1 et 2). Nous consi-
dérons la droite AB passant par S; elle coupe Ci en A 
et A', puis C2 en B et B'. Les tangentes en A et A' se 
coupent en Mj, celles par B et B' se coupent en M2. 
Les triangles 0 2 AM 4 et 0 2 BM 2 sont homothétiques ; 
donc M4M2 passe par le point de coupe S de 0 i 0 2 

et AB. D'autre part, M{ est le pôle de AB par rapport 
à C2 et SMt la polaire conjuguée de AB par S et par 
rapport au même cercle. La même remarque est va-
lable pour tous les cercles du faisceau. 

Cette droite SM1M2 est ainsi le rayon conjugué 
de AB dans Pinvolution des polaires conjuguées en S. 
La ligne des centres est le premier axe et, dans le fais-
ceau F3 , les tangentes extérieures communes sont les 
rayons doubles. 
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4° Etant donnés deux faisceaux F ^ et F(

3
2) de 

même centre radical principal S, les points de coupe 
des tangentes extérieures communes de deux cercles 
quelconques des faisceaux, pris l'un dans F3

1} et 
l'autre dans F(

3
2),. sont tous sur une même droite 

appelée L ' A X E RADICAL P R I N C I P A L DES DEUX FAISCEAUX. 

Les points de coupe des tangentes intérieures com-
munes des mêmes cercles sont tous sur une autre 
droite appelée L 'AXE RADICAL SECONDAIRE DES DEUX 

FAISCEAUX. 

Soient C< un cercle de F3
1} et C2 un cercle de F(

3
2). 

Leurs tangentes extérieures communes se coupent en C. 
La droite SC = aK est de mêmes puissances relatives 
par rapport à tous les cercles de F ^ et par rapport a 
tous ceux de F3

2). Elle est encore de mêmes puissances 
relatives par rapport à C, et C^. Les puissances rela-
tives par rapport aux cercles de F3

n sont ainsi les 
mêmes que celles par rapport aux cercles de Fi>2), puis-
qu'elles sont déterminées par les cercles C, et CI,. 

La droite SC est donc de mêmes puissances rela-
tives par rapport à deux cercles quelconques pris, l'un 
dans F ^ et l'autre dans F(

3
2). Elle passe par les centres 

radicaux principaux correspondants ; autrement dit, les 
points de coupe des tangentes extérieures communes à 
deux cercles pris comme nous venons de le dire sont 
tous sur SC. 

Si nous admettons que les tangentes intérieures de C4 

et de C'2 se coupent en D et si nous désignons la 
droite SD par a 2 , cette droite sera de mêmes puis-
sances relatives pour tous les cercles de F ^ et de 
mêmes puissances relatives pour tous ceux de F!2). Elle 
sera en outre de puissances relatives inverses pour C< 
et C'2. Il en résulte que la puissance relative pour les 
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cercles de F 3

n est l'Inverse de la puissance relative 
pour ceux de F3

2). Autrement dit, la droite a2 passera 
par les centres radicaux secondaires de deux cercles 
quelconques pris, l 'un dans F 3

n et l'autre dans F(
3

2). La 
droite a est donc le lieu des points de coupe des tan-
gentes intérieures communes des cercles considérés 
deux à deux comme plus haut. 

aK devient Yaxe radical principal des deux fais-
ceaux F ^ e tF 3

2 ) eta 2 Yaxe radical secondaire. Si nous 
désignons par F(

3
n et F(

3
2) les faisceaux compris dans les 

angles opposés des précédents, ax est également l'axe 
radical principal pour F , 1 et F(

3
2) et l'axe radical secon-

daire pour F(
3

} et F(
3

2). Il en est d'une manière analogue 
pour a2-

5° Etant donnés deux faisceaux F ^ et F^2), les 
points de coupe des tangen tes extérieures communes 
à deux cercles pris, l'un dans F {

A
i}et l'autre dans F(

4
3), 

sont tous sur une même droite, L 'AXE RADICAL P R I N -

CIPAL DES DEUX FAISCEAUX. 

Les points de coupe des tangentes extérieures com-
munes à deux autres cercles pris, l'un dans F4

n et 
le second dans F(

4
2) ou l un dans F(

4
n et l'autre dans 

F(2), sont également tous sur une même droite, 
L AXE RADICAL SECONDAIRE DES DEUX FAISCEAUX. 

Le raisonnement est identique au précédent. 
L'application de la théorie de la puissance d'une 

droite par rapport à un cercle aux ijivolutions de 
rayons donne lieu au théorème suivant : 

T H É O R È M E . — A tout point P du plan d'un fais-
ceau F3 OU F4 de centre radical S correspond une 
involution de rayons. Les rayons conjugués sont 
les bissectrices des angles compris entre l'axe PS et 
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la première tangente menée de P à chaque cercle 
du faisceau, puis entre PS et le prolongement de la 
deuxième tangente menée de P au même cercle. 

Les rayons doubles sont toujours réels dans le 
plan d'un faisceau F4 et dans l'angle intérieur du 
plan d'un faisceau F 3 . Dans son angle extérieur, 
ils sont imaginaires. 

Les rayons doubles réels sont les bissectrices des 
angles compris entre l'axe et les tangentes des deux 
cercles du faisceau F 3 ou F4 et son complément F'4, 
passant par le point considéré. 

Nous considérerons maintenant un point P du plan 
d'un faisceau F 3 ou F4 complété par le faisceau con-
jugué F'3 OU F'4 et de centre radical principal S. Parce 
point, nous mènerons deux tangentes k chaque cercle 
du faisceau. Soient t{ et t2 les deux tangentes k l 'un 
quelconque des cercles. 

La puissance absolue de la droite PS sera la même 
par rapport à tous les cercles du faisceau, F3 par 
exemple et la même par rapport k tous les cercles 
du faisceau complémentaire F's. 

Si nous posons 

angle a) = a, a = PS, 
angle (t2a) = a', 

nous aurons 
3C 2» Puissance de PS = tang - tang ~ • 

Avec les deux tangentes d'un autre quelconque des 
cercles du faisceau, nous aurons également : 

a ai 3 BJ Puissance de PS = t á n g - tang— = tang ^ tang ^ = . . . = c o n s t . 

Les bissectrices des angles compris entre PS et t{ 
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ou PS et le prolongement de i2 donnent lieu a un pro-
duit de tangentes trigonométriques constant; donc ces 
bissectrices forment une involution d'axe principal PS. 

Il reste cependant quelques observations à faire : 

i° Chaque tangente t{ est commune à deux cercles 
du faisceau, F:i par exemple, ou à un cercle de F3 et à 
un de F';l, suivant l'angle dans lequel elle se trouve. 

Dan, le premier cas, tx est la première tangente pour 
un cercle et la deuxième pour l'autre, puisqu'elle sé-
pare les deux cercles. La première fois, il s'agira de la 
bissectrice de l'angle entre PS et cette tangente. La 
seconde fois, il s'agira de la bissectrice du supplément 
du même angle pris en sens contraire. 

Dans le second cas, la tangente ¿2, p a r exemple, est 
chaque fois, deuxième tangente. Pour le cercle de F3 

nous aurons la bissectrice de l'angle entre PS et le 
prolongement de ¿2, tandis que pour le cercle de F'3 ce 
sera la bissectrice de l'angle entre PS et t2 elle-
même. 

Dans chaque cas, toute bissectrice est univoque-
ment liée à sa conjuguée et celle relative au second 
cercle forme un rayon perpendiculaire au précédent, 
mais sans être conjugué avec lui. 

Le raisonnement est identique pour F4 et F'4. 

2 ° J Y > U S avons dit que P S , à cause de la puissance, 
était l'axe principal de l'involution. Nous pouvons 
encore remarquer que PS correspond aux tangentes 
confondues du cercle limite du faisceau. La première 
bissectrice est donc PS et la seconde lui est perpendi-
culaire. Elle donne le deuxième axe. 

a" 11 reste à examiner les rayons doubles possibles 
des invoiutions. Nous aurons deux cas principaux, un 
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avec les faisceaux F3 et l'autre avec les faisceaux F4 . 

Avec les faisceaux F3, deux alternatives sont encore 
possibles, suivant que Pest dans l'angle même du fais-
ceau, ou qu'il est dans son supplément. 

Dans la première alternative, la puissance de PS sera 
positive; c'est également celle de l'involution et nous 
aurons deux rayons doubles possibles. Ces rayons 
seront les bissectrices des angles entre PS et les tan-
gentes des deux cercles du faisceau qui passent par P. 

Si P est dans l'angle supplémentaire du faisceau, il 
n'y a pas de cercles par P, donc pas de tangentes et pas 
de rayons doubles. D'autre part, la puissance est néga-
tive,Jce qui exclut déjà la possibilité des rayons doubles. 

Dans le deuxième cas, avec un faisceau F4, la puis-
sance de PS est constamment positive. Il y a donc tou-
jours deux rayons doubles réels. Nous savons en 
outre, par la planimétrie, que nous avons toujours un 
cercle de F4 par P et un de ¥ \ . Comme précédem-
ment, les tangentes de ces cercles entraînent les rayons 
doubles. 

[K1 9a ] 
S U R L ' O R I E N T A T I O N D U N G R O U P E D E D R O I T E S ; 

PAR F. GONSETH, 
Docteur ès sciences, 

Assistant à l'École Polytechnique fédérale de Zurich. 

1. Dans un précédent article (4) , j'ai démontré les 
énoncés suivants : 

Les groupes de n droites d'un faisceau qui ont 

(') Quelques propriétés métriques, ctc. (1917, p. 125). 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Août 1 9 1 7 . ) 23 



( » 9 » ) 

une même orœnt&twn forment wn système UnéaÀve 
domt la paire i mûr ope dm faisceau, est une paire 
neutre; ou encore : 

Ce système linéaire est formé dès groupes apo-
laires à un groupe régulier fondamental de 
n droites. L'orientation de tout groupe du système 
par rapport à chaque droite du groupe fondamental est 
nulle. 

Un groupe régulier est, d'autre partT apotetiite à 
lmpaire isotrope. 

Remarquons que ces propriétés sont de nature pro-
jectile. 

Elles peuvent être appliquées k l'étude des courbes 
algébriques qui ont mêmes foyers. La méthode offrira 
l'avantage de généraliser fort simplement le procédé 
projectif qui est classique dans le cas particulier des 
coniques confocales. 

2. a. Deux courbes algébriques de /¿i(Uie classe, 
Frt et F*, sont confocales lorsque toute droite isotrope 
qui touche l'une touche aussi l'autre. Par conséquent : 

Lre«seii*Ible des cx>n»fc>ca>les à forme un système 
linéaire tangentiel auqnel on parvient en construisant 
le système linéaire de moindre dimension qui com-
prend Fw et ttowtes les eouirkes- de z»iènU5 classe formées 
de l'ombilicale (conique dégénérée) et d'une courbe 
arbitraire de (n — 2) lème classe. Ce système a la dimen-
sion — 2*) + i. 

Supposons que d'un point P arbitraire on ait mené 
les groupes de tangentes à Fn et k ses confocales. Ces 
groupes forment naturelle méat un système linéaiire, 
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dont la dimension ne surpasse pas n — i ; il existe en 
effet oo confocales à Tn qui sont formées d'une 
courbe de (n — 3 y*»« classe, de la paire ombilicale et 
du point P; toute droite tangente à une confocale il 
(différente des précédentes) l'est également à toutes 
les confocales du système linéaire construit sur Q et 
les précédentes ; enfin 

IY.(/I — 2 ) + I — N ( / I — 3 ) - - I = N — I . 

D'autre part tout groupe comprenant la paire iso-
trope est un groupe de tangentes; donc les groupes de 
tangentes menées de P à toutes les confocales à F,, 
forment un système linéaire dans lequel la paire 
isotrope est neutre. D'après les résultats rappelés au 
n° 1 ces groupes ont même orientation. 

Tout groupe indépendant de foyers est une confo-
cale réduite à n points. Si nous supposons que Fn est 
une courbe réelle, un de ces groupes est formé de 
n points réels, et l'on obtient l'énoncé de Laguerre. 

Tout groupe de tangentes menées de P à l\ ou 
à ses confocales a la même orientation que le groupe 
des (droites allanVauœ n foyers réels de Tn. 

b. La> considération, du, groupe régulier fondamenta l 
mène à un second énoncé qui généralise, comme le 
précédent, une propriété bien connue des coniques 
confocales. 

Cherchons, parmi les confocales qu.i passent par l \ 
celles qui. peuvent y admettre urne tançante station-
naice. IL fiuil pour cela qu'un certain nombue des tan-
gentes dfuû groupe viennent à coïncider. Or, chaujue 
droite du groupe fondamental doit être considérée 
domine un groupe de n droites confondues, et aucune 
autre droite ne jouit de cette propriété. Donc : 
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Les seules n droites du groupe régulier fonda-
mental ont en P un contact du (n — i)lème ordre 
avec une et par conséquent avec ooNln_3,H confocales 
à Tn. 

c. Soient r4 et T2 deux courbes de 7iièmc classe, et r 3 

une courbe de leur faisceau tangentiel; soit enfin P 
un foyer de cette dernière. Les groupes de tangentes 
menées de P à Y4 et à Y2 (et par conséquent à toutes 
les courbes du faisceau tangentiel de ces dernières) 
ont même orientation (1 ). 

Les groupes de tangentes menées de P aux courbes 
du faisceau tangentiel qui contient F,, V2 et F3 forment 
une involuMon qui est déterminée par deux groupes, 
par exemple par celui des tangentes à T, (qui est arbi-
traire) et celui des tangentes à r 3 (qui contient la 
paire isotrope de P). Cette involution est donc com-
prise dans le système linéaire contenant le premier 
groupe et tous les groupes formés de la paire isotrope 
et de 71 — 2 droites arbitraires, ce qui démontre 
l'énoncé. 

d. Fixons une direction, d, et cherchons les 
points P tels que le groupe des tangentes menées de P 
à ait, par rapport à d, une orientation nulle. Pour 
tout point du plan il existe un groupe régulier de 
n droites, dont une droite composante est parallèle 
à d. Soient M ( , . . . , les points à l'infini des 
droites de ce groupe. Les points P doivent être tels 
que les tangentes menées à Tn et les tangentes menées 
a la courbe formée des n points M, forment deux 
groupes apolaires. Or, en général, l'énoncé suivant est 
vrai : 

(* ) G. H U M B E R T , Nouvelles Annales, 1890. 
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Les points d'où les tangentes menées à deux 

courbes de nieme classe forment deux groupes apo-
laires, sont sur une courbe Cn de /iièmo ordre. 

Dans notre cas particulier Crt passe par les points M/; 
ses directions asymptotiques forment un groupe régu-
lier. 

Lorsque d tourne autour d'un point, les courbes C„ 
décrivent un faisceau ponctuel, car pour tout point 
commun à deux d'entre elles, l'orientation du groupe 
des tangentes à Yn est la même par rapport à deux 
directions différentes, et par conséquent indéterminée 
pour toute direction. Ces points d'intersections sont 
les n1 foyers de r„. 

Le faisceau des courbes de/ilemo ordre qui passent par 
les n2 foyers de Tfi est donc très remarquable. L'orien-
tation du groupe des tangentes menées des points de 
l'une quelconque d'entre elles à Yn est constante ; 
leurs directions asymptotiques forment une invo-
lution absolue. 

3. Dans l'espace, deux groupes de n plans d'un fais-
ceau d'axe d ont même orientation lorsque les groupes 
de droites, qu'on obtient en les coupant par un plan iz 
perpendiculaire à d, ont eux-mêmes une même orien-
tation; un groupe de plans est régulier en même temps 
que le groupe de ses droites d'intersection par k. Le 
faisceau d'axe d contient deux plans isotropes qui 
coupent 7t suivant deux droites isotropes (parce que tt 
est perpendiculaire à d) ; en outre deux groupes de 
plans sont apolaires en même temps que les groupes de 
droites qu'on obtient en les coupant par un plan arbi-
traire, par T: spécialement. Il en résulte que les 
énoncés du n° 1 sont équivalents aux suivants : 
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Un groupe régulier de plans (d'un même fais-
ceau) est apolaire à l'ombilicale* 

Les groupes de plans (d'un faisceau) qvd oni 
même orientation forment un système linéaire dans 
lequel la paire de plans isotropes du faisceau est 
une paire neutre. 

Ce système linéaire est formé des groupes apo-
laires à un groupe régulier. 

4. a. Les cônes confocaux, à un cône de ^iemc classe 
s'obtiennent en formant le système linéaire tan-

gentiel de moindre dimension qui comprend Fw et 
tous les cônes (de même sommet) composés du cône 
isotrope et d'un cône arbitraire de (n — 2 )»<-«*« classe. 
Les n axes focaux d'un cône réel forment, en parti-
culier, un cône confocal de ce dernier, dégénéré en 
n droites. 

Un raisonnement identique à celui du n° 2 conduit 
directement aux énoncés suivants : 

Le groupe des plans tangents menés d'une droite 
à un cône réel rn de /¿i,nie classe a la même orien-
tation que le groupe des n plans joignant cette 
droite aux n axes focaux de r/2 (Laguerre). 

Dans tout faisceau d'axe d, il y a n plans qui 
ont le long de d un contact du (n — i)iêmc ordre avec 
un et par conséquent avec 0o:Vl"~3)+1 cônes confocaux 
à IV Ce groupe de n plans est régulier. 

h. Les cônes confocaux à un cône C„ du /¿ièrae ordre 
forment le système linéaire de dimension minimale 
qui comprend Cn et les cônes de n"'"™ ordre (de même 
sommet) formés du cône isotrope et d'un cône arbi-
traire de (n — 2)ièoie ordre. Les n plans focaux d'un 
cône réel, en particulier, forment un cône confocal 
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réduit à n plans. D'où l'on déduit, comme plus 'haut : 

Le groupe cles n droites d'intersection, d'un 
cône Cu réel, de « lème ordre, par un plan passan t 
par le sommet de cet aï-ci, a la même orientation 
que le groupe des droites d'intersection des n pîans 
focaux de (Laguerre). 

Dans tout faisceau de droites, dont le centre est 
au sommet de C«, il se trouve n droites le long 
desquelles le plan tangent à un, et par conséquent 
à oc N(,I"3|+1 cônes confocaux à a un contact 
du (n — ])ième ordre. Ce groupe cle n droites est 
régulier. 

5. Par la même méthode, c'est-à-dire par des con-
sidérations purement projectiles, et en ?i introdui-
sant qu'au dernier moment les conditions de réa-
lité, on pourrait démontrer, en même temps que 
d'autres semblables, l'énoncé général suivant, dû 
encore à Lagnerre : 

Le groupe des mn tangentes communes à deux 
courbes algébriques, de nii>mQ classe et Fm de 
mième ciasse a ia même orientation que le groupe 
des mn droites qui joignent tous les foyers réels 
de Tn d tous les foyers réels de Y m. 

Il suffirait de se baser sur le lemne projeotif sui-
vant, dont la démonstration n'offre aucune difficulté 
spéciale : 

Les groupes de mn points d'intersection, avec 
une droite arbitraire, des groupes de mn tangentes 
communes à une courbe de raième classe, et aux 
courbes de /iième classe d'un faisceau tangentiel 
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sont dans un système linéaire de groupes dont la 
dimension ne surpasse pas m. 

Mais je me bornerai à appliquer la méthode à 
l'énoncé suivant qui se trouve dans l'article déjà cité 
de M. G. Humbert : 

Des groupes de n droites étant compris dans une 
série algébrique à un ou plusieurs paramètres, il 
faut et il suffit, pour quils aient même orientation, 
que lorsque p droites d'un groupe de la série 
passent par un point cyclique, un nombre égal de 
droites de ce groupe viennent à passer par Vautre 
point cyclique. 

Au lieu des groupes de droites, il suffit d'en consi-
dérer les points à l'infini. Supposons donc qu'une 
série de groupes de n points, sur la droite de l'infini, 
possède la propriété distinctive énoncée ci-dessus. Le 
système linéaire, de dimension minimale, qui la con-
tient, possède la même propriété, et ne peut donc 
avoir la dimension maximale, n. Si, d'autre part, sa 
dimension est inférieure à n — i , je le complète par 
des groupes réels, successifs, jusqu'à ce que sa dimen-
sion soit exactement n — i. 

Et maintenant je puis fixer arbitrairement n — i 
points d'un groupe, pour déterminer ce dernier; je 
choisis n — 2 points au hasard, et un cyclique; par 
hypothèse l'autre cyclique doit aussi faire partie du 
groupe; la paire ombilicale est donc neutre. 

Les groupes de droites en question ont bien même 
orientation. 

La réciproque ne paraît pas laisser concourir des 
éléments imaginaires quelconques. 
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[ I 9 c ] 

T O U T N O M B R E P R E M I E R DE LA F O R M E h - i 
E S T UNE S O M M E DE D E U X C A R R É S ; 

FAR M. M. CHALAUX, 
Capitaine d'Artillerie. 

1. On démontre souvent cette proposition célèbre 
en établissant tout d'abord le théorème suivant : 

Tout diviseur d'une somme de deux carrés pre-
miers entre eux est lui-même une somme de deux 
carrés. 

Je vais montrer qu'il suffit de s'appuyer sur le lemme 
plus particulier que voici, dont la démonstration est 
plus simple : 

Si un nombre premier, somme de deux carrés, 
divise une somme de deux carrés premiers entre 
eux, le quotient est lui-même une somme de deux 
carrés premiers entre eux. 

Soient en effet'/> = a- -j- h2 le nombre premier con-
sidéré, A2 -f- B2 la somme de deux carrés premiers 
entre eux qu'il divise, m le quotient 

( i ) pm = = A2-f- B2, 

a et b étant évidemment premiers entre eux, l'équation 
indéterminée 

ax by = A 

admet une infinité de solutions en nombres entiers 
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données par les formules 

( i ) x = x0 -f- b À, 

(3) y = y 0 — a ~ k , 

le couple (.R0, JK0) constituant une solution particu-
lière, X étant un entier arbitraire. 

Posons 
bxe — ay0 = G0, 

(4) bx — ay = G = C0-+- (a2-+- 62)X. 

On a les identités 

( 6 ) (« 2 -l- 6 2) (a?2 H- ) = A1 H- G2. 

On tire de (i) et (5) 

B2— G2 = (B — C0) (B -f- G0) = o f mod (a2-+- 62)]; 

a2-\-b2 = p étant premier divise donc au moins l'un 
des nombres B — C0, B- f -C 0 . Comme, dans l'éga-
lité (î), B n'intervient que par son carré, on peut sup-
poser que c'est B— C0- Soit alors 

ul étant entier. Si Ton fait dans les formules (2) 
et (3) 

X = m 

il vient, d'après (4), 
C = B, 

et, d'après (6), 
A » + B » 

D'autre part, x et y sont premiers entre eux, car un 
diviseur oommun de ces nombres diviserait aussi A 
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el en vertu des égalités 

= A, bx— ay = B, 

et A et B sont supposes premiers entre enx. Le lemme 
est donc complètement établi. 

2. Cela posé, le théorème sur les nombres premiers 
de la forme f\n -h i s'établit aisément, par une méthode 
de récurrence. 

Tout d'abord, il résulte des éléments de la théorie 
des résidus quadratiques que tout nombre premier 
4 / i - j - i divise une somme de deux carrés premiers 
entre eux, et qu'au contraire un nombre premier 
4 ^ -f- 3 ne divise jamais une pareille somme (cela 
revient à dire que — î est résidu quadratique des 
nombres de la première forme, et non-résidu de ceux 
de la seconde). 

Soit alors p un nombre premier f\n -f- i . 

S apposons le théorème reconnu exact pour tous 
les nombres premiers de cette même forme, infé-
rieurs à p. Je dis qu'il est vrai pour p. 

En effet, p divise une somme de deux carrés pre-
miers entre eux A 2 + B2. On peut supposer 

A < £ , B < —> 
2 2 

sans quoi l'on remplacerait A et B par leurs résidus 
(mod/?), de valeur absolue minimum. Posons 

pm = A2 -i- B2 . 

On a 
A 2 -4 - B 2 p 

m = < — • 
p 2 
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m divisant une somme de deux carrés premiers entre 
eux ne peut avoir comme facteurs premiers que 2 ( ' ) 
et des nombres de la forme ^n H- i , naturellement 
tous plus petits que p. Soit p\ un de ces derniers. 
Posons 

Le nombre premier p1 est, par hypothèse, somme de 
deux carrés. Par conséquent, et par application du 
lemme du n° 1, pm! est somme de deux carrés pre-
miers entre eux. 

Si m! contient encore un ou plusieurs facteurs pre-
miers continuera de même et l'on par-
viendra finalement à ce résultat que p ou 2 p est une 
somme de deux carrés. Le second résultat entraîne le 
premier, en vertu de l'identité 

3. O11 sait que Fermât affirmait posséder la démon-
stration du théorème. Dans le seul passage où il ait 
donné quelque idée de ces méthodes, il dit procéder 
par récurrence. 

La démonstration donnée ici présente ce caractère. 
En outre, elle repose sur des considérations très sim-
ples et ne fait aucun appel, patent ou déguisé, à des 
théories telles que celle des fractions continues. Il 
n'est donc pas impossible qu'elle se rapproche de la 
démonstration originale de Fermât. 

m = m'p'. 
d'où 

pm'p' = A* h- B2. 

( l ) A la première puissance seulement, car 22 ne pourrait diviser 
k'* B2 sans que A et B fussent tous les deux pairs, ce qui n'est pas, 
puisque ces nombres sont premiers entre eux. 
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REMARQUES 
SUR U1V ARTICLE DE M, GOORMAGHTIGH ; 

PAR M. F. BALITRAND. 

Dans l'article dont il s'agit (»916, p. 241), M. Goor-
maghtigh a déduit des propriétés d'une hypocycloïde 
à trois rebroussements (H 3 ) certaines propriétés d'une 
cardioïde (G), en passant par l'intermédiaire d'autres 
courbes, notamment du folium de Descartes. Cette 
déduction peut se faire directement, si l'on remarque 
que (H 3 ) peut être projetée, ou transformée homogra-
phiquement, suivant (C) et réciproquement. 

Soient A, B, C les points de rebrousse ment d'une (H3) ; 
M, N, P ses sommets ; F son centre ; 1 et J les points 
cycliques de son plan. Faisons une projection telle 
que B et C deviennent les points cycliques, b et c, du 
nouveau plan. (H 3 ) deviendra une cardioïde qui aura 
pour troisième point de rebroussement a , projection 
de A ; pour foyer singulier triple projection de F ; 
pour points de contact de sa tangente double, i et y , 
projections des points cycliques I et J. 

Le cercle ABC se projettera suivant le cercle aij \ 
c'est-à-dire suivant le cercle r't de M. Goormaghtigh ; 
le cercle MNP suivant l'hyperbole H'r On peut donc 
ajouter aux propriétés de cette dernière les suivantes : 

Elle est bitangente au cercle aux points i et j ; 
Elle est tritangente à la cardioïde. 

Les points de contact avec cette courbe sont le 
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sommet m et les points où elle est rencontrée par les 
droites isotropes issues de son foyer. 

Cela posé, la transformation des propriétés fonda-
mentales et classiques de (H 3 ) conduit pour (C) aux 
suivantes, qui complètent, pour une partie, celles qui 
ont été données par M. Goormaghtigh : 

Une tangente à (C) au point q, coupe la courbe 
en deux autres points r et s\ les tangentes en ces 
points se rencontrent en t sur H't ; 

Elles divisent harmoniquement le segment i j ] 
La tangente en t à et la troisième tangente 

à (C), issue de ce point, divisent harmoniquement 
le segmen t i j ; 

Cette troisième tangente et la tangente rs se 
coupent sur et divisent harmoniquement le 
segment ij; 

Si la tangente rs varie, le conjugué harmonique 
du point où elle rencontre la droite ij\ par rapport 
aux points r et s, décrit H^ ; 

La droite tf passe par Vun des points de rencontre 
de rs avec II'4. 

Inversement, l'es propriétés de Ta cardioïde four-
nissent par la même transformation des propriétés 
correspondantes pour l'hypocycloïde. Par exemple, les 
propriétés relatives au lieu des sommets des angles 
droits circonscrits h (C) ( JVouv. Ànn., 1915, p. 216) 
fournissent les suivantes pour (H 3 ) : 

Si, par un point de rebroussemeiit> A d'une 
on mène une droite qui coupe la courbe en II et K, 
les tangentes en ces poin ts divisent harmoniquement 
le segment BC des deux autres points de rebrous-
sement; 



( 3.x ) 
Le point de concours L des tangentes en H et K 

décrit une conique qui passe eniket C, où elle touche 
les tangentes de reèroussement, et en M oà elle 
touche (H3 ) ; 

Le conjugué harmonique, par rapport à H et K, 
du point où la droite coupe BC, décrit une conique 
circonscrite à ABC et towehant en B et C les tan-
gentes de rebroussement. 

La propriété fondamentale de La cardiokle d'être la 
p«>daire d'un cercle par rapport à unj point de ce cewle 
donne, après transformation, la propriété suivante dte 
l'hypocycloïde, peut-etre nouvelle : 

Si Von joint un point variable 0 d'une hypocy-
cloïde à ses points de rebroussement, la droite con-
juguée harmonique de OA, par exemple, par rap-
port à OB et OC, enveloppe une conique circonscrite 
à ABC et ayant pour sommets les points A et M. 

Les propriétés projectives de l'une et l'autre courbe, 
relatives à la courbure, se transforment aussi aisément, 
fl suffît pour cela cPobserver que le cercle osculateur 
en un point de la cardioïde, par exemple, devient une 
conique ayant un contact du second ordre avec (H 3 ) , 
au point correspondant, et passant en outre en B et C. 
Le point de rencontre des tangentes à la coiiique en ces 
points, correspondait centre du cercle osculateur. De 
plu s r la conjuguée harmonique de la tangente au point 
de contact, par rapport aux droites qui le joignent à B 
et C, passe par ce point de rencontre. Il en résulte, 
d'après une propriété bien connue de (G), que si l'on 
considère les coniques passant en B et C et ayant 
un contact du second ordre avec (H3), le lieu du 
pôle de BC, par rapport à ces coniques, est une 
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quartique de troisième classe ayant B et C pour 
points de rebroussement. 

On peut généraliser les propriétés précédentes, et 
les étendre à une quartique de troisième classe quel-
conque, en remarquant que la cardioïde, comme 
d'ailleurs l'hypocycloïde, peut, par une transformation 
homographique convenablement choisie, donner n'im-
porte quelle quartique à trois rebroussements (4 ). Puis, 
par une transformation dualistique, arriver aux propo-
sitions correspondantes pour les courbes du troisième 
ordre et de quatrième classe, c'est-à-dire pour les 
cubiques unicursales. 

Ainsi le théorème suivant : Le lieu des points d'où 
Von peut mener à une (H3) trois tangentes ayant 
leurs points de contact en ligne droite est le 
cercle ABC, donne comme proposition corrélative : 
L'enveloppe des droites qui coupent une cubique 
unieursale en trois points tels que les tangentes à la 
cubique en ces points concourent, est la conique 
inscrite au pentagone formé par les tangentes 
d'inflexion et les tangentes au point double. 

De même, la propriété fondamentale de (C) d'être la 
podaire d'un cercle par rapport à un de ses points, 
fournit pour les cubiques unicursales, le théorème 
suivant : 

Soient A, B, C les points d'inflexion d'une 
cubique unicursale et a, ¡3, y les tangentes en ces 
points; si l'on prend le conjugué harmonique du 
point oit une tangente mobile à la cubique coupe a, 
par rapport aux points où elle coupe p et y, le lieu 
de ce point est une conique inscrite au triangle des 

(*) Voir Gomes T E I X E I R A , Courbes spéciales remarquables, t. I, 
p. ->r>7, et t . I I , p . 
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tangentes d'inflexion et touchant la cubique au 
point de contact, avec cette courbe, de la tangente 
issue de A. 

Quelque différents que soient en apparence les deux 
théorèmes précédents, ils ne résultent pas moins l?un 
de l'autre, au moyen de deux transformations homo-
graphiques suivies d une transformation dualistique. 

[ L H 4 ] 
S U R D E U X P R O P O S I T I O N S R E L I G U E R R E ; 

PAU M . R. B O U V A I S T . 

Je me propose de donner des démonstrations des 
deux propositions de JLuguerre signalées par M. Fontené 
dans le numéro de juin i()i<)des Nouvelles Annales 
( p . 271). 

P R E M I È R E P R O P O S I T I O N . — Le cercle pêdal d un 
point fixe par rapport aux triangles inscrits à une 
conique et circonscrits à une autre a pour enveloppe 
une analagmatique du quatrième ordre. 

Désignons par T les triangles inscrits dans une 
conique (S) et circonscrits à une conique (S'); deux 
quelconques de ces triangles sont conjugués à une 
conique (S), par rapport à laquelle (S) et (S') sont 
polaires réciproques; les cercles (C) circonsciits aux 
triangles (T) sont donc orthogonaux au cercle de 
Monge de (2) . Deux de ces cercles et deux seulement 
se décomposeront à une droite et la droite de l'infini, 
ce sont ceux qui ont pour un de leurs sommets 

Ann. de Mathémat4* série, t. XVII. (Août 1917. ) 2Î, 
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les points à l'infini de (S ) , les côtés opposés seront 
respectivement les tangentes menées à (S') par le 
centre de (S). Le lieu des centres des cercles (C) sera 
donc une conique dont les directions asymptotiques 
seront perpendiculaires aux tangentes menées à (S 7 ) 
du centre de (S) . En résumé, les cercles (C) envelop-
pent une analagmatique du quatrième ordre [ v o i r , 
pour étude analytique de cette question, ma solution 
de la question proposée 17040'5 (Nouv. Ann., 1916, 
p. ,84)]. 

Ceci posé, on en déduit immédiatement que, par un 
point quelconque P du plan, passent deux cercles (C), 
c'est-à-dire que le lieu des centres des coniques admet-
tant par foyer le point P et inscrites aux triangles T, 
est une conique. 

D'autre part, les cercles (C , ) passant par les projec-
tions de P sur les côtés des triangles T sont orthogo-
naux à un cercle fixe, car si l'on transforme par polaires 
réciproques relativement à un cercle (T) de centre to le 
théorème de Fauve, on obtient le suivant : 

Etant donnés un point fixe to et une conique (S) les 
cercles passant par les pieds des perpendiculaires 
abaissées de S sur les côtés des triangles conjugués 
à (S), sont orthogonaux à un cercle fixe. La première 
proposition est donc démontrée. 

D E U X I È M E P R O P O S I T I O N . — On considère une 
ellipse; soient u et v les distances des foyers de 
Vellipse au centre du cercle, de sorte que les puis-
sances de ces foyers par rapport au cercle sont 

v = u ï — R2, P ' = * > 2 - -R2. 

Les conditions de fermeture pour un triangle ou un 
quadrilatère circonscrit à Vellipse et inscrit au 



PP'= 4 à* Rs, 
62 R2 a 2 i 
PP' p + p' ~ 4 

a. Ca.ç triangle. — Désignons par I el J les 
points cycliques, par O le centre du cercle, par F et F', 
o et ©f les foyers réels ou imaginaires de l'ellipse. 
Nous obtiendrons la condition cherchée en exprimant 
que la droite a(l, joignant les points d'intersection du 
cercle ( O ) avec les tangentes IF, IF7 à l'ellipse, est 
tangente à cette dernière. Soient A et A, les axes radi-
caux du cercle O et des foyers F et F', ces droites 
coupent OF et OF' en K et K', nous obtiendrons les 
points a et ¡3, en prenant les points d'intersection de A 
et A, avec les droites obtenues en faisant tourner dans 
le même sens, le sens direct par exemp e, les 
droites FO, F'O d'un angle dont la tangente sera égale 
à i. 

Si nous désignons s et sf les points d'intersection 
de ap avec FO, F'O, par H le pied de la perpendicu-
laire abaissée de O ¡sur a|3, par 9 et 9' les angles SOH, 

S'OIl, et enfin par S eto' les perpendiculaires abaissées 
de F et F' sur nous aurons 

3 = FS cosO = (FK £FKtang6)cosO = FK e* , 
8 ' = F'S'cos6' = (F'K'— iF'K'tangô') cosô '= F'K' 

comme aOH = |30H, nous aurons 

e + f = 6'— y', d'où 88' = F K . F K ' e - i ( W ' ; 

d'où 
88'= FK.F'KV«®-®'». 

Posons 
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or 

R c o s ? = OK, R sin <p = i FK ; 
(F où 

R2 

R ( eos o -h i sin cp ) = e1'-? = O K — FK = • 
O r 

de même 
R2 

R (coscp'H- i sin o') = eW = OK'— FK'= 

d'où enf in FK.FO.F'K' .F'O PP' oo = - = _ 

Si a¡3 louche l'ellipse, on aura 

^ ' / -Î 00 = o2, 
d'où 

|i. Cas du quadrilatère. — Considérons en général 
une conique X el un point P, deux rayons correspon-
dants dune involuliou de soinmel P, aPjï, yP3, coupent 
la coni(]ue ^ en a, y, o, le quadrilatère apyo est 
inscrit dans une conique S', el le point P a même 
polaire par rapport à 2 et Ce point P est d'ailleurs 
le point de concours des diagonales de tous les 
quadrilatères inscrits dans i el circonscrits à 

Dans le cas qui nous occupe, le point de concours 
lixe des diagonales de tous les quadrilatères inscrits 
dans le cercle O el circonscrits à l'ellipse donnée, sera 
le point O intersection a¡3, y8, ces deux droites étant 
les cordes d'intersection du cercle O avec les tan-
gentes 1 F, IF', JF, JF'à l'ellipse. La polaire du point O 
par rapport au cercle Oest visiblement la droite R4 R2 , 
R< et R3 étant respectivement les centres radicaux des 
loyers F et F' et du cercle O, des fo}ers <p et cp' et du 
cercle O. Nous obtiendrons donc la condition cherchée 
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en écrivant que la droite R, R 2 a même pôle par rap-
port au cercle et à l'ellipse. 

Soil to le centre de l'ellipse nous aurons 

to H i = 7 - 7 - > 
2OO2 

D ô ô ' - h ô ô ' - R 2 H - C 2 
I O R 2 = — , 

•iOOj 

0 4 et 0 2 étant les projections de O sur w R , , a>R2, 

= — Ï ô o ; — ' = — Ï Ô Ô ; 

La droite R, R 2 aura même pôle par rapport au cercle 
et à l'ellipse si l'on a 

R«, 
0 0 , . w \U — a2 = 0 0 2 . w Ri - 62 = 00, 00, 

OJ R2 COR, 

conditions qui se réduisent à la suivante : 

( Ô ^ - R . - « . - » ) r - - i = , R 2 . 
LOo) —R2 + C2 Oo> - R 2 — C 2 J 

Si 
P = OF* — R2, P' = ÔF7 2 — R2, 

P - + - P ' = 2 ( ô ^ 2 - R«-hc»J, P — P ' = 4 c . 0 0 „ 
_ — — 2 2 p p' — 2 
0 0 , - h 0 0 s = 0 a i , — = 2 c * = 0 w - R 2 — c 2 , 

d'où 

(P -h P — 4a») [PP'-h R*(P -h P')] 
= R2(P + P ' ) ( P + p ' _ 4 C 2 ) i 

d'où enfin 

( P H-P') P P ' ^ 4 a 2 P P ' - f - 4 6 2 R 2 ( P H- P') 
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OU 

L — a* 
4 ~ Pl>' + p p'* 

CORRESPONDANCE. 

M. F. Balitrand. — A u sujet de la question 1614. 
— Elle est résolue dans le nouvel Ouvrage de M. G. 
D A R B O U X (Principes de Géométrie analytique, p. <)()). 

M. (i . Darboux la considère comme nouvelle, car il 
dit : 

« A vant de continuer cette exposition des principes 
nous examinerons une question qui nous paraît nou-
velle. » 

Sa solution, basée sur les formules d'Olinde Ro-
drigues pour le déplacement fini d un solide invariable 
autour d'un point fixe, est complète; mais assez longue 
et compliquée. On peut espérer en trouver une plus 
simple, surtout par voie synthétique. 

QUESTIONS. 

2324. Soient ABC un triangle équilatéral inscrit dans un 
cercle de centre O et M un point pris sur l'arc BG de ce 
cercle. La droite M A coupe BG en a. Démontrer que 

jvfa = MB MC 
F . B A L I T R A N D . 
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2325. Si, d'un point variable d'une droite fixe perpendicu-

laire à l'axe d'une parabole, on mène les trois normales à la 
courbe, l'hypocycloïde de Steiner du triangle formé par les 
centres de courbure correspondant aux pieds de ces nor-
males reste tangente à une droite fixe. 

R . GOORMAGHTIGH. 

2326. Soient ABCD un quadrilatère inscrit dans un cercle O 
de rayon R; P le point de concours des diagonales; I,, I2, 
I3, J4 les cercles inscrits aux triangles ABC, CDA, BCD, DAB, 
de rayons ru r2, /*3, 'V, n a , r i o eic., les rayons des 
cercles exinscrits; to,, to2, to3, o>; les centres des cercles des 
neuf points de ces triangles. 

I. i° Le quadrilatère I1I2I3J4 est un rectangle dont les 
cotés sont deux à deux également inclinés sur ceux du qua-
drilatère ABCD ; 

Etablir les relations 

r , - h r 2 = r 3 ; 

S(/'ia -+- r.2a ) = S(r3rt-f- f\a ) ; 

Ôîi -+-Ô1Î = 0T3 -H ÔI^ ; 

S ( Ôl" « + Ôî 'a ) = S ( Ôîla + Ôlla ) î 

V / A I J . B I I . C L ! - h V / Â I Î . C I 2 . D I 3 

= v/BI3.CI3.DI3 + V/ÂÛTBUDh ; 

a)21, -f- W2I2 = Ï3 104 J4 ; 

/'i r2 _ AG 
* /3/-4 BD 

If. Soient xflyû le quadrilatère podaire de P par rapport 
à ABCD; A'B'C'D' le quadrilatère obtenu en traçant par A, 
B, G, D les parallèles à ao, aj3, [iy, Ŷ - Posons OP — d. 

i° On a les relations 

aireapyo R 2 — d -
aire ABCD = 2 R2 ; 

«p.Y^ __ 
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Le rapport dë similitude des quadrilatères aß̂ 'O et 

R 2 ¿ 2 
A'B'CD' est —— . 

x H2 

La droite de Newton du quadrilatère aßyS et les diago-
nales du quadrilatère ABGD sont concourantes. 

V . T H K B A U L T . 

2327. Si sur chaque rayon vecteur OM d'une lemniscate de 
centre O, on porte, à partir de O, une longueur égale au 
rayon de courbure de la courbe en M, le lieu des extrémités 
des longueurs ainsi obtenues est une hyperbole equilatere. 

F . B A L I T R A N D . 

2328. Etant donnée une lemniscate de centre O et de 
sommet A, on mène un rayon vecteur quelconque OiM et l'on 
projette le sommet A sur ce rayon vecteur en P : 

in Démontrer que l'aire du secteur de lemniscate AOM et 
l'aire du triangle OAP sont égales. En déduire un moyen de 
diviser un secteur de lemniscate en deux parties équivalentes, 
avec la règle et le compas et sans supposer la courbe tracée. 

La perpendiculaire élevée en O à OM et la normale en M 
à la courbe se coupent en Q. Démontrer que l'aire du 
triangle MOQ est double de celle du triangle AOP. 

F . B A L I T R A N D . 

E R R A T A . 

Page 2->.4, ligne 12, au lieu de cinisnatique, lire cinéma-
tique. 

Page 114» LIGNE I 4 e n remontant, au lieu de \ a — O J . K L , 

lire V „ = W.KL. 
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RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES SUR LE CENTRE DE COUR-
BURE DES TRAJECTOIRES D U N E FAMILLE QUELCONQUE 
DE COURBES PLANES ( ' ) ; 

PAR M. FÀRID-BOULAD. 
(Le Caire.) 

En posant la question n°2220 dans ce recueil (4e série, 
t. XIV, mars 1914? p- *44)Î M. d'Ocagne a fait con-
naître la construction élégante énoncée ci-après du 
centre de courbure des trajectoires orthogonales T d'un 
système de cercles homothétiques G par rapport à un 
pôle O. 

Le centre de courbure de la courbe T répondant 
au point M ou elle coupe orthogonalement le cer-
cle G, est le pôle de la droite OM par rapport à ce 
cercle. 

En recherchant une démonstration géométrique de 
ce théorème, nous avons été conduit à entreprendre des 
recherches plus approfondies sur le centre de cour-
bure des trajectoires orthogonales d'une famille quel-
conque de courbes planes dépendant d'un paramètre 
variable, à envisager aussi le cas plus général où la tra-
jectoire coupe sous un même angle donné toutes les 
courbes de cette famille. 

( l ) Les principaux résultats de cette Note ont déjà figuré dans 
une autre Note insérée au Bulletin des Sciences mathématiques, 
t. X L . 

Ann. de Mathémat4* s é r i e , t. X V I I . (Sept. .917.) 25 



( 3 2 2 ) 

Nous allons faire connaître ici les résultats que nous 
avons obtenus. Ces résultats consistent dans trois théo-
rèmes et leur application dans divers cas généraux. 

1. Considérons dans le plan de la figure i deux fa-

milles quelconques de courbes orthogonales (C) et (T) 
dépendant chacune d'un paramètre variable. Soient y 
et u les deux centres de courbure respectifs de deux 
courbes (C) et ( T ) répondant au point M où elles se 
coupent orthogonale ment. 

Supposons que l'angle droit y M [à se déplace dans 
son plan de façon que son sommet M reste sur une 
courbe continue et que, dans chaque position M de 
ce sommet, les deux côtés M y et M JJL de cet angle soient 
respectivement normaux aux deux courbes (C) et ( T ) 
passant par ce sommet M. En d'autres termes, suppo-
sons que ces deux côtés soient respectivement la nor-
male de la tangente en M à la courbe (C) passant par 
ce point M dans sa nonvelle position sur la courbe 
Soit I le centre instantané de rotation correspondant à 
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la position de cet angle en un point quelconque M de 
sa trajectoire arbitraire <ï> et à cette dernière. 

Notons que les deux centres de courbure y 
et ¡JL répondant au point de croisement M des deux 
courbes (C) et ( T ) sont aussi les deux centres instan-
tanés de rotation correspondant respectivement aux 
deux positions de l'angle yMjx, en ce point M, en pre-
nant respectivement ces deux courbes (C) et ( T ) 
comme trajectoire du sommet M de cet angle. 

Cela posé, les centres y, I et JJL donnent lieu au théo-
rème suivant : 

T H É O R È M E I , D I T « DES CENTRES ALIGNÉS » . — Quelle 
que soit la trajectoire <î> du sommet M de l'angle 
droit y M pi, les trois centres y, 1 et pi répondant à un 
point M de cette trajectoire, sont en ligne droite. 
Si cette trajectoire <ï> coupe sous un même angle 
toutes les courbes (C) de la famille considérée, le 
centre instantané 1 correspondant à la position du 
sommet de cet angle en un point M de cette trajec-
toire oblique est aussi le centre de courbure de cette 
trajectoire répondant à ce point M. La droite yjji 
correspondant à un point M est le lieu des centres 
instantanés de rotation I correspondant aux posi-
tions de Vangle droit, en ce point M , pour une in-
finité de trajectoires quelconques <ï> passan t par ce 
point M. Cette droite est encore le lieu des centres 
de courbure en ce même point M de ces diverses 
trajectoires si chacune d'elles coupe sous un même 
angle constant toutes les courbes (C). 

R E M A R Q U E I M P O R T A N T E . — On sait que, quelle que 
soit la trajectoire <ï>, si P et Q sont les points de con-
tact des deux côtés My et M ¡i. de cet angle droit avec 
leurs enveloppes, le centre instantané I est le point de 
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concours de la normale en M à la trajectoire <ï> et des 
deux perpendiculaires élevées respectivement en P 
et Q k ces deux côtés. 

11 s'ensuit que, pour avoir un centre instantané I 
répondant à un point M, il suffit d'adopter une trajec-
toire <ï> de ce point telle que sa normale en ce point M 
soit connue et que l'un des deux points de contact P 
et Q soit déterminé aisément. 

Alors, si l'on connaît le centre de courbure y de la 
courbe (C) répondant à ce point M et si l'on a obtenu 
l'un des deux points P et Q, par exemple le point P, 
on aura immédiatement le centre de courbure de la tra-
jectoire (T) en ce point au point d'intersection de la 
tangente en M à la courbe (C) avec la droite joignant 
le centre y au point de concours 1 de la normale en M 
à la trajectoire <I> et de la perpendiculaire en P à la 
droite Mr. i 

Si la famille de courbes (G) est définie par une trans-
formation géométrique ponctuelle, on prendra comme 
trajectoire convenable <L> le lieu des points situés sur les 
courbes (C) et qui sont les points correspondants du 
point M. Ces points s'obtiennent par cette transfor-
mation. 

S'il s'agit à présent de déterminer le centre de cour-
bure en un point M d'une trajectoire oblique <ï> qui 
coupe sous un même angle donné toutes les courbes de 
la famille considérée (G), il suffit d'avoir le centre de 
cour bare JJL de la trajectoire orthogonale (T) répon-
dant à ce point M et de prendre ensuite comme 
centre de courbure cherché l le point d'inter-
section de la droite yku avec la normale en M à cette 
trajectoire 4>. 

D É M O N S T R A T I O N . — Considérons sur la trajectoire 
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(fig- 2) un point M' infiniment voisin de M. Appelons 
(Cf) et (T') les deux courbes respectives des deux 
familles (G) et (T) qui se coupent orthogonalement en 

ce pointM'. Soit M le point où la trajectoire ( T ) coupe 
la courbe (C'). 

Soient y, et les deux points de rencontre de la 
tangente en M7 à la trajectoire (T') respectivement avec 
les deux tangentes en 3N et M à la trajectoire (T) et A le 
point de rencontre de ces deux dernières tangentes. 
Soient aussi et Q, les deux points de rencontre de 
la tangente en M à la courbe (C) respectivement avec 
les deux tangentes en N et M' à la courbe (C') et B le 
point de rencontre de ces deux dernières tangentes. 

Gela posé, comme les angles aux trois sommets A, 
y1? P| du triangle Ay,P< sont respectivemeut égaux 
aux angles aux trois sommets ¡jt,, B, Q< du triangle 
[JL, B Q n ces deux triangles hachurés sont semblables. 
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Leur similitude donne par suite la proportion 

APi = Qifxt 
A f i B {J., ' 

Or, si Ton considère ensemble les deux figures i et 2, 
on voit que, lorsque le point M7 se confond avec M, 
chacun de ces deux triangles s'aplatira et deviendra 
une droite. Les deux points Y4 et JJL̂  deviendront alors 
respectivement les deux centres de courbure y et pi 
( f i g . 1) répondant au point M, et P4 etQ< deviendront 
aussi les deux points de contact P et Q des deux côtés 
de l'angle droit y M pi. avec leurs enveloppes. En outre, 
le cercle circonscrit au quadrilatère P 4 M ' N Q devien-
dra le cercle tangent en M de la trajectoire et cir-
conscrit au rectangle 1PMQ. La proportion ci-dessus 
deviendra par suite 

MPouQI _ Qjx 
My M {j. ' 

qui justifie que les trois centres y, 1, pi sont en ligne 
droite. 

Comme la droite ypi est fixe quand le point corres-
pondant M est fixe, il en résulte que, si l'on fait varier 
la trajectoire passant par ce point M, le lieu des 
centres instantanés correspondants I est précisément 
cette même droite ypt. 

A présent, il est aisé de voir que, si la trajectoire 
du sommet M de l'angle droit yMpt coupe sous un 
angle donné constant a> toutes les courbes (C), l'angle 
formé par le côté My et la normale MI en M à cette 
trajectoire restera, pendant le déplacement, égal à 
l'angle constant w. Par suite les deux normales en M 
et M' à cette trajectoire se couperont en un point I{ sur 
le cercle QMM'P, qui a pour limite le cercle QMPI 
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{fig' 0 - ^ a n s c e cas> point I limite de est alors, 
à la fois, le centre instantané de rotation et le centre 
de courbure de cette trajectoire répondant au point M. 
D'ailleurs on reconnaît cela aisément en remarquant 
que la normale en M à cette trajectoire <ï> est invaria-
blement liée à l'angle Y M J J I , parce que cette normale 
forme avec ce côté un angle égal à to. 

Elle a, par suite, le centre instantané I comme point 
de contact avec son enveloppe. Ce point est donc aussi 
le centre de courbure de cette trajectoire. 

2. Donnons ci-après l'énoncé d'un théorème qui per-
met de ramener le problème de la détermination du 
centre de courbure des trajectoires orthogonales d'une 
famille quelconque (G), à la recherche du centre de 
courbure des trajectoires orthogonales d'une famille 
de cercles de rayons variables : 

T H É O R È M E I I . — Si Von considère les deux trajec-
toires orthogonales ( T ) et (t) passant par un même 
point M et qui sont respectivement orthogonales à 
une famille quelconque de courbes planes et à la 
famille des cercles osculateurs (O) à ces courbes (G) 
à leurs divers points de rencontre avec une courbe 
quelconque continue <ï> dite auxiliaire passant aussi 
par ce même point M, ces deux trajectoires ( T ) et 
(i), tangentes à ce point M, ont même centre de 
coubure répondant à ce même point. En d'autres 
termes, elles sont osculatrices en ce point M. 

En effet, soit M' ( f i g . 3) un point sur la courbe ty 
infiniment voisin de M. Appelons (C) et (C') les deux 
courbes de la famille passant respectivement en M et M1, 
et ( O ) et (O') les deux cercles osculateurs à ces deux 
courbes respectivement en M et M /. Soient ¡N et P les 
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deux points où les deux trajectoires orthogonales ( T ) 
et ( / ) coupent orthogonalement la courbe ( C ) et son 
cercle osculateur (O') . 

Les deux triangles rectangles iniioiment petits MNM/ 
et MP M' étant égaux et ayant même hypoténuse MM7, 

F i g . 3. 

les deux points N et P se confondront à la limite 
lorsque le point M' se rapproche indéfiniment de M. 
Comme les centres de courbure des trajectoires (T) 
et (t) répondant au point M sont les limites des points 
d'intersection n et p de la tangente en M à la courbe (C) 
avec les deux tangentes en N et P aux courbes (C') 
et (O'), il en résulte que ces deux trajectoires ont 
même centre de courbure en M. 
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3. Le théorème suivant ramène la détermination du 

centre de courbure des trajectoires d'une famille de 
courbes a la recherche du centre de courbure des tra-
jectoires d'une autre famille de courbes plus simple. 

T H É O R È M E I I I . — Si deux familles quelconques 
de courbes planes (C) et ( D ) , dépendant chacune 
d'un paramètre variable, ont en commun deux 
courbes (G) et (G) infiniment voisines, les deux 
trajectoires orthogonales (T^) et (T,/) respectives de 
ces deux familles et passant par un même point M 
d'une de ces deux courbes communes à ces deux 
familles, ont même centre de courbure répondant à 
ce point M, 

Ce théorème résulte immédiatement de ce que le 
centre de courbure d'une trajectoire orthogonale (Tt.) 
d'une famille (G) répondant à un point M est la limite 
du point de concours des deux normales à cette trajec-
toire à ce point M et au point de rencontre M' de cette 
trajectoire avec la courbe ( G ) de cette famille infini-
ment voisine de la courbe (C). 

Or, comme les deux familles (C) et ( D ) ont en com-
mun deux courbes (G)e t (G' ) et leurs trajectoires con-
sidérées passent par un même point, ces deux trajec-
toires ont par suite même centre de courbure répondant 
à ce point. 

R E M A R Q U E . —Les deux familles (G) et ( D ) ont aussi 
en commun les points de contact de la courbe consi-
dérée (C) avec les enveloppes de ces deux familles. 

A P P L I C A T I O N D U T H É O R È M E I . 

Appliquons le théorème I des centres alignés du 
n° ] à la recherche du centre de courbure en un point M 
de la trajectoire orthogonale ( T ) de chacune des 
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familles définies dans les numéros suivants 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 
en supposant que l'on donne le centre de coubure y de 
la courbe ( C ) répondant k ce point M. 

4. Famille de courbes quelconques (G) homothé-
tiques par rapport à un pôle O.— Prenons la droite OM 
comme trajectoire <I> du sommet M. Gomme les tan-
gentes des deux courbes homothétiques infiniment 
voisines (G) et (G7) aux deux points homologues M 
et M7 intersecteurs de la droite OM avec ces courbes, 
sont parallèles, le point Q, où la tangente MJJL touche 
son enveloppe, se trouve k l'infini sur cette droite. 

11 s'ensuit que le centre instantané 1 se trouve éga-
lement a l'infini sur la perpendiculaire en M à la 
droite OM. Par suite le centre ¡JL est le pôle de la 
droite OM par rapport au cercle oscillateur en M à 
la courbe (G). 

5. Famille de courbes obtenue parle déplacement 

Fig. 4. 

d 'une courbe quelconque (G) (fig-4) de forme inva-
riable dans son plan.— Soit 1 le centre instantané de 
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rotation correspondant à la position de la courbe (G). 
En prenant comme trajectoire <ï> la courbe décrite par le 
point M entraîné dans le déplacement de la courbe (C), 
le déplacement de l'angle droit yM[ji se fait comme si 
cet angle était entraîné dans le mouvement de la 
courbe (C). Par suite le centre instantané 1 correspon-
dant à la courbe (C) est aussi celui correspondant à 
l'angle VMJJL. 

Il en résulte que le centre de courbure JJL est à Vin-
tersection de la tangente en M à la courbe (C) avec 
la droite joignant le centre y au centre instan-
tané 1 correspondant à la courbe considérée (C). 

6. Famille de courbes (C) décrite par les divers 
points M d 'une courbe plane quelconque (M ) (fig- 5 ) 

de forme invariable qui se déplace d'une manière 
continue. — En prenant la courbe (M) comme trajec-

toire 4> du sommet de l'angle y M ¡a on voit aisément 
que le centre instantané de rotation correspondant à 

FIG. 5. 

Y 
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la position de cette courbe mobile (M) est le point de 
contact P du côté My de cet angle avec son enveloppe. 

Il en résulte que le centre tu est Vintersection de la 
perpendiculaire en M à la droite MP y avec la 
droite joignant le centre de courbure y de la 
courbe (G) au point d'intersection I de la normale 
en M à la courbe (M) avec la perpendiculaire en P 
à la droite PM. 

7. Famille de courbes quelconques homologiques 
(G) {fig* (i) par rapport à un centre d'homologie O 
et un axe dhomologie HO. — Soit O le point de 

F i g . 6 . 

rencontre de la tangente en M à la courbe (G) avec 
l'axe HQ. En prenant la droite OM comme trajectoire^, 
le point Q est le point de contact du côté M [JL de l'angle 
droit y M u. avec son enveloppe. 

11 s'ensuit que le centre IJL est Vintersection de la 
tangente en M à la courbe (C) avec la droite y l 

joignant le centre de courbure y à la courbe (C) au 
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point de concours! des deux perpendiculaires élevées 
en M et Q aux côtés MO et QM. 

8. Famille quelconque de coniques (C) {fig- 7) 
dépendant d'un paramètre variable et définie géo-

Fig. 7-

i 

métriquement dans le cas le plus général. — Nous 
allons résoudre géométriquement le problème suivant : 

Etant donnés les quatre points de contact A , B, C 
et D des quatre enveloppes (a ) , (6) , (c) , (d) de cette 
famille de coniques avec la conique (C*) passant par 
un point M, ainsi que le centre de courbure y de 
cette conique répondant au point M, on demande de 
construire le centre de courbure a de la trajectoire 
orthogonale (T) répondant à ce point M. 
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Pour cela, considérons une conique (C) de cette 

famille infiniment voisine de la conique (C). Soit O 
le point de concours des deux tangentes communes 
k ces deux coniques et telles que ces deux courbes 
soient comprises dans un même angle formé par ces 
deux tangentes ou dans les angles opposés par leur 
sommet. 

Appelons A', B', C', D7 les quatre points d'intersec-
tion de ces deux coniques lesquels, à la limite, devien-
dront les quatre points donnés A, B, C, D lorsque la 
conique ( G ) se confond avec (C). 

Cela posé, on sait en Géométrie projective que ces 
deux coniques sont, même si elles étaient quelconques, 
deux figures homologiques ayant le point O pour centre 
d'homologie et deux cordes communes A'C' et B'D' à 
ces deux coniques pour axe d'homologie correspondant 
au centre d'homologie O. Dans cette figure, l'axe A'G 
est celui qui correspond aux points homologues infini-
ment voisins tels que les deux couples de points homo-
logues (m, u') et (r, v') parce que les deux tangentes 
en ces points se coupent sur cet axe A'C'. Quanta l'autre 
axe B'D', il correspond aux points homologues tels 
que les deux couples de points (w, r') et (r, u f) qui 
sont situés de part et d'autre de cet axe. 

A la limite, lorsque la conique (C ;) se confond 
avec (C) , le point O deviendra le point de concours 
des deux tangentes k la conique (C) aux deux points de 
contact B et D, et les deux axes d'homologie A'C' 
et B'D' deviendront respectivement les deux cordes de 
contact AC et BD. 

A présent, comme ces deux coniques (C) et (C') sont 
homologiques, si Ton prend la droite OM comme tra-
jectoire arbitraire <t> du sommet de l'angle droit y M p., 
on voit aisément que le point de contact Q du côté M p. 
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est le point de rencontre de ce côté avec l'axe AC qui 
est ici utile. 

Il s'ensuit que le centre instantané I est le point 
d'intersection des deux perpendiculaires en M et Q 
aux deux droites MO et QM. Par suite le centre de 
courbure cherché ¡JL est l'intersection de la droite yl 
avec la tangente en M à la conique (C) . 

C A S P A R T I C U L I E R . — Famille de cercles de rayons 
variables. — Si les coniques (C) sont des cercles de 
rayons variables, l'axe d'homologie AC sera rejeté à 
l'infini et les deux cercles (C) et (C') seront homothé-

tiques par rapport au point O comme pôle. On obtient 
ainsi l'extension suivante de la construction précitée 
de M. dOcagne à la détermination du centre de cour-
bure des trajectoires orthogonales (rime famille de 
cercles de rayons variables définie dans les deux cas 

F i g . 8 . 

s 
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suivants les plus généraux : par ses deux courbes 
enveloppes (a) et (b) ( f i g . 8 ) ou par l'une quelconque 
de ces deux courbes et le lieu (v) du centre V de ce 
cercle. 

Dans ces deux cas : Si O est le point de concours 
des deux tangentes aux deux points de contact A 
et B du cercle considéré (G) avec ses deux enveloppes 
(a) et (c) ou Vune quelconque de ces deux tangentes 
et de la tangente VO en V au lieu (v), le centre 
de courbure a de la trajectoire (T) répondant au 
point M est le pôle de la droite OM par rapport à 
ce cercle. 

De cette construction on déduit la variante sui-
vante : Si S est le point d'intersection de la paral-
lèle VS à la corde de contact AB ax^ee la tangente 
en M au cercle (G), il suffit de prendre le segment 
SJJL égal à Ui perpendiculaire SD abaissée par S sur 
le rayon VA, pour avoir le centre de courbure 
cherché. 

R E M A R Q U E . — Le segment S p. sera porté dans le 
sens SM ou dans le sens contraire, selon que la droite 
OM joignant O au point considéré M rencontre le 
cercle (G) en un autre point M situé en dehors ou 
en dedans de T intervalle OM. 

En elïet, les deux triangles SM V et V D S étant rec-
tangles, le quadrilatère S D M V est insciiptible. De 
même comme AU est parallèle à VS, le quadrilatère 
| J L D M A est également inscriptible. 11 en résulte que les 
deux triangles ¡JL SD et A VM sont semblables et, comme 
M Y — V A on a S{JL = S D . 

9. Famille de courbes (C) (fig- 9) qui sont les 
enveloppes des courbes d'une autre famille quel-
conque de courbes planes (F) mobiles de forme 
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invariable pendant son déplacement d'une manière 
continue. — Soi tP le centre instantané de rotation cor-
respondant à une position quelconque de la famille (F) 
et soit <ï> le lieu des pieds des normales menées de 

ce point P à toutes les courbes de cette famille (F) . Si 
l'on prend ce lieu comme trajectoire du sommet M 
de l'angle droit y M p., on voit que le point P est le 
point de contact du côté My avec son enveloppe. Par 
conséquent, le centre instantané I est le point de con-
cours de la normale en M à la courbe <t> et de la per-
pendiculaire en P à PM. 

Appliquons le théorème II du n°2 à la recherche du 
centre de courbure en un point M d'une trajectoire ( T ) 
de chacune des familles de courbes définies dans les 
numéros précédents 4 et 5. 

10. Considérons la famille définie au n° 4 ; prenons 
comme courbe i la droite OM. Comme les cercles 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVII. (Sept. 1917.) 26 

F«g- 9-

A P P L I C A T I O N D U T H É O R È M E I I . 
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oscillateurs aux courbes (C) aux points de rencontre 
de ces derniers avee la droite OM sont aussi homothé-
tiques entre eux par rapport au pôle O, la trajectoire ( / ) 
de ces cercles a, d'après M. d'Ocagne, pour centre de 
courbure répondant au point M, le pôle de la droite OM 
par rapport au cercle oscillateur passant par M. Il 
en résulte que la trajectoire (T) a, en vertu du théo-
rème II, ce même pôle pour centre de courbure ¡JL. 

11. Considérons la famille définie n° 5 et prenons 
comme courbe la courbe décrite par le point M 
entraîné dans le déplacement de la courbe(C) ( f i g . 4)-
On trouve aisément, en se reportant au cas particulier 
du n° 8, que le centre de courbure ¡JL est le pôle par 
rapport au cercle oscillateur (O) de la perpendiculaire 
abaissée de M sur la droite Iv. i 

A P P L I C A T I O N DU T H É O R È M E I I I . 

Ce théorème s'applique aisément k la détermination 
du centre de courbure JJL de la trajectoire (T) ( f i g . 7) 
de la famille des coniques (C) définie au n° 8. 

En elÎet, il suffitde faire remarquer que cette famille 
de coniques (C) et la famille des coniques ( D ) homo-
logiques de la conique ( C ) passant par M, en prenant 
le point O comme centre d'homologie et la corde AC 
comme axe d homologie, ont en commun les deux 
coniques infiniment voisines (C) et (C'). En se ser-
vant de la construction du centre de courbure indiquée 
au n° 7 pour les trajectoires des figures homologiques 
et en y appliquant le théorème III, 011 trouve le centre 
de courbure cherché JJL déjà trouvé au n° 8. 
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[K110e] 

PUISSANCE D'UNE DROITE PAR RAPPORT A UN CERCLE ; 

PAR M. L. CRELIER. 

En dualisant point par point la théorie de la puis-
sance du point par rapport à un cercle, ainsi que celle 
des axes radicaux de deux cercles, nous sommes amenés 
à considérer : 

i° Le cercle comme un lieu de points; 
2° Le cercle comme une enveloppe de tangentes; 
3° La sécante, passant par un même point; 
4° Les points pris sur une même droite ; 
5° Les points de coupe de diverses sécantes avec le 

cercle fondamental; 
6° Les paires de tangentes du cercle fondamental 

issues de divers points. 

A notre connaissance, ce dualisme fort élémentaire 
n'a pas été appliqué jusqu'ici d une manière systéma-
tique aux théories qui nous intéressent, et cependant 
il conduit à quelques résultats intéressants de la théorie 
des faisceaux de cercles et des involutions correspon-
dantes . 

Nous poserons : 

p = OD = distance de la droite donnée au centre; 
a = longueur des tangentes issues de A; 
b = longueur des tangentes issues de B; 
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a = angle de la première tangente avec la droite donnée; 
a = angle de la deuxième tangente ; 
OLS = TC — A ; A 5 — IR — A ; . . . ; 

p = angle de la tangente en M avec la droite donnée ( f l g . ï ) ; 
CÎ/ = angle de la tangente par D avec la droite donnée { f i g . 2); 
(FS=Z TU — çp ~ <F'. 

Nous appellerons première tangente par un point 
celle dont l'angle avec la droite contient le centre du 
cercle fondamental. 

Fig. I. 

Dans le triangle ABM (fig- 1), nous aurons 

a — b -+- b -+- t a 1 - penmet re = 
1 r = 5 (A M = Oi 

tang (5 — a -+- b) (s — t) 

et 
•>. y s (s—6 ) 

s (s — a -h b) 

Dans le triangle AMC ( fig. 1), nous aurons égale-
ment 

1 , . x a - c + c + i a -+-1 - penmetre = = = 5, 

tang (5 — c -+- c) (s — t) 
s (s — c) 
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et 

tang? = { / ( s - Q ( s - t ) . 
2 Y s (s — a -h c) 

d'où nous t irons 

a a' 9 m g /(s — a-{- b) {s— c) tang - : tang — = tang-^ : tang-*- = { / ) • 

Mais 
J r'1 — p2 ©j /• — /? 

tang<p^ — > tang — = . 
p 2 ^rt—p* 

et 
co r -+- p 

tang — = —-
2 v/r2 - / ? 2 

puis 
» ? _ 

P 
t Vi « y ¡-ru tang - : tang — = t a l i g 2 - = — = const. D 2 0 2 0 r — p 

O n aura d o n c 

a a' • ? r H- P (1 ) tang - : tang— = tang2 - = = const. K J fe 2 0 2 & 2 r — 

a aç r -f- z? 
(2) t a n g — h tang— = — • 

7 0 2 0 'i r — p 

Les tr iangles A B D et A C D ( fig. 2 ) d o n n e n t de la 
m ê m e manière 

a a' cp cpc / ( s — a - h 
tang - : tang - = tang - : l a n g l - = y / — — 

— ) ($—a-t-c) 
-¿>) (s—a—c) 

O n a aussi 

v//?2 — r 2 9 p -h r tan = — et t a n g l = 
r 2 y / /? 2 - r* 

Il en résu l te 

/^N a a ' « 9 P -+- r 
(3 ) tang - : tang — = t a n g 2 = 2 2 2 /? — r 

Dans ce cas, les ang les a et ol's sont de s ignes c o n -
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traires et nous pouvons écrire encore 

/ / \ a r p 
(4) tang - tang — = —• 

2 ° 2 r — p 

Fig. 2. 

La valeur ~ s'appellera la puissance absolue de 

la droite par rapport au cercle fondamental. La puis-
sance sera positive dans le premier cas, c'est-à-dire 
pour les droites sécantes, puisque a et o!s seront de 
mêmes signes, tandis qu'elle sera négative dans le 
second cas, c'est-à-dire pour les droites extérieures, 
car a et ol's seront de signes contraires. 

Les cas limites seront : 

p = oo et la puissance de la droite de l'infini sera — i; 
p — 2 et la puissance d'une tangente sera -+- oo; 
p = o et la puissance d'un diamètre sera -f- i; 

Les résultats (2) et (4) nous permettent maintenant 
de formuler le théorème suivant : 
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T H É O R È M E . — Etant donnés tous les couples de 

tangentes à un cercle que Von peut mener par les 
divers points d'une droite quelconque du plan du 
cercle, les produits des tangentes des demi-angles 
de la première tangente et du prolongement de la 
seconde tangente de chaque couple avec la droite 
donnée est constant. 

Les résultats ( i ) et (2) auraient donné le corollaire 
suivant : 

C O R O L L A I R E . — Etant donnés les mêmes couples 
de tangentes que précédemment, le quotient des 
tangentes des demi-angles de la première tangente 
et de la seconde avec la droite donnée est constant. 

Remarque. — A cause de la théorie des involutions 
qui suivra, l'énoncé du théorème est plus avantageux 
que celui du corollaire. 

Si la puissance d'une droite doit être prise par rap-
port à plusieurs cercles, nous admettrons que le pre-
mier centre iixe l'orientation des signes des distances 
pi(i — 2, 3, 4? • • • )• Suivant la position des autres 
centres, ces distances pi peuvent devenir négatives. 

Nous appellerons maintenant puissance relative 

d 'une droite par rapport à un cercle l'expression 
dans laquelle p peut devenir négatif, suivant l'orien-
tation fixée par un autre cercle jouant le rôle de pre-
mier cercle fondamental. 

Si p reste positif, la puissance relative est égale à 
la puissance absolue et si p devient négatif, la puis-
sance relative est égale à l'inverse de la puissance 
absolue; en effet, soit p la valeur absolue de p ; la puis-
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sance absolue est r + tandis que la puissance rela-
— P 

tive devient - — = . 
r p 

Ces observations nous conduisent aux théorèmes 
suivants, connus sous une autre forme : 

T I I È O R È M E Ï . — L'enveloppe des droites de mêmes 
puissances relatives par rapport à deux cercles est 
le premier centre de similitude de ces cercles. 

Soient Ci et C2 les deux cercles et d une droite 
dont les puissances relatives par rapport à ces cercles 
sont égales. Nous aurons 

ri-*-pi r2-f-/>2 rx px — = — ou — = — - — 
r\—P\ r 2 — Pt r2 pi 

Le rapport des rayons est considéré comme étant 
toujours positif; celui des distances et p2 le sera 
également. Donc ces distances sont de mêmes signes 
et nous avons deux figures homothétiques directes avec 
rapport d'homothétie positif. La droite d passe ainsi 
par le premier centre de similitude. 

T H É O R È M E I I . — L'enveloppe des droites de puis-
sances relatives inverses par rapport à deux cercles 
est le deuxième centre de similitude de ces cercles. 

Soit d\ une telle droite. Les puissances relatives 
nous donnent 

r\-^p\ = /2 — P2 ou !j = _ El. 
f i — p i r2 -H p t r 2 p 2 

Le rapport des rayons étant positif, celui des dis-
tances p{ et p2 doit devenir négatif à cause du premier 
signe — qui le précède. Ces distances seront désignés 
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contraires et nous aurons deux figures homothétiques 
inverses avec rapport d'homothétie négatif. La droite d' 
passera alors par le deuxième centre de similitude. 

Par analogie avec la nomenclature employée dans la 
théorie de la puissance du point, nous appellerons les 
centres de similitude centre radical principal et 
centre radical secondaire des deux circonférences. 

T H É O R È M E III. — Etant donnés trois cercles dont 
les centres ne sont pas en ligne droite, les trois 
centres radicaux principaux sont en ligne droite et 
les trois centres radicaux secondaires forment un 
triangle dont chaque côté passe par un des centres 
radicaux principaux. 

Nous désignerons les centres radicaux principaux 
par S4 pour C2 et C3, S2 pour C< et C3 et S3 pour C< 
et C2 ; les centres radicaux secondaires seront S' , S'8 

et pour les mêmes groupes. 
La droite S< S2 est de mêmes puissances relatives 

pour les cercles C2 C3 et C3 ; elle le sera donc pour 
les cercles C4 et C2 et elle passe, par conséquent, 
par S 3 . 

La droite S'2 est de puissances relatives inverses 
pour les cercles C 2 C 3 et C | C 3 ; elle sera donc de 
mêmes puissances relatives pour et C2, et comme 
telle elle passera par S 3 . Le raisonnement subsiste 
pour S'T S'3 et S2 S3 qui passent respectivement par S2 

et S 4 . 

Nous appellerons maintenant S I S 2 S 3 Vaxe radical 
principal des trois cercles, et les autres droites 
SJ S'2 S 3 , S; S2 S'3, S, S 2 S'3 axes radicaux secondaires 
des trois cercles. 
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[ I I ] 
NOTE SUR L'EXTRACTION RAPIDE 

DE CERTAINES RACINES EXACTES D'INDICE IMPAIR ( l ) ; 

PAR M. P. DELEISS. 

Nous avons indiqué, dans le numéro de juillet 1913 
des Nouvelles Annales de Mathématiques, un pro-
cédé permettant de déterminer rapidement certaines 
racines exactes d'indice impair ayant seulement deux 
ou trois chiffres, grâce à l'emploi de diviseurs. Cette 
méthode, qui s'appliquait à une racine d'indice aussi 
élevé qu'on le voulait, avait l'inconvénient de ne 
pouvoir pas s'employer lorsque Vindice impair de la 
racine était multiple de 5, par suite de la composi-
tion du diviseur considéré 11 = 2x0 + 1, qui ne 
donnait pas des restes tous différents pour les puis-
sances cinquièmes des onze premiers nombres. 

Il me paraît utile de faire remarquer que, si l'on 
remplace le nombre 1 1 par le diviseur 17 = 24-|- 1, le 
cas d'exception indiqué tout à l'heure disparaît, de 
sorte que l'on peut ainsi extraire rapidement une 
racine exacte d'indice impair quelconque, et aussi 
élevé que l'on veut, ayant deux chiffres. Il suffit pour 
cela de former le tableau des restes de la division 
par 1- des puissances impaires des dix-sept premiers 
nombres jusqu'à la puissance i5 seulement, en tenant 

( l ) O n p e u t c o n s u l t e r , p o u r p l u s d e d é t a i l s s u r c e s u j e t , l ' a r t i c l e 
p u b l i é s u r la m ê m e q u e s t i o n d a n s l es n u m é r o s d u i 5 j a n v i e r e t d u 
jer f évr ier 1917 du Journal de Mathématiques élémentaires, 
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compte ainsi du théorème de Fermât, ce qui se fait 
aisément, et de suivre ensuite une méthode semblable 
à celle indiquée pour le diviseur 11. Si la recherche des 
restes de la division par 17 est un peu moins simple 
que pour 11, elle peut être beaucoup facilitée par la 
séparation du nombre donné en tranches de quatre 
chiffres, et elle permet encore d'opérer rapidement sur 
de très grands nombres. C'est ainsi qu'on vérifiera 
sans peine que la racine 1 5e du nombre de 28 chiffres 

7. -2 f 4 • 15o. 201.4°8.990.671.659.839.968 

est égale à 72. 
Enfin on peut remarquer que l'on trouvera, sans 

rien changer au raisonnement ni au calcul, des racines 
impaires quelconques inférieures à 11 x 17 = 187, et 
pouvant par suite avoir plus de deux chiffres; il serait 
facile d'ailleurs d'étendre la méthode indiquée au cas 
de la recherche des racines admettant trois chiffres quel-
conques en opérant de la même façon que pour le divi-
seur 1 1, qu'on devra, du reste, toujours préférer quand 
l'indice de la racine ne sera pas multiple de 5. 

CORRESPONDANCE. 

M. d'Ocagne. — Sur les droites orthoptiques de 
deux paraboles. — Dans la très jolie étude, de forme 
purement géométrique, qu'il a donnée de la courbe 
orthoptique de deux coniques (N . A . , 1917, p. 1 )7 

M. Picardat a rencontré deux cas où l'orthoptique de 
deux paraboles devient une droite; ces deux cas sont 
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ceux où les deux paraboles, ayant même foyer, ont 
leurs axes soit confondus (l'orthoptique est alors la 
corde commune), soit rectangulaires (l'orthoptique 
est alors la tangente commune). Ces deux propositions 
se trouvaient déjà explicitement énoncées dans notre 
étude sur un système spécial de coordonnées tangen-
tielles et sur la transformation par tangentes ortho-
gonales (TV. A ., i()o i, p. 446), et, plus anciennement, 
quoique sous forme moins explicite, dans notre bro-
chure Coordonnées parallèles et axiales {1885) p. 89 
et 90, la première d'entre elles dans une autre Note 
des N. A. (1880, p. 267). Il convient toutefois de 
remarquer que l'élégante démonstration par laquelle 
M. Picardat les a obtenues a l'avantage de faire res-
sortir la façon dont elles dérivent du cas général con-
cernant deux coniques quelconques. 

M. V. Thébault. — Sur le problème de Pappus 
généralisé. — Ce problème, dans sa forme la plus 
générale, pourrait s'énoncer : 

Etant donnés un angle quelconque xOy = to et 
un point P du plan, mener par ce point une droite 
qui intercepte sur les côtés de l'angle un seg-
ment AB de longueur donnée l. 

Posons OP == d. OP détermine avec Ox et O y 
deux angles a et ¡3. Sur AB comme corde, décrivons 
les segments de cercle AKB et AK/B capables des 
angles co et (i8o°— <*>). Soit R le rayon de ce cercle. 

Les segments AM et MB de AK'B, respectivement 
capables des angles a et (ï, déterminent un point M 
dont le symétrique par rapport au diamètre perpendi-
culaire à AB est M', 
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Les triangles semblables A O P et OM'B donnent 

OP _ OA 
OB ~ OM ; 

d'où 
O P . OM' = OA.OB = 2R.OO , 

soit 
OM' aR —T7 — —- = const. ; 
OO' d 

et O est déterminé par l'intersection d'un cercle et 
d'une conique de foyer M1, de directrice AB, dont la 

nature est déterminée par le rapport ^ donné en fonc-

tion de o> et d. 
Le cas particulier où a = ¡3 donne par suite une 

détermination géométrique de l'intersection de deux 
coniques dont l'une est un cercle passant par l'un des 
foyers de l'autre et ayant son centre sur l'axe. 

(Le lecteur est prié de faire la figure.) 

SOLUTION DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

400. 
( 1857, p. 391 . ) 

Soit u une fonction rationnelle et entière du degré n 
d'un nombre quelconque de variables oc, y, z, et 
soient du, d^u, ..., dnu, les différentielles successives 
qu'on obtient, mais en supposant que dx, dy, dz, .. . sont 
constantes. Formons Véquation 

tndnu -+- ntn~* d"-11 u -+- n(n — i)tn-*dn~2u -4-. . . -h n'u = 0 . 

Formons une fonction symétrique quelconque ration-
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nelle et entière des différences des racines de cette équa-
tion; sa valeur est une fonction entière des coefficients 
dnu, dn~i u, du, u, et par conséquent une fonction 
de x, y, z, ..., dx, dy, dz \ si Von différentie cette der-
nière fonction en traitant dx, dy, dz comme des cons-
tantes, on trouve un résultat identiquement nul. 

M I C H A E L R O B E R T S . 

S O L U T I O N 

P a r M . L . P O L I . 
Soit 

p0 xn -4- pt xn-i -4- pt x"-* -h. . . -h pn = o 

une équation quelconque. Toute fonction symétrique <ï> des 
différences des racines satisfait à l 'équation différentielle 

d$> . d<\> d<f> 

( Voir les Leçons d'Algèbre supérieur de Salmon. Ne les 
ayant pas ici sous la main, je ne puis donner de références.) 

Cette relation, appliquée à l 'équation en t, donne 

d$> d<p 
n dn u -T- ;—:—- -+-( n — i)n dn~x u ,4 ( sJ n — 1 ,, \ v ' d(nd"~lu) ' d[n(n — i)dn 2] 

d<i> 
-(n — ¡i.)n(n — i ) . . . ( n — jx -+- i) 

d[n(n — i)...(n — \i.)dtl~V<-i u | 

d<P . , d<i> . d'P 
( i ) dn u -j——-—- da-{ u -j—z—-—- -H ... du ——- = o. v d(d"-iu) d(d'l~2u) d(u) 

11 s'agit de prouver que d<t> — o, et comme <t> est fonction 
de dnu, dn~lu, . . ., du, u, o n a 

(jtfi ()<f> 
d<i> == -—: d(d"u)-h ——-—— d(dfl-lu)-K..-+- — d(u). à(dn u ) K d(dn~i u) v 7 du v 7 

On peut l 'écrire, puisqu'on a convenu de représenter par d P u 
les différentielles prises en considérant dx, dy comme cons-
tantes , 

<M> d<P à<P 
(i) d<ï> = . • dn+i u -f- — dn u -+-... -r— du v ' d(dnu) d{dtl~iu) du 
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re t ranchant ( i ) de (2) , on t rouve 

d<t> = — dn+l u=o 
d(da u) 

car, d 'après les conventions faites, 

dn+i u = o c. o- F. D. 

724. 
( 1865, p. 141 ; 1917, p. 119.) 

Etant donnés un point quelconque O et la courbe d'in-
tersection d'une sphère et d'une surface du second ordre, 
le cône qui a pour sommet le point O et pour directrice 
la courbe donnée coupe la sphère suivant une deuxième 
courbe située, comme la première, sur une infinité de 
surfaces du second ordre. 

Cela posé, on demande de démontrer que les axes de 
chacune de ces nouvelles surfaces sont parallèles aux 
normales qu'on peut mener en O aux trois anallagma-
tiques du quatrième ordre, passant par ce point et qui 
ont pour focale la courbe donnée. M O U T A R D . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient ( S ) la sphère, (E ) la quadrique donnée, F leur 
biquadratique d'intersection, tu le centre de (S) , FI le plan 
polaire de 0 par rappor t à (S) . Il coupe Oo> en P, soit P j le 
milieu de Pw; menons par P{ un plan II, parallèle II. Les 
trois anallagmatiques ayant pour déférentes les trois qua-
driques ( S ) - i - X ( 2 ) = o tangentes à IIj et pour sphère direc-
trice ( S ) passeront par O, et si T j , T2 , T 3 désignent les con-
tacts de ces trois surfaces avec Flj, les normales en O à ces 
trois anallagmatiques seront 0 T l 5 0 T 2 , 0 T 3 . Or le triangle 
T I T 2 T 3 est le triangle conjugué commun aux coniques sec-
tions de (S ) et ( 2 ) par II,, la conique section de (S ) n'est 
autre que la section par n t du cône isotrope de sommet O, le 
t r ièdre O T I T 2 T 3 est donc tr irectangle, fait du reste bien 
connu, les anallagmatiques considérées formant un système 
triple orthogonal . Si maintenant a, p, y, 8 désignent les points 
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d'intersection de T avec Oj, les points à l'infini sur Oa, OfJ, 
Oy, 0 8 , seront les points à l'infini de Tj, biquadratique qui 
constitue le reste de l'intersection de ( S ) avec le cône OT; 
Oa, 0|3, Oy, Oo seront les génératrices communes à tous 
les cônes de sommet O parallèles aux cônes asymptotiques 
de toutes les quadriques (£ , ) passant par ; comme d'autre 
part les axes de ces quadriques sont parallèles aux arêtes du 
trièdre conjugué commun au cône isotrope de sommet O, et 
aux cônes parallèles aux cônes asymptotiques menés par O, 
ces axes seront parallèles à 0T 1 ? 0 T 2 , 0 T 3 , ce qui démontre 
la proposition. 

Autre solution, par M. M.-F. E G A N . 

729. 
(1865, p. 142; 191", p. 120.) 

Les directions des axes de la section faite par le plan 

x cos a y cos ¡3 H- s cos y = X 

dans la surface 

Kx2-\- A 'y2 -+- h." z2 -+-1B yz 2B' xz -+- 2 B " xy 
-J— iC]x + 2 C ' J -4- iC"z + D = 0 , 

sont données par les intersections du plan 

x cosa -hy cosfi -+- z cosy = o 
avec le cône 

(A'cos2 p -h A'cos2 a — 2 B" cos a cos(3)(;r2 sin2 ¡3 —^ 2 s in 2 a) 

-h (A cos2 y -f- A" cos2 a — 2 B'cos a cosy) (z2 sin2 a — x2 sin2 y) 

-+-(A' cos2y A"cos2 p — 2B cos ¡3 c o s y ) ( j 2 sin2y — z2 sin2 ¡3) = o. 

J . - J . - A . MATHIEU. 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Pour que le cône 

L x2 -+- M/2-+- IN\z2 = o 
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soit coupé par le plan 

x cos a -h y cos (S -h -s cosy = o 

suivant des parallèles aux axes de la section faite par ce 
même plan dans la quadrique considérée, il faut et il suffit 
que le plan donné coupe les cônes 

A x1 -h A 'y2 -+- A " z2 -+- 2 B yz -h 2 B ' xz -h 2 B " xy = o 

et les cônes 

( 0 ( x2 -h y2 -h z2 = o, 

suivant des génératrices formant faisceau harmonique, d'où 
les deux conditions : 

/ 0 = L (A"cos2p -h A'cos2 y — 2B cos p cosy) 
-+- M( A cos2 y -h A" cos2 a — 2 B' cos a cosy) 

(2) | -H N (A'cos2 a -+- A cos2 ¡3 — 2 B" cos a cos (3) 
o = L(cos2 P H- cos2 y) -+- M (cos2 y -+- cos2 a) 

-h N (cos2 a -+- cos2 ¡3) = o. 

Cette dernière peut s'écrire 

(3) L sin2a -h M sin2 [3 -4- N sin2y = 0; 

éliminons L, M, N entre les équations (1), (2), (3), il vient 

" cos2 -+- A'cos2 y i A cos2 Y 4- A"cos2a I A'cos2 a -+- A cos2 fi 
— 2Bcos($cosy ) —2B'cosacosY i —2B"cosa cos [3 

sin2 a sin2^ sin2 Y 
x2 y2 z2 

ce qui démontre la proposition. 

Autres solutions, par M M . D A R G E N T O N et M . F A U C H E U X . 

772. 
(1866, p. 384 ; 191«, p. 320.) 

Le nombre des sommets d'une courbe algébrique est, en 
Ann. de Mathémat4e série, t. X V I I . (Sept. 1917.) 27 
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général, donné par la formule 

3 î -b 5 c — 3 d — 3/?, 

dans laquelle T, C, d représentent le nombre des points 
d1 inflexion, la classe, le degré de la courbe donnée, et 
p le nombre des branches paraboliques. L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST . 

Si l'on appelle sommet d'une courbe un point où le rayon 
de courbure est maximum ou minimum, c'est-à-dire un point 
où le cercle osculateur passe par quatre points consécutifs 
de la courbe, la formule de Laguerre est inexacte. En effet, 
à un sommet sur la courbe correspond un point de rebrous-
sement de la développée ; or Salmon montre (Courbes planes, 
p. 139) que le nombre des points de rebroussement de la 
développée est 

R — 3 4- 6 c — 3d — 5 /> ; 

dans ce nombre sont compris les points de rebroussement à 
l'infini qui sont au nombre de d— ±p, ce qui porte le nombre 
des sommets à distance finie à 

3 « -h 6 c — 4 d — 3 p . 

En admettant que la courbe 11e passe pas par les points 
cycliques. 

815. 
(1867, p. 288 ; 1917, p. 157 -) 

Pour qu'une surface du second ordre soit transformée 
homologiquement en une sphère, il faut et il suffit : i° que 
le plan d'homologie soit parallèle à l'un des -plans 
cycliques de la surface ( P O N C E L E T , Propriétés projec-
tiles); 2° que le centre d'homologie soit un quelconque 
des points de la conique focale situé dans le plan prin-
cipal auquel le plan d'homologie est perpendiculaire. 

L . P A I N V I N . 
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SOLUTION 

Par M. R. BOUVAIST. 

Soient O le centre d'homologie, P le plan d'homologie, P ; le 
plan qui correspond au plan de l'infini dans la t ransforma-
tion, le cône isotrope de sommet O coupe P' suivant un 
cercle (G): pour qu'une quadrique S soit transformée en une 
sphère, il faut et il suffit qu'elle passe par (C), P ' et par 
suite P doit donc être parallèle à un plan cyclique S, de plus 
le cône isotrope de sommet O est alors bitangent à S, le cône 
circonscrit à S ayant pour sommet O est donc de révolution, 
et O est un foyer de S, se trouvant évidemment sur la focale 
dont le plan est perpendiculaire à P. 

820 et 821. 
(1857, p. 3.-55, 31«; 1916, p. 35g, 36o.) 

820. On coupe une surface du second degré (S)par un 
plan. On prend, sur la courbe d'intersection G, quatre 
points arbitraires (non en ligne droi te) a , ¿>, g, h et l'on 
mène en ces points les normales A, B, G, H à la sur-
face (S). On construit le couple de droites D et L rencon-
trant à la fois ces quatre normales et Von détermine la 
droite I, issue du point fixe i qui s'appuie sur D et A. 

Démontrer que, lorsqu'on fait varier la position des 
points a, b, g, h sur C, les droites telles que I engendrent 
un plan. 

821. Les données restant les mêmes, on construit comme 
précédemment le couple de droites D, A. On prend les 
traces de ces droites sur un plan fixe (P); on joint ces 
traces par une droite M. 

Démontrer que, lorsqu'on fait varier la position des 
points a , b, g, h sur C, les droites telles que M passent 
par un point fixe. MANNHEIM. 

SOLUTIONS 

P a r M. R . BOUVAIST. 

La conique G, supposée de grandeur invariable, peut se 
déplacer sur ( S ) ; son déplacement est bien déterminé, si cinq 
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de ses points sont assujettis à rester sur (S) ; il est d'ailleurs 
le même quels que soient ces cinq points. Il en résulte : 

i° Que la droite I est située dans le plan normal à la tra-
jectoire du point supposé entraîné dans le mouvement, et 
ceci quels que soient a, 6, g, h\ 

Que la droite CM) passe par le foyer du plan (P) supposé 
entraîné, et ceci quels que soient a, g , h. 

1779 (1897, 388). — La ligne OMN rencontre les lignes AB, 
AG en M et N, de telle sorte qu'on a 

O M 2 . A N . AG = ON*. A M . M B . 

1784 (1897, 379). — Si, à deux tétraèdres, dont les som-
mets sont les huit points communs à trois quadriques, on 
circonscrit deux quadriques bitangentes, dont une des coniques 
communes est dans un plan fixe, le plan de l'autre passe par 

1785 (1898, 579). — Etant donné un arc de courbe plane, 
on considère la perpendiculaire abaissée du barycentre du 
périmètre de cet arc sur la corde qui en joint les extrémités; 
enveloppe des droites qui correspondent ainsi à des arcs de 
courbe parallèles à un arc de courbe donné. E. DUPORCQ. 

1810 (1898, 484 ). — Démontrer que la fonction 

ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES t 1 ) 

Déterminer 0 . W . - J . GREENSTREET. 

un point fixe. E. DUPORCQ. 

n — 

( 1 ) L a q u e s t i o n 1 5 1 0 , r é i m p r i m é e p a r e r r e u r p a g e 2 3 3 , e s t r é s o l u e . 
L a s o l u t i o n , d e M . d e B e i r e s , a é t é p u b l i é e p a g e i 4 * -
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croît constamment quand x varie de i à -4-00. Celte fonction 

1811 (1898, 484)- — Soient a et b deux nombres entiers 
positifs premiers entre eux, n un nombre entier positif quel-
conque. Démontrer que le nombre des solutions entières, non 
négatives, de l'équation 

a' est l'associé du nombre b suivant le module a, c'est-à-dire 
le nombre positif < a satisfaisant à la congruence 

ba' == i ; 

semblablement, b' est l'associé de a suivant le module b\ 
enfin E(x) d-ésigne le plus grand nombre entier contenu dans 
la quantité x. J. F R A N E L . 

1820 (1899, 196 ). — Etant donnés, dans un même plan, un . 
faisceau de coniques ayant entre elles un double contact, et 
une courbe algébrique G^, on mène les tangentes communes 
à et à chaque conique; déterminer le lieu des points de 
contact sur les coniques. V . R E T A U . 

1821 (1899, »96). — Le lieu des sommets des paraboles tan-
gentes à une conique centrale et ayant pour foyer un point 
fixe est une courbe unicursale du douzième ordre et de la 
dixième classe, ayant un point sextuple, avec deux coïnci-
dences, en le point fixe et en chacun des points circulaires à 
l'infini; ayant, en outre, quatre points doubles ordinaires et 
six rebroussements. V . R E T A L I . 

1824 (1899, 34o). — Démontrer qu'une fonction entière, à 
coefficients entiers, de la forme 

([) rr5-f- diX^-h a2.r3-f- a^x^-h ak x -+- 1, 

qui ne s'annule pas pour x — \, —1, ne peut avoir que les 

J . F R A N E L . 

ax H- b y — n 
est égal à 
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diviseurs 

x*-t- a x — i. x*-h $x -h i, 

a étant un diviseur conforme aux nombres 

i + a24-(74, ax-\-a-i-f-i, 

et p un diviseur commun aux nombres 
i — a > - | - a { — «3-4-1. 

On voit que ce théorème donne une méthode simple pour 
décomposer une fonction (i) en ses facteurs irréductibles. 

P . B U R G A T T I . 

1825 (1899, 34o). — Les côtés BC, CA, AB du triangle ABC 
sont coupés en A', B', C par les bissectrices extérieures des 
angles opposés, et en A", B", C" par la droite r sur laquelle 
se trouvent le centre du cercle inscrit et le centre du cercle 
circonscrit. Démontrer que les trois cercles A A'A", BB'B", 
CC'C" se coupent sur la droite /*. G . G A L L U C C I . 

1826 (1899, 388). — Démontrer le développement suivant 
d'une fonction entière de z suivant les puissances croissantes 
du trinôme z2— bz —c 

-4-

1 /ds'A \ / 0 . 
•+• -7 ( -7— -+- i—z) O2— bz — cy s ! \ àcs ôc* J v 7 

- h 

où A et B sont fonctions de b et de c. P . B U R G A T T I . 

1828 (1899, 388). — Douze points quelconques étant donnés 
dans un plan, il existe 411840 points, tels qu'en les joignant 
aux douze points donnés, on obtienne deux faisceaux en invo-
lution. E. D E W U L F . 

1837 (1900, 96). — Les deux triangles ABC, A'B'C' sont 
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homologiques des deux manières : 

ABC 
A' B'C' 

ABC 
C'B'A' 

Centre O 

Centre O' 

, axe o ; 

Démontrer que si o passe par O' : i° o' passe par O; les 
six points O, O', ba\ bc\ b'b'c sont les sommets d'un qua-
drilatère complet; 3° les six droites o, o\ BA', BC', B'A, B'C 
sont les côtés d'un quadrangle complet; 4° Ie triangle dia-
gonal du quadrangle, qui a pour sommets ba\ bcb'a, b'c, 
coïncide avec le trilatère diagonal du quadrilatère qui a pour 
côtés BA', BC', B'A, B'C. G . G A L L U C C I . 

1838 (1900, 141 )- — Chasles a démontré depuis longtemps 
qu'une courbe gauche du quatrième ordre à point double est 
tangente à deux directrices et à deux génératrices de tout 
hyperboloïde qui la contient, et que les quatre points de con-
tact sont situés dans un même plan. 

On demande de démontrer : 

i° Que les plans osculateurs de la courbe en ces quatre 
points se rencontrent en un même point situé sur la droite 
d'intersection des plans osculateurs au point double; 

2° Que ces mêmes plans rencontrent de nouveau la courbe 
en quatre points situés dans un même plan, qui sont les points 
de contact de la courbe avec deux directrices et deux géné-
ratrices d'un hyperboloïde qui la contient. 

On peut encore énoncer le premier de ces théorèmes de la 
manière suivante : 

Par un point pris sur la droite d1 intersection des plans 
osculateurs au point double d'une courbe gauche du qua-
trième ordre, on peut mener à la courbe quatre plans oscu-
lateurs autres que ceux qui la touchent au point double; 
leurs points de contact sont situés dans un même plan, et 
les tangentes à la courbe en ces quatre points forment un 
quadrilatère gauche. E . G E N T Y . 

1847 (1900, 191). — Un fil homogène de longueur dont 



( 35o ) 
le poids par unité de longueur est 73, est attaché par une de 
ses extrémités à un point fixe, tandis que l'extrémité libre 
porte un poids p. 

Ce fil est soumis à l'action du vent soufflant horizontalement 
avec une intensité et dans une direction constantes. On admet 
que la pression du vent sur chaque élément infiniment petit 
du fil est proportionnelle au carré de la composante normale 
de la vitesse, et l'on demande de déterminer la forme d'équi-
libre du fil. 

Examiner ce que devient cette forme d'équilibre dans le 
c a s o ù p = o . M. D'OCAGNE. 

1850 (1900, '¿3y). — Soient, dans la circonférence circon-
scrite au triangle ABC, a, ¡3, y les points diamétralement op-
posés aux sommets A, B, G. 

(3y coupe AC et AB en / et /'; 
a Y » BA et BC en m et m'\ 
a(3 » GB et CA en ri et n'. 

On mène /Oj, mOi, n Oj respectivement perpendiculaires 
à GO, AO, BO; de même / i 0 2 , / » i 0 2 , « i 0 2 respectivement 
perpendiculaires à BO, GO, AO. 

Démontrer que : 

i" Les trois droites / O,, />?Ot, nO\ se coupent en une même 
point Oi; 

•2° Les trois droites / | 0 2 , ^ i 0 2 , n t 0 2 se coupent en un 
même point 0 2 ; 

3° Les trois points Oj, O, 0 2 sont en ligne droite, et 

OOj = 0 0 2 ; 

La droite 0 i 0 2 est parallèle à la droite de Brocard du 
triangle ABC. A. DROZ-FARNY. 



( 36I ) 

[I^a] 
MOUVEMENTS PLANS B A N S LESQUELS LA TANGENTE 

A UNE VITESSE ANGULAIRE CONSTANTE ; 

PAR M. CH. MICHEL. 

1. Je me propose d'établir un théorème très simple 
qui, je le crois du moins, n'a pas encore été remarqué. 
En voici l'énoncé : 

Etant donnée une courbe plane r, si un point M 

se meut sur cette courbe de façon que la direction 
de la tangente en M ait une vitesse angulaire cons-
tante, la droite qui porte le vecteur-accélération est 
symétrique par rapport à la normale de la droite 
qui joint le point M au centre de courbure corres-
pondant de la développée de T ; et réciproquemen t. 
En outre, le vecteur-accélération est dans un 
rapport constant avec le vecteur qui a pour origine 
le point M et pour extrémité le symétrique par rap-
port à la normale du centre de courbure de la déve-
loppée. 

Pour démontrer ce théorème, orientons le plan, puis 
la courbe T. Désignons par s l'abscisse curviligne du 
point M sur la courbe T, comptée à partir d'un certain 
point fixe de la .courbe. Orientons d'autre part la tan-
gente en M, dans le même sens que la courbe; dési-
gnons par 6 l'angle polaire de l'axe A ainsi défini sur 
la tangente, compté à partir d'un certain axe fixe du 
plan. Sur la normale en M à T, choisissons l'axe A' tel 

Ann. de Mathémat., 4' série, t. XVII. (Oct. 1917.) 28 
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que Ton ait (A, A') = -h Soit I le centre de courbure 
correspondant au point M. On sait que, sur l'axe A', 
on a, en valeur absolue'et en signe, 

M I - R - S -

Orientons la développée de V dans le même sens que 
sa tangente en I. Désignons par <x l'abscisse curviligne 
du point I, comptée a partir d'un certain point fixe de 
la développée ; on sait que l'on a 

d<jz=dR. 

Sur la normale en I à la développée, choisissons l'axe A" 
tel que l'on ait (A', Soit If le centre de 

Fi§. i. 

courbure de la développée correspondant au point I. 
Sur l'axe A", on a, en grandeur et en signe, 

_ ds __ di\ 

Par suite, sur l'axe â i opposé h 1"r axe parallèle à A et 
de même sens que A, on a, en grandeur et en signe, 
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Si K est le symétrique de par rapport à I, on ar sur 
Taxe A, de même sens que A, en grandeur et en signer 

dK 
I K = < * r 

Cela posé, supposons que la vitesse angulaire de la 
direction de la tangente en M à T soit constante; on a 
alors, t étant le temps, 

dO , — = A = cous t. dt 

Soient wT et w s les projections orthogonales du 
vecteur-accélération sur Taxe A et sur Taxe A'. On sait 
que l'on a, en grandeur et en signe, 

dv e* 

Or, on a 

Par suite, on a 

V — — ^ — X H 

_ dv _ dv dQ _ dR 
~ dt ~ dÂ~dt ~ d(ï' 

Les projections orthogonales du vecteur-accélération 
sur les axes A et A' sont donc proportionnelles aux pro-
jections orthogonales du vecteur MK sur les mêmes 
axes, le rapport de proportionnalité étant A2. Le vecteur-
accélération est situé par suite sur la droite MK qui 
est symétrique par rapport à la tangente et à la normale 
en M à V de la droite qui joint le point M au centre de 
courbure I, de la développée ; en outre, il est dans le 
rapport constant X2 avec le vecteur MK. 

En particulier, si la vitesse angulaire de la tangente 
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en M est égale à —f- i ou à — i, l'extrémité du vecteur-
accélération coïncide avec le point K. 

Supposons, réciproquement, que le mouvement de M 
sur r soit tel que le vecteur-accélération de M soit 
constamment situé sur la droite MK. On a alors 

«T = K2 ^ 9 u>s — l^ H, 

[x étant une certaine fonction de t. Il s'agit de montrer 
que ¡a. est constant. Or, on a 

ç 2 
W j = R = lU2R 

et, par suite, s? = ± : ¡ J L R ; nous pouvons choisir l'égalité 
v = ¡AR. On en déduit 

ds ds 

d'où 

dt ^ ^ 
D'autre part, on a 

. dK dv „ du. d\i 
,U2 -77- = W v = — = R — h IJL —— , r dQ 1 dt dt dt 

et, comme on a 
dï\ _ d\\ 

on oi)ticnt f ina lement 
d\x 

R —R — dt ' 

d'où il résulte bien que ¡JL est constant. LA vitesse angu-
laire de la direction de la tangente en M est donc 
constante. 

Remarque. — Supposons que la vitesse angulaire 
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de la direction de la tangente en M soit constante et égale 
à X. Il en est de même de la vitesse angulaire de la 
direction de la tangente en I à la développée. En appli-
quant le théorème précédent, on voit que l'accéléra-
tion du point 1 est située sur la droite qui joint le 
point I au symétrique K1 du centre de courbure I2 de 
la seconde développée par rapport au centre de cour-
bure de la première développée et qu'elle est dans 
un rapport constant égal à A2 avec le vecteur llv, ; et 
ainsi de suite. 

Exemple. — Supposons que la courbe T soit une 
cycloïde ; soit L la droite qui passe par les points de 
rebroussement. On sait que, dans ce cas, la droite M'I| 
est constamment perpendiculaire à L et que la longueur 
Ml4 est constante et égale au double du diamètre du 
cercle générateur. La droite symétrique de MIj par 
rapporta la tangente et à la normale en M à la cycloïde 
est alors, comme on le voit bien facilement, la droite 
qui joint le point M au centre O du cercle générateur 
dans la position qui correspond au point M. On a ainsi 
le théorème suivant : 

Si un point M se meut sur une cycloïde de façon 
que la vitesse angulaire de la direction de la tan-
gente en M soit constamment égale à un nombre 
fixe A, le vecteur-accélération de M est situé sur la 
droite qui joint le point M au centre O du cercle 
générateur et il a une longueur constante, égale 
à 4 A2 a , a étant le rayon du cercle générateur. Réci-
proquement, si le point M se meut sur la cycloïde 
de façon que le vecteur-accélération soit constam-
ment situé sur la droite MO, la vitesse angulaire 
de la direction de la tangente en M est cons-
tante. 
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2. Supposons que le point M se déplace sur la 

courbe F de façon que la vitesse angulaire de la tan-
gente en M soit constamment égale à i . La vitesse du 
point M est alors un vecteur qui a pour projections 
orthogonales sur les axes A et A' respectivement R et o. 
La vitesse du centre de courbure I correspondant est 
en même temps un vecteur qui a pour projections 

orthogonales sur A et A' respectivement o et ^jp II 

-en résulte que la vitesse du milieu P du rayon de 
courbure MI a pour projections orthogonales sur A 

Â/ • R I C/R -, et A respectivement — et - D autre part, le vecteur 

Ml, a pour projections orthogonales sur A et A1 respec-
î/R tivement ^ et R. On reconnaît immédiatement 
a u 

que la vitesse de P est perpendiculaire à MI4. On a 
ainsi le théorème suivant : 

M étant un point variable d'une courbe plane I\ 
la tangente au lieu du milieu du rayon de cour-
bure relatif à M est perpendiculaire à la droite qui 
joint le point M au centre de courbure correspon-
dant de la développée. 

Soit, comme application, à trouver une courbe Y 
telle que la droite qui joint un point M variable de 
cette courbe au centre de courbure correspondant de 
la développée ait une direction fixe. Pour qu'il en soit 
ainsi, il faut et il suffit que la tangente au lieu du 
milieu du rayoïl de courbure de T ait une direction 
fixe; autrement dit, il faut et il suffit que le milieu du 
rayon de courbure de T décrive une droite. Il en résulte 

la courbe T est une cycloïde. 

3. Soit à déterminer, dans un plan, la trajectoire T 
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d'un point mobile M, sachant que la vitesse angulaire 
de la direction de la tangente est constante et que le 
mouvement de la projection orthogonale m de M sjur 
un axe fixe xrx est uniforme. 

Dire que le mouvement de m est uniforme, c'#st 
dire que le vecteur-accélération du point M est cons-
tamment perpendiculaire à xfx. Pour qu'il en soit 
ainsi, la vitesse angulaire de la direction de la tangente 
en M à T étant supposée constante, il faut et il suffit 
que la droite symétrique par rapport à la tangente 
en M à Y de la droite qui joint le point M au cen tre 
de courbure correspondant de la développée de F 
ait une direction fixe : telle est la propriété caracté-
ristique qui définit géométriquement la courbe T. 
Cette propriété rapproche la courbe T cherchée de la 
cvcloïde. 

Fig. 2. 

Menons par M l'axe x\ xK parallèle à l'axe donné x' 
et de même sens, puis, le plan étant supposé orienté, 
menons par M Taxe y\yi tel que Ton ait 
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Soit MV le vecteur-vitesse du point M ; projetons 
orthogonalement V e n II sura?^ xK. La vitesse du point m 
étant supposée constante, le vecteur MH est équi-
pollenl à un vecteur fixe et il a sur Y axe x\xK une 
mesure algébrique constante a. Projetons 1 e n U ortho-
gonalement sur y[j'\- En se servant des notations du 
paragraphe 1, on a, en grandeur et en signe, 

MI = i MV. 

Par suite, les angles (x{x\,\) et à') étant 
égaux, on a, en grandeur et en signe, 

MU = ~MH = y 

La courbe chercliée est ainsi telle que la projection 
orthogonale sur un axe fixe du vecteur qui a pour ori-
gine le point M de cette courbe et pour extrémité le 
centre de courbure I correspondant soit constante. 
C'est donc la chaînette d'égale résistance de Coriolis. 

Si l'on pose y = p , cette courbe a pour équation 
cartésienne, par rapport à l'axe xlx et à un axe y'y 
directement perpendiculaire à xfx, 

P P \ * P 

e t Xo étant les coordonnées du point où la tangente 
est parallèle à x'x. 

4. Je terminerai par la démonstration d'une pro-
priété de la chaînette d'égale résistance qui se rattache 
aux questions précédentes, et qui est la suivante : 

P étant le milieu du rayon de courbure MI de la 
chaînette d?égale résistance, le centre de courbure J 
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du lieu de P est situé sur la parallèle à Vaxe de la 
chaînette d'égale résistance menée par le point I. 

Nous avons établi au paragraphe 2 que la normale 
au lieu de P est parallèle à la droite MI, , I4 étant le 
centre de courbure de la développée de la chaînette 
d'égale résistance. En reprenant les notations déjà 
employées, posons 

( y y \ A') = 6. 

Sur la droite Ali, qui est symétrique par rapport k A 
de la parallèle k l'axe de la chaînette menée par M, il 
existe un axe D, tel que l'on ait 

( r y , D O = 

Choisissons sur la normale au lieu de. P l'axe S' de 
même sens que A, ; on a ainsi 

( . r y \ 8') = 

Puis, prenons sur la tangente au lieu de P l'axe o tel 

que l'on ait (3, 3') = -f- ^ et, par suite, 

(yy\ o) = 20 — 

Orientons la courbe décrite par P dans le même sens 
que sa tangente et désignons par c, l'abscisse curvi-
ligne du point P comptée a partir d'une certaine origine 
fixe sur la courbe. 

On a, d'après une formule bien connue, 

d( PI ) = d<* — ds\ cos(A', 6 ) 

= dR — dsi cos — 

— É/R — dsi sinO. 
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Mais, P étant le mi l ieu de MI , on a 

d(P\)= -d( MI) = —. 

On a donc f inalement 

dsi sin6 = , 

Gela posé , sur Taxe 8', on a, en grandeur et en signe, 

PT _ d S x — Ê L L 
2 de 

et , par suite, 

4 sin 6 dQ 

Soit J ' la project ion orthogonale de J sur A'. On a, 
sur A', en grandeur et en s igne, 

P J ' = P J cos(A\ $ ' ) = PJ cos6 
__ dR 

4 tangô dQ ' 

Mais, sur Taxe A", passant p a r i , directement perpen-
diculaire à A', on a 

11 

11 s 'ensuit que l 'on a, en se servant des project ions 
orthogonales du vecteur MI t sur A' et sur A'\ 

dR 
de dR tangO = _ = — . 

On obtient, par suite, l 'égalité 
p j ' - R 

P J _ T , 

qui montre que J ' est le mi l ieu de PI . L a droite I J est 
donc symétr ique de la droite P J par rapport à la parai-
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lèle menée par J ' à la tangente en M à I\ La droite 
symétrique de MI, par rapport à cette tangente étant 
parallèle à l'axe de la courbe T, la droite I J est aussi 
parallèle à cet axe, et la propriété énoncée est établie. 

La chaînette d'égale résistance est ainsi telle que la 
droite qui joint son centre de courbure à celui du 
lieu du milieu de son rayon de courbure ait une 
direction fixe. Cette propriété appartient aussi à la 
cycloïde ; dans le cas de la cycloïde, en effet, le 
milieu P du rayon de courbure MI décrit la droite L 
qui passe parles points de rebroussement, le centre de 
courbure J du lieu de P est à l 'infini dans la direction 
des perpendiculaires à L, et la droite I J est constam-
ment parallèle à cette direction. 

5 . De ce qui précède il résulte aussi que, si la 
courbe F estime chaînette d'égale résistance, le centre 
de courbure J du lieu de P est à égale distance de P 
et du centre de courbure I de la courbe T. 

Cette propriété est caractéristique de la chaînette 
d 'égale résistance. 

En effet, reprenons les notations du paragraphe 1 ; 
choisissons en outre sur MI, un axe D4 ; sur M K il 
existe un axe D 2 tel que la normale en M à T soit la 
bissectrice de l'angle formé par D, et D 2 . Posons 

(D2, D') = a. 

Choisissons sur la normale au lieu du milieu P de Ml 
l'axe 8' de même sens que D, et sur la tangente en P à 

cette courbe l 'axe 8 tel que l'on ait (8, = 

Orientons le lieu de P dans le même sens que la tan 
gente et désignons par l'abscisse curviligne de P . 
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E n vertu d'un calcul fait au paragraphe 4 , on a 

dR 
dst s i n a = 

2 

S i 9 désigne l 'angle polaire de A par rapport à un axe 

f ixe x ' x , l 'angle polaire de S' est égal à 9 -f- ^ -f- a ; 

celui de 3 est égal à 9 -+- a. J étant le centre de cour-
hure du l ieu de P , on a, sur l 'axe 8', en grandeur et en 
s igne, 

P J = D S L 

d( Ô + a) 
et, par suite, 

dR PJ = 
a(¿/Ü -+- do.) s i n a 

S i l 'on a J P = J I , la project ion orthogonale J ' de J 

sur MI est le mil ieu de P I ; on a donc, sur l 'axe A', 

- f 
Mais on a 

P J ' = PJ cos(A, 8') = PJ cosa. 

Par suite, on a 

dR _ R 
2(dÜ -+- da) tanga — 4 

Mais, sur Taxe A" passant par I , directement perpen-
diculaire à A', on a 

1 ¿0 

I l s 'ensuit que l 'on a, en se servant des project ions 
orthogonales du vecteur MI , sur A' et sur A", 

dR tanga = 
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On obtient, par suite, l'égalité 

¿0 

c'est-à-dire 

d'où l'on déduit 

dy. 27 

d% = ¿6, 

6 — a = const. 

Or, l'angle polaire de D 2 par rapport à l'axe fixe x'x 

est égal à 9 — a -f- On voit donc que la droite MK. 

est parallèle à une droite fixe ; la courbe T est bien une 
chaînette d'égale résistance. 

CERTIFICAT D'APTITUDE 
A L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLES. 

( D E U X I È M E P A R T I E ) . 

Session de 1917. 

I. On donne deux droites orientées u et v non 
situées dans un même plan, un point A sur la pre-
mière, un point B sur la seconde; cette figure 
dépend, pour la grandeur, de quatre paramètres 
{longueur de la perpendiculaire commune CD, ...). 
Faire voir quil existe une sphère S tangente à la 
droite u au point A , à la droite v au point B, et que, 
si O est le centre de cette sphère, il existe une 
droite O z orthogonale à la droite A B et faisant 
des angles égaux avec les directions u et v. On rap-
porte la figure à un trièdre trirectangle Oxy Oy, 
Oz, Vorigine O et Vaxe Oz étant le point O et la 
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droite O z dont on vient de parler / le plan bissecteur 
du drièdre (z Ox, zOy) étant perpendiculaire à la 

Fig. r. 

droite AR. Soit R le rayon de la sphère S, et soient a, 
6, c les coordonnées du point A ; soient a, jî, y les 
cosinus directeurs de la droite et X, ¡JL, y ceux de 
la droite r. 

i° Ecrire les cinq relations qui lient les neuf 
quantités R , a , c, a, ¡3, X, u.. 

2° Exprimer les coordonnées x', yf, z' d'un 
point M de la droite u en fonction de la quan-
tité A M = p, et les coordonnées x\ y!, z'' d'un 
point N de la droite v en fonction de la quan-
tité BN = <x. 

H. On considère alors une droite variable A ren-
contrant les droites u et v en deux points-M. et N 
tels qu'on ait 

M N 2 = ( A M - B N ) 2 . 
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i° Etablir la relation qui existe entre les quan-
tités AM = p, BN = <T. Cette relation peut recevoir 
la forme 

(î) (i — C)p<r — Ap — Ba + D = o, 

avec 
A = h a H- a p -+- c y, }> = a A -h b <JL 4 - c 7, 

C == aX -4- p p. -+- y2, D = { a — b y . 

Indiquer le sens géométrique des constantes C, 
A et B . 

20 Faire voir que la droite A reste tangente à la 
sphère S. Pour cela, après avoir écrit pour les coor-
données d'un point P de cette droite 

x' kx" y' -h kj" PM 
X — y y — — , . . ., k z= , „, 1 

1 -r- k J 1 -h k p ] \ 

on formera Véquation qui donne les valeurs de k 
correspondant aux points d'intersection de la droite 
avec la sphère, on introduira p et <7 et l'on trouvera 

(/<•<T-f- p )«= O. 

De la valeur trouvée pour k on déduira que, s« P est 
le point de contact de la droite avec la sphère, o/i a, 
en orientant convenablement la droite A, 

PM = AM, PN = BN, NM = AM — BN. 

3° Calculer la cote z du point P et en déduire le 
lieu de ce point. La droite A étant orientée comme 
on vient de dire, calculer le cosinus de l'angle de 
cette droite avec O z. En déduire géométriquement 
le lieu de la droite A. 

III. Soient M< la position du point M lorsque le 



( 3 7 6 ) 

point N est à Vinfini, et N2 la position du point N 
lorsque le point M est à Vinfini; soit CD la perpen-
diculaire commune aux deux droites u et v\ on 
pose 

pt = AM,, < j 2 = B N ^ ?' = ÀC, <j' = BD. 

Etablir qu'on a 

p i = — < T 2 = — ? ' — Car' = A, a'— C p ' = B , 
I — u 1 — 

d'où 
p' H- cr' = p! -+- 3*2» CMi -4- Dl\i2 = o. 

Montrer qu'on peut, sans modifier les points M 
et N, déplacer les points Y et B et réaliser la con-
dition AC -f- BD == oj c'est-à-dire 

p' -h s' = o, p! -f- = A + B = o ; 

les points M, et 2S2 sont alors déterminés par les 
relations 

„ I / i-4 = = — COt2 - (M, V). 
p a '2 

0/i peut, dans l'hypothèse précédente (AH-B = o), 
changer simultanément p en — a- et <7 en — p, ce qui 

revient à changer CM en —DIS et Di\ en —CM; 
rendre compte de ce fait géométriquement. 

Déduire directement de la relation (i) les condi-
tions dans lesquelles cette relation est de la forme 

o a = const. 

SOLUTION 

P a r UNE ABONNÉK. 

Je prie le lecteur de se reporter u l'énoncé quand 
il y a lieu. 
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I. Les quatre paramètres dont dépend la figure sont 

la longueur de la perpendiculaire commune CD, 
l'angle des deux droites, les valeurs des quantités CA 
et DB. Le centre de la sphère S est l'intersection des 
plans perpendiculaires aux droites u et r en A et B et 
du plan perpendiculaire à la droite AB en son milieu. 
Pour avoir la droite O^ on mène par le point O des 
parallèles aux droites orientées a et c, et l'on prend 
Tintersection du plan mené par la bissectrice de l'angle 
de ces parallèles perpendiculairement à leur plan avec 
le plan mené par O perpendiculairement à la droite AB. 
Les cinq relations qui lient a priori les neuf quan-
tités R, . . . sont, en observant que les coordonnées du 
point B sont a , c, 

rt2 + ¿2 C2 = R 2 ) 

a a -f~ ¿> ¡3 -+- c y = o, 
a2 -+- fi2 H- y2 = i, 

b X -h a [j. H- c y = o, 
)v2 |X2 YS = j ; 

si l'on voulait tirer X et ku des deux dernières, on ren-
contrerait la solution étrangère X = {3, JJL = a. Les for-
mules demandées pour les points M et N sont 

ap, x" = b -hXcr, 

II. i° La relation NM* = (AM — BN)2 donne 

[ a — b -4-(ap — Àcr)]2 

1Jlcr)]2 + Y H ? - * ) 2 = (P -

ou, après suppression du facteur 2, 
(a — b)* H - (a — b)(ap — X<r — [3p -H {AJ) 

H- [î — aX — [ju —Y2]p® = o; 
Ann. de Mathémat., 4 e série, t. XVII. (Oct. 1917.) 29 
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le coeff icient de p est 

a a — ba — a ¡3 -+- b (3 ou —(¿>a <7 ¡3 -4- cy), 

fil l 'on a de même celui de a\ On a bien 

(i) (i — G)07 — Ap — Ba -h D = o, 

les coeff icients ayant les valeurs indiquées par l 'énoncé. 
O n a évidemment 

A = K c o s ( O B , u ) , B = R c o s ( O A , v ) G — COSÎ'M, V ) . 

L'équat ion en A demandée est 

( x' -4- kx" y - i - ( y - h kyy- -4- (z' -+- kzn y — ( 1 4 - ky R 2 = o . 

Le coefficient de /»2 est 

+ R'2, 

e l , en lenant compte des relations écrites au début, il 
se réduit à a-2 ; le lerme indépendant est de même p2 ; 
le coef f ic ient de /. est 

x x" ~ y y" 4 - i V - R2, 
ou 

G 3 f f + A p 4 - B î - D , 

ou p j , d'après la relation ( 1 ) . Cette équation est donc 

( k 1 -4- p ) 2 = o ; 

la valeur double trouvée pour Â indique bien que la 
droite A est tangente à la sphère S . On a, d 'a i l leurs , 
pour le point P, d'après la signification de /\ 

K N Ï _ p 
PJVT ~ A

9 

c'est-à-dire 

AM _ BN _ ÂÂI — BN _ 
PM ~ PN NM 
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en tenant compte de la relation 

N M 2 = ( Â M - B N ) 2 

et en orientant convenablement la droite À; on a alors 

NM = Â M — BN. 

3° On a, pour le point P, 

_ z' -h kz" _ a z'— pz" _ <j(c h- yp) — p(c -4- -y?) 
i -+- k a — p <j — p 

le lieu du point P est la section de la sphère par le 
plan z =- c. 

Le cosinus de l'angle de la droite A avec Os est 

— y(p — g) v . 
NM p — et 

Tangle de A avec Os est constant et égal à l'angle que 
les droites u et v font avec Os . 

Le lieu de la droite A est un hyperboloïde de révo-
lution d'axe O s, et la sphère S est inscrite à cet hyper-
boloïde. Les droites a et v sont deux génératrices du 
second système. On s'explique bien qu'on ait : 

P M = Â M , P N = B N , N M " — P M — P N = A M — B N . 

III. a . On a immédiatement, comme il est bien 
connu pour une relation homographique, 

B A 

la relation (i) donne 

M , M x N i N = const. 

Soit CD la perpendiculaire commune aux deux 
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droites u et p, et posons 

p' = Â C , a = B D ; 

les coordonnées des points C et D étant 

A - H ap', ¿>-H fip', C - h yp', 

ô-4-X*', . . . . . . . . , 

en écrivant que la droite CD est perpendiculaire à la 
droite M, on a 

a (a?' — -+- . . . - 4 - . . . = o , 

ou 

ou 

a a -F- ¿> p - h c y - h p' — ( 6 a - h a ¡à - h c y ) — ( aX H - 3 ¡JL H - y 2 ) cr' = o , 

ou p' — C a ' = A ; 

on a de même, en écrivant que la droite CD est per-
pendiculaire à la droite c, 

<r' — C p ' = B . 

On a, en additionnant ces deux relations, 

, A + B 

P + ' = [ — Q = Pl -+-
d'où 

(Pi— 0 = °> ou 

(2) • G M Î - f - D N l = o ; 

ainsi Zes points M< et N2 ne sont pas quel-
conques, les deux vecteurs (CM,) et (DN2) ont des 
mesures opposées. 

b. La relation 
N M — Â M — BN 
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ne cessera pas d'être satisfaite avec les mêmes points M 
et N si l'on remplace les points primitifs A et B par 
deux points SJ et B' obtenus en faisant subir aux pre-
miers des déplacements égaux sur les droites orien-
tées a et v; le choix de ces points n'introduit donc 
qu'un paramètre dans la question, et l'on s'explique 
ainsi que les points M4 e tN 2 dépendent l'un de l'autre. 

En particulier, on peut prendre comme points A 
et B deux points spéciaux A0 et B0 tels qu'on ait 

( 3 ) Â 7 G H - B 7 D = O, 

comme sur la figure 2; il suffit de faire subir aux points 
primitifs A et B des déplacements égaux ayant pour 

Fig. 2. 

valeur commune ; onaalors A0Mt -f-B0N3 = o. 
On a donc, avec ces points spéciaux A0 et B0, 

p' + a' = o, pi a 2 = 

d'où 
A - i - B = 0 ; 
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cela donne 
A _ — B , _ B _ - A 

? ~ TTC ~ I - G7 * - 1-i-C ~~ n-c; 

on a, pour déterminer les points etN2 , les formules 

/ , Pl I -4- G n I . 
(4) ^ = A - — r = - c o 1 ô Çi <T l — Li a 

qui ont un caractère géométrique. 
Avec ces points spéciaux A0, B0, dont l'emploi ne 

particularise nullement le problème, la relation (i) 
devient 

(5) ( i— C)p<j — A ( p — s)-+-D = o ; 

si elle est satisfaite pour les valeurs p = p, t = r/, elle 
l'est aussi pour les valeurs p' = — ç, crf = — p . Cela 
veut dire que si l'on a pour deux points M et IN ( fi g. 2 ) 

NM — A0M — B0N, 
et si Ton prend 

A0M' = — B0N, B0N' = — A0M 

ou 

ÂVG-+-GM7= — B^D— DN', BJD -+- DÎ\ ' === — Â^G — CM, 

ou enfin, A0 et B0 disparaissant, 

(6) = — d W = = — CM, 

on aura encore N'M' = AM — B Y 

et c'est là une propriété de la figure considérée en elle-
même, indépendamment du choix particulier qu'on 
peut faire des points A et B. Cette propriété est 
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d'ailleurs évidente. On a d'une part, avec (6), 

ÂM7 — ÂM — B N , 

car cela équivaut à 

ÂG -h CM' — BD — DN' = ÂC-+- CM — BD — ÏÏÎ\, 

ce qui a lieu. D'autre part, si l'on mène parle milieu Q 
du segment CD des parallèles aux droites orientées u 
et r, et si Qi est la bissectrice de l'angle de ces paral-
lèles, on passe du segment MN au segment 1VM7 par 
deux renversements successifs, l'un autour de Qi, 
l'autre autour de CD; on a donc I V M N M . 

c. Voici maintenant un cas particulier. Si les points 
primitifs A et B sont tels qu'on ait AC = BD, les points 
spéciaux A0 et B0 sont les points G et D. Avec les points 
primitifs A et B, on a alors pf = <rf, A = B, et la rela-
tion (i) est involutive ; avec les points spéciaux C et D, 
les coefficients A et B sont nuls et l'on a simplement 

p j = const. 

On a ici, avec les points primitifs A et B, 

A , B 

de sorte que M, est en C, N2 est en D; cela est évident 
sur la relation fournie par les points spéciaux C et D. 

A priori, si Ton veut que la relation (i) entre p et <r 
soit de la forme po- = const., il faut que A et B soient 
nuls, c'est-à-dire, d'après l'interprétation qu'on a 
donnée des valeurs de ces coefficients, il faut que la 
droite OB soit orthogonale à la droite a, que la 
droite OA soit orthogonale à la droite v\ les direc-
tions OA et OB doivent donc se confondre l'une et 
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l'autre avec celle de la perpendiculaire commune CD, 
les droites OA et OB se confondent, et CD se confond 
avec la droite AOB qui rencontre a et <\ 

11 ne faut pas confondre la relation générale 

M, M x NoN = const . 

avec la relation pa-= const, relative au cas particulier 
dont on vient de s'occuper. Les points M, et N2 ne 
forment généralement pas un couple de points pouvant 
être substitués aux points A et B; il n'en sera ainsi que 
si l'on a 

â m 7 = BNT,-
c'est-à-dire 

A = B, p ' = J ' , ÂG = BD, 

et c'est seulement alors qu'on pourra faire de M4 M et 
de No M un p et un a-. 

Remarque. — Il serait facile de démontrer géomé-
triquement que la droite A est tangente à la sphère 2 
en introduisant le point P dès le début, de trouver le 
lieu du point P, sans oublier les réciproques, etc. 

Si l'on considère deux positions A et A" de la droite A, 
on a 

= BN, 

NMMFrrÂÏVF-- ÏÏfT 
et, par suite, 

NM — T ô t == M'M 
ou 

MN -h NN7'-h N"M" + WM = o, 

dans le quadrilatère gauche MjNiVM" qui est circons-
crit à la sphère S. La question se rattache ainsi à la 
question de Mathématiques élémentaires du concours 
pour l'agrégation des hommes en 1912. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. L. Poli. — Au sujet de la question 1445 de 
E. Cesàro (1883, p. 240; »916, p. 3q3). — L'énoncé 
comprend deux parties : 

i° La somme des produits m à m des n premiers 
nombres naturels est divisible par tous les nombres 
premiers, compris entre m 1 et n -f- 2 et supérieurs 
à n — m. 

20 La même somme, diminuée de Ï .2.3...m, est di-
visible par 11 — m si ce nombre est premier. 

La seconde partie doit renfermer une erreur d'énoncé 
puisqu'elle se trouve en défaut pour n = 5, m = 2, 

(1.2 + 2.3 + 1 . 3 + 1 . 4 + 1.5 + 2.4 -h 2.5 + 3.4 + 3.5 + 4.5) — 1. •>. 

= 3.(2 + 1 + 4 + 5) + 47 n'est pas divisible par n — m = î. 

Quant à la première partie, elle se déduit immédia-
tement de la question 791, posé par Sylvester (1867, 
p. 49; 1917, p. 156), laquelle, du reste, n'est pas ré-
solue (1 ). 

D'après cette observation de notre correspondant, il y a lieu 
de faire disparaître le n° 1445 de la liste des questions non résolues. 

( Noie de la Rédaction.) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS P R O P O S É E S . 

848. 
i1868, p. i3: ; 191«, p. 32.) 

Soit une courbe gauche du quatrième ordre résultant 
de Vintersection de deux surfaces du second ordre. Il 
existe sur une telle courbe seize points oit la torsion est 
nulle; si, par trois quelconques de ces points, on mène 
un plan, de deux choses Vune : ou ce plan passera par 
l'un des treize autres, ou il touchera la courbe en l'un 
des trois points choisis. L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r M . F . GOMKS T E X E I R A . 

On peut démontrer cette proposition par la méthode 
employée par Clebsch pour étudier les biquadratiques gauches 
(Journal de Crelle, t. 63, i864), basée sur le théorème sui-
vant : 

Les coordonnées d'une biquadratique gauche peuvent 
être exprimées par des fonctions doublement périodiques 
d'un paramètre n, et la condition pour qu'un plan passe 
par les points de cette courbe où n prend les valeurs 
/i2, /i3> nest 

nx -h n2-+- n-i-̂ r n 4 = c, 

à des multiples des périodes près, c désignant une cons-
tante. 

Les points où la torsion est nulle sont déterminés par 
l'équation 

4/i = c -h h coj -h kuj.j, 

où toi et w2 désignent les périodes des fonctions considérées, 
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et où l'on doit remplacer h et k par tous les nombres entiers 
auxquels correspondent des points distincts de la courbe. Ces 
points correspondent doue aux valeurs o, r, 2, 3 de h et A, 
et par conséquent la courbe passe par 16 points de cette 
nature. 

Soient /li, /I3 les valeurs que n prend en trois de ees 
points. On a, à des multiples des périodes près, 

3 m n 
Tl\-\- Tl%-\- Hz — — -7 WjH (x>2, 

4 4 4 

m et n étant deux nombres entiers positifs, qui doivent 
prendre les valeurs o, 1, 2, 3. Donc, si n4 représente la valeur 
de n au point de torsion nulle où h et k prennent les 
valeurs 4 — m et 4 — n respectivement, on a, à des multiples 
des périodes près, 

rti -h n2 -4- -h n^ = c, 

uù le nombre ri\ peut être différent des nombres »1, /i2, #3» 
ou coïncider avec l'un d'eux. Dans le premier cas, le plan 
passe par quatre points à torsion nulle. Dans le second cas, 
on a 

/ii -h n* -t- 2 == o, 

et le plan est tangent à la courbe considérée au point /i3. 
Le théorème de Laguerre es-t donc démontré. 
Je dois ajouter que réminent géomètre s'est occupé de 

l'application des fonctions doublement périodiques aux biqua-
• Iratiques gauches dans un Mémoire publié dans le Journal 
de Liouville (1870). Il est donc probable qu'il a obtenu le 
théorème qu'il a énoncé dans les Nouvelles annales par la 
voie qu'on vient de voir. 

852. 
( 1868, p. i3s ; 1917, p. if»7.) 

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les quatre racines d'une équation du quatrième degré 

forment un quadrilatère inscriptible. Touver la surface 
et le rayon de ce quadrilatère. DARBOUX. 



( 388 ) 

SOLUTION 

Par M. R. BOUVAIST. 

La condition nécessaire et suffisante pour que quatre lon-
gueurs données soient les côtés d'un quadrilatère inscriptible 
est que chacune d'elles soit inférieure à la somme des trois 
autres. 

Soit 
x!t — <7, x3-h a2x2— a3x H- aw = o 

l'équation donnée. 
On obtiendra les conditions cherchées en écrivant que 

l'équation 

y4 — •.1 ax y3 -h 4 a2 y2 — iy(— a\ h- 4 <7, a2 — 4 as ) 
-f- 16 4.— 8«i a3-H — a \ — 0 

a toutes ses racines positives, ce qui exige, d'après le théo-
rème de Descartes, que 

« j > o , « 2 > o , — a f - b 4 < * i « 2 — 4 < * 3 > 0 , 

16— S«! a3-h 4 a2a'j — a\ >0. 

La surface du quadrilatère sera exprimée par la formule 

S = i / { p - a ) ( p - b ) ( p - c ) ( p - d ) = 
4 

\/1 —8rt1a3+ ,ia'Ja2—a\ = _ 

et l'on a, en désignant par R le rayon du cercle circonscrit, 

itiR2 Sf = (ac -h bd)(bc + ad)(cd -h ab); 
d'où 

iG R2 S2 = Zxf xj x\ -+- x^x.xx%xw £x? = a\ — 4a>«v -+- a\aî> 

d'où 
R = I / a l ~~ 4<32<*;-i- ai>a\ 

y 16 —8«irt3-h 4«f <*2—«Î* 
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861. 
I 1868, p. if)0 ; 1917, p. 157. \ 

Soient (C) un cercle de centre O; OX un diamètre quel-
conque. On prend sur OX une longueur OM sur laquelle, 
comme diamètre, on décrit un cercle (D). D'un point quel-
conque A de {C) on mène la droite AO, qui rencontre le 
cercle (D) en un point B. Avec AB comme rayon on décrit 
un cercle, dont le centre est A; on effectue la même con-
struction en chacun des points de (G). Les cercles ainsi 
obtenus ont une enveloppe. Déterminer les sommets de 
cette courbe. Trouver la nature du lieu de ces sommets, 
lorsque M se déplace sur OX. A. R I B À U C O U R . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Soient R le rayon de (G), OM = /, posons cp = angle OM.OA ; 

le cercle variable aura pour équation, les axes étant OX et la 
perpendiculaire à OX en M, 

Ci) X- -HY* — IX( B coscp — L) — 2 R ^ sincp -h I'1 sin29 = o, 

il touche son enveloppe en ses points d 'intersection avec la 
droite 

/2 

(2) ¿rsincp—y coscp -+- — sin <p cos<p = o. 

Remarquons que cette droite s'obtient immédiatement, en 
prenant le point [A d 'intersection de la demi-droite M ¡JL, telle 

que angle MX.MJJL = 11 — < p , avec le cercle de centre M et de 

rayon la droite joignant les projections de [JL sur les axes 

est la droite cherchée (2). 
Cette droite coupera le cercle (1) en des points réels si l'on a 

/ 2 s in 2 o\ . 
( Z c o s < p - R ) » ^ i R T - 1 ) ^ 0 -

Pour R, cette inégalité est toujours vérifiée. 
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Si / > R, (i) et (2) ne se couperont en des points réels que 

pour les valeurs de <p comprises entre 

. R o et arc sin y , 

• K rr . R 

II — arc sin y et II -h arc sin y , 
• ^ 

2II — arc sin — et o. 

A chacune des valeurs limites sincp = d= y correspond un 

cercle (1) tangent à la droite (2), c'est-à-dire un cercle (1) 
ayant avec son enveloppe quatre points communs consécutifs, 
le point de contact est donc un sommet de l'enveloppe. 

Les valeurs coscp = y correspondent aux points d'inter-
section des cercles (G) et (D) , ce sont les cercles (1) de rayon 
nul, foyers de l'enveloppe. 

On voit immédiatement que les coordonnées des sommets 
de l'enveloppe sont données par les équations 

R2 

* = T> 

y — zb(l — R cos cp ) ; 

quand l varie, ils décrivent la courbe 

(xy — R2 )2 x^— R2a?2 = o. 

892. 
1 1868, p. 336.) 

Une sphère variable coupe le plan d'une conique suivant 
un cercle fixe ; la développable circonscrite à cette sphère 
et à cette conique a trois lignes doubles, outre la conique 
fixe. Chacune de ces lignes doubles, qui est une conique, 
décrit, lorsque la sphère varie, une surface du second 
degré ayant pour focale la conique donnée. 

L A G U E R R K . 
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SOLUTION 

Par M. R . BRICARD. 

I° Il résulte immédiatement de l'équation d'un système de 
quadriques homofocales que leurs coniques à l'infini forment 
un faisceau tangentiel contenant l'ombilicale. Par une trans-
formation homographique, on déduit de là que : 

Les quadriques d'un faisceau tangentiel contenant une 
conique G ont pour traces sur le plan de celle-ci des 
coniques formant un faisceau tangentiel (F) . 

Le faisceau tangentiel de quadriques contient, outre G, trois 
coniques dont les traces sur le plan de G sont les trois coniques-
points de (F) . 

Ces points sont évidemment fixes, pour tous les faisceaux 
tangentiels déterminés par C et par les diverses quadriques 
qui ont pour trace sur le plan de G une conique fixe. 

2° Soient G la conique donnée dans l'énoncé, S l'une des 
sphères variables, coupant le plan de C suivant un cercle 
fixe G, P le centre de S, G' l'une des trois coniques, autres 
que C, du faisceau tangentiel (S, C), S l'ombilicale. Il résulte 
d'abord du i° que G' passe par deux points fixes situés dans 
le plan de G. 

Soient 
C — o, C = o, 2 — o, P == o 

les équations tangentielles respectives des coniques C et G', 
de l'ombilicale £ et du point P. La sphère S a pour équation 
tangentielle 

P 2 + a S = o. 

C, G' et S appartenant au même faisceau tangentiel, on a 
l'identité 

a, p, y désignant certaines constantes. Cette identité peut 
s'écrire 

— PC = (P2 4 -YC') -H«£ . 

Or, P2-HYG' est le premier membre de l'équation tangen-
tielle d'une quadrique Q contenant G . L'identité s'interprète 
donc ainsi : C appartient au faisceau tangentiel déterminé 
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par Q et S ; autrement dit, G est l'une des focales d'une 
quadrique Q contenant G'. 

Mais on a vu que G' passe par deux, points fixes. Il en est 
donc de même de Q, quand S varie en satisfaisant aux condi-
tion de l'énoncé. La quadrique Q est donc absolument fixe. 
(Il peut y avoir jusqu'à trois quadriques ayant pour focale 
une conique donnée et qui passent par deux points donnés, 
mais, comme Q ne pourrait varier que d'une façon continue, 
Q est fixe). 

G' a pour lieu la quadrique Q, et le théorème est démontré. 

Autre solution par M. R. BOUVAIST. 

895 bis. 
(1868, p. :>">7 ; 1917, p. I;>8.) 

Si deux triangles sont homologiques, montrer qu'on 
peut faire passer par leurs six sommets une cubique telle 
que les tangentes aux trois sommets de chacun des triangles 
aillent concourir respectivement en un point situé sur la 
courbe. SYLVESTER. 

SOLUTION 

Par M. H. BOUVAIST. 

Soient ABG, apy les deux triangles donnés, P le centre, 
A l'axe d'homologie; l'équation générale des cubiques F pas-
sant par A, B, C, a, p, y, P est 

X(Aa, BC, + AC, a T ) + , ( C v , AB, « P ) = o ; 

si l'on se donne les valeurs de X, JJL, V, la cubique RT corres-
pondante coupera A en P iQfRt , sa transformée dans l'homo-
logie donnée passera par ABG, a^y? Pi Qi Ri et P, elle coïn-
cidera donc avec Tj. Si par suite nous déterminons, ce qui 
est évidemment toujours possible, X, ji, v de telle sorte que 
les tangentes à T en A, B, G concourent en M, sur T, les tan-
gentes à T en a, p, v concourront en M' intersection de T 
avec PM'. 

989. 
( 1870, p. 192.) 

Une conique passant par quatre points m, n et p, q, 
soit h le point de rencontre des droites mn et pq, et dési-
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gnons respectivement par a et b les points où une tangente 
quelconque à la conique coupe les droites mn et pq. 

Démontrer quon a la relation suivante : 

sjhm hp \Jhn kq 

la lettre G désignant une constante. L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r \ 1 . R . B R I C A R D . 

Cette proposition repose sur une manière élégante d'écrire 
l'équation d'une conique, en mettant en évidence les abscisses 
et les ordonnées de ses tangentes parallèles aux axes de coor-
données. 

Soient Ox, Oy deux axes de coordonnées (obliques en 
général). I/équation d'une conique quelconque inscrite au 
parallélogramme, formée par les droites 

x — x \ = o, x — x2=o, 
d'une part, et 

o, y - - y 2 = z 0 , 

de l'autre, peut s'écrire 

( 0 — -+• \ / ( X ) ( J K Y I ) = C , 

G désignant une constante arbitraire. [On pourrait aussi bien 
prendre l'équation 

\/{x — xx){y — y-2)-h s!{x — x2)(y — yx) = G.] 

En effet, on reconnaît tout de suite, en chassant les radi-
caux, que l'équation ( i ) représente une conique. En outre, si 
l'on fait x = y n'a que la valeur unique donnée par l'équa-
tion 

(xx — x2)(y — y2) = C2. 

La conique est donc tangente à x = xx. Elle est de même tan-
gente aux autres côtés du parallélogramme indiqué. Enfin, 
l'équation contient une constante arbitraire, comme il con-
vient. 

Ann. de Mathèmat., Ae série, t. XVII. (Oct. 1917.) ¿0 
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Cela posé, prenons pour axes les droites ha et hb de 

l'énoncé et posons 

ha = x, htn — Xi, hn == ¿r2, 

hb — y\ hp=ylf hq — y2. 

L'équation de la droite ab est 

X Y 
1 i = o. 

* y 

Gomme cetle droite enveloppe une conique, il existe entre — 

et - une.relation du second degré. En outre, si le point a, par 

exemple, vient en /«, les deux points b qui lui correspondent, 
en général, deviennent confondus. Les points n, p et q donnent 
lieu à des remarques semblables, et le tout peut se résumer 

ainsi : le point ^ —> —^ décrit une conique inscrite dans le 

parallélogramme formé par les droites 

d'une part, et 

x = i - , X = — X\ X2 

Y = — , Y = — 
y t y% 

de l'autre. On a donc entre x et y relation 

& x i / \ y y 1 X x2 

)/{xi — x)(y\ — y) , y(xt — V)(yt — y ) _ r r— 1 _ yfxy. 

y^iyi v^y 2 

Ce n'est autre chose que la relation à démontrer. 

Autre solution par M. 11. BOUVAIST. 
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1004. 
( 1870, p. 432; 1916, p. 32?..) 

Par deux points fixes on mène un cercle variable; 
soient a et b deux des points où ce cercle coupe une 
conique fixe; le cercle variant, la droite ab enveloppe 
une courbe; construire géométriquement les points de 
contact de ab avec son enveloppe. L A G U E R R E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B R I C A R D . 

Soient p et q les deux points fixes par où passe le cercle 
variable G (ou, plus généralement, ses deux points caracté-
ristiques, si le cercle varie dans les conditions les plus géné-
rales, en restant tangent à deux courbes), c et d ses deux 
autres points d'intersection avec la conique donnée, x le point 
caractéristique cherché de la droite ab ( f i g . 1 ). On peut faire 
les remarques suivantes : 

Fig. 1. 

i° Si, pour une position donnée du cercle C, deux des trois 
points />, q, x sont donnés, le troisième est déterminé d'une 
façon unique. Si donc l'un de ces points est donné, les deux 
autres se correspondent dans une certaine homographie. 

Si c'est le point x qui est donné, l'homographie qui 
existe entre les points p et q du cercle G est évidemment 
involutive. 

3° Si l'un des points p et q est confondu avec a, l'autre point 
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ayant sur G une position autre que 6, le point x vient aussi se 
confondre avec a (puisque la droite ab passe alors par le 
point fixe a). 

4" Si les points p et q sont, l'un en a , l'autre en b, le 
point x est indéterminé s u r a 6 (puisque cette droite est alors 
fixe ). 

5° Si les poinls p et q sont, l'un en c, l'autre en d, le point x 
vient à l'infini sur ab ; cela résulte immédiatement de ce théo-
rème classique : quand un cercle varie en coupant une conique 
en deux points fixes, la droite qui joint ses deux autres points 
d'intersection avec la conique conserve une direction fixe. 

Gela posé, joignons le point p au point de rencontre de ab 
et de cd, et soit qQ le second point d'intersection de la droite 
obtenue et du cercle G. Les points p et q0 se correspondent 
dans une involution qui contient les couples (c, d) et ( a , b). 
Au premier de ces couples correspond le point à l'infini 
de ab (5"); au second couple correspond un point quelconque 
de ab (4°)î donc, en particulier, le point à l'infini de ab. Donc 
au couple (/>, qQ) correspond aussi (a°) le point à l'infini x « 
de ab. 

Soit maintenant q' le point du cercle G tel que q^q' soit 
parallèle à ab. Le point p étant donné, et le point q occupant 
successivement les positions Çi a , le point x occupera 
les positions correspondantes a?«, x , a , b, correspondant 
honiographiquement aux premières ( i° et 3°). Or les 
droites q'q0, q' a, q' b passent respectivement par x*>. a et b. 
11 faut donc que q'q passe par x. 

On aboutit en résumé à la construction suivante : 

Déterminer sur C le point </0) tel que pq$ passe par le 
point de rencontre de ab et de cd, puis le point q' tel 
que q$q' soit parallèle à ab. La droite q q rencontre ab 
au point cherché*x. 

Il est manifeste qu'on peut, dans cette construction, inter-
vertir les rôles des points p et q. 

\iUres solutions par MM. R. BOUVAIST et J . SER. 
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1007. 
(1170, p. 479 et 1917, p. 160). 

Par chaque point d'une surface du second degré on peut 
faire passer deux cônes de révolution circonscrits à la sur-
face. Ces cônes se coupent suivant deux coniques dont les 
tangentes au point considéré de la surface sont aussi tan-
gentes aux sections circulaires de la surface qui passent 
par ce point. Les lignes de courbure qui passent au même 
point sont les bissectrices des angles formés par les deux 
tangentes. ÉMILF. W K Y R . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . BOUVAIST. 

Cette proposition est manifestement inexacte : soit m la 
projection sur un des plans principaux d'un point M d'une 
surface du second ordre, la polaire de m par rapport à la 
section principale coupe la focale située dans le plan principal 
considéré en a et ¡3, les cônes circonscrits à la surface ayant 
pour sommets a et p sont de révolution et passent par M. Ces 
deux cônes se couperont suivant deux courbes planes passant 
par M m et dont les traces sur le plan principal seront conju-
guées harmoniques des polaires de a et p par rapport à la 
section principale; ces traces ne seront pas également incli-
nées sur les axes de la section principale, par suite les plans 
des coniques communes aux deux cônes ne seront pas paral-
lèles aux sections circulaires de la surface passant par M. 

ANCIENNES QUESTIONS NON KÉSOLUES 

1852 (1900, 288). — On considère un système articulé com-
posé de sept tiges rigides dont les quatre premières forment 
un quadrilatère gauche ABCD; les trois autres ME, MF, MG 
relient un point M à trois points E, F, G, appartenant respec-
tivement aux "tiges AB, BC, CD et fixes sur ces tiges. 
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Les articulations qui existent aux points A, B, C, D, E, F, 

G, M sont réalisées par des points de Cardan. 
Démontrer que, pendant toutes les déformations dont le 

système est susceptible, le point IVI reste à distance invariable 
d'un certain point de la tige DA, fixe sur cette tige. On peut, 
de la sorte, adjoindre au système une huitième tige sans intro-
duire <le liaison nouvelle. % R A O U L B R I C A R D . 

1854 (1900, ¿88). — i° Étant placés les trois sommets A, 
B, C d'un triangle, les trois centres de ses cercles de Neuberg 
et les trois centres de ses cercles de Mackay, tracer par points, 
et au moyen de la règle seulement, Vhyperbole de Kiepertdu 
triangle. 

Etant placés les trois cotés a, b, c d'un triangle et les 
polaires du barycentre par rapport aux six coniques corréla-
tives des cercles de Neuberg et de Mackay, le barycentre 
étant origine de la corrélation, tracer par tangentes, et au 
moyen de la règle seulement, la parabole de Kiepert du 
triangle. L . R I P E R T . 

1856bis (1900, 383). pqrs...tuviv est une permutation 
formée avec les quantités positives croissantes a^ a2, .. ., an. 
Quelles sont les permutations pour lesquelles la somme 

pq -+- qr -l- rs -h. . . -h tu -h wp -H vw 
a : i" la plus grande valeur; la plus petite valeur? 

E . L E M O I N E . 

1859 (1900, 383). — On a, dans un espace linéaire à n di-
mensions L„, ( n - h i ) points P0 , PI, . . . , ; chercher le lieu 
géométrique de 1'(n -+-1)èdre constitué par ces points, lorsque, 
P0 étant fixe, l'hyperplan déterminé par les autres tourne 
autour d'un point fixe Q. H. P I C C I O L I . 

1884 (1900, S;^). — Dans le plan, une courbe de troisième 
classe C et une cubique C' pouvant se correspondre ainsi : 
l'un des trois systèmes de coniques S qui admettent C pour 
jacobienne tangentielle se compose des coniques inscrites à 
l'un des trois systèmes de quadrilatères inscrits à S', et l'un 
des trois systèmes de coniques S' qui admettent C' pour jaco-
bienne ordinaire se compose des coniques circonscrites à l'un 
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des trois systèmes de quadrangles circonscrits à C. On peut 
se donner G', par exemple, et il y a alors trois courbes G. 

G . FONTENÉ. 

1885 (1900, 572). — Les hexaèdres complets conjugués à 
quatre quadriques dépendent de deux paramètres. 

Démontrer que les plans des faces sont osculateurs à une 
cubique gauche T, et que, si t est un paramètre qui corres-
pond uniformément aux plans osculateurs de la courbe, les 
six valeurs de t pour les divers hexaèdres sont données par 
une équation de la forme 

/ ( 0 + * ? ( « ) + k < K ' > = O, 
X et ¡x variant. G. FONTENÉ. 

1886 (1900, 5j3). — Si l'on inscrit dans une circonférence 
un quadrilatère quelconque abcd et un rectangle efgh, dont 
les diagonales eg et fk sont perpendiculaires aux diago-
nales ac et bd du quadrilatère abcd, les quatre côtés des 
deux quadrilatères se coupent en seize points qui sont, de 
quatre en quatre, sur des lignes droites I, J, K, L. La polaire 
du point d'intersection de deux quelconques de ces quatre 
droites par rapport à la circonférence passe par l'intersection 
des deux autres droites. L. KLUG. 

1889 (1900, 5;3). — Lorsque deux triangles, l'un inscrit 
dans l'autre, sont involutifs, tout système de trois droites pas-
sant par les sommets du triangle circonscrit détermine, sur 
les côtés de l'inscrit, trois points qui forment six segments 
involut i fs . G. BLANC. 

1890 (1900, $74). — Lorsque trois triangles sont homolo-
giques deux à deux, si, dans le triangle formé par les trois 
axes d'homologie, un sommet est un cenire d'homologie, 
chacun des deux autres sommets est aussi un centre d'homo-
log ie . G. BLANC. 

1892 ^1903, 5y4). — Dans un pentagone, les cercles des 
neuf points, relatifs aux triangles formés par deux côtés con-
sécutifs et une diagonale, se coupent, deux à deux, en cinq 
points qui sont sur un même cercle. G. BLANC. 



( 4oo ) 
1910 (1901, 96). — On donne l'hyperboloïde à une 

On considère deux génératrices G et K du même système 
dont les pieds sur le plan de l'elli.pse de gorge sont aux extré-
mités d'un même diamètre. 

i° Trouver les équations de la droite A perpendiculaire com-
mune à G et K. 

20 Trouver la surface lieu de A (conoïde de Plucker). 
3° Trouver sur cette surface le lieu des points tels que les 

plans tangents fassent un angle donné 6 avec le plan de l'el-
lipse de gorge. Construire les projections de ce lieu sur les 
plans de coordonnées. CH. BIOCHE. 

1911 (1901, 144)- — Étant donnés un tétraèdre P, P2 P3 P4 
et un point P dans l'espace, on mène parce point un rayon g 
que I on projette orthogonalement sur les faces du tétraèdre. 
Montrer que le lieu de la droite g , telle que ses quatre pro-
jections appartiennent à une congruence linéaire singulière, 
c'est-à-dire admettent une transversale unique, à savoir le 
rayon g lui-même, est un cône du quatrième ordre contenant 
les vingt droites suivantes : 

i° Les rayons qui vont du point P aux sommets du té-
traèdre ; 

20 Les perpendiculaires abaissées du point P sur les faces; 
3° Les perpendiculaires abaissées du point P sur les arêtes; 
4° Les intersections des plans menés par le point P, d'une 

part perpendiculairement à une arête, et d'autre part par 
l'arête opposée. 

Quand le point P se déplace dans l'espace, les génératrices 
du cône correspondant engendrent un complexe du quatrième 
ordre, qu'on pourrait, suivant la proposition de M. Neuberg, 
appeler complexe de Simson. J . FRANEL. 

nappe 
x2 

= o. 
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[ L ^ b ] 

SUR LES P A R A B O L E S QUI P A S S E N T PAR LES P I E D S 
D E S NORMALES I S S U E S D'UN POINT DONNÉ A 
UNE ELLIPSE ( * ) ; 

PAR E.-N. BARISIEN. 

1. Soient l'ellipse d'équation 

b2
 x

2 4- a2y2 — aï b*=zo 

et (a, ¡3) le point d'émission des normales. Les quatre 
pieds de ces normales sont à l'intersection de l'ellipse 
et de l'hyperbole équilatère 

c2xy b2$x— a2ay = o (c2=a2—62), 

dite d'Apollonius. 
L'équation d'une conique quelconque passant par 

ces quatre pieds peut donc s'écrire 

(i) \(b2x2-+-a2y2 — a2b2) -hc2xy-h b2$x — a2ay = o. 

2. Les équations du centre de cette conique sont 

i\b2x c2y 4- b2 p = o, 

2 X a%y -4- c2 x — a 2 a = o. 

Si (a, reste fixe, le lieu de ce centre est donné 
par l'équation 

b* x _ c^ + ^p 
a2 y ~ c2x — atoL 

(*) Cet article est sans doute le dernier travail de notre regretté 
collaborateur. Il nous l'avait envoyé peu de temps avant sa mort 
et il n'a pu en revoir les épreuves. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XVII. (Nov. 1917.) 3 i 
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OU 

(2) c
2(b2x2 — a \ y i ) = a*b*(oLX-h 

C'est donc une hyperbole dont les asymptotes sont 
parallèles aux diagonales du rectangle des axes de 
l'ellipse donnée. 

Les équations de ces asymptotes sont 

bx ±ay = — ^—— • 

3. Nous allons étudier, parmi les coniques (1), les 
deux paraboles passant par les pieds des normales, que 
Ton pourrait nommer, par extension, paraboles 
d 'Apollonius. 

La conique (1) sera une parabole si 

c4 — 4X2a2¿>2 = o. 

D'où les deux valeurs de X 
c2 

2 ab 

On a ainsi les équations des deux paraboles N et TZ{ : 

(3) c2(bx -h ay)2-+- 2 a b ( b 2 $ x — a 2 a y ) — a2¿>2c2 = o (it), 
(4) c2(¿u? — ay)2 — iab(b2$x — a2xy) — a2b2c2= o (n,). 

4. L'équation (3) peut se mettre sous la forme 

(5 ) (bx ay — A ) 2 — n a ( a x — by — / ) = o. 

La droite 

(6) bx -f- ay — k — o 

est l'équation de l'axe de rc, et 

(7) ax — by — l = o 

l'équation de la tangente au sommet de it. 
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2co est le paramètre de it, multiplié par sja? + 62. 
En identifiant les équations (3) et (5), on a les rela-

tions * 
ui bk -h a ci) = c2 

, a*bsL 
ak — b(D= ——- , c2 

A:2-h (ja/ = — a 2 6 2 . 

Les deux premières donnent k et o>, la troisième donne 
ensuite l. On obtient ainsi : 

ab(a*a. — a 2 b*(aa -4- b p ) 

- ( a 4 — 6 4 ) ( a a - i -

Les équations (6) et (7) deviennent donc, pour Taxe 
de -rc, 

(8 ) bx-hay = -7—p , 

et pour la tangente au sommet de n, 

( 9 ) "*-by= (a 4 — bu) ( g g + ¿> ¡3) 

La résolution des équations (8) et (9) donnent les 
coordonnées du sommet de TC. 

A remarquer que les axes de n et ont des direc-
tions fixes, quel que soit le point (a, ¡3); ces directions 
sont les diagonales du rectangle des axes de l'ellipse 
donnée. 

On trouve de même, pour les équations de l'axe et 
de la tangente au sommet de la parabole TT4, 

(10) to-oy« » 

, , , (a**-h 6»fl)«H-(a*—6*)1 

(11) ax -4- 0 y = - — — - f f - — ^ — — • v 1 J ( a 4 — — 
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5. En résolvant (8) et (10) on a, pour les coordon-

nées du point de rencontre des axes de TZ et 

a 3 b a a63 3 (12) ¿r = —; 77, y = ; Y7 : 

d'où il résulte 
L = _ Ë ÈI. 
¿r a a 1 

6. En appelant (£, yj) le foyer de la parabole it, et 

( 13 ) ax — by — h = o 

l'équation de la directrice, l'équation (3) peut s'écrire 

ou 
(bx -+- cty)*— ix 62,) — aA] 

— -+- 6/1] (<**-+-&*) = à 2 = o. 

En identifiant cette équation avec (3), on a 

(i5) £(a2-t-62)—a/t = — 

( 1 6 ) + 

C2 

a3ba 

( 1 7 ) (£ 2 -b V ) ( a 2 - 4 - b*) — h* = — a*b*. 

( i5) et (16) s'écrivent 

£ (a 2 -h 6 2 ) = « A - ^ I È , 

c2 

Elevons au carré et ajoutons ces deux équations, il 
vient 

(Ê2-+-7i2)(a2-4-62)* 
= ( g « 1 ! a ' ^ ^ a i - H ^ p « ) __ 2 a 2 6 2 A ( a « + ¿¡5) 

c* t2 
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ou 

( a * + 6 » ) l (p-4-7) f ) (a»-+- 6 1 ) —A«] 
tt262(a4a2-j-^[32) ___ b*h(azb$) 

c4 c2 

En tenant compte de (17), cette équation devient 

d'où 
( l 8 ) * = 2 C 2 ( a a + 6 | 3 ) 

En portant cette valeur de h dans (i5) et (16), on 
obtient les coordonnées du foyer de TC : 

2 ( a « -+- ¿> ¡3 ) b 3 P \ > 

(20) *n= —, 777 I / VqT - h « 3 a • 7 a 4 — 6 4 L 2 ( a a - h 6 p ) J 

L'équation (i3) de la directrice est 

, x . a 4 a 2 - + - 6 4 8 2 - H ( a 2 - f - 6 2 ) c 4 

(2 1 ) ax — bY — r7- , Qn -

En résolvant (8) et (9), on aurait les coordonnées 
du pied de la directrice. 

On trouve de même, pour les coordonnées du 
foyer 7^) de la parabole TCm 

< " > Î ' = S T T 2 ( a a -f* 6 P ) + * T 

, ox b f a 4 a2 -i- 64 G2 ( a 2 -h ) c4 i (23) r a = — j-r I —nr, a 3 a • v 7 n a 4 — 6 4 L 2 ( a a — J 

La directrice de 7t, a pour équation 

(24) ax -h bv = - f i 



( 4 o 6 ) 

7. La corde focale principale a pour équation, 
dans TC, 

a(ar-—£) — ¿>(jk — TQ) = o 
ou 

_ a*g2-t-64P*-t-(aM-62)c* a*b*(aaL— b$) (25) a x - b y - _ _ _ _ _ _ 

L'équation de la corde focale de TZ{ est aussi 

= a c « ( a « - 6 P ) ' 

8. Cas où /e point (a, ¡3) s^r lyellipse. — 
Alors 

a = acos<p. p = sin cp. 

Les équations des paraboles tc et ir, sont 
c*(bx -f- ay)*-\- iab(blx sin<p — azy cos<p) — a262c2 = o, 
c*(bx — ¿y)*— 'iab(b*x sincp — a 3^ coscp) — a262c2 = o. 

La parabole TC enveloppe la quartique 

( 2 7 ) [ ( & # - + - a / ) 2 — a 2 6 2 ] 2 = 4 a 2 ^ 2 ( 6 6 a ? 2 4 - a « ^ » ) . 

La parabole TT, enveloppe la quartique 

(•28) c*>[(bx — ay)* — a26*]2 = 4 a262(6*:r2a«^2 ). 

L'axe de 7r a pour équation 

_ a6(a4coso—64sin<p) 
¿ 5 ? + A V = — - T — T T — 

^ a 4 — 6* 

Celui de n:i s'écrit 

* * - « r = — - • 

Le point de rencontre de ces deux axes a pour coor-
données 

akb cos© abksincp 
b 
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Le lieu de ce point est l'ellipse 

a 2 6 2 

(3o) a6 ¿6 

9. >Sï (a, p) décrit Vellipse, la droite qui joint ce 
point au point de rencontre des axes de n et TC< est 
normale à une ellipse fixe. 

L'équation de cette droite qui joint le point (a, [3) 
au point (29) est 

x 
a coscp 

akb coscp 

y
 1  

¿sincp i 
- a n s i n o a 4 — 6 4 

b [a( a 3 -+- 6 3) — 64] ¿rsincp 
+ a [ è ( a 3 + è s ) — a k ] y coso = + sin cp coscp. 

On peut identifier cette équation avec la suivante : 

AIR sin cp — B y coscp = (A2— B2) sincp coscp, 

qui est la normale à l'ellipse 

B 2 . R 2 - F - A 2 J K 2 — A 2 B 2 = O. 

L'identification donne 

A B A 2 — B 2 

- a (a4— azb — ¿>4) ~~ a 2 6 2 (a 2 -+-6 2 ) 

Y / A 2 — B 2 

d'où 

A 2 — B 2 = 

A = 

B = 

y/62 ( a4-+- ab3— ò4)2 — a 2 ( a4—a* b — 64)» 

a4 ¿>4( a 2 -+- 62)2 

— 

- Ò 4 ) 
6 2 (a 4 -ht f6 3 — à4)2— a 2 ( a 4 — 

a 3 6 — 
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La droite précitée est donc normale à l'équation 

x2 y2 

_ 62)2 

On peut dire aussi que cette droite a pour enveloppe 
la développée de cette ellipse, soit 

2 2 2 

( A # ) 3 -+- ( B Y ) 3 = ( A 2 — B 2 ) 3 

ou 
2 

[bx^+ab*— b*)]* 
2 2 

-h [ayid*— a*b - 6*)]3 = [a 2 6 2 (a 2 -4- 6 2 ) ] 3 . 

FOYERS ET A S Y M P T O T E S DES CONIQUES ET QUADRIQUES ; 

PAR M . M . - F . E G A N . 

I. 

Une conique est uniquement déterminée lorsqu'on 
se donne le centre, les directions des axes, un point 
sur la courbe et la tangente en ce point. 

Soit une hypérbole S, de centre O et de foyers F, F', 
et soient A, A' les points où la tangente à S en un 
point M rencontre les asymptotes. D'après ce qu'on 
vient de dire, l'hyperbole S, ayant ses foyers en A et A7 

et passant par O, est la seule conique ayant pour axes 
la tangente et la normale à S au point M, et tangente 
en O à FF'. Un raisonnement tout pareil identifie S 
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avec une conique ayant ses foyers sur les asymptotes 
de S ; ces asymptotes sont donc M F et M F ' . 

Voici quelques autres propriétés du système : 

(1) Les quatre foyers F , F ' , ' À , A ' sont sur une 
même circonférence G. 

(2) Les quatre asymptotes touchent un cercle G', 
concentrique à G. 

(3) Le quadrilatère A F A ' F ' est circonscrit à une 
ellipse ayant ses foyers en O et M. 

(4) Lorsque M se déplace sur S, la distance 
perpendiculaire de A ou A' à MF reste constante. 

La proposition (2) a été énoncée par M. d'Ocagne 

A 

dans les Nouvelles Annales, sous une forme un peu 
différente ( 1 9 1 5 , p. 532 , question 2 2 7 5 ) . 



( 4 i o ) 

Désignons par 2 t et 28 les angles A O A ' et F M F ' , et 
posons F F ' = 2 c , AAf~ 2 y . 

On a 

OA.OA' = OF», FOA = FOA', 
donc 

FA'O = OFA, AFA' = OFA'-h FA'O = t. 

On trouve de même que l 'angle A F / A ' = TZ — donc 
le quadrilatère A F A ' F ' est cyc l ique . Soit R le rayon 
du cercle circonscrit ( G ) . On a 

2R = AA' : sin AFA' = 27 : sin*. 

Or, t étant le demi-angle des asymptotes de S , si l 'on 
désigne par b le demi-axe conjugué de cette hyperbole , 
on a 

sin t = b : c et R = cy : b. 

On en déduit que les axes conjugués de S et de 2 ont 
la même longueur 2 b. 

L e centre K du cercle G est à l ' intersection des 
perpendiculaires à F F ' et A A ' en O et M respective-
ment. Pour démontrer la proposition ( 2 ) , calculons la 
distance perpendiculaire R ' de R à O A , par exemple . 
On a 

R' = OK cosi = R cosO cosi. 

On trouverait évidemment la même valeur de R ' en 
remplaçant O A par l 'une quelconque des trois autres 
asymptotes. Remarquons en passant que 

R' : R = cos ( AA', FF'). 

E n effet , la project ion sur F F ' de A ' A est la di f férence 
des project ions de O A et O A ' ; on a donc 

2f cos A P F ' = (OA — OA') cos t* 
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L'excentr ic i té de S est égale à séc 9, on a donc 

OA —- OA' = 2 y cos 8, 
donc 

cos APF' = cost cosÔ. 

Les triangles F O A , A ' F ' A sont équiangulaires , donc 
les angles O A F , M A F ' sont égaux. I l s 'ensuit que 
l 'e l l ipse E , ayant ses foyers en O et M, et touchant A F , 
touche A F ' . On établit de même (en tenant compte 
des valeurs 8, TZ — 9 des angles F A F ' , F A ' F 7 ) que cette 
el l ipse touche les autres côtés du quadri latère. 

Calculons les demi-axes a ' et b! de l 'e l l ipse E . 
Soient p et p' les perpendiculaires de O et M sur A F ; 
on a 

b'* = pp' = OF.MA. sinOFAsinMAF = c^.AF'.A'F : 4R2. 

Or, les triangles A F A ' , A O F ' sont équiangulaires , 
donc 

AF'. A' F = F O . A A ' = 2CT, 
b'2= : 2 R 2 = 6 2 : 2 . 

D'autre part, 

_ ¿>'î) — OM2 = (OA2-4- OA'2) — y2 

- I (OA — OA')2-t- OA.OA'— Y2 

2 1 

= 2 (y2 — ¿>2) -h c2 —y2 

= c2 -4- Y2 — 2Ô2 ; donc 
4a'2 = C 2 H - Y 2 , 4 6 ' 2 = 2 6 V 

L a distance perpendiculaire du foyer d'une hyperbole 
à l 'asymptote est égale au demi-axe conjugué. La dis-
tance de A à M F est donc égale à 6, où que soit M sur 
la conique S . 
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II . 

Soit M un point commun à trois quadriques homo-
focales S , ayant leur centre en O. On sait qu'i l existe 
trois quadriques S de centre M, homofocales entre 
elles, ayant pour plans principaux les plans tangents 
en M aux S , et tangentes en O aux plans principaux 
des S . 

Alors, toute focale des S est la section du cône 
asymptotique de Vune des quadriques S par le plan 
tangent en M à cette quadrique. L'énoncé reste vrai 
si l'on permute S et S, O et M. 

La démonstration est à peu près la même que pour 
le cas des coniques. Considérons en effet les trois qua-
driques <I>, passant par O, et ayant pour focale 
commune la section <p du cône asymptotique de la 
quadrique S par le plan tangent à S en M. Les qua-
driques <ï> ont évidemment les mêmes plans principaux 
que les S. Pour les identifier avec les S, il suffit donc 
de montrer que leurs plans tangents en O sont les 
mêmes. Or, pour les <ï> ces plans sont les plans princi-
paux du cône Ocp, qui sont aussi les plans principaux 
de S , dont Oo est le cône asymptotique. Les sont 
donc identiques aux S. 

Prenons une focale f des S et une focale cp des S , 
alors la dèveloppable ( / , cp) est circonscrite à une 
conique de révolution ayant O e i M pour foyers. 

Soient a = o et ¡3 = o les équations tangentielles des 
points O et M. La conique cp est inscrite dans les deux 
cônes tangents à S , de sommets O et M, lesquels sont 
le cône asymptotique Ocp et le plan tangent en M. Son 
équation s'écrit donc 

cp = S -+- A-a(3 = o, 
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k étant une constante. D'autre part, f étant homofocale 
à S , son équation peut s 'écrire 

/ = S -+• IQ = o, 

Q désignant le cercle à l ' inf ini ; d'où l ' identité 

cp — / = ka$ — la, 

qui démontre la proposit ion. 
D e u x quadriques S ' et S ' , homofocales à S et à S 

respectivement, seront représentées par / - f - m i î , 
cp -h 7iCl. L a développable ( S ' , £ ' ) est donc circonscrite 
à la conique de révolution 

k<x$ — (X-h m — n) Q = o, 

ayant ses foyers également en O et M . 

[0'6j] 

SUR LES SURFACES D ÉGALE P E N T E ; 

PAR M. A. MYLLER. 

On désigne sous le nom de surface d^ égale pente 
la surface enveloppe d'une fami l le de cônes de révo-
lution congruents ayant les axes parallèles à une 
direction fixe et dont les sommets décrivent une courbe 
directrice donnée. 

Parmi ces surfaces , on a étudié spécialement celle 
qui a comme directrice une conique (*) . 

( ' ) DE LA GOURNERIE, Traité de Géométrie descriptive, t. II.— 
CRKMONA, Nouv. Ann% de Math., i* série, t. IV, i865. 
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Dans ce qui suit , j e m'occuperai de la sur face qui a 

comme directrice une quartique gauche spéciale qui 
est intersection d'un cyl indre et d 'un cône de révolu-
tion ayant leurs axes parallèles à la direction des axes 
des cônes générateurs. J e démontrerai que la surface 
admet, en dehors de la génération donnée, encore deux 
autres tout à fait analogues. 

Les sections de la surface par plans perpendiculaires 
aux axes des cônes générateurs sont des courbes paral-
lèles aux ovales de Descartes. J e montrerai quelques 
propriétés de ces courbes. 

E n choisissant convenablement les axes des coor-
données, on peut écrire les équations de la quartique 
directrice sous la forme suivante : 

On peut supposer pour s impli f ier , mais sans restreindre 
la généralité du problème, que le cône générateur est 
incl iné de 4 s u r le plan xOy. Son équation sera 
alors 

Les coordonnées £ du sommet satisfont aux équa-
tions ( i ) , ( 2 ) et le cône engendre par son mouvement 
la surface d'égale pente. 

Cherchons d'abord la nature de la courbe qui est 
section de la surface par le plan xOy. E n faisant 
dans ( 3 ) z = o, on a le cercle générateur de la courbe. 
Son équation 

( x - W + i y - r ^ - V ^ o 

ensemble avec ( 1 ) et ( 2 ) montre que son centre par-
court la circonférence (1) pendant que son rayon 

( O 

(2) 

( £ k2 C )2 -4- Tj2 — R2 = O j 

-+-(! — *2)c]2-H ¿»V— Ç2 = O. 

(3) 
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en vertu de l 'équation (2), varie proportionnellement 
à la distance du centre au point fixe ayant pour 
coordonnées — (1 — k2)c et o. 

S i nous notons par o l 'angle que fait O x avec le 
rayon du cercle ( 1 ) passant par le centre du cercle 
générateur, on a les coordonnées du centre du cercle 
générateur, le rayon Ç du même cercle et l 'équation de 
ce cercle donnés par les formules 

£ = k*c -4- R coso, 
Tj = R sin <p, 

î = k v/[£-i-(i — ¿2)cJ2-h t)2 = k v/R2-+- c2-h 2cRcos<p, 
(4) ¿F 2 -+- y* — i(k2c -h R coscp)a? 

— aRsin cpy -h (1 — k2) ( R2 — k2 c2) = o. 

Pour obtenir l 'enveloppe on dérive (4) par rapport 
à o et l 'on obtient 

(5) .rsincp—ycos<ç> = o, 

relation qui représente la corde de contact du cercle ( 4 ) 
avec son enveloppe. E n él iminant <p entre ( 4 ) et ( 5 ) , 
on obtient l 'équation de l 'enveloppe qui est 

(6) 0 2 4 - ^ 2 — ik2cx 
-+- (1 — ¿ 2 ) (R 2 — £ 2 c 2 ) ] 2 — y*) = o. 

Ce sont les ovales de Descartes. Ce résultat a été 
établi par Genocchi ( * ) . Nous allons prouver encore 
que les ovales ( 6 ) peuvent être considérés encore de 
deux manières comme enveloppe d'un cercle dont le 
centre parcourt une c irconférence et dont le rayon 
varie proportionnellement à la distance de son centre 
à un point f ixe. Dans ce but , nous établirons d'abord 
un théorème pré l iminaire . 

(1 ) Annali di Matematicay t. VI, 1864. 
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Etant donnée une famille de cercles ( C ) orthogo-
naux à un cercle fixe ( B ) et dont les centres se 
trouvent sur un cercle fixe (A), il y a sur la ligne 
des centres A B des cercles ( A ) et ( B ) deux points P 
et P' tels que les rayons des cercles ( C ) soient pro-
portionnels aux distances de leurs centres à un 
quelconque de ces points. Ces points sont conjugués 
harmoniques par rapport aux intersections du cercle (A) 
avec la droite A B . 

E n effet, soient 

r* — R2 = o 
et 

(£ — fl^+V-o 

les équations des cercles ( A ) et ( B ) et 

x* -+-yz — i\x — in] y -h ia \ — a2-h r2 = o 

l 'équation du cercle ( C ) . 
Cherchons à mettre le rayon 

p = v/R2+ a2 — r2 — 

du cercle (C) sous la forme 

p = k y/(£ — X)2-h -y)2 = k / R 2 + X 2 — 

qui exprime que p est proportionnel à la distance du 
point (£, Y|) au point (X, o). Nous obtenons, en identi-
fiant les deux expressions de p, deux valeurs pour X et 
deux valeurs correspondantes pour A. E l les sont 
données par les équations 

aX2— (R2-f- a 2— r2)X - h a R2 = o, 

Revenons maintenant aux ovales (6) de Descartes. 
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Cette courbe étant une quartique bic irculaire jou i t de 
la propriété de pouvoir être considérée de plusieurs 
manières comme enveloppe des cercles orthogonaux à 
un cercle et dont les centres parcourent une conique. 
E n appliquant la théorie connue ( 1 ), que nous ne déve-
loppons pas ici , au cas part icul ier de la courbe (6) , on 
constate qu ' i l existe trois séries de cercles bitangents 
à la courbe. 

Première série. — Cercles orthogonaux au cercle 

y 2 — ( I — k* ) ( R* — ¿2 c2 ) = o, 

dont le centre parcourt le cercle 

(x — ¿2C)2-f-JK2— R 2 = O. 

Deuxième série. — Cercles orthogonaux au cercle 

[x -+- (l ~ ¿2)c]2-f- (! _ ¿2)(C2_1_ R2 ) 

dont le centre parcourt le cercle 

(x — k*c)*-hy* — k2 R2 = o. 

Troisième série. — Cercles orthogonaux au cercle 

| * - h J M ¿ = 0> 

dont le centre parcourt le cercle 

( x — k2 c)2 y^ — k2 c2 = o. 

E n s 'appuyant sur notre théorème prél iminaire on 
constate que : 

Les cercles de la première série ont leurs rayons 

(1 ) Voir par exemple F. Gomes TEIXEIRA, Traité des courbes 
spéciales remarquables, t. I, p. 289. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Nov. 1917.) ¿>2 
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proportionnels aux distances de leurs centres au point 

x = — (i — k2)c, y ~ ° 
ou au point 

X— , y = o, 
c J 

les coefficients de proportionnalité, c'est-à-dire la 
quantité par laquelle il faut mult ip l ier la distance 
pour avoir le rayon, étant respectivement 

# / c 

e t H 

Les cercles de la deuxième série ont leurs rayons 
proportionnels aux distances au point 

= y =. o 
ou au point 

R2__ ¿2C2 
x = , y = o. c J 

les coefficients de proportionnalité étant 

i c 
i e l r 

Les cercles de la troisième série ont leurs rayons 
proportionnels aux distances au point 

x ~ o, y = o 
ou au point 

x = - ( i — k*)c, JK=o, 

les coeff icients de proportionnalité étant 
R R et - • kc c 

Notre théorème relatif à la triple génération des 
ovales par cercles est donc démontré. 

Construisons maintenant sur chaque cercle de la 
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première série d 'un côté et de l 'autre du plan xOy 
deux cônes de révolution ayant ce cercle pour hase et 
les génératrices incl inées de 45° sur xO y. On aura 
alors une première série de cônes générateurs de la 
surface d'égale pente. Ce sont les cônes ( 3 ) dont les 
sommets décrivent la courbe ( i ) , ( 2 ) . E n faisant la 
même construction sur les cercles de la deuxième et 
de la troisième série, on obtient encore deux séries de 
cônes générateurs de la sur face . 

Les sommets des cônes de la deuxième série décrivent 
la quartique gauche 

(£ — V — Â - * R * = o» 

et les sommets des cônes de la troisième série la quar-
tique 

(£ — ¿ 2 c ) 2 - + - V — ¿ 2 c 2 = o, 

R2(Ê2-+-V-) — ¿2c2Ç2 = o. 

Tous ces côncs sont tangents à la surface d'égale 
pente le long de deux génératrices dont les pro jections 
sur le plan x O y sont normales à la courbe (6) . Nous 
avons ainsi obtenu la triple génération de la surface 
d'égale pente par cônes congruents. 

Cherchons la nature de la courbe que nous désignons 
par S et qui est section de la surface par le plan z = h. 
Par un point M de cette section passe une génératrice 
de la surface qui coupe le plan xOy en un point P . 
Projetonsorthogonalement la c o u r b e S sur le p l a n # O y . 
Soit M' la project ion de M. L a génératrice P M aura 
pour project ion P M ' qui sera une normaleauxovales (6). 
La longueur PM' sera égale à h. Par conséquent, le l ieu 
du point M' qui est la project ion en vraie grandeur de 
la courbe S s 'obtiendra en portant sur les normales 



( 420 ) 
aux ovales (6) à partir de la courbe d'un côté et de 
l 'autre une longueur égale à h. Les sections parallèles 
au plan xOy seront donc des courbes parallèles aux 
ovales de Descartes. 

Considérons aussi un cône générateur de la surface 
d'égale pente. Il sera coupé par le plan z — h suivant 
un cercle (b') qui sera un cercle générateur de la 
courbe S . A ce cercle correspond un cercle ( C ) géné-
rateur de la courbe (6) qu'on obtient en coupant le 
même cône par le plan z = o. 

S i nous désignons par p et p' les rayons des cercles (C) 
et ( C ) on aura p ' = o dz h. Mais p étant proportionnel 
à la distance d du centre à un point f ixe, on a p — \ d . 
E n posant on a p , = \ { d ± h ' ) . L ' expres -
sion d zb h' représente la distance (maximale ou mini-
male) du centre du cercle ( C ' ) à un cercle fixe de 
rayon hf. 

Par conséquent, les courbes parallèles aux ovales 
de Descartes admettent une triple génération par 
cercles dont les centres décrivent un cercle fixe et 
dont les rayons sont proportionnels aux distances 
des centres à un autre cercle fixe. 

L e cas part icul ier quand ces courbes deviennent des 
courbes parallèles au Limaçon de Pascal a été étudié 
par M. O. Losehand ( ' ) qui a indiqué une des séries 
de cercles géhérateurs. 

(1 ) Mathematische Annalen, t. LXIV. Voir, dans le même Tome, 
un article de .M, Gino Loria sur le même sujet. 
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SUR LE CENTRE DES MOYENNES DISTANCES D'UN GROUPE 
DE POINTS EN LIGNE DROITE ; 

PAR M. F. GONSETH. 

1 . Dans deux articles ( * ) parus ici même, j ' a i 
montré que la méthode project ive peut s 'appl iquer à 
l 'étude des groupes de droites qui ont même orienta-
tion. La même méthode s 'applique également à l 'étude 
des groupes de points en l igne droite qui ont le même 
centre des moyennes distances. L 'énoncé fonda-
mental est le suivant : 

Les groupes de points en ligne droite qui ont 
même centre des moyennes distances forment un 
système linéaire dont le point à Vinfini, compté 
doublement, forme une paire neutre. 

La démonstration est immédiate. Soient . . . , xn 

les abscisses des points d 'un groupe, comptées à partir 
du centre des moyennes distances. On aura toujours 

xx -h x2 -H . . . -h xn = o. 

Les Xj sont donc racines de l 'équation 

Ao^-h A2#'*-2-+- .. -+- An = o, 

dont le second coeff icient est nul et les autres arbi-
traires. L e système de ces groupes est bien linéaire. 

(*) Quelques propriétés métriques, etc., et Sur l'orientation 
d'un groupe de droites. 



( 422 ) 
Pour tout groupe c o m p r e n a n t e point a l ' infini, À 0 est 
nul. Comme A , manque également et que les autres 
coefficients peuvent être choisis arbitrairement, le 
point à Tinfini, compté doublement, représente une 
paire neutre. 

Le groupe fondamental (des n points où se réu-
nissent tous les n points d'un groupe) auquel tous 
les groupes du système sont apolaires, se réduit au 
centre des moyennes distances, et au point à l ' infini, 
compté n — i fois. 

2 . a. Les applications du principe sont immédiates. 
Toutes les courbes de /¿lème ordre qui ont mêmes asymp-
totes qu'une courbe C„ forment un système linéaire, le 
système linéaire de dimension minimale construit 
sur Cw et toutes les courbes de nième ordre (dégénérées) 
comprenant la droite de l ' infini comptée doublement. 
Les n asymptotes en sont une courbe particulière. 

Les courbes de ce système coupent une droite arbi-
traire en des groupes de n points qui forment un sys-
tème linéaire où le point de l ' infini, double, est neutre 
(d'après un raisonnement qui intervient plusieurs fois 
dans les deux articles cités plus haut), et par consé-
quent : 

Les n points d'intersection d'une courbe Cw par 
une droite arbitraire ont même centre des moyennes 
distances que les points d'intersection des n asymp-
totes de C«. 

Ce qui est un résultat très connu. 

Parmi toutes les courbes de nième ordre qui ont les 
mêmes asymptotes que C/t, il y en a une et par con-
séquent oo1^"-3*4-1 qui coupent une droite arbitraire 



( 4»3 ) 
en n points réunis au centre des moyennes distances 
des points d'intersection de Cn. Aucun autre point 
de la droite ne jouit de la même propriété. 

b. Soient C4 et C 2 deux courbes de /iième ordre et 
soit d une droite qui les coupe, ainsi que toutes les 
courbes de leur faisceau, en des groupes de points 
ayant même centre des moyennes distances. Celui de 
ces groupes qui contient le point à l 'infini de la droite 
ne peut le contenir simplement, car son centre des 
moyennes distances, et par conséquent celui de tous 
les groupes, serait lui-même à l ' infini, ce qui n'est 
possible que si les courbes C { et C 2 se coupentau point 
à l ' infini de d. En général d sera donc une asymptote 
d'une courbe du faisceau. 

L'enveloppe des droites coupant deux courbes 
de nième ordre C, et C 2 en des groupes admettant 
même centre des moyennes distances coïncide avec 
l'enveloppe des asymptotes des courbes du faisceau 
de C{ et C 2 . 

Cette enveloppe est de la classe 2 n — 1 . 

3 . a . Nommons homoasymptotiques deux courbes, 
ou deux surfaces ayant mêmes tangentes en leurs 
points à l ' infini. D A N S L ' E S P A C E , les surfaces homoasymp-
totiques à une surface donnée F w forment un système 
linéaire, le système linéaire de dimension minimale 
comprenant F n et toutes les surfaces de /i,ème ordre 
formées du plan double de l ' infini, et d'une surface 
quelconque de (n — 2)ième ordre. 

Il est facile de vérifier que les surfaces de ce sys-
tème coupent un plan quelconque suivant un système 
linéaire de courbes, de dimension N 2 ( n — 2 ) 4 - 1 , qui 
contient naturellement toutes les courbes de ft,èQie ordre 
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dégénérées en une courbe de (n — 2) ième ordre et le 
plan double de l ' inf ini . Par conséquent : 

Deux surfaces homoasymptotiques sont coupées 
par un plan arbitraire suivant deux courbes homo-
asymptotiques. 

Deux surfaces homoasymptotiques sont coupées 
par une droite arbitraire suivant deux groupes de 
points qui ont le même centre des moyennes dis-
tances. 

b. Les droites qui touchent à l ' inf ini forment 
une congruence. On démontrera comme plus haut 
que : 

Le complexe des droites qui coupent deux sur-
faces de nlèmc ordre suivant deux groupes ayant 
même centre des moyennes distances coïncide avec 
le complexe des droites asymptotiques à l'une ou 
Vautre des surfaces du faisceau des deux pre-
mières. 

Ce complexe est du degré ( 2 n — 1) . 

4 . L 'énoncé fondamental du n° 1 et celui qui j o u e 
le même rôle dans l 'étude des groupes de droites ayant 
même orientation (* ) sont deux cas spéciaux de 
l 'énoncé project i f suivant ( A , B seront deux points 
tixes, et P un point arbitrairement f ixé) : 

Les groupes de points Mn d'une droite d, 
pour lesquels le produit des rapports anharmo-
niques 

( M 1 P A B ) ( M 2 P A B ) . . . ( M „ P A B ) 

Voir les articles cités. 
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est constant, forment un système linéaire de dimen-
sions n — i dans lequel la paire ÀB est neutre. 

L a valeur de la constante appartenant à chaque sys-
tème semblable est une fonction de P . Son logarithme, 
en supposant que nous nous trouvions dans un espace 
non eucl idien et que A et B soient les deux points a 
Y infini de d, est égal à la somme des distances non 
eucl idiennes de P aux points M¿. 

5 . L 'analogie des propriétés énoncées ci-dessus avec 
des propriétés bien connues (*) des courbes confocales 
est évidente ; les unes sont en réalité les corrélatives 
des autres. La symétrie , incomplète dans le plan eucl i -
dien par le fait que la conique absolue doit y être con-
sidérée comme formée une fois de la droite double de 
l ' inf ini et l 'autre fois de la paire cyc l ique , devient 
parfaite dans le plan non eucl idien ou la conique 
absolue n'est pas dégénérée. 

A y a n t défini comme dans le plan eucl idien Y orien-
tation d 'un groupe de droites par rapport a une droite 
donnée (avec la dif férence que dans le cas présent 
toutes les droites doivent passer par un même point) , 
la notion corrélative sera la somme des distances d 'un 
point P d'une droite k n points M n . . . , M« de la même 
droite, somme que nous nommerons Y éloignement du 
groupe M<, . . 

Nommons, enfin, comme il est naturel , confocales 
deux courbes de même classe qui ont les mêmes tan-
gentes en commun avec la conique absolue Q, et foyer 
l ' intersection de deux pareil les tangentes, homoasymp-
totiques deux courbes de même ordre qui ont mêmes 

(*) Voir les articles cités. 
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points d' intersection avec Q, et droite focale la droite 
de jonct ion de deux points parei ls . Il existe deux 
catégories d'énoncés paral lèles , dont la démonstra-
tion est inuti le , après ce qui précède : 

Les groupes de tangentes menées d'un point arbitraire 
à deux courbes CONFOCALES ont même orientation. Une de ces 
courbes peut être formée de n foyers indépendants. 

Le lieu des points, d'où les groupes de tangentes menées 
à deux courbes de classe n ont même orientation, coïncide 
avec le lieu des foyers des courbes du faisceau (tangentiel) 
des deux premières. 

Les groupes de points d'intersection, par une droite, de 
deux courbes HOMOÀSYMPTOTIQUES ont même éloignement. 
Une de ces courbes peut être formée de n droites focales 
indépendantes. 

L'enveloppe des droites qui coupent deux courbes de nième 

ordre en deux groupes de même éloignement coïncide avec 
l'enveloppe des droites focales des courbes du faisceau 
(ponctuel ) des deux premières. 

Dans l 'espace valent des énoncés semblables faci les 
à établir . 

[ D 6 a ] 
SUR LES FONCTIONS HOMOGÈNES ; 

PAU M. ADRIEN F A V R E . 

On définit d'ordinaire les fonctions homogènes de la 
façon suivante : une fonction de plusieurs variables 
/ ( # , . . . ) est dite homogène lorsqu'on a 

,1) f ( t x . ty. tz, ...) = l*f(x,y, z, ...), 

a étant une constante. 
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On peut chercher à faire rentrer ces fonctions dans 

un type plus général et à étudier les fonctions jou is -
sant de la propriété qu 'expr ime l 'égalité suivante : 

(2) f ( t x , ty, tz, ...)= * { t ) f [ x , y , ...)• 

O r il est aisé de voir que la relation ( 2 ) définit s im-
plement les expressions homogènes, autrement dit que 
la fonction ©(£), du moins si 011 la suppose continue, 
ne peut être qu'une puissance de t. 

E n effet, s o i t / ( # , y, s , . . . )une fonction de plusieurs 
variables satisfaisant à la relation ( 2 ) . Mult ipl ions les 
variables indépendantes y , s , . . . par Au. Nous avons 
successivement : 

/ ( X ¡ X X , XFIJK, X F I S , . . . ) = C P ( X ) / F F I A ? , \Ly, \LZ, . . . ) 

Mais nous avons, d'autre part, immédiatement 

/(X\LX, \\Ly, . . . ) = <p(XjA)/(tf, JK, . . . ) ; 

d'où 
<P(XFX) = ? ( \ ) < P ( I I ) Y 

équation fonctionnelle à laquel le satisfait seule la fonc-
tion cp(t) = i a . 

Ce résultat me semble avoir l ' intérêt de préciser la 
notion d'homogénéité des formules de Mécanique et 
de Phys ique et d 'exp l iquer d 'une façon générale la 
forme bien connue des équations de dimensions. E n 
effet , étant donnée la mesure d'une grandeur quel-
conque en fonction d'un système de trois unités fon-
damentales ( longueur , masse et temps, pour fixer les 
idées) , si l 'on choisit des unités de longueur, masse et 
temps, X, p., T fois plus petites sans rien changer aux 
conventions qui définissent les unités dérivées à partir 
des unités fondamentales, on conçoit sans peine que la 
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mesure de la grandeur considérée se trouve mult ip l iée 
par un nombre fonction de X, ¡J., T. Mais i l n'est nul le-
ment nécessaire, a priori, que cette fonction soit de 
la forme X A «JLPT^. A U contraire, cela résulte aisément 
de la proposition établie plus haut. Tout aussi faci le-
ment se justif ie, à partir de là, la règle connue pour la 
recherche des équations de dimensions. 

iNous nous bornons à cette indication, le développe-
ment de ces considérations dépassant le cadre d'une 
communicat ion. 

BIBLIOGRAPHIE. 

M A U R I C E D ' O C A G N E . — Cours de Géométrie pure et appliquée 
de l'Ecole Polytechnique. tome I. i volume in-8 (25-i6)de 
xi-375 pages, avec 135 figures. Paris, Gauthier-Villars, 1917. 
Prix : [6 francs. 

Jusqu 'à une époque assez récente, le Cours de G é o -
métrie de l 'Ecole Po ly technique , créé par Monge, fut 
avant tout un cours de Géométr ie descriptive : on ne 
peut être étonné que la puissante influence du fonda-
teur lui ait survécu près d'un s iècle . La perspective et 
le tracé des ombres remplissaient le cours de première 
année. La seconde année était consacrée tout entière à 
la charpente et à la coupe des pierres. 

Mannheim donna une forme très personnel le à ses 
leçons, par l ' introduction de ses élégantes méthodes 
cinématiques, mais, lié qu ' i l était par le programme, il 
ne lui fut pas donné d'étendre la portée du cours. On 
pouvait être surpris , par exemple , que la théorie géné-
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raie du mouvement infiniment petit eut pour couron-
nement le tracé des lignes d'ombre d'une surface de 
vis à filet triangulaire. 

Dans ces dernières années, le programme a été pro-
fondément et heureusement modifié. 11 a paru que la 
coupe des pierres et surtout la charpente constituaient 
des « doctrines » un peu démodées et ne méritaient 
plus la même place d'honneur qu'au temps de Monge; 
que d'autres sciences plus jeunes, le Calcul graphique, 
la Statique graphique, la Nomographie réclamaient 
une place dans renseignement de l 'Ecole Polytech-
nique; qu'i l était judic ieux d'introduire aussi dans le 
cours de Géométrie la théorie des mécanismes, appli-
cation immédiate de la Géométrie. 

On mesurera l'importance de celle évolution en 
comparant le Cours de Géométrie descriptive de 
Mannheim au* Cours de Géométrie pure et appliquée 
de M. d'Ocagne. 

Comme l 'Auteur l ' indique dans sa Préface, son ensei-
gnement a pour but, non seulement d'exposer un cer-
tain nombre de théories et de faits, mais encore de 
développer le sens géométrique des élèves. La méthode 
géométrique, assurément moins puissante que la mé-
thode analytique, dans la majorité des cas, présente en 
revanche le précieux avantage de laisser, pour ainsi 
dire, l 'esprit en contact ininterrompu avec la question 
étudiée. Alors que le traitement analytique consiste 
souvent dans l 'application machinale de règles de 
calcul (i l s'agit, bien entendu, de l'algèbre et de l'ana-
lyse des élèves, et non de celles des maîtres), le raison-
nement géométrique oblige le chercheur à reconnaître 
Vindividualité de chaque problème et demande à son 
esprit un effort d'adaptation tout à fait caractéristique. 
Or les problèmes qui se présentent à l ' ingénieur ont 
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précisément ce trait d'être individuels, et chacun veut 
être attaqué d'une façon spéciale. On n'établit pas le 
projet d'un pont, d'une machine à vapeur ou d'un 
transport d'énergie, sans avoir k faire face k des diff i-
cultés particulières, non prévues par les théories géné-
rales. La culture géométrique développe la souplesse 
intellectuelle et paraît ainsi très propre k favoriser cet 
esprit d'invention, k défaut duquel les praticiens que 
forme l 'Ecole Polytechnique excelleront diff ici lement 
dans leurs spécialités. 

Les matières du Cours sont diverses et mêmes dispa-
rates, k première vue : perspective, géométrie infini-
tésimale, géométrie cinématique, cinématique appli-
quée, stéréotomie (très réduite), statique graphique, 
nomographie. Mais on peut dire sans paradoxe que 
cette variété même de sujets fait l 'unité du cours, en 
montrant quelles ressources offre la Géométrie pure 
dans l'étude des questions les plus dissemblables. 

L e Tome I du Cours de M. d'Ocagne est consacré 
aux parties les plus théoriques de son enseignement : 
transformations géométriques, perspective, géométrie 
infinitésimale, géométrie réglée, géométrie cinéma-
tique. Voic i l 'analyse sommaire de ces divers cha-
pitres : 

Transformations géométriques. — On étudie les 
transformations homographiques, l 'homologie, les 
transformations dualistiques, l ' inversion. Cette der-
nière transformation fournit l 'occasion d'introduire la 
notion de groupe. 

Perspective. — On étudie la mise en perspective 
conique d'un corps donné par sa représentation géomé-
trale, les constructions directes sur le tableau (signa-
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Ions entre autres d'élégantes constructions pour la 
perspective du cercle et pour celle de la sphère), la 
restitution perspective, k propos de laquelle sont ex-
posés les principes de la métrophotographie, et enfin 
les perspectives cavalière et axonométrique. 

Géométrie infinitésimale. — L 'Auteur n'a pas 
hésité à donner une base analytique à cette partie de son 
enseignement, et il a sagement fait. Il ne faut pousser 
aucun culte, même celui de la Géométrie, jusqu'au 
fanatisme. On ne peut espérer asseoir solidement les 
notions de tangente, de plan tangent, de courbure, etc. , 
sur le sentiment vague de la continuité géométrique. 
M. d'Ocagne admet donc les propriétés fondamentales 
des courbes et des surfaces, établies analytiquement en 
Mathématiques spéciales, et réserve l 'application de la 
Géométrie pure à des questions plus nouvelles. En 
Géométrie plane, partant de formules simples et 
fécondes dues à Newton et à Mannheim, il donne des 
constructions de tangentes, de points caractéristiques, 
de centres de courbure. Pour les courbes gauches, il 
établit les formules de Frenet et fait une étude spé-
ciale de l 'hélice. Viennent ensuite les surfaces déve-
loppables, puis les surfaces générales. 

A ces dernières sont naturellement consacrés des 
développements plus étendus. L 'Auteur donne des 
constructions élégantes du centre de courbure d'une 
section normale, de celui du contour apparent d'une 
surface. Il démontre les théorèmes de Sturm, de Malus 
et Dupin. Il établit les propriétés essentielles des lignes 
les plus importantes tracées sur une surface : lignes 
de courbure, asymptotiques, géodésiques (comme 
application, étude spéciale des géodésiques de l 'e l l ip-
soïde). Le Chapitre se termine par l 'étude des surfaces 
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réglées gauches (applications à la recherche des sur-
faces de raccordement, utiles en descriptive; étude spé-
ciale du cylindroïde). 

Géométrie réglée. — On étudie les complexes et les 
congruences linéaires, en vue des applications à la 
Géométrie cinématique. 

Géométrie cinématique. — On aborde les propriétés 
géométriques des mouvements dans le plan, autour 
d'un point fixe, dans l 'espace, en séparant k chaque 
fois l'étude du déplacement fini et celle du mouvement 
continu. Pour les déplacements finis, dans l 'espace, 
en particulier, l 'Auteur emploie la méthode de Darboux, 
qui présente l'avantage de conduire immédiatement à 
la composition des déplacements hélicoïdaux. 

Les notions de Géométrie réglée, précédemment 
développées, sont utilisées dans l'étude du complexe 
des normales, du complexe des tangentes et dans celle 
des mouvements à deux paramètres (théorèmes de 
Schonemaim-jVianiiheim, de Ribaucour) . 

Comme application de la Géométrie cinématique, 
l 'Auteur étudie les hélicoïdes réglés et la surface de 
l o n d e . 

Le Livre se termine par un Appendice, renfermant 
des notions complémentaires sur les transformations 
géométriques, y compris la représentation plane des 
surfaces du deuxième et du troisième ordres (avec 
étude pour ces dernières de la configuration formée 
par les 27 droites), d'intéressants développements de 
Géométrie infinitésimale plane empruntés aux travaux 
personnels de l 'Auteur, etc. 

Te l est cet Ouvrage, auquel la variété des sujets 
traités donne une figure originale dans la littérature 
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scienti f ique contemporaine. 11 est rédigé avec ce souci 
de l 'ordre, de la clarté et de l 'élégance qui caracté-
rise les publications de M. d 'Ocagne. Il faut espérer 
qu ' i l contribuera à rétabl ir le goût de la Géométr ie 
pure dans notre pays, où cette science paraît actuel-
lement un peu délaissée. 

R . BRICARD. 

CORRESPONDANCE. 

R . Goormaghtigh. — Au sujet de la question 2 2 4 9 

( 1 9 1 7 , p. 1 8 7 ) . — E n chaque point M d'une courbe 
donnée ( M ) on prend sur la tangente une longueur M T 
égale au rayon de courbure de la courbe en M ; la ques-
tion avait pour objet de déterminer le centre de cour-
bure T de la courbe ( T ) l ieu de T au point T . Soient 
jji, ¡j^, [¿2 les trois premiers centres de courbure de (M) 
en M et supposons que le sens de M X soit le sens po-
sitif de la tangente; la normale T K en T à ( T ) passe 
par le point K obtenu en portant sur Mfx un segment 
¡JIK égal à ¡JLJJL1. L a construction suivante pour le centre 
de courbure T est plus s imple que celle donnée par 
M . Bouvaist ( 1 9 1 7 , p. 188) . 

Soit L le point obtenu en portant sur JJLJJL4 un seg-
ment JL égal à U I ¡JL2 ; le point T est le milieu du 
segment compris entre K et le conjugué harmo-
nique de K par rapport à 11 et la projection de L 
sur T K . 

R . Goormaghtigh. — Sur la question 2 2 5 4 ( 1 9 1 7 , 

Ann. de Matkemat., 4e série, t. XVII. (Nov. 1917.) 3 3 
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p. 191) . — La construction du centre de courbure en 
un point d'une conchoïde de Nicomède indiquée par 
M. d'Ocagne est contenue dans le théorème général 
suivant, qui permet de construire le centre de cour-
bure en un point d'une conchoïde d'une courbe quel-
conque : 

Soient M n M2, ... des points correspondants de di-
verses conchoïdes FM . . V 2 d'une courbe T,par rap-
port au pôle 0,et pi2, . . . les centres de courbure 
correspondants; les normales enWK, M2, . . . à r , , r 2 , •• 
concourent en un pointé. Le rayon vecteur OMjMo ... 
rencontre en des points K , , K 2 , . . . les perpendicu-
laires élevées en N sj/rNMj, NM 2 , . . . ; les droites K 1pi 1, 
K2pL2i • • • passent par un même point 1 situé sur la 
perpendiculaire élevée sur ON en son milieu. 

Si JJ. désigne le centre de courbure de T en M, le 
point N est à l'intersection de MJJL avec la perpendicu-
laire en O sur OM ; la perpendiculaire en N sur MN 
coupe OM en IV, Kpi rencontre la médiatrice de O N 
au point 1 ; par une construction inverse on en déduit 
le centre de courbure IJL4 de en M 4 . 

Considérons encore, d'une manière plus générale, 
une courbe O; la tangente en un point O de Q coupe 
une courbe T en M ; sur OM portons des longueurs cons-
tantes MM,, MM 2 . . . ; on a alors le théorème suivant : 

Il y a sur la normale à il en O et sur celle de la 
développée de Q au centre de courbure de Q en O 
deux points N et J qui jouissent des propriétés sui-
vantes : les normales en M, M<,M2, . . . aux lieux T, 
r4, r2, ... de ces points concourent en N; les droites 
JM, JM4 , JMo, . . . rencontrent K 2 , ... les per-
pendiculaires élevées en N sur NM, NM,, NMa, . . . ; 
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les droites qui joignent K, Kn K2, ... aux centres 
de courbure JJL, ¡JL,, ¡JL2, . . . de T, r 2 , . . . en M, 
M,, M2, . . . concourent au milieu I de NJ. 

Il est aisé de voir que si l'on connaît JJL on peut cons-
truire J ; connaissant J on en déduit par des construc-
tions inverses les points ¡JI, , JJL2, . . . . 

M. d'Ocagne. — Sur la transformation des coniques 
en quartiques ou en cubiques unicursales. — Le mode 
de transformation que M. F . Gomes Teixeira a récem-
ment fait connaître à cet effet (TV. A ., 191 7, p. 281) est 
susceptible d'une simplification que j e vais indiquer ici. 
Ce mode de transformation peut s'énoncer ainsi : « Ox 
et Oy étan t deux axes rectangulaires quelconques, A un 
pôle fixe quelconque dans leur plan, les points corres-
pondants M et M' sont tels que : i° les vecteurs OM 
et AlVF sont parallèles; 20 la droite MM' est parallèle 
à O r . » 

Si la parallèle à A O , menée par M', coupe OM en M , , 
on voit que la courbe (M< ) se déduit de (M') par une 
simple translation équipollente à A O . Ces deux courbes 
sont donc identiques et la transformation qui lie M 
et Mi fournit exactement les mêmes résultats que celle 
qui a lieu entre M et M'. Or, il est clair que la projec-
tion orthogonale de MM< sur 0 . r , qui se confond avec 
celle de M'M l 7 est égale à celle de AO, donc constante, 
d'où la définition de cette transformation modifiée : les 
points correspondants M et M< sont alignés sur O, 
et la projection orthogonale de MM< sur Ox est 
constante. 

L e point M est à l'infini : i° si M, y est aussi; 
20 si M{ est sur Oy, en dehors de O, auquel cas M 
appartient à la parallèle à Oy menée par A . 
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Si ( M | ) est une courbe d 'ordre n, la courbe ( M ) a, 

d'après cela, n asymptotes parallèles à celles de (M<), 
plus autant d'asymptotes que (M<) a de points de 
rencontre avec Oy, en dehors de O. Il suit de là que 
si (M|) est une conique quelconque, (M) a quatre asymp-
totes dont deux parallèles à celles de ( M , ) et deux 
confondues avec la parallèle à O y menée par A . C 'est 
donc une quartique. Comme d'ailleurs il n 'y a, sur 
chaque droite issue de O , en dehors de ce point, que 
deux points correspondant aux deux points où elle 
rencontre la conique ( M , ) , c 'est que O est p o u r cette 
quartique ( M 4 ) un point double. 

Lorsque la conique (M<) passe par O , une des 
asymptotes parallèles à Oy disparaît, ainsi qu'un des 
points sur chaque droite issue de O . On a une cubique 
unicursale ayant son point double en O. 

L e mode de liaison entre les tangentes M T et M , T 
aux courbes ( M ) et (M<) résulte immédiatement de 
l 'application d'un théorème que j ' a i donné jadis (/V. A . t 

1886, p. 89) . Il s 'énonce comme suit : Si la parallèle 
à Oy , menée par le point de rencontre T de ces tan-
gentes, coupe la droite OMM4 en I, on a , en gran-
deur et sens, M< I = OM. 

QUESTIONS. 

2329. Soient m et M deux points correspondants de deux 
courbes affines par rapport à un axe xx'\ c et G les centres 
de courbure en ces points; A le point de rencontre (situé 
sur ¿ra?') des tangentes en m et M aux deux courbes. Les 
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perpendiculaires en A à A m et AM coupent m M en p et P. 
Démontrer que les droites pc et PC se coupent sur XX'. 

F . BALITRAND. 

2330. Démontrer que l'enveloppe des droites sur lesquelles 
deux hyperboles équilatères déterminent deux segments ayant 
même milieu M est l'hypocycloïde à trois rebroussements tan-
gente aux asymptotes des hyperboles; lieu de M. 

J . L E M A I R E . 

2331. Par un point O commun à deux cercles orthogonaux, 
on mène une droite variable qui coupe ces cercles en A et B : 
démontrer que le lieu du point conjugué harmonique de O 
par rapport à A et B est une strophoïde. J . L E M A I R E . 

2332. Démontrer que la symétrique d'une tangente de 
rebroussement d'une hypoclycloïde à trois rebroussements, 
par rapport à une tangente variable de cette courbe, enve-
loppe une hypocycloïde à quatre rebroussements. 

J . L E M A I R E . 

2333. Par les sommets d'un triangle, l'orthocentre et les 
pieds des hauteurs passent une infinité de cubiques circu-
laires : démontrer que le point commun à la courbe et à son 
asymptote réelle et le foyer singulier sont deux points diamé-
tralement opposés sur le cercle des neuf points du triangle. 

J . L E M A I R E . 

2334. Toute cubique circulaire circonscrite à un triangle et 
contenant l'orthocentre et les pieds des hauteurs est anal-
lagmatique de quatre manières, les coniques déférentes étant 
des paraboles : démontrer que l'axe de ces paraboles enve-
loppe l'hypocycloïde de Steiner du triangle, et trouver le lieu 
géométrique du point où il rencontre l'asymptote réelle de la 
cubique correspondante. J. L E M A I R E . 

2335. Démontrer que si une sphère variable passe en 
quatre points fixes d'une biquadratique gauche qui sont 
situés dans un même plan, les quatre autres points communs 
à la sphère et à cette courbe sont dans un même plan de 
direction fixe. J . L E M A I R E . 
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2336. Soient a, ¡3, y, $ quatre tangentes d'une hypocycIoïde 

à trois rebroussements, P le point commun aux. deux pre-
mières, Q le point commun aux deux autres : démontrer que 
le foyer de la parabole tangente aux quatre droites est symé-
trique, par rapport au milieu de PQ, du point commun aux 
troisièmes tangentes à l'hypocycloïde issues de P et Q. 

J . L E M A I R E . 

2337. Si l'on joint le foyer d'une parabole aux six sommets 
d'un quadrilatère circonscrit, la parallèle menée par chaque 
sommet à la droite joignant au foyer le sommet opposé touche 
l'hypocycloïde à trois rebroussements inscrite au quadrila-
tère. J. L E M A I R E . 

2338. Si un quadrilatère est circonscrit à une hypocycIoïde 
à trois rebroussements, les troisièmes tangentes à cette 
courbe issues de chacun des couples de sommets opposés se 
coupent sur une même tangente qui est parallèle à l'axe de la 
parabole inscrite au quadrilatère. J . L E M A I R E . 

2339. Si cinq droites a, p, y, 8, e touchent une hypocy-
cIoïde à trois rebroussements, les axes des cinq paraboles 
tangentes respectivement à quatre de ces droites forment un 
pentagone qui a ses angles égaux à ceux du pentagone formé 
par les cinq droites. J . L E M A I R E . 

2340. Soient a, [3, y, 8 quatre tangentes à une hypocycIoïde 
à trois rebroussements (H) , une conique (G) tangente à ces 
droites et touchant 8 au même point que (H) : démontrer 
que cette conique touche la tangente menée, par le foyer F 
de la parabole tangente aux quatre droites, au cercle cir-
conscrit au triangle que forment les trois premières. 

J . L E M A I R E . 

2341. Si quatre tangentes d'une hypocycIoïde à trois 
rebroussements forment un quadrilatère inscriptible dans un 
cercle, la troisième diagonale touche la courbe en un point M : 
démontrer que le foyer F de la parabole tangente aux quatre 
droites est sur la troisième diagonale, et que cette diagonale 
et F M ont le même milieu. J . L E M A I R E . 
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2342. On considère les paraboles respectivement tangentes 

aux tangentes a, p, y, 8 et a, ¡3, y, d'une hypocycIoïde à 
trois rebroussements; démontrer que le cercle qui contient 
leurs foyers et le point de rencontre de leurs axes est égal au 
cercle circonscrit au triangle des trois tangentes a, p, y. 

J . L E M A I R E . 

2343. Démontrer que le paramètre p de la parabole tan-
gente à quatre droites a, p, y? S et le rayon r du cercle tri-
tangent à l'hypocycloïde à trois rebroussements qui touche 
les mêmes droites sont liés par la relation 

2 pr* = Ra.Rp.Ry.Rg 

aux rayons des cercles circonscrits aux triangles formés par 
les tangentes données, associées trois à trois. 

J . L E M A I R E . 

2344. Dans un triangle ARC, dont les hauteurs sont AA', 
BB', CC', le point de Lemoine est le point de Gergonne du 
triangle MNP des milieux des côtés du triangle A'B'C'. 

V . T H E B A U L T . . 

2345. i° Déterminer sur la base BG d'un triangle ABG un 
point B tel que les cercles inscrits aux triangles BAD et DAG 
soient égaux. Montrer que les cercles exinscrits dans les 
angles A sont aussi égaux; 

2° Il existe deux groupes de cercles de rayons pi et p2. 
Montrer que 

pi -+- P2 = h , 

h étant la hauteur A A ' du triangle A B G . V . T I I É B A U L T . 

2346. Trouver n nombres entiers positifs tels que la somme 
des produits i à i, 2 à 2, 3 à 3, . n à n, de tous ces nombres 
soit un carré parfait quel que soit n. Quels sont les cinq 
plus petits nombres jouissant de la propriété ? 

P . C À R I S S A N . 

2347. Former une suite K de nombres entiers tels que le 
reste de la racine carrée, à moins d'une unité, de chacun de 
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ces nombres soit un même entier donné quelconque qui 
soit aussi le reste de la racine carrée, à moins d'nne unité, 
du produit des n premiers termes de la suite K, si grand que 
soit n. Application ; k .•= 7; écrire les quatre plus petits nombres 
jouissant de la propriété. P. CARISSAN. 

2348. un et vn étant un couple quelconque de solutions 
en nombres entiers de l'équation 1 + 2 ^ = p1, ayant posé 

+ la relation sn == 3sn - i d= 2 y / 2 s x — 1 définit, 
par itération, une suite de nombres entiers, illimitée dans les 
deux sens, suivant qu'on adopte l'un ou l'autre signe devant 
le radical. Exprimer un e t vn en fonction de Ecrire les 
six premières valeurs de u, v en partant de la solution ini-
tiale (S/t-.i)o = 1. Déduire de ces formules de nouvelles expres-
sions générales des nombres triangulaires a?, y , nombres liés 
eux-mêmes par x(n 4-1) = i y 2 . 

20 La double relation d'itération sn = 5sn-1 "+" 1 

définit, dans des conditions analogues, une suite de nombres 
entiers avec (sn-i)0=i\ en déduire la solution générale de 
l 'équation 2 u2 -H 1 = 3 P2. P . CARISSAN. 

2349. On associe à une conique un cercle ayant son centre 
en l'un des foyers et passant par l'autre foyer. Faire voir 
¿àns calcul qu'il existe des hexagones inscrits au cercle et 
circonscrits à la conique, hexagones admettant comme axe 
de symétrie l'axe focal dè la conique. ' G. FONTENÉ. 

ERRATUM. 

Page 388, ligne 8, au lieu de : x4, lire : x4. 
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[A 5a] 

SUR U \ Ë P R O P R I E T E DE LA FRACTION RATIONNELLE 

DU SECOND D E G R É ; 

PAR M. J.-B. POMEY. 

L ' u n des problèmes les plus intéressants que l'on, 
puisse se proposer au sujet de la fraction rationnelle 
du second degré, c'est de retrouver sur el le , par une 
voie qui sera alors tout à fait é lémentaire, quelques-
unes des propriétés des courbes du troisième degré 
dont on demande parfois la démonstration aux fonc-
tions el l ipt iques. Parmi ces propriétés se trouve en 
première ligne celle qui relie trois points en l igne 
droite. 

Soit donc la fonction 

a .7?2 -t- b ,r + o y — • 

(IX'1 H- b'or -f- c" 

coupons la courbe par la droite 
y -= mx H- n ; 

l 'équation aux abscisses des points d' intersection est 

ma'x* H- (mb' na'— a)a?2 -+- (me -f- nb' — b)x -4- ne — c = o. 

Appelons x { , x ^ x s les racines et posons 

St = Xj -h x2 -h 

S2 = X2XT-h X3XF-T~ XF x 2 l 

s3 = Xi X% X3. 

Les relations entre les coefficients et les racines 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XVII. (Déc. 1 9 1 7 . ) $4 
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donnent 

m(b' S\ a') -4- na'— a = o, 
tn( c'— s^a') -h n b'— b — o, 

/ n i 3 o ' + n c'— c = o. 

L'é l iminat ion de m et de /i fournit la relation cher-
chée ; posons, pour abréger, 

A = be'—cb\ B = ca'—ac', G = ab'—ba ; 

e l le s 'écrit 

A (b' -h Si a' ) -}- B(c'— i j a ' ) + Cs3a'= o. 

S i À , B , G sont nuls s imultanément, la courbe se 
décompose, l 'équation aux abscisses devient 

(nix -f- n ) ( a' x2 -+- b' x + c ') == o. 

Le problème est indéterminé. Ecartons ce cas. 
Cherchons la forme que doit avoir la traction y , 

pour que, si l 'on pose 

xi= tangep,, x2= tang<p2, tang<p3, 

la relation obtenue se confonde avec la suivante : 

tang(<pi-t- cp2-h <?3) = h. 

Cel le -c i revient à 

S1 -h ks-i — v3 — il = 0 . 

L' identi f icat ion donne 

A a' _ Ba ' _ C a ' _ À 6 ' + Bc' 
1 ~~ h ~ — 1 ~~ —h 

De ces équations on déduit d'abord 

A h -+- B = o, 
A&' -f- B (c' — a') = o, 
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d'où 

h(c'— a') — b' — o. 

D'autre part, les deux identités 

A a' -h B b' -H G c' = o, 
À « + B6 -h Ce = o donnent 

a'— b'k — c ~ o, 
a — b h — c — o. 

On aura donc, tout d'abord, 

(c — a')2 = o, 
d'où , , a—c b = o, a = c et ensuite = —;— • 

Si donc y est de la forme 

axl -h bx -h c 
y = a' (a?*-+- i) 

et qu'on pose # = tang<p, les valeurs (pa, <p3 de 
correspondant à trois points en l igne droite satisfont 
la relation 

t a n g h i c p 2 - f - ç p 3 ) = U
 b

 C * 

C'est la relation fondamentale que nous nous propo 
s ions d'obtenir. 

D 'a i l leurs , on a 

/ a c , ax- + ( i -t- x ) 2 
c — a b 

H (I — X2 ) -h 2 — X. 2 2 

de sorte que, comme on a 

2X . i — x2 

= sin^o, 
I-h X2 ' ' l -h X2 
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y sera de la forme 

y=yo + yt sîn — 
en posant 

a
 —c I» » 7 tan a a = —=—? cl ou ĉ . -f- -+- c&3 — a h- /ex. O fr i 

Or, pour ramener le dénominateur à la forme indi-
quée, comme alors on doit avoir S ' = b h l — / \ a ' c ' < i o, 
il suffira de poser 

•> a'x -t- b' = yf— o' tangep, 
pour avoir 

a ' x 2 b ' x - + - c = T ( i -4- t a n g ' 2 o V 
4 a 

L e calcul de y t et a, en fonction des coefficients 
de la fraction rat ionnelle, peut s 'ef fectuer s implement, 
en recherchant la signification de ces quantités ; on voit 
que, dans ce cas, il y a un maximum et un minimum 
réels, qui sont V 0 - h y i et y 0 — y * . Or ils sont donnés 
par l 'équation 

ù' y- — -¿Ty o = o, 

où l 'on a 

— ^ a V , o — b-~—f\ac, T = bb'— -iac' — ic'a. 

Posons 

A = T2— $8' = 4(B2— AC). 

Cette valeur de A devra être positive et l 'on aura 

> o + - . r i ) T + i / Â ^ 

Jo — y i ) S' ~ Ô; 

d'où 
T / Â 

L e s valeurs de cp correspondant au maximum et au 
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minimum sont 

, A TU a 7z 
<p =' i— - > ® " = , 

2 4 T i 4 

auxquel les correspondent les valeurs x ! et x' 1 de 
savoir : 

ia' x' -h b' = y/ — o' tang + 
/ » / — ^ /<* ^ 

2 « -t- = i / — o 
,2 4 

d'où l'on tire aisément, par addit ion, 

à (x' -h x" ) -h b' — s/ — ô' ta n g a. 

Donc a est la valeur de .p qui corresj>ond à l 'abscisse 
qui est à égale distance des abscisses du maximum et 
du minimum. Or Inéquation aux abscisses du maximum 
et du minimum est, comme on sait, 

C x'1 — 2 B x -t- A — o, 
d'où 

X -i-- x — —- • (4 
On aura donc 

-h b' G 
tan g a 

et, moyennant cette valeur de a, on pourra écr i re 

. tangcp, 

T v/a . , 
y = J7 + — s i n ( 2 ' f — a ) ; 0 0 

enfin, la condition pour que trois points de la courbe 
soient en l igne droite est 

o t —i— 92 -h 03 = x 4 - A tt. 

Pour que ces transformations soient réelles, i l faut 
que l 'on ait S' o. 



( 446 ) 
Supposons maintenant qu 'on ait 8 ' > o . J e cher-

cherai , dans ce cas, à identif ier l 'équation aux abscisses 
de trois points en l igne droite avec l 'équation 

tii(4>, <!>*-+-<]>8) = h, 

en posant x = t h ^ . 
J ' aura i à identifier l 'équalion en 5 , , 5 2 , 5 3 avec l 'équa-

tion 

h — ou s t — b s ^ - h s 3 — h = o, 
I H- S2 

ce qui donnera, par un calcul semblable au précédent, 

j b' _ fl'+c a -h c 
~~ a' -f- c' b' b 

Si l'on posait b' ~ =h (a1 H- c1 ), on aurait h = qp ? 
et zi= ( a -4- c) = b ; reportant /> et // dans A, on aurait 
A — o, la courbe se décomposerait . Ecartons ce cas. 

On posera donc 

b' — o, a' -f- c = o, 
d'où 

a H- c 

On ramènera le dénominateur de la fraction y à la 
forme cherchée, en posant 

•i a x -+- b' = y/o' t li 

et il viendra pour y une expression de la forme 

y — y0 -h m sli 2'1> — n cil 9. ty. 

S i l 'on a m 2 >>/?2, on posera 

, , n 

tli a = — , m 
et il viendra 

( i ) y =y0-+- y / m 2 — n 2 s h (?.<]> — ot'). 
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S i l 'on a m 2 < n 2 , on posera 

. „ m th a" = —, n 
et il viendra 

(2) y = y0—\/n2—m2ch(2^ — a"). 

L a formule précédemment obtenue 

T V^ . , y = ¿7 -^-sin(2cp — a) 

se transformera, si l 'on pose 

9 = -T> a 

en la suivante : 
Y j ^ 

K = 37 ± — a'); 

c'est la formule ( 1 ) , et l 'on a 

9. a' B h- b' G == tli a'. 
C y/57 

La formule ( 2 ) sera donc 

T v /Â w , y= j7 =F -g7"di(2^ — x ; 

avec 
G \/V th a" = 

la'B-h b'C 

U n cas l imite serait celui où l 'on aurait m ~ n , ou 
a ' = a " , c'est-à-dire 

L ' ident i té 

C28'— ( î a ' B + = — 4a , 2 (B 2 — AC) = —4a ' 2 A 
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montre qu'on aurait A = o; la courbe alors se décom-
poserait. 

Bien que nous ne voulions pas insister sur les nom-
breuses conséquences géométriques de la condition 

<pl - f - Cp2 -f- O3 = « + k 7t, 

pour trois points en ligne droite, ou de la condition 
analogue en nous ajouterons, à titre 
d'exemple, une simple remarque, relative aux points 
d'inflexion : suivant que 8' est négatif ou positif , j ' a i 
exprimé y en fonction des arguments cp ou à . Gomme 
la tangente trigonométrique a pour période 7i, les cp 
des trois [»oints d' inflexion, dans le cas, de la courbe 
en sont »7 

/ a 
* ~ 3 ' 

Ils sont réels et les points d'inflexion aussi ; dans le 
cas de la courbe en comme la tangente hyperbolique 
a pour période 7r/, une seule de ces valeurs serait réelle ; 
donc la condition de réalité des trois points d'inflexion 
est o ' < o. D'autre part, la relation 

(p' -+- c/ -h d" = a -H 7T 

montre que, lorsque les trois points sont réels, ils sont 
en ligne droite. Analytiquement, d'ail leurs, i l en serait 
de même si l'on considérait les points imaginaires de 
la courbe. 
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[0*2a] 

DÉVELOPPANTES ET DÉVELOPPÉES ÀBÉOLAIRES ; 

PAR M. CH. MICHEL. 

1 . Soient dans un pian orienté un point fixe O et 
une courbe C décrite par un point variable M. A étant 
un point chois i sur la courbe C , on sait définir en 
grandeur et en signe l 'aire S comprise entre le rayon 
initial O A , le rayon final O M et l 'arc A M de la 
courbe (.1. S u r la tangente en M à la courbe C il existe 
un point P et un seul tel que l 'aire triangulaire com-
prise entre le rayon initial O P , le rayon final O M et le 
segment rect i l igne PM soit égale, en grandeur et en 
signe, à S . Quand M varie sur la courbe C, le point P 
décrit dans le plan une courbe F que nous désignerons 
sou s le nom de développait Le aréolaire de la courbe C, 
par rapport au point O. 

Cette développante aréolaire dépend du choix du 
point A . S i l'on remplace À par un autre point f ixe A ' 
de la courbe C, le point variable P est remplacé par un 
point P1 tel que l 'aire comprise entre le rayon in i -
tial O P ' , le rayon final O P et le segment rect i l igne P ' P 
soit constante et égale à l 'aire comprise entre le rayon 
initial O A 1 , le rayon final OA et l 'arc A ' A de la 
courbe C. La courbe C a ainsi une infinité de dévelop-
pantes aréolaires par rapport au point O, dépendant 
d 'un paramètre arbitraire. 

2 . Rapportons le plan à deux axes O x et Oy. 
Soient x et y les coordonnées du point M , X et Y 
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celles du point P. On a les relations 

(>) 
.11 O O l 

(a ) Ç x dy — y dx = X Y I 

x y i 

qui permettent de calculer les coordonnées de P quand 
on connaît celles de M. 

Diiï 'érentions la seconde de ces relations. I l vient 

x dy — y dx? = X dy — Y dx -h y dX — x dY, 

c'est-à-dire, en tenant compte de la première , 

y dX — x dY = o. 

On a ainsi le théorème suivant : 

La tan genie en P à la courbe F est parallèle ci la 
droite OJYI . 

La courbe F passe évidemment par le point A . 
Montrons que ce point est de rebrousseraient. sur la 
courbe F. E n élïèt, di f férentions la relation ( i ) . 11 vient 

(Y —y)dïx ~{X — x) di y -h dY dx — dX dy = o. 

Quand M et P sont en A , X = \ = y , et la relation 
p ré c é d e 111 e devient 

d Y dx — dX dy — o. 

Mais on a, d'nutre part, 

x d\ — y dX = o. 

O n a ainsi deux équations linéaires et homogènes 
en rfX et dY ; le déterminant des coeff ic ients de dY et 
de d X est égal à xdy—ydx et il n'est nul que dans 
le cas except ionnel , que nous écarterons, où la tangente 



( 4 5 . ) 

en A à la courbe G passe par le point O. Il en résulte 
que dX. et dY sont simultanément nuls au point A ; 
le point A est donc bien de rebroussement sur la 
courbe C. 

On a eu général 

y dX — x dY = o; 

d'où l'on tire, en dilFérentiant, 

dy dX — dx dX - h y d*X — x d2 Y = o. 

Quand M et P sont en A , d \ et d Y étant nuls, cette 
relation devient 

y d-i\ — x d2 Y — o. 

Elle exprime que la tangente de rebroussement en A 
est la droite OA. 

3 . Soient le point O et une courbe G décrite par le 
variable M. Au point M faisons correspondre un point P 
situé sur la tangente en M à la courbe G. Nous allons 
montrer que, si la tangente en P à la courbe T décrite 
par ce point est constamment parallèle à la 
droite OM, la courbe V est une développante aréo-
Iciire de la, courbe G par rapport ci O. 

E n effet, en reprenant les notations précédentes, 
on a 

(Y —y) dx = ( X — x) dy, 

c'est-à-dire 
x dy — y dx = Xdy — Y dx, 

puis 

o = y dX — x dY. 

E n ajoutant membre à membre, on obtient 
x dy — y dx = X dy — Y dx -+- y dX — x d Y, 



j*x dy — y dx = yX — xY — X Y 

x y 
ce qui démontre le théorème. 

i . Soient le point 0 et une courbe F décrite par un 
point variable P . Proposons-nous de déterminer une 
courbe C décrite par un point variable M , telle que la 
courbe F en soit une développante aréolaire par rapport 
au point O. iNous dirons qu'une telle courbe C est une 
développée aréolaire de la courbe 1 par rapport au 
point () . iNous allons montrer qu'une courbe F admet 
une infinité de développées aréolaires par rapport au 
point () , dépendant d'un paramètre arbitraire. 

Pour déterminer une courbe G, calculons l 'abscisse x 
du point M en fonction des coordonnées du point P. 
Pour cela, él iminons y entre les relations ( i ) et ( 2 ) . 
De la relation ( 2 ) on déduit , comme nous l 'avons vu, 
la relation 

E n la dil lerentiant par rapport à X , on obtient 

dy _ dx dY <P_Y 
dX " dXdX 

Portons les valeurs obtenues de y et de dy dans la 
relation ( 1 ) . Il vient ainsi 

dx 
dX 

/v d Y \ /v Jdx dY d*Y\ 
\ * - * dX) = (X - ( d X dX - * dX* ) ' 

c'est-à-dire 
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On obtient ainsi une équation différentielle de 

Bernoull i , qui définit x comme fonction de la variable 

indépendante X . Cette équation est linéaire en et 

son intégrale générale est définie par une relation de 

la forme 

± = < P ( X ) H - X < K X ) , 

f ( X ) et * i (X) étant deux fonctions déterminées, X étant 
un paramètre arbitraire. A chaque valeur de X il cor-
respond une développée aréolaire C de la courbe F par 
rapport à O. 

Les points M des courbes G qui correspondent au 
même point P de la courbe F sont sur la parallèle 
menée par O à la tangente en P à la courbe F. Consi-
dérons trois développées aréolaires G, , C 2 , C:} corres-
pondant aux trois valeurs X2, X;5 du paramètre X. 
Soient sur ces trois courbes les points M<, M 2 , M 3 , en 
ligne droite avec le point O, qui correspondent au 
même point P de la courbe F. Considérons le rapport 
anharinonique ( O M < M 2 M a ) des quatre points O, M<, 
M 2 , M 3 . S i J/o, x ; i sont les abscisses des points M , , 
M 2 , M,. 011 a 

(O Mi M 2 M 3 ) = (oX\ X2X3) = (co)M X2X3) = const. 

Ainsi, quel que soit le point P de la courbe F, 
le rapport anharinonique formé par le point O et 
les points de trois développées aréolaires de la 
courbe F qui correspondent au point P est constant. 

D'après ce théorème, si l'on connaîtdeux développées 
aréolaires de la courbe T, toutes les autres peuvent être 
déterminées sans quadratures, par une construction 
géométrique simple. 

o. Deux développantes aréolaires T et T' d'une même 
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courbe G par rapport au point O sont telles que les 
tangentes en deux points correspondants P e t P ' soient 
parallèles et que l 'aire a lgébrique du triangle O P ' P 
soit constante. 

Soient le point O et une courbe T décrite par le 
point variable P . Proposons-nous de determiner une 
courbe Y1 décrite par le point variable P' de façon que 
la tangente en P ' à P soit parallèle à la tangente en P 
à r et que l 'aire a lgébrique du triangle O P ' P soit 
constante. 

S i X et \ sont les coordonnées de P , X ' et V les 
coordonnées de P \ l 'origine des coordonnées étant le 
point O , on doit avoir 

dY _ r/Y 
dX' ~ dX ' 

X' Y — Y'X = k = const. 

El iminons Y' entre ces deux relations. Dérivons la 
seconde par rapport à X . Il vient 

Y ^ + Y ^ - X ^ - Y - o . dX dX dX 

Portons dans cette nouvelle relation les valeurs de Y ' 
et de d\' tirées des deux premières. On obtient ainsi 

dXJ dX \ d \ X J X 

On a une équation di f férentiel le l inéaire, définissant 
en fonction de la variable indépendante X . Cette 

équation a une intégrale générale de la forme 

X' = / ( X ) + - t u ^ ( X ) , 

/ ( . X ) et ¿> ( X ) étant des fonctions déterminées, ¡JI étant 
un paramètre arbitraire. A chaque valeur de JJL il cor-
respond une c o u r b e r \ 
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Nous allons établir le théorème suivant : 

La droite PP' qui joint les points correspondants 
des courbes T et r' touche son enveloppe en un point 
situé sur la parallèle menée par O aux tangentes 
en P et P' aux courbes r ^ T'. 

S i ? et 7) désignent les coordonnées d'un poinl cou-
rant sur la droite P P ' , l 'équation de cette droite est 

'n( X' — X) — £ (Y'— Y) = X ' Y - Y ' X , 

c'est-à-dire 

Le point de contact de cette droite avec son enveloppe 
est situé sur la droite qui a pour équation 

rt(d\'— dX) — l{dV— dY) = o, 

c 'est-à-dire 
jQ _ dY'— dY 
5 ~~ dX' — dX' 

Mais on a 
dX' __ dY __ dY' — dY 
dX' ~ dX~~ dX —dX' 

La droite considérée est donc la paral lèle menée par O 
à la direction commune des tangentes en P et P ' aux 
courbes T et ce qui démontre le théorème. 

I l en résulte que l 'enveloppe de la droite P P ' est 
une développée aréo la ire G commune aux deux courbes F 
et r' . On voit ainsi que les diverses courbes F' définies 
à partir de la courbe Y correspondent aux diverses 
développées aréolaires C de la courbe F. 



( 456 ) 

[ A l b ] 

I D E N T I T É S A D É M O N T R E R ; 

PAU M. G. FOiNTENK. 

I. — Cas général . 

1 . I D E N T I T É COMMINATOIRE. — On a l'identité 

(i) GJ,.G*G^ . . . G};, • G*_j j . . , -+ - . . . 
-h ( i )h G^ . G^ . . . - + - . . . = O, 

avec 

\ q r ni, 
| a -4- 3 - + - . . . J: //?. — î , 

les valeurs de h étant limitées par les conditions 

h\p — a, q — P, ..., 
// _ /// ; 

nous reviendrons sur le eus où Fon doit al ler j u s -
qu'à h = m ; ce cas écarté, si a est le plus grand des 
nombres a, p, . . o n aura h^p — a. 

TRANSFORMATION DE CETTE I D E N T I T É . — S i l ' o n 

remplace G", C*_n . . . par -C{;-a , G ^ f " 1 , . . . , et si l 'on 
opère de même pour G^, . . . , en posant 

p — a = a, q — ¡3 = b< . . 

on obtient 

(3 ) CJ,..C«C* . . . - c ; n .C*z\ C*=l ... - h . . . 
-H i)*C* .CJrjCjijl = o, 
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avec 

rj ( a + [ J + . . . ni — 1, 

les valeurs de h étant limitées par les conditions 

h i b, 
h m ; 

nous reviendrons sur le cas où l 'on doit al ler jus -
qu'à h = m ; ce cas écarté, on aura par exemple li 'S.a. 

3 . I D E N T I T É ALGÉBRIQUE . — Reprenons l ' identité ( I ) . 

E n examinant le cas où l'on a 

/// - ¡> - z, y — fJ, . . . . 

de sorte que les inégalités en h se réduisent à h^mf 

on est mis sur la voie d'une identité a lgébr ique, pour 
laquelle nous remplaçons p par q par y, . . . , les 
quantités x, y, . . . étant des variables qui peuvent 
prendre des valeurs quelconques . 

Si l on pose, x étant quelconque et a étant un 
entier positif ou nul, 

V '[ — x\ ;r — i ; . . . ! x y. ---- i ) , 

le nombre des facteurs étan t a, on a /'identité 

(5 ) <::*,.PSP?.. - ( ^ . p ^ i>£ , + 

avec 

(6) a h- 3 -h. . .S' m — i ; 

on a par convention 
po = i . 

Ann. de Mathemat4* ¿érie, t. XVII. (Déc. 1917.) 35 
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4 . SOLUTIONS REMARQUABLES D 'UNE CERTAINE ÉQUA-

TION. — Reprenons l ' identité ( 3 ) , avec ra<a, . . . , 
d 'où h ^ m . L e dernier terme du premier membre est 

( ,\m Cm Ca-»>C'>-m \ 1 ) Kim ' ^p-m ^ q - m • • • i 

on peut alors supprimer au premier membre le facteur 
que l 'on vient d 'écr i re , ce qui écarte les valeurs p = m, 
m -f- i , . . a — i , q = m , m + i , . . . , b — i , . . e t il 
reste 

p2a, • "i 
— î. 

On est mis ainsi sur la voie du résultat suivant, pour 
lequel je remplace p par .T, . . «, a par a, . . . . 

V équation 

ou encore Véquation 

< 8 ) c y „ P Ï ' P - . . . - c «#l(PA p ^ i 1 ) ( P i p ^ A 1 ) • • • 

- C& ( Pi ) ( Pi P?LV + 
~h(— i y» c;:; p™ P'jl... = o, 

admet les solutions 

(9) x—lt ^ a, J— i- = 

a, p, . . . étant des entiers positifs ou nuls qui véri-
fient la condition 

{1 o ) a - h 43 -4-. . . 1 m — 1 ; 

les couples d ' inconnues u) , ( y , t>), . . . étant en 
nombre /¿, ces solutions sont en nombre 

m ( m -H 1 ). . . ( m -h n — 1 ) 
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5 . A U T R E FORME DE L ' É Q U A T I O N . — Pour obtenir une 
équation symétr ique par rapport aux deux systèmes 
d ' inconnues . . . e t m, c, considérons le terme 
générai 

(— oA C2, ( p.?«-,?)... 

et faisons un changement de variables portant sur 
M, . . . ou sur x, y , . . . ; nous adopterons de p r é f é -
rence cette seconde façon de faire. A cause de 

on a 
K-H = M ) = ( - 1 )««• M>£, 

en posant 
x — ni H- i = — X, 

+ ( - ni ; 

le terme générai ci-dessus devient 

l'équation (8) se transforme en celle-ci (mec ••• 
au l ieu de X , Y , . . . ) 

( i i ) G?;| P»' Pjf.1... -4- C}„ ( P,} P??" 1)- . . -+- . . . 
+ (->n ( PÎ P Î ) . . .-f-. . .-h C% V/f Vf>> . . . = O, 

cette équation admet les solutions 

(ri) x + ii — (ni — i) — a, y -+- v — (m — i) — 

a, ¡3, . . . e ian£ des entiers positifs ou nuls qui véri-
fient les conditions 

( I 3 ) » 3 - H . . S N \ — \ . 

II. — Cas particulier. 

6. I D E N T I T É COMBINATOIRE. — S i , pour l ' identité ( I ) , 
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on considère un seul nombre on a 

M c j , c « - c;„ c* + « y* c j , c * . , + o, 

avec 

f ] P~> 1)1 ^ ~ , n 1 5 

les valeurs de h étant l imitées par les conditions 
p — a, h £ m. IN ous supposerons ici p — a ^ m, 

d'où l i < p — a ; le dernier terme est alors 

( _ I )/'•"« CP-sOp';. 

7 . T l l \NSF01l MÀTION DE CETTE IDENTITÉ. — E n p o -

sant — a = a , on a 

[3] G», _ c ( ; - ) / ' c;< -4-. . . - », 

avec 

[4 1 ut S />? -f ^ — i, 

les valeurs de A étant limitées par les conditions 
h S a , /i ^ /?i. .Nous s apposerons ici a S m, d'où /i < a ; 
l e dernier terme est alors ( — P e u t 

dire, a entier : 

U équation 

ri r — ! ) . . . ( ' r - - (( -4- i ) 
I H <:;', </ ( <7 — I ) . . . I 

_ _ c , ( > — ! ) . . . ( > - — ¿7 — I ) 

h- ( - o«-» c ^ 1 ' " ' (— O" 

gritt rfw degré a, admet comme racines les a 
nombres entiers 
[ 4'] j? = m, /« -h i, . . . , /w -i- ( « — i). 
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8. I D E N T I T É ALGÉBRIQUE. — L ' identité [ I ] , quand on 
suppose m<p — a, d'où h<m, conduit à l ' identité 
a lgébrique suivante : 

i 5] C?„ P J - Ci, P* t + . •. 4- ( - . )«» C - !>*_„, ^ <> 

avec 

{6J a i. m ~ i. 

9 . R É S O L U T I O N D 'UNE ÉQUATION ' REMARQUABLE. — 

L' identité [3], avec n i < c i , d'où / ¿ ^ m , conduit à ce 
résultat : 

L'équation 
}>m |>//r i 

17 J e x , - <)}„ ^ 4 - . . . -i- ( - 1 ) - c ; ; ; - o , 

ou encore Véquation 
[8] \>r:l) 

•i- C l ( ^ I ) - » - . . . + ( - . y c; ; ; - o , 

qui est du degré m en x, du degré m en a, est 
résolue par les formules 

[ 9 J X — IL ~ O, I F . . . , A, . . . . / > ? — 1 ; 

le premier membre de cette équation est identique 
au produit 

¡ 1 0 ] ( x — u ) ( x — a — 1 ) . . . | x — a — ( m — 1 ) j ; 

cette identité a été rencontrée par M. Ono dans la 
démonstration d'une identité que j'avais obtenue indi-
rectement (Nouvelles Annales, 1910, p. 5^8). 

1 0 . A U T R E FORME DE L 'ÉQUATION . — S i l ' o n r e m -

place x — m 4 - 1 par — X , on a ceci : 
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& équation 

[ F I ] C G , P S » - + - G ' , " F P J P - C ; Î Ï P ; » = O, 

qui est du degré m en x, du degré m en u, est 
résolue par les formules 

[ 1 2 ] x — u ~ (m — 1 ) , m -- ?., . . O ; 

le premier membre de cette équation est identique 
au produit 

[13 ] (x -4- // ) ( x -h u — 1 ) . .. [ x -f- u — ( m — 1 ) ] . 

S i Ton l'ait par exemple m = 4< les équations [S] 
et [ 1 1] donnent l ieu aux identités 

(x( x — 1 ) ( x — > ) ( x — 3 ) 

— 4 il (x — I ) {.r — 2) (x — 3) -h G M ( // — 1 ) ( x — 2 ) (x — 3) 

— 4 11 ut — i)(u - •>) (x — 3j -h u ( t( — i)(u — 2 ) (u — 3) 

r.;= (X — u) ( x U — I ) ( X — // 2 ) • x — u - - 3 ) 

et 

(' .r — 1 ) (x — > ) ( x - - 3 ) 

-+- 4 (t l >r • - I ) ( -r — ) - i> H (u — I ) ( 1 ) 

4 11 ( l ( — l l ( / i - ' , 2 ) . r + u ( u I ) ( U 2 ) ( U — 3 I 

(x -f- Il ) ( X -J-- tf — l)(x -i" Il — 'J. ) ( x -H II -- 3 ). 

celle-ci étant symétrique par rapport aux deux va-
riables x et M ;-on passe de la première identité à la 
seconde en posant 

.r -h X = 3, 
d'où 

x — 3 = — X, 
= __ ( \ —1), x — \ = — (X — 2), x — — (X — 3). 
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[I19a] 

REMARQUES SUR UN ARTICLE RE M. MATHIEU W E I L L ; 

PAR M. E. GÀHËN. 

Dans cet article, Sur quelques équations quadra-
tiques ( 1 9 1 6 , p. 3 5 1 ), les formules obtenues ne don-
nent pas toutes les solutions. Prenons, par exemple , 
l 'équation 

jri-h ?*= r>z\ 

M. W e i l l trouve 

or = u - — v- -h 4 uv, 

y = •>, i/r — '). ( it- — r - ), 

z — U - -f-

Or il y a d'autres solutions. Voic i comment on peut 
les obtenir toutes. 

Ecr ivons l 'équation sous la forme 

© M î ) ' - -
E n posant 

on trouve 

:r 1- — 4 A — i y __ — a ) — a1 -f- > # 

( i ) montre que si y, z sont entiers, )» est rationnel. 
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O n peut donc poser 

u 
V 

u et v étant des entiers premiers entre eux , et l 'on a 
alors 

x y z 
U1 4 UV — V* 2 u ' -4- •>. UV -f- 2 V'2 U1 -h f 2 

d'où 
lt~ -4— 4 HV — v-

— 2 u- •> UV - f - •>. V-

1(1 .4_ V i 

où D désigne le plus grand commun diviseur de 

u'1 -4- 4 uv — -, — a a'1 -4- à uv -h '2 v u - -4- r2 

et \v un entier que lconque qui sera le plus grand com-
muu diviseur de x , S i l 'on se borne aux solutions 
primitives, c 'est-à-dire dans lesquelles x, y, z sont 
premiers dans leur ensemble, il faut faire cv = d= i . 

Reste à voir ce qu'on peut dire de D . M . W e i l l sup-
pose en somme que D est toujours égal à i . Mais cela 
n'est pas et c'est pour cela qu ' i l ne trouve pas toutes 
les solutions. 

I) doit diviser les deux expressions 

II2 -4- \ uv — V1 — '>.(-- '2 u - - h 2 UV -r- •>. v2 ) - h 5 ( U~ - H V'1 ), 

— ( a1 -4- 4 uv — v-) -+- •).(— 2 u2 -4- i uv -f 2 v-)-+-:>( u1 -h v-). 

O r ces deux expressions se réduisent à i o a 2 et i o r 2 . 
Mais a et v sont premiers entre eux . Donc D doit 
d iv iser 10 , donc D = i , 2, 5 ou 10 . 

Res te à savoir dans quel cas D = 1 o, dans quel 
cas D = 2, etc. 
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Une discussion faci le montrera que 

D = i si a et v sont de parités différentes et — -¿pfmodS), 
D = s i « E T P sont impairs et ujé— 2P(ÎKIOI! 5), 
D— > si ii et v sont de parités différentes et u = — '¿c (mod 5), 
D = i o si u et p sont impairs et u==— > v (mod 5). 

E n faisant u = — 2, = i , = — î , par exemple , 
c'est le troisième cas, et l 'on trouve 

solution qui n'est pas donnée par les formules de 
M . W e i l l . 

La méthode peut se généraliser et s upplique à toute 
équation homogène algébrique unicursale 

/ ( - ' - R - o , „ 

lorsque ^ et ~ s 'expriment par des fonctions ration-
nelles à coefficients rationnels d'un paramètre, lequel 
s 'expr ime lui-même par une fonction rationnelle à 
coefficients rationnels de x, y , z. On peut même sup-
poser qu' i l y a plus de trois variables ou plus d'une 
équation. 

M. W e i l l dit qu ' i l n 'existe aucune méthode pour 
trouver une solution de l 'équation ax2 -j- by2~ z2. O r 
cette question se trouve déjà résolue dans Lagrange 
(Mémoires de VAcadémie de Berlin, 1767). Voir 
aussi , pour l 'équation plus générale ax2-\- by2^-cz2= o, 
GÀUSS (Disquisitiones^ n° 2 9 4 ) , où se trouve traité un 
exemple numérique . 
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ANCIENNES QUESTIONS NON RÉSOLUES 

1915 (1901, 335). — Etudier les polynomes à deux va-
riables 

()">4 7 \xn) ( i — x- — Y- )'" 4 n 1 
2 m .-in — O.V" 0y,, 

On pourra en particulier étudier la position de la courbe 

P2///.2/I = O 
par rapport au cercle 

Par exemple le polynôme P2,o est 

d\ x{ i — x2 — y- )] 
dx — I — 3.r3 — y-

et la courbe P2,0 = 0 est tout entière dans le cercle. Ce fait 
est général. APPELL. 

1937 (1902, 479)- — Etant donné un parallélogramme arti-
culé ABCD, on fixe sur les côtés AB, BG, CD, en des points m, 
n, /?, des tiges Mm, N/i, P/>, perpendiculaires respectivement 
à ces cotés, et déterminées par les relations 

p P _ C/* M m _ V>n 
C/> S n ' 1>/>? \ u 

On a d'ailleurs 
Um — Cp. 

Démontrer que le triangle MNP reste semblable à lui-même 
dans toutes les déformations du parallélogramme, qui peut 
ainsi servir de pantographe. J. RÉVEILLE. 

1944 (1902, 480). — La recherche d'une courbe telle que le 
lieu du centre d'une conque qui a avec cette courbe un 
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contact du quatrième ordre soit une parabole donnée se 
ramène à la résolution de l'équation de Riccati 

dy 

X . STOLFF. 

1956 (1903, 47)- — On donne dans l'espace quatre droites 
concourantes Alt A2, A3, A4, et quatre génératrices D t , D2, D3> 

D4 d'un même système d'une quadrique Q. Trouver le lieu 
d'un point M tel que les quatre plans MDj, MD2, MD3, MD4 

rencontrent A^ A2, A3, A4 respectivement en quatre points 
situés dans un même plan P, et l'enveloppe de ce plan. 

R . GILBKKT. 

1957 (1903, 47)- — Une parabole esl bilangenle à une 
conique donnée S en un point fixe et en un autre point. Le 
lieu du foyer est une podaire de parabole. 

Cas particuliers : La conique donnée S est une hyperbole 
équilatère; i" la éonique S se décompose en un couple de 
points . R. GILBERT. 

1988 (1904, 48). — On donne une quadrique et trois 
droites a, y. Si D est un point de la quadrique, le trièdre 
de sommet D dont les plans des faces passent par a, [J, y ap-
partient à un tétraèdre DABC inscrit à la quadrique. De 
quelle classe est l'enveloppe du plan ABG? 

Application au problème : 
Inscrire à une quadrique un tétraèdre dont les plans des 

faces passent par quatre droites données. 
G. PoNTENlî. 

2003 (1S04, 5'A8). — On sait que les permutations différentes 
de m lettres dans lesquelles il y en a p égales à a, q à ùy 

r à c. . . . , t k l, sont au nombre de 

S'il s'agit de combinaisons n à n de m lettres distinctes> 

leur nombre est donné par la formule 

m (m — i) ... (m -+- n -h ] ) 
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Que devient ce nombre lorsqu'on a aussi p lettres égales 

à 7 à 6 , . . . , t à / ? A U D I B E R T . 

• 2010 (1905, 96). — Si les trièdres abc, aj^Cj, a2b2c2 ont 
un centre 0 d'homologie, les neuf points de rencontre des 
droites du Tableau 

1 b c 
( C e n t r o O ) "1 b, 

avec leurs associées mineures sont en ligne droite. [L'associée 
de a est la droite (b{c2, ¿>2<V)|. P. S O N D Â T . 

2038 (1906. i43). — On mène les hauteurs AD, BE, GF du 
triangle ABC. Soit Dt Kj F t l'axe d'homologie des triangles ABC 
et DEF. Par E1? Fj, D^ on mène les parallèles à AB, BC, CD 
qui coupent BC, CA, AB aux points I, II, K en ligne droite, 
et les parallèles à BC, CA, AB qui coupent AB, BC, CA aux 
points K,. It, II|, aussi en ligne droite. Soient Q et Qî les 
coniques circonscrites à ABC et tangentes, la première à AI. 
BII, CK, et la seconde à AI,, B H,, CK,. 

I. Si par 1111 point O de Q on mène les perpendiculaires 
à BC, CA, AB, elles coupent CA, AB, BC en p., v, X et l'on a 
la droite A(X;;.v). Ces mêmes perpendiculaires menées par un 
point Oi de Qt coupent AB, BC, G A aux points vA, [¿1 et 
l'on â la droite A(Xt ;JL! vt ). 

II. Les coniques Q, Qi et le cercle ABC ont un quatrième 
point commun io auquel correspondent deux droites A, Aj et 
la droite A.2 de Simson. 

III. Si ABC est un triangle équilatéral, les coniques Q, Qi 
se superposent au cercle ABC, et à tout point O de ce cercle 
correspondent trois droites A, Ai, A2. P. S O N D Â T . 

2039 (1908, 144). — Démontrer la relation 

( l ) y > 1 y • ' ' < ? ) , y Î = 0 

ia première somme s'étendant à toutes les racines, supposées 
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distinctes, de l'équation algébrique 

la deuxième somme s'étendant à toutes les racines, supposées 
distinctes, de l'équation 

/ ' ( * • ) = <>, 

et la troisième somme s'étendant à toutes les racines, supposées 
distinctes, de l'équation 

f"(x) = o. 

Etendre la relation (i), en faisant intervenir les dérivées 
quatrième, cinquième, etc., du polynome f ( x ) . 

N ICOLAS K R Y L O F F . 

2045 (1903, 43>.,). — Soient (A. A'), (B, B'), (G, G') trois 
couples de semi-droites d'un môme plan, les semi-droites 
d'un même couple étant parallèles et de même sens. Les cycles 
inscrits dans les quatre triangles (A, B, G), (A, B', G'), 
(A', B, G'), (A', B', G) sont tangents à un même cercle. 11 en 
est de même des cycles inscrits dans les triangles (A', B, G), 
(A, B', G). (A. B, G';, A', B', f / ». 

Le théorème est encore vrai si les semi-droites d'un même 
couple sont parallèles et de sens contraire. On obtient comme 
cas particulier de cette dernière proposition le théorème de 
Feuerbach et le théorème suivant : 

Soient ABC un triangle, A', B', G' les milieux de ses 
côtés. Les cercles inscrits dans les quatre triangles A'B'C, 
AB'C, A'BC', A'B'C sont tangents à un même cercle. 

La première proposition donne des théorèmes où intervien-
nent des cercles exinset its, H. B R I C A R D . 

2057 (1906, 575). — Si, dans le triangle arithmétique, on 
multiplie les nombres figurés successifs d'ordre p à partir du 
premier, par les coefficients successifs du développement 
de (¿r-f-a)" à partir de et si Ton ajoute les n — q-\-i pro-
duits affectés alternativement du signe -b et du signe —, la 
somme obtenue est nulle pour q é p \ e t pour q ~ p 1 , 



( 47° ) 
+ /i, ce qui suppose n > / ? , on obtient les coeffi-

cients du développement de ( x - h 
G . FOJNTENK. 

2064 (1907, g5) ( 1 ) . — Un point G se meut sur un cercle de 
rayon égal à l'unité. Un autre point, situé originairement au 
centre O du cercle, se meut avec la même vitesse que le 
point G sur une courbe dont la tangente passe constamment 
par ce point. 

Démontrer que le rayon de courbure en un point quel-
conque M de cette courbe est égal au segment intercepté par 
le rayon OG sur la normale en M. 

2065 (1907, q5). — On considère le rayon de courbure p de 
la courbe dont il s'agit dans la question précédente comme 
fonction de la distance p de l'origine à la tangente à cette 
courbe. Former l'équation différentielle qui relie p à p. 

D r W . K A P T E Y N . 

2006 (1908, 336). — On considère une épi-(bypo) cycloïde 
ayant H pour rayon du cercle fixe O (de base) et R' pour 

ravon du cercle mobile G, et telle que R ' = —- > m étant un 
J 1 m 

nombre entier. L'aire de la podaire de la courbe par rapport 
à un point quelconque de la circonférence d'un cercle con-
centrique au cercle O et de rayon p est constante et a pour 
expression ir( R it: •> R ' ) 

= — X w — ' 'À K } ^ ? l' 

le signe -+- s'appliquant à une épicycloïde et le signe — à une 
hypocycloïde. E.-N. B A I U S I E N . 

2114(1908, 576). — Dans un tétraèdre orthocentrique SABC, 
on désigne par a\ b, c, a\ / / , c' les cosinus des dièdres sui-
vant* BG, GA, AB, SA, SB, SG; on connaît la relation 

an' r-r Ci/^ <•<•' --- M ; 

(') Énoncé reproduit pour rendre compréhensible la ques-
tion 2065, non résolue. Pour la solution de la question 2064, 
voir 1907, p. 173 et 474. 
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démontrer la formule 

i _ i Î I 
M2-+- a' b' c' ~ a (a'-±- b' c' ) b'(b' -b c'a' ) ^ cf{c'-h a b' )' 

Si l'on donne a, 6, c, on a une équation du troisième degré 
en M, ayant ses racines réelles; le problème est possible sous 
la condition abc > o, et il a alors trois solutions (on peut 
avoir b = o, c = o; il y a alors indétermination). 

G . F O N T E X É . 

2116 (1909, 56). — Soient Ai, A2, . . . des points fixes dans 
l'espace, et OAJ, OA2, . . . un système de demi-droites qu'on 
déplace de toutes les manières possibles autour du point O 
sans le déformer. Aux points Aj, A2, on applique des 
vecteurs V15 V2, . . . de grandeurs déterminées, parallèle-
ment aux demi-droites OA,, OA2, . . . . Déterminer l'ordre du 
complexe formé par les axes centraux des systèmes de vecteurs 
ainsi obtenus (1 ). 

Si l'on impose la condition que les vecteurs aient une résul-
tante, le complexe est remplacé parla congruence des droites 
qui portent les résultantes; déterminer l'ordre et la classe de 
cette congruence. 

Même question, si l'on impose la condition que le système 
des vecteurs ait un moment donné par rapport à un axe 
parallèle à la résultante générale. G . F O N T E N É . 

2141 (1909, 5*27). — Soit l'équation aux dérivées par-
tielles 

{axy -h bz ) - h ( f x -+- g y ) 1 
— = — (px -t- a y = z H-

( bpq -4- a (v ) 4 - ( zp j <j ) m 

la transformation de Legendre donne une équation du même 
type; les analogues des coefficients a, 6 , / , g, m étaient b, a, 

f — 
m ' 

(') M. d'Ocagne a montré que dans le plan, la résultante des 
vecteurs V passe par un point fixe. Il en est de même dans l'espace 
pour des vecteurs parallèles. 
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Les équations des caractéristiques sont 

s . , n -h j'y. H-- = ( .r t.) ( y — P; : / , 
m ^ mu a 

a a 
x — OL -i } y — " ^ 1 

n\b -+- a ' ' mu -4- a , = ? ( = ' ) ? 

ce sont des paraboles ayant leurs axes parallèles à Oz. 
Les développables caractéristiques ont de même pour 

équations tangentielles, en mettant m pour , 

, , . bz'V -4- o-a'-h /'?/ 
— = (n - V) (r/ - ' , ' > /y? /y/ a -r- /i 

» _ V h a f „ ^ a A" 
///' - A ' /y/Vf -7-

-, rrr ^ ( = - / ' ) ; 

ce sont des cylindres paraboliques. 

En supposant a et b non nuls, chaque caractéris-

tique ^a, ¡3, ^ correspond à une développable ^a', p', ; 
chaque élément ponctuel (a, ¡3, y, 8. t') correspond à un élément 
tangentiel (a', 3', y', 0', t') d'après les relations 

7' _ ô' a' __ rfi' _ /' 8 V 

o Y 'j 7. ' Y 

Si a est nul, l'équation aux dérivées partielles donnée par 
la transformation de Legendre est linéaire ; les cylindres para-
boliques dépendent seulement de deux paramètres, leurs équa-
tions tangentielles étant 

} ( x 
^ b ^ b />(/ — jn n» 

— = —v = (=t ), 
Y 0 A • 

et la correspondance entre les paraboles et les cylindres se 
traduit par les deux relations 

Y / 
~ = — » tn ( aY -r- po ) -4- A = o. 
0 Y 

G . F O N T E N É . 
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