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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2217.

(1914, p. 96 1

Soit PP' un diamétre variable d’une ellipse de foyers F
el ', PF et PF' rencontrent U’ellipse en M et M'; MF' et M'F
se rencontrent en ); PQ rencontre FF' en K et MM’ en L.
Montrer que : )

1° La tangente en P' et MM se rencontrent en R sur FF';

2° La droite MM enveloppe une ellipse et L. est le point
ott MM’ touche son enveloppe ;

3° Le lieu de Q est une ellipse de foyers F et F';

§* Chacune des droites PQ et P'Q est normale a une
ellipse fixe. (E.-N. Barisien,)

SoLuTION
Par M. R. Bouvusrt.

Nous rappellerons tout d’abord la proposition suivante :
Si, par un foyer F d'une conique, on méne une sécante
coupant la courbe en A et B, on a

T 1
A TFB TP

p désignant le paramétre de la conique.
1" Le triangle PFF’ coupé par la transversale RMM’ donne
RF" MF MNP
RF “ NP WF ="
0N a aussi

I 1 1

] 1 1
NETEFPTR OMFTERP T R
d’oir
M'P  Fp MP  rp
NEF T NFT
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RF' _ FP RF' _ F'P'
RF-Fp RF — FP’

d’on

le point R est le point d'intersection de la bissectrice exté-

rieure de 'angle @’ avec FF'; c’est donc le point d’inter-
section de FF’ avec la tangente en P'.
2° Par un point R de FF' passent deux droites MM'; I'en-
veloppe de ces droites est une conique, admettant les axes de
'ellipse donnée pour axes de symétrie, et bitangente & cette
ellipse aux extrémités du grand axe; cette conique est une
ellipse coaxiale a I'ellipse donnée d’axes a et b, et la longueur
b3
de ses axes est a et =
L'enveloppe de MM’ étant bitangente & I'ellipse donnée E
aux extrémités du grand axe, MM’ touche son enveloppe en
son point d’intersection avec la polaire de R par rapport 4 E,
c’est-a-dire au conjugué harmonique de R par rapport a MM/,
ouencore le faisceau P(RM’' QM) étant harmonique, au point L.
3° Le triangle M'PF coupé par la transversale MQM’' donne

, PP’ MF
FQ QM MIFr’
d’oli, puisque
1 I I MF P
—_— —_— = — ou o — ooy
MF ~ FP ~ p MP — FP
et
1 _t o PE"  PF
W _Pl"_p “owE T
E'P , "P—p
FQ = QW' ( ) (I‘M—-[‘Q)( - )

d’ou, puisque
» P PF + PF' = 2a,

d’olr
FQ(a?=¢?2) = FM'(a2~ c?— aPF)
=(2a —MNF')(a?+c*— aPF);
or
, b2 PF’ b2PF’
WF = pr— = a?’+ ct— aPF’
d’ou

FQ(a*+ ¢?) = 2a(a?+ ¢ — aPF) — b2PF’;



(87)
on a, de méme,
F'Q(at+ c?) = 2a(a?+ ct— aPF') — b?PF,
d’ou
2a(2¢?-— b2)
a?—+ c?

FQ+FQ=

4° Les points RF'KF forment une division harmonique; le
point K est donc le symétrique par rapport au centre O de
Pellipse dennée E, du pied de la normale en P a E. Soit Py
Je point qui correspond a P sur le cercle principal de E, la
droite KP, rencontre le petit axe en K’ et Ton a, o étant
Fangle Py OF,
2 et a?

. 4 .
cos o, ORK' = ———asing =

OK =
'K a’+c

sinwo,
?

a a—+ c?

la projection du segment KK' sur un plan faisant avec le plan
du cercle principal un angle 6, tel que

cosh = ﬁ(—%c_i’
a donc une longueur constante; cetlie projection enveloppe
une hypocycloide a quatre rebroussements. et la droite PKQ
une développée d’ellipse,

Il existe une correspondance univoque entre les points P’
et Q. carsi I'on se donne Pun, autre est déterminé et unique-
ment, P’ décrivant Uellipse E, Q décrit une ellipse Ey; il en
résulte que Venveloppe de P'Q est une courbe de quatriéme
classe; cette courbe admettant visiblement les axes de E, et
de Iy comme aves de symétrie et tangentes doubles, est une
développée de conique.

AVTRE SOLUTION
Par M. T. Ono.
Svient
P(a cosa, bsina),
M(acosB bsinf), M'(acosB’, bsinf’)

et e l'excentricité de ellipse donnée

©

2 .
r.r
«@? 2
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On a
g’ 1+e

a a
cot-, tang= = — ——cot-;
2 2 I1—e 2

Bo_t—e

tang - = —
g"l I+ ¢

et 'on trouve successivement les coordonnées et les équations

suivantes : -
2

(MM') brcosx+g(l—'—_:t’;r)-ysin1+ab=o;

. _a(1+3e?) b —er) .

(Q) z= 3 C08%, = — g sinag

(PQ) basina — a(1 + e?)y cosx + abesinacosa = 0;

(P'Q) b(1 + e?)xsina —a(1 —e?)y cosa
+ 2abe?sinacosa =o0;

_b(i—e?)

o sina.
1

(L) xr = -—acosua, ¥y =

Donc :
1’ La tangente en
P'(—acosa, — bsinx)

ct MM’ se rencontrent en

R(— @ ,0).
cosa

2° La droite MM’ enveloppe I'ellipse

2

x? 32

- ———
a? b l—e2>2
1+ e?

/

=1,

et le point L est sur cette courbe. On voit que P'L est per-
pendiculaire a I'axe des .
3° Le lieu de Q est I'ellipse

et ses foyers sont F et F'.
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4° L'enveloppe de PQ est la courbe

3
( Z Vo ___,}’1 =1;
\ ae? be
|+ e?

et cette courbe est la développée de Vellipse

x? 2?
— A+ =1,
ay by
ou
b b= b(r +e?),
“ETBxa)y T TSwe

donc la droite PQ est normale a cette ellipse.
.’enveloppe de P'Q est la courbe
/

(=)

et cette courbe est la développée de I'ellipse

e
whe

Y
2be?
| —e?

x
.,,,ez
1+ e?

=1,

oy
T h
ol
_ 262(1 + e?) b _2b(1 —e?)
TG —er) T i—(—ey

donc la droite P'Q est normale a cette ellipse.

N.B. — Les deux ellipses du n° 4° ont leurs foyers sur I'axe
des . En changeant b en bZ, on aura les propriétés analogues

pour une hyperbole.

\utres solutions par M!'" ANNE DE PREHYR et UN ABONNE.

2218.

(1914, p. 96, 192.)

Quand deuxr normales MP, MQ & une ellipse abaissées
d’un point M sont rectangulaires : 1° la droite RS, qui
Joint les pieds R et S des deux autres normales issues de M,
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est telle que les axes interceptent sur cette droite une
longueur constante égale au rayon du cercle orthoptique
a Uellipse; 2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la
touche en son point de rencontre avec la corde R'S' symé-
trigue de RS par rapport au centre O de Uellipse.
E.-N. Barisiex. -

SoLtTION
Par M!« ANNE DE PREHYR.

La droite PQ est la polaire d’un point C du cercle orthop-
tique; son enveloppe est donc déja 'ellipse polaire réciproque
de ce cercle pour Pellipse donnée.

En posant OC = d = y/a?>—+ b2 et en prenant les coordon-
nées de C sous la forme (dcosa. dsina), 'équation de PQ
est

xrdcoca  ydsina
5
(PQ) R

-— 1 =0.

Le théoréme de Joachimsthal sur les normales a I'ellipse
montre que RS et OC ont des directions symétriques par
rapport aux axes de l'ellipse donnée. On peut donc écrire
Péquation de RS <ous la forme

(RS)H Zsina+ ycosa— A =0

eten exprimant que I'équation

x2 oy
(1) prinai siaall
- <J‘da(;051 -+ ydbzlnaz) (7 sina -~y cosa+ L) =o

est celle de I’hyperbole d’Apollonius de M. on a immédia-
tement A = d sin2cos.
L’équation de RS devient

(RS) xsina < y cosa + dsinz cosa =o.

La droite RS est donc la droite symétrique par rapport a
'origine de celle qui joint les projections D, E de C sur les
axes coordonnés; le segment intercepté sur RS par les axes
coordonnés est donc ¢gal 8 OC ou a d, comme il fallait le
démontrer.
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D’autre part, la droite PQ touche son enveloppe sur la

droite m dont I'équation est

xsina  ycosa
a? b T

(m)
Or on retrouve cette équation en éliminant le terme indé-
pendant entre I'équation de PQ et celle
zsinx + y cosx — dsinx cosa =0
de la droite DE. Le point ou PQ touche son enveloppe est
donc sur DE.
V. B — 1° L’équation de I'enveloppe de PQ est

y? d2

z2d?
_ = 1
ai b'a

ou
x? 2 I
— + ‘2/__ = —
a* b2 a? -+ b?

2° En poursuivant I'identification de I’équation (1) avec celle
de I'hyperbole d’Apollonius de M (zy, y;), en supposant d
quelconque et en faisant d cosa = x,, d sina = y,, on retrouve
les formules de Deboves pour les coordonnées d’un pole
tangentiel C et d'un pole normal M.

\utres solutions par MM. R. Bouvaist, J. Lrvairr, T. OnNo ct
LN ABoMWI .

2220.

(1914, p. 144.)

On considére les trajectoires orthogonales T d'un
systéme de cercles G homothétiques entre eux par rapport
au péle O. Le centre de courbure de la courbe 1' répon-
dant au point M ou elle coupe orthogonalement le cercle C
est le péle de la droite OM par rapport a ce cercle.

M. p’OcaGNE.

SoLuTioN
Par M. T. Oxo.

Soient O lorigine des coordonnées et C le centie du
cercle (C) qui est sur l'axe des . En posant OC = a, le
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rayon de (C) =Xa, on a

(1) (x —a)+y*=Na

En éliminant a entre (1) et (xr — a) ' — ¥ =0, on obtient
Péquation différentielle de T .
(2) PR+ — N2 (zy — y) =o.

On trouve, d'aprés (2),

v _ yy'a+y?
Nz(zy' —y)—y2y

Soient maintenant K (zy, ;) le centre de courbure de T’
répondant au point M(zx, ) et R son rayon, et 'on a

3
R = (14 v'2)2 _ da(Raxr —y?)
Ty T Tyr—a
(K) .m:m_w, ylzy_‘_)ﬁax—;‘z'
aF»-—a o _‘V_—_—

On voit donc que KC et OM sont rectangulaires, et par
suite que K est le pole de OM par rapport a (C).

Autres solutions par M« ANNF DE PrREHYR, M. J. LEMAIRF et UN
ANONYME.

2223.

(1914, p. 246,

Soient M et M' les extrémités de deuxr diamétres conju-
gués, F et F' les foyers d’une ellipse. Trouver le lieu du
point d’intersection.de MF ¢t M'F' ou de MF' et M'F.

T. Oxo.

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. R. Bouvaisr.
Considérons le cercle dont I'ellipse donnée est la projection;;
soient Oz et Oy les diamétres de ce cercle correspondant au

grand axe et au petit axe de l'ellipse. Soient M; et M) les
extrémités de deux diamétres rectangulaires du cercle; si O

désigne le centre de celui-ci, les demi-droites OM, et OM font
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avec Oz les angles ¢ ct-';: 4+ ¢; soit a le rayon du cercle;
posons enfin
_— = TN TN ,
OF =F'0 =c, M, FO =8, M,F'O=4%8.
Les triangles M, OF, M, OF’ donnent les relations

sinh  <in(f +¢) sin0” cos(0'—¢)
—_— — T e————

a c a c

d'on, en éliminant ¢, I'équation

20 sin? ’__Z'_\ 'z"‘-z//__z
sin? 0 <in <0 4) —+ sin20’sin <i 4) B _f_‘i
‘) cos2( +0") T o2ct

Soit P le point d'intersection de M, F et M F{; prenons sur Oy
le point A tel que le vecteur GA = ¢, construisons le point P’
inverse du point P par rapport au triangle FAF’; dans le
quadrilatére FAF'P', on a

Al Fp AP’ F'pP’

sinh — SinFAP”’  sin® ~ cosFAP’
d'our

-—2

—_— —_—
AP = FP" sin?6 4+ F'P' sin20’;

sin (9 —_ g)

cos( b + 0) ’

or

sin 0 -

FP = - o A ol T
2¢ — cos(OT F'P 2¢

-\l A
\—

d’ou, en tenant compte de I'équation (1),
AP =a /o

Le lieu du point P est donc la_quartique circulaire trino-
dale inverse par rapport au triangle FAF', du cercle de
centre A et de rayon ay/2; le lieu cherché est donc la pro-
jection de cette courbe sur le plan de Iellipse.

On voit de méme que le lieu du point d’intersection des
droites MF', M'F est la projection sur le plan de I'ellipse, de
la quartique circulaire trinodale, inverse par rapport au
triangle A'FF' du cercle de centre A’ et de rayon ay2, A
élant le symétrique de A par rapport i Ox.
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2225.
(1914, p 336,

Soient I et C wme conique et le cercle, inscrits dans le
triungle ABC. Trouver le lieu du point de contact de la
conique variable I' avec la quatriéme tangente commune
au cercle C et a la coniqueT. Etudier le cas particulier ot
la conique I' est une parabole. N. ABRAMESCU.

SoLuTioN
Par M. R. BouvailsT.

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence,
soient

I.a tangente commune a I' et a C est la droite

T y . 3 .
CB—By Ay —Cx  Ba—ApR’

elle touche I' au point
z =A(By—CB)z,
(1) y=B(Cx—Avy),
s = C(AB— Bay?;

dans le cas général ou la conique I' est quelconque, le pro-
bléme est indéterminé, ce qui du reste était évident a priori;
si I est une parabole, on a

et les équations (1) montrent alors que le lieu du point de
contact est une cubique admettant comme directions asymp-
totiques les cétés du triangle ABC et tangente & ces cotés
aux points de contact de la conique C. Son équation en coor-

données trilinéaires normales sera donc de la forme

(ax + by + c3z)
(22 Byt 222 —2aliay — 2ay 25— 2By ya)
+Xays=o;
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on déterminera facilement le paramétre A, en écrivant qu'un

point du lieu correspondant a des valeurs de A, B, C satis-
faisant a la relation
+ =+

=0,

N
> w
R Ne)

par exemple (A=a, B=5b, C= —2¢) est situé sur la
cubique.



