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[119a]

DISTANGES, EN NOMRRES ENTIERS, DE TROIS POINTS
ET DE LEUR CENTRE 1SO0GONE A 120°;

Psr M. \. GERARDIN.

Le probleme suivant a éLé déja traité depuis long-
lemps, mais je suis parvenu a une solution nouvelle et
médite qui pourra intéresser nos lectenrs : c’est ce qui
m’a déterminé a en présenter I'étude.

Supposons un cercle de centre O, et appelons A,
D, E, les sommets du triangle équilatéral inscrit.

D
Trouver des points B sur OD et C sur OE, tels que
les siz lignes a, b, ¢, z, y. 5 solent représentées par
des nombres entiers, et donner des formules géné-
rales du probléeme. CE et BD sont ausst entiers.
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Puisque les angles en O out tous 120°, ce probleme
prend la forme suivante :

r’+xy + y:= a?
2+ 23 + 32 = b2

Y+ yaz+ 3t=ch

Tel est le systéme a résoudre, mais, avant de le trai-
ter, rappelons quelques phases du probléme.

Résumé historique et bibliographique.

Le n° 3, Vol. Il de The Mathematician,
probl. CXLVI, p. 164-165 de juillet 1848 [Ed. Ru-
therford et Fenwick, 1856, chez Spon, a Londres],
a donné la solution du probléeme suivant de Weddle :
« If the squares of the sides of a triangle be in arith-
metical progression, the lines drawn from the angles
to a point within the triangle so as to make equal
angles with each other, are in arithmetical progres-
sion. »

Les n™ 4 et 5, Vol. I, janvier et juillet 1880 de
The Mathematical Visitor (fondé en 1879 a Washing-
ton par notre confrére M. Artemas Martin), ont publié
d’intéressantes notes sur le probleme 123 du Dr David
S. Hart, M. A., Stonington, New London County,
Connecticut, posé dans le n° 3 (de 18-9), Senior
Department : « To find three whole numbers such that
the sum of the squares of any two of them increased
by the product of the same two shall be a rational
square. »

Ce journal a publié, p. 105-106, 129-130, les solu-
tuons :

Ne{ du Rév. U. Jesse Knisely, Ph. D., Newcomer-

stown, Tuscarawas County, Ohio;
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Ne 2 d’Artemas Martin, M. A.;
N° 3 de I'auteur du probléme, Hart;
Ne¢ 4 de Reuben Davis, réponse dont je n’ai pas con-
naissance.

Voici le résumé des trois premiers articles :

N° 1. On a successivement (aprés rectification),
suivant les calculs et la numérotation de Knisely,

(4) HZ2+zy +y2) (22 + x5 + 32) = ja? b2,

(5) 2224+ Ty + 5 — y3 = al+ b*— c2.

Retrancher le carré de (5) de I'expression (4); d’od

(6) Ty + @5+ ya =7 A,
cn posant
(10) 12a3b2— 3 (a?+ b2— c2)2= A2

On aura de méme

(7) zi+y2+z1=i(a2+b2+cz)—éA.
En posant
(11) 2(a?+ b2+ c?) = 2A = B?,

on en déduit

Br = a?+ 62— 2+ —; A,

By = a4 c?— b= 1 A,
J

Bz = b2+ c2— a2=* %A.

L'auteur fait ensuite les transformations

a=(1—n)b, c=(1+n)b, 1—§nt= (1— pn)?;



d'on
_2p A 3pr—1a
Ty b2 P4

1l est enfin conduit a

8
3p2+16=(j+gqp)? ou p= ?.Lqi
. o . . 1
Pour avoir des valeurs positives, il faut n <C i
avec ¢ = — 2, p =16, on trouve la solution
xr = 199, v = 2064, 5= 353,

Je reproche a ce procédé d’étre un peu ardu et aussi
de nécessiter des calculs de limites, pour avoir des
solutions entiéres et positives. J'ajoute qu'il est facile
d’en urer des solutions générales; mais si une simpli-
fication, quime semble bien improbable, ne se présente
pas, I'identité finale nous donnera pour chacune de nos
s1x inconnues initiales une fonction homogéne compli-
quée du hAuitiéme degré entre deux variables auxi-
haires. On calculera seulement ces valeurs le jour ou
I'on écrira la solution définitive et compléte de cette
question.

N° 2. M. Artemas Martin écrit

2 . x 2+ 2 pg
Ty + yr= <‘f)-x—-y> d’ou ":(LT“‘_]T/’
q Y r—9q
mais il particularise immédiatement en posant
p =, q=1, x = 5m, ¥y ="m. 3= am,
d'ou éguation double
25 = 53w — w2= D2, 9+ 3w+ wi=E2
L’auteur pose
_5(2n+1)
—_— Ty
nt—|

Ann. de Mathemal., §* série, t. XVI. (Février 1416.) 5
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d’ot
gnt+ 3ond+ g7nt+ jon + 19 = F?
avec
F=3n2+5n—+ %a
et
a =19, b=o, n=l—€?, m = 65,
il obtient

x = 325, y =195, 3 =264:

mais il ne faudrait point particulariser, si Von voulait
obtenir des solutions générales.

Ne 3. Hart est amené, avec

2pq + q?
x = m?2— n?, Yy =2mn -+ n?, z:<#)x,

2 2\ 2
i+ (—~————2Pq~+ 7 > zy + (2___qu+qq ) 2= G2,

Aprés développement par rapport a p, il pose

G =yp*+1pg + ;]7 B+ zy —2y?),
d'ou
. 3x--dy
r= iy
Posant
3z +5
p=t— -—-—T‘y
1l écrit maintenant
G =yt?— 1(z‘+5}’)qt— 2 (21224 182y + 9¥?)
4 2. 16y 4 ?

d’ou il ure
P =9x3+1322y + 27Ly2+15y3
=4y (72t+ 6y + 3 y?).

L’auteur termine par une analyse classique, et donne
trois solutions dont la derniére est 264, 440, 325.
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Ces valeurs générales de p et g sont intéressantes,
mais nous ferons encore un reproche a cette méthode.
On voit que 5 sera une fonclion du septiéme degré
en x et y, c'est-a-dire que l'identité finale donnera
pour chacune des six inconnues initiales une fonction
homogeéne du quatorziéme degré.

Dans les « Mathematical Questions and Solutions,
from the Educational Times... », on trouve la solu-
tion (new series, Vol. XI, 1907, p. 25-26) de la ques-
tion 7464 de M. G. Heppel, M. A.

« Find positive integral solutions, as small as pos-
sible of the equations :

ZP4-zy +yP=w? Yy P4 yz+ 52=v?, 314 x4 2i=ul.

[The proposer has not as yet found any smaller num-
bers than

x = 27265, ¥y = 13461, z = 39360,
w = 35947, v = 47544, u = 58015.]

M. R.-F. Davis, M. A., résout

U2+ UV &+ V2= H?

en entiers positifs, en posant
U=pt—ap—3, V=4p,

d’ou, avec p et ¢ >3,
r=q(p*—2p—3), y=ipg, s=p(g*—2q—23).
Il reste a rendre carrée I'expression
r9(rg—=3)[p*+pg+q*—6(p+q)+3]+9(p+q)

Exemple :
23 29
P = - =
: 7=
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d’ou

Il

2 = 433, ¥ = 4bbg, 3 =160,

w = 4go1, v = 3681, w=1gtl.

M. le lieutenant-colonel R. E., Allan Cunningham,
de Londres, indique dans une Note insérée a la suite de
cette réponse, que L. Euler (Comment. Arith. Coll.,
Vol. 11, p. 414-417) a résolu une équation similaire.

M. Cunningham ajoute la solution suivante :

xr = 960, y =--1004}, % = 663,

v =931, u =141}, w =10106

et dit qu'l est difticile de trouver par cette méthode
des nombres tous positifs.

Il faut voir aussi, en général, pour I'étude des triples
équations et des doubles équations la traduction de
UIncentum Novum de J. de Billy (Fueres de Fer-
mat, t. 1),

Pour terminer ce bref historique, on peut dire que,
si la forme du probleme admettait un nombre négatf,
on en obtiendrait immédiatement de nombreuses iden-
tités, 'emploi d’'une méthode quelconque fournissant
immédiatement des solutions.

Ce probléme que I'on peut classer parmi les ques-
tions ardues d’analyse indéterminée en entiers positifs
mérite d’étre approfondi, et nous espérons que de nou-
veaux chercheurs feront bientét connaitre des solu-
tions générales inédites et compléteront peut-étre
cette bibliographie condensée.

.
e

Je note d’abord certaines remarques : si nous con-

naissons une solution

(1) a2+ afd + 32= A?
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particuliére ou générale, nous aurons aussi

(24 By —a(z+8)+a2= Al
(38— Bz B)= B = B,

Les nombres 2 et 3 élant counus, le probleme se
raméne a la simple résolution en positifs, enliers ou
fractionnaires, de I'équation double

() r*+ azx + a2 = B2,

3) 2 8r + 2= C2
Nous connaissons plusieurs procédés simples :

I. En posant
B=x+ u,

nous arrnnons a I'équation

wh—28ud+ (182428 —aad)ue
— (42 — faPtyu + (2t — a3 -+ 22f2) = D2

Le coefficient seul de «* étant carré, je pose
D=uw— Bu + ‘;—(3".‘12—'—45——2:11)

et I'on retrouve ainsi la solation de Hart.
. On peut écrive anssi
D =u2— 8u—/

et I'on obtient alors une équation de condition, ot I'on
doit prendre alternativement pour « et 8 leurs valeurs

générales f2 — g2 et g2+ 2 fg:

1382+a3 —2a2— 2k)ut+28(a2— 203 +A)u

+[a2(a?—af +~ £2) — k2] = 0.

En annulant le coefficient de «?, on retrouve le cas
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précédent; en posant
k=2af — a2,

on trouve

u=a, D = 43, z = o.

Enfin, il faut rendre carr¢ le déterminant de cette
équation, ot & peut éire fractionnaire. On sait qu'une
seule solution initiale suffit pour en obtenir une infi-
nité d’autres, et cette solution est toujours facile a
obtenir, méme mécaniquement et entiére, par mes
procédés.

111, En posant

B=a—2
q

Z,

on obtient
L L2y

z P?__q?

et alors (3) s’écrit

(4)  PHpr—q?)2+a8(p*—q?) (g + 2pq)
+a?(g*+2pg)r= D2

Cette équation de condition (4) étant de la forme
Ur+3V2=We,
on pourrait donc aussi I’étudier en posant

V =ars, U =r2—3s?, W = r2+4 3s2.

IV. L’étude des équations doubles est intéres-
sante a faire, d’abord par les procédés classiques, et
ensuite par des-recherches nouvelles.

J'ai remarqué, en commencant cet article, que

r=—(a+fB)

nous donne une solation du systéme (2), (3); je
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poserai donc en général
r=1t— (d -+ p)r

et il suffira que
t>a+ B,

pour avoir des solutions positices.
‘obti : i d diti de I
Jobtiens alors une équation de condition de la
forme

(5) th— M3 4 Ne2— MA2¢ + At = D?

avec
M=3(a-+p), «*+af+ B2=A2

N =2A%+ 222+ 5aP + 282,

Cette forme (5) est la plus intéressante, car elle nous
méne a trois cas subsidiaires :

1
1° D:t’——-;Mt—l—/n,
2° D =24 st + A2,
i
3° D=A2— ;Mt—i— ne?,

que je vais étudier successivement,
1* En posant
m=A2— -é (2 —B)2,
jen tire

3a2+10af + 382 __ Ba+P)(a+3B)
8(a+p)y 8(xa+B)

xr = —
qui nous conduit, avec des solutions négatives, a des
identités du quatriéme degré, puisque
a=fi-gt  B=gr+2fs
Exemple : :

xr =80, y =48, %= —63.
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»* Nous avons alors
(25 + 32+ 3B)e2—[s2— (202 + 5af + 2832)]¢

+ A2(2s+3a+38)=o0.

En écrivant que son déterminant est un carré parfait,
on retrouve soit le cas général d’un triangle rectangle,
soit une nouvelle équation de la forme

st esd+ fs?+ gs + | = R?

que 'on sait résoudre.
Voici la solution cherchée :

On pose
= (r— )2
SR T U
d’ou
2, Q)2 . x e
z=(a+P) BA2+ (2 — ) _ (2+8)(Ba2+ 2P+ 382)

16A2— (2 — ()2 (5a2+ 6a8 + 503?)
Pour que a soit positif, il suffit d’avoir > g; x est
évidemment positif, et 'on trouve ainsi :

2= (f2— g (5f +12f3g +16f2g2+ 8 f83+ 4g'),
y=(8+2/8)(5f +12fie +16f 282+ 8fg" + higt),
s=(frrafe)Bf +4ifrg+ 8BS+ 8fg 4 g"),
a=(ft+fe4+&)Of+~12f32+16f282+ 8 fg3+ 4g%).

Les valeurs généralesde b el ¢ se calculent facilement :

b=7f0=19f3& +23ftg? - 16f3 g3+ 8f2 8"+ [ [g5+ (g,
ce=3fs+15f3g + 43 g2+ 56f3 g3+ 48 f2 4+ 20 g+ gb.

el I'on voit, en général, que I'on aura
b+c=12a.
Les nombres b, a, ¢, sont donc en progression arith-

Lo . .
metique, et ceci n’a pas lieu pour x, y, 3.
Voici quelques solutions numériques; il faut tou-
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jours prendre a et 3 premiers entre eus, sinon on
retrouve des nombres déja vus; de méme, il sera facile
de géuéraliser la remarque suivante : f=75 et g=2
donnent la méme solution que f=3 et g =1.

S=2 g =1 = 19> y= 325 3= 26]
3 1 - 208 6307 6765
3 2 9425 30160 21063
4 3 12383 8377 387Go

On ne peut prendre g < o, car il y aurait un nombre
négatif; de plus, avee f> g, et f, o fractionnaires, on
retrouve les mémes solutions.

On aurait pu, au lieu de poser

'T:t_(l_“g)s

effectuer immédiatement le produit (2) (3); on aurait
ainsi les identités suivantes, obtenues par un autre pro-
cédé. :
Ayant une solution particuliéere ou générale
r=a, y==9, 5=
NOUS aurons aussi
= af, ¥ =B, % =y

Voici donc de nouvelles identités, provenant de a
solution générale précédente; on ne peut pas réitérer
ce procédé.

Les nouvelles valeurs générales de a, b, ¢ sont dans
I'ordre

b3, ca, av,
on aura ainsi

T = (=g (8 2f8) 5L 1235 +16f2 £21-8 fei+ 4 g%),

Y=o fR) B i a+ 8182+ 818 + {8,
2= (Lrrof8) (822 f8) Bf + b f3 547 262818+ 8Y).
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Application. f= 2, g =1; triangle 264, 323, 44o.

Ces formules donnent de nouvelles solutions du pro-
bléeme géométrique posé et permettent de généraliser
la question, au point de vue analyse indéterminée. Il
sera maintenant facile de chercher d’autres identités.

11 sera intéressant de voir si d’autres éléments de ces
curieux triangles sonl entiers, ou s’ils ont certaines
propriétés spéciales.

Jai aussi trouvé des identités pour un probléme ana-
logue qui seraméne a 'étude en nombres entiers du
sysléme

r?—zxy+yi=a?,
22— x5 + 32 = b2,

- Yr—yz +22=cl



