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SUR DEUX THÉORÈMES DE M. FOYIENH
RELATIFS A L'ORTHOTOLI;

PAR M. V. THÉBAULT.

Dans les Nouvelles Annales (juin 191 o, p. 274)»
nous avons donné un théorème élémenlaire relatif à
Torthopôle d'un diamètre du cercle circonscrit à un



triangle qui nous a servi déjà à diverses reprises. Nous
nous proposons de l'utiliser ici pour obtenir une
démonstration particulièrement simple de deux théo-
rèmes de M. Fontené parus dans les Nouvelles Annales
en 190(5.

I. Al. Fonlcnc a proposé sous le u° 2021 la question
suivante :

Soit un triangle ABC et soientM, N, P les milieux
des cotés. Considérons les projections D, E, F d1 un
même point sur ces côtés. Si a, b, c sont respective-
ment les intersections desdroitesNP et EF, PM et FD
MN et DE, le triangle abc est conjugué par rapport
au cercle DEF (•).

L'auteur en a donné (1906, p. 56) une solution ana-
lytique qui fut suivie (p. 59) d'une démonstration
géométrique de M. R. Bricard. Celui-ci énonce ainsi
le théorème de M. Fonlené :

Soient ABC un triangle, DEF le triangle podaire
d'un point S par rapport à ABC, <?, fr, c, les inter-
sections respectives des droites NP et EF, PM et FD,
MN et DE. Les trois droites Da, E6, Fc concourent
en un point qui appartient au cercle DEF et au
cercle MNP.

Sous cette forme, la question 2021 apparaît nette-
ment comme la généralisation delà construction d'Ha-
millon relative au point cp de Feuerbach qui, comme
Ton sait, est Porthopole, par rapport au triangle ABC,

(') Si D, E, F sont les contacts du cercle inscrit, le centre
d'homologie des triangles abc et DEF est le point cp de Feuerbach,
l'axe d'iiomologie des triangles abc et ABC est la tangente en 9.

(W. K. HAMILTON.)
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de la ligne des centres 10 des cercles inscrit et cir-
conscrit au triangle.

Or nous avons donné dans cette Revue (mars 1914?
p. 108) deux démonstrations géométriques de la cons-
truction d'Hamilton dont la première nous paraît être
assez élégante. Le raisonnement peut être généralisé
en utilisant notre théorème de 1910 (p. 274) et le
théorème que donna M. Lemoyne en 1904 •

Les distances de Vorthopôle cp dfun diamètre OS
du cercle circonscrit à un triangle aux pieds des
hauteurs égalent respectivement les distances des
sommets du triangle au diamètre OS.

Autrement dit : Les projections orthogonales des
sommets du triangle sur le diamètre OS sont respec-
tivement symétriques de Vorthopôle cp du diamètre
par rapport aux droites joignant les milieux des
côtés du triangle.

Si Von projette un point quelconque S du dia-
mètre OS du cercle circonscrit à un triangle ABC
sur les côtés de ce triangle en D, E, F, le cercle DEF
passe par Vorthopôle cp de OS par rapport à ABC.

Le cercle DEF passe par cp. Le cercle to circonscrit
au quadrilatère AESF a pour centre le milieu de AS
et son symétrique o>' par rapport à 1NP passe aussi par cp
en vertu de notre théorème précédent. Ce cercle passe
aussi en A', pied de la hauteur AA', et par le point D,
car, S' étant symétrique de S par rapport à NP, w' a
pour diamètre SA'. ( Voir la figure.)

Les droites EF, NP et cpD sont donc les axes radicaux
des cercles w, DEF et o>' pris deux à deux et se cou-
pent par suite en un même point a ( • ).

(!) M. R. Goormaghtigh, utilisant noire raisonnement pour la
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Le triangle abc est donc conjugué par rapport au

cercle DEF. Ce théorème de M. Fontené permet

alors dénoncer un grand nombre de propriétés du
triangle abc.

En voici quelques-unes parmi les plus intéressantes :

Le triangle abc a pour orthocentre le centre du
cerclepodaire de S.

5VPrt, P/,, Vcsont les puissances des sommets a, b, c
par rapport au cercle podaire de S et p le rayon de
ce cercle, on a les relations :

ab

P«P*
17c1

ac
"p p
r c l a

démonstration de la constrution d'Hamilton (Journal de Vuibert,
38* année, p. 31}), donna cette généralisation (même Revue, p. 69).
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2. Lorsque S est le centre du cercle inscrit I au
triangle ABC, on obtient la propriété de W.-R. Hamil-
ton énoncée au précédent paragraphe.

La démonstration en est simple, la première partie
étant le cas particulier du théorème de M. Fontené.

D, E, F sont alors les contacts du cercle inscrit avec
les côtés de ABC et o le point de Feuerbach de ce
triangle.

Les points a, b, C, situés sur la polaire de C par
rapport au cercle inscrit, sont en ligne droite; il en est
de même des points a, B, c et A, 6, c, qui forment
respectivement deux alignements.

Par suite, si y' est le point où la tangente en cp au
cercle I rencontre AB, la droite ©F, par exemple,
passant en c, y' pôle de cpF appartient à la polaire ab
de C par rapport au cercle I. De même les points
d'intersection de bcA avec BC, de acB avec CA,
appartiennent à la tangente en © au cercle 1.

Donc le triangle qui a pour sommets les points
d'H ami l ton a, b, c d'un triangle ABC est circon-
scrit à ABC et homo logique à ce triangle; Vaxe
d1 komologie est la tangente au cercle inscrit au
point <p de Feuerbach.

3. Le cercle podaire to d'un point S du plan d'un
triangle ABC est également celui de l'inverse triangu-
laire S' de ce point par rapport au triangle. Les points
d'intersection <p< et o2 de ce cercle a> avec le cercle
d'Euler du triangle, sont respectivement les orthopôles
des diamètres OS et OS'.
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M. Fonlené a établi que la condition nécessaire et
suffisante pour que le cercles soit tangent au cercle
d'' Eu 1er de ABC est que O, S, S'soient en ligne droite.

Notre théorème de 1910 le prouve immédiatement.
Pour que le cercle w soit tangent au cercle d'Euler,

il faut et il suffit que les orthopôles <pt et cp2 de OS
et OS' soient confondus; par suite il faut el il suffît
que leurs symétriques par rapport à la droite NP des
milieux de AB et BC par exemple, soient confondus,
c'est-à-dire que OS et OS' soient confondus.

4. Un point K quelconque étant donné, il est inté-
ressant de déterminer les points du diamètre OR tels
que leurs cercles podaires soient tangents au cercle
d'Euler du triangle ABC.

Soient M, M', N, N' les intersections avec OR des
bissectrices intérieures et extérieures des angles A et B,
to et co' les milieux de MM' et NN', S et S' les deux
points cherchés, inverses triangulaires l'un de l'autre
par rapport au triangle ABC.

On a visiblement

MM'J = 4w S x (o S',

NN' = 4w'S x w'S';

d'où, o étant milieu de SS',

MM' = 4(w (f — Sep*),

NN7"' = 4(^79J— s<p2)
et

const. = MM' —NN' =4(w<p —<"'<p )•

Le milieu de SS' étant déterminé, S et S'le sont aussi.
Il existe un seul point <p et par suite deux points S e\ S'
qui peuvent être intervertis.


