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GONSTRUCTION DU RAYON DE COURBURE DE LA
POLAIRE RECIPROQUE D’UNE GOURBE PAR RAP-
PORT A UN GERCLE;

Par M. F. BALITRAND.

Considérons une courbe (M) et sa polaire réci-
proque (M;) par rapport & un cercle de centre O.
M et M, étant deux points correspondants et C et G, les
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centres de courbure en ces points, nous nous propo-
sons, connaissant C, de donner une détermination
géométrique de C,.
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Nous prendrons pour axes deux diamétres rectangu-
laires du cercle O et nous ferons usage de coordonnées
tangentielles; c’est-a-dire que (M) sera définie comme
I'enveloppe de la droite

ur +vy —1=o0;

u et ¢ étant fonctions d’un parametre.

Les coordonnées x, y du point dc contact M de la
droite avec son enveloppe seront données par les deux
équations

ur +vy —1=o,
rdu+ ydv=o;
d’ou 'on tive (')
dv —du
= wdv —vdu’ Y= wde—vdu’

et par différentiation

20— \ —_ 2y —
dzzv(dvdu dud*v,, dy = u(dvdiu dudiv).

(udv—vdu)? (udv —vdu)t

1’élément d’arc de (M) a pour expression

1
—————  (dv d?u— dud?v)(u+ 02)?

= 2 2 = .
ds = /dz*+ dy (wds —v duy

L’angle de contingence ¢ se calcule aisément et I'on

(') On peut remarquer que ces formules fournissent une inter-
prétation géométrique simple du rapport des différentielles du
et dv. On a, en effet,

du y
‘% = — ; =—Lang0,
6 désignant I'angle du rayon vecteur OM. A ce point de vue il y a
une parfaite réciprocité entre z, y; u et ¢; car on a
du y dy

u
dv ~ =z’ dz = v’
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trouve
_udv—vdu,
ut+ oz’

d’ou pour le rayon de courbure p la valeur suivante :

3
_(dvd*u—dudiv)(u*+ v’)z.
- (udv —vdu)?

D’autre part, les coordounées z,, y, du pole M, de la
tangente en M a (M), par rapport au cercle directeur,

sont
)= a’u, yi=a?v;

a désignant le rayon du cercle directeur. Il en résulte
pour le rayon de courbure de (M,) en M, la formule

3
(du?+ dv?)? )
dud?o —dvdiu

pr=a?

Appelons VI’angle sous lequel la courbe (M) est coupée
par le rayon vecteur OM [ou bien la courbe (M,) par
le rayon vecteur OM, ]; on trouve sans difficulté

(udv —vdu)?

— .
sintV = (u?+ 02) (dut+ do?)’

d’ou
ppy sindV = a2,
Telle est la formule cherchée (). Elle conduit a plu-
sieurs constructions géométriques de C; connais-
sant C.
Soient MT la tangente en M a (M) et M; T, la tan-

(') Cette Note nous a été inspirée par un article de M. Chemin
sur le méme sujet ( Nouvelles Annales, 1867, p. 49). La formule

pp, sin*V = a?

est de M. Chemin qui ’établit par une méthode différente et n’en
déduit pas de construction géométrique pour C,.
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gente 3 (M;) en M,. Les droites OM et OM, sont
respectivement perpendiculaires sur M, T, et MT.

1° Par le centre O du cercle directeur on éléve
a OM, une perpendiculaire qui coupe en P la nor-
male a (M,) en My; la perpendiculaire élevée en P
& cette normale rencontre OM, en Q; la perpendi-
culaire abaissée de Q sur la polaire AB de C, par
rapport au cercle directeur, passe en C,.

Eo effet les deux triangles OMC, C, M, Q sont sem-

blables comme ayant leurs cotés paralleles. Done

MG « M, C;=OM x M, Q.
Mais
oM,
sinzyv

M, Q=

T et T, étant les pieds des perpendiculaires abaissées
de O sur les langentes en M et M, on a aussi

oT, a?
oM, = sinV _ OMsmV’
d’ou
a2
M0 = Birsmevs
par suite
(l’
MC x MiC==2og

et M, C, et bien égal a p,.
Par une transformation convenable, on peut déduire
de ce qui précéde la nouvelle counstruction suivante :

2° Soit R le point ou la polaire de C ren-
contre M, T,; élevons en ce point a M,'l'y une per-
pendiculaire qui coupe en S la perpendiculaire
abaissée de My sur la polaire de G; SO passe en C,.

Le point R est le pole de MC et le point M, est le
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pole de MT; donc OM, et OR sont rectangulaires et
par suite OR est le prolongement de OP.

On voit facilement que les deux triangles C,PQ,
M,RS sont homothétiques par rapport au point O;
d’o 1l résulte que SO passe bien en C,.



