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[119a]

SUR CERTAINS SYSTEMES D'EQUATIONS INDETERMINEES
DU SECOND DEGRE;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

M. Gérardin a proposé, dans l'Intermédiaire des
Mathématiciens, 'étude des systémes d’équations
y q
indéterminées
(y —x)?+x = A2,
(y—ax)—y=B5B%
(x +y+3)2tx=A2
(x+y +z)2y = B2,
(#+y +2)t 53 =0C2;
(z+y+3)2— (x+y)= A2
(x+y +3)—(y+ 3)=B2
(z+y +2)2— (z+ 3) = C;
(x+y+zs+t)2—(x+y+3)=A2
(x+y +3+t)—(xr+y+t)=B2
(r+y+zs+t—(x+ s+ t)=C
(x+y+z2+1)*—(y+ s+ t)=D2 (1)

Nous nous proposons d’étudierici ces deux systémes
généraux, que nous désignerons par I, et 11, :

(By+ Xa+.. .+ ZTpy+ o)+ a; = Xy,
(B1=4Tat .+ T+ T )7y = X,,
(Z1+Zs+...+ T+ Tp) 4+ 2y = Xn~1,
(1 + T2+ ...+ Tpa+ T2+ 2, =X,

(1) Pour les énoncés de ces questions, voir I’Intermédiaire des
Mathématiciens, question 4351, 1915, p. 193 ; questions 4560 et 4561,
1915, p. 197; question 4576, 1915, p. 221; question 4586, 1915,
p- 245.
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et

(D1 + X+ o+ Zp+ Zp )2 — (X + T3+ ...+ T+ T ) =Xy,
(x|+w,+...+zn—|+x,,)’—(x,+.z‘3+...+:r,,.,+x,. )=X2,

B I I I I I I R R I I I S I I R R ce ey

(z,+x,+.. .+(l‘,,_1+-l’,,)2—(.’1/‘1+x1+..-+.1'n—-2"' Zn )= xn-l;
(Zy+Tot ..o+ Tp g+ T — (T + To 4 .o Tpma+ Tpy) = Xy

qui admettent les précédents comme cas particuliers.
Nous indiquerons une méthode qui permet de trouver
toutes leurs solutions entiéres et dont on peut déduire
des formules trés générales. En outre, au moyen de
cette méthode, on peut toujours trouver des solutions
de ces systemes pour lesquelles n — 1 des inconnues
Zy, XLy, ..., Ty ont des signes donnés d’avance (*).

ETUDE DU SYSTEME l,.
1. Silon pose
Xy Zg+..o+Tpy+Tp=1,

et sil'on ajoute les équations membres @ membres, on
voit que la résolution du systeme revient a celle de

I'équation

(1) ntr+t = X3+ Xi+.. .+ X3, + X2,

On a alors

(2) | T1=X]—12, xy = X3 — 12, ceey
? Zpy= X}, — 12, xr, = X2 — t%

(') Ainsi, pour le systéme II;, M. Gérardin a signalé (Interme-
diaire, 1915, p. 221) de nombreuses solutions numeériques pour
lesquelles deux au plus des inconnues z,, x,, z,, Z, sont positives,
et a demandé si trois de ces inconnues peuvent étre positives. Il
résulte de la méthode que nous indiquons que, pour les deux
systémes étudiés, n — 1 des inconnues x,, z,, ..., Z, peuvent étre
positives, quel que soit n.
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Posons
3) Xy=t+p, Xe=t+ps ..., Xpoy=0+pp;

on voit que, suivant que ¢ sera posilif ou négatif, les
inconnues &, Za,, ..., Lo_y auront respectivement les
mémes signes que py, Pa, -+, Pn_y OU les signes con-
traires. Dans ce qui suit, nous désignerons par Ip et
Ip? la somme des nombres p,, p,, ..., p,_ et celle de
leurs carrés.

Si I'on porte les valeurs (3) dans I'équation (1), on

obtient
t2—(25p—1)t—Ep2— X} =o,

d’ou 'on déduit

t= [22p—11"V(22p—l)2+4’2p2+4’x,’,].

N =

Or, le nombre
N=(2Zp—1)2+ 4Zp?

est de la forme 4m + 1, pour toutes les valeurs des
nombres p. Soit donc N =a.b;les nombres a et b sont
tous deux de la forme 4m — 1 outousdeux de la forme
4m—41. Par suite, N est la dilférence de deux carrés
dont le plus petit est pair; ce sont les carrés de

1 1
;(a—f— b), ;(a-—b).
On a donc
Xp=7(a—b),
I

t=—[22p——li— l(a+b)]=zpi§(a+b¢z),
2 2 4

et, suivant qu’on prend les signes supérieurs ou infé-
rieurs, ¢ est positif ou négauf.
Si I'on remarque en outre que, d’apres les relations
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(2)et(3),ona
ry=2pt + p}, Ty =12pyl + pi, L
Tp—y= 2Pn—ll"-‘P?L-17

on déduira aisément de ce qui précede le résultat
sulvant :

Ayant. choist n—1 nombres quelconques p,,
Pa, «ovy Pn_y, on décompose le nombre
N=((2Zp—1)2+4Zp2

en un produit de deux facteurs a et b;on aura alors
des solutions du systéme 1, en prenant

x:=p:[22/’ +plii(a+b$2)],

12=p2[22p+p2ﬂ:—;—(a+b 4—:4))],

1
x,,_,:p,k,[‘zSp—kp,,_,-_*‘ ;(a-kb:}:'z)],

W —rp= [Zpi%(a—i—b:q)] (2Zp — 1)+ Zp?,

. 1
X|=p|+2piz(a+b¢2).

X,:p,—-\—Ep:‘:l,(a—kb:?),
4

, 1
Xa l:Pltfl+2p——+_2(a+b¢2)v

X, = %(a—b).

Suivant qu'on prend dans ces formules les signes
supérieurs ou les signes inférieurs la ow figurent
les doubles signes, les valeurs des inconnues x,,
Lyy ooy Tu_y auront les mémes signes que les nombres
Pis Pasooos Pu—y, ot les signes contraires.

Chaque groupe de n —1 nombres p quelconques
donnera lieu, pour le systeme I, a plusieurs solutions
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dont le nembre dépend de la décomposition de N en
facteurs.

2. Le résultat que nous venons de trouver conduit
immédiatement 3 des formules trés générales renfer-
mant n—1 paramétres et donnant des solutions du
systtme I,; prenons, en effet, pour facteurs a et b le
nombre N et 'unité. Un calcul simple monuie qu’en
employant dans (4) les signes supérieurs la o figurent
les doubles signes, on a alors les formules générales

sulvantes :

zy=pi[2(Zp)+2Zp?+p1],

xe= p2[2(2p)2+ 22 pt-+ ps),
-cn—1=P11~1[2(2P)2+ 22P2'+'Pn—i]y
—xp=[(Zp)+Ep?|(2Zp —1) + Z p?,

Xi=(E2p)P+Ep*+p1,

Xo=(Zp)*+ Zp*+ po,

Xpog = (}:P)z+ Ep2+ pp-y,
X, =(Zp)2+Zpt—Zp.

Si, au contraire, on adopte dans (4) les signes infé-
rieurs l1a ou il y a des doubl:s signes, on trouve les
formules

| zi=—pi[2(Z2p)2+22p2—4Ep — p+ 2],
Ty=—pa[2(Zp)+2Ep*— {Zp—pr+2],

Zny=—pua[2(EPp)+2E2p?—4Ep —ppy+2],
r,=[(Zp)2+EZpt—aZp+](2Zp—1)— Zp?,

(6) .
Xi=(CEp)+Ep*—2Zp—pi+1,

Xo=(Zp)+2p2—2%p —py+1,

Xny=(Ep)+EZp?—2Zp—pp+1,
Xp=(Zp)+ Zp*— Zp.
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On déduit de (6) des formules trés simples s1 'on
choisit des nombres p dont la somme est nulle (*); on

trouve
r1=—p (2 p*— p1+2),
Zy=—p2(2E2p*— p2+ 2),

Tp—y=—pp1(2Z2p2—pu1+ 2),
Tp=—(2Ep2+1),

(7)
Xy = sz_pl"'_'v

Xo=2p2—py+1,

X1 =2p2— ppy1+1,
X,=Zp

Comme applications des résultats qui précédent nous
traiterons les cas de trois et de quatre équations, en
donnant pour chaque formule quelques exemples nu-
mériques simples.

3. Lquation l,.— Pour n = 2, le systéme considéré
devient

(z1+ 29)? + 2y = X},
(21 + x2)2+ oy = X3.
On a alors
N=a.b=(2p;—1)2+ 4 p},

et les formules (4) s’écrivent
1
C m=p[imE o),

—xy= [Pxi (a—+—bq:2)] (2p1—1) +pi,

I

(8)

X,::zp,:!:%(a—o—qu),

X;= é(a—b).

(') Si Pon introduit cette méme hypothése dans les formules (5)
on obtient des solutions dans lesquelles z, est nul pour toutes
valeurs des nombres p, quel que soit n,
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Ainsi, pour py=—3,0n a
N = 85, a=17y, b=5,
et l'on obtient la solution
ry = 63, ry=— 72, Xi=12, X,;=3;
pour p,=—4,o0na
N = 145, a = 29, b =5,
d’ot 'on déduit
7y =120, xry=—133, Xi=17, Xy=6;
pour p; =— 5, on trouve

N = 221, a=17, b =13,
et 'on a

$1=I55, x2=—168, x‘=18, X2=l.
D’autre part, les formules (5) deviennent ici

= pilapi+1), Xi=pi(2pi+1),
ry=—pi(ip1—1), Xe=pi(2p1—1):

elles donnent, par exemple, pour p =1,

zy =15, xry=—13, X; =3, Xo=1;
pour py =2,

x = 36, xry=— 28, X4 = 10, X,=6;
pour p, =3,

ry =117, xr; =— 99, Xy = 21, Xy = 15.

De (6) on déduit encore ces formules donnant des
solutions du systéme I, :

‘z'i:_P‘(AP%_sP‘"‘_‘l)y xl=2P%“3P1+'v
zy=4pt—7pi+4pi—1, Xo=pi(2pr—0).
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Ainsi, on Lrouve, pour p,=—1,
ry=11, xy= — 16, X;=6, X, = 3;
pour py=—2,
x1 =56, 2, = —69, X =15, Xy=10;
pour py=—3,
xy =159, xy = — 184, X, =28, X, = 21.

Des formules (8) on peut encore déduire des for-
mules générales en prenant pour p, une fonction d’un
paramétre h, telle que le nombre N correspondant soit
une fonction de & décomposable en un produit de deux
acteurs Soil, par exemple, p,—=1—5/A; on a alors
facte Soit, ple, 5h; |
successivement

N = 200h2—60h + 5, a=>5, b=f4oh— 12N +1,
et I'on obtient ces formules

2y =—100h3+ 125h2— 46k + 5, Xi=10h2—13h + 3,
o= 100h3— 11572+ 38h — 3, Xo=10h2— 3h—1.

Posons encore

pr=2ht+ h3—3ht+ 2,
on a alors

N = 3248+ 32h7 — 8848 — {8h5+ 128 h* + 28 h3 — 81 A2+ 25
= (8ht—10h24+2h+5)(fh*+ 43— 6h2— 2 h + 5),

et, par suite,

a=8h"—10h+2h +5,
b=4h*+ LR3—6h2—2h + 5,
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d’ou
ri= 2hT— hS— [hS+ 304+ 2h3— 2h2,
@y =— 2T+ RS+ f h5 — fh* — 2 B3+ 3h*—1,
Xy=hA*+ h3—2h2+1,
Xo= h*—h3— Q2+ h;

on retrouve donc une formule de M. Gérardin (').

4. Systémel;. — Dansle cas olv n=3, le systeme I,
s’écrit
(1 + @y + 23)*+ 7= X},
() + a9+ a3)? + &2 = X3,
(x4 ra+ x3)+ ry= X1,
On a dans ce cas

N=a.b =8(p}+p}+pi1p2) —4(pr1—+ p2) +1,

et les formules (4) prennent la forme
ry= p [3p.+').pgi—7;(a+b:2)'],
To= P [2p1+3p2i i(a-&-bq‘_'z)],

— xr3= [p,+p,i %(a-!—b$2)](').p1+'2p,—l)+p?+p§:

(9)
Xi=o2p+ Pzr':%(a+b:r-2),
Xy = p1+2pz:t:7(a+b¢z),
X,=%(a—b).
Prenons, par exemple, py =5, py=— 4; on a alors

N =165, d’ott ¢« = 15, b=11. On Irouve ainsi

ry=95, wy=—40, xr3=—148, X;=12, X,=3, X;=1.

(') Intermeédiaire des Mathématiciens, question 4551, 1915,
p. 193.
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Avec les mémes valeurs de p, et p,, on peut encore
prendre @ =33, b=>5. On en déduit ces deux solu-

tions
= 125,
X = 15,
xry=— 63,
Xi= 4

7, =— 64,
Xo= 6,
re= 88,
Xe= 13,

x3=— 51,
X3 = 75
.’l’3=—32,
X;= 7.

De méme, avec p, =2, py=1, on a N=45 et, par
suite, les deux décompositions @ = g, b =5 et a =15,

b=23; on obtient

zy=128, x3=13, x3=—235 X;1=8, Xy=17, Xz=1;
ry=32, ®y=15, mm=—4jo, X;=9, X;=8, X;=3.
Posons encore p, =5, p,= —1; on trouve
N =153,
d’ou
a=17, b=g ou a =51, b=3.
On en déduit ces solutions :
xy= 125, Ze=— 19, xyg=— @b,
Xyj= 15, Xy= 9, X3= 23
z1= 195, xy=—33, r3=—145,
X = 22, Xe= 16, X; = 125
Ty = — 751 Ty =—12I, T3 = 44,
X, = 5, Xg= 11, X3 = 12.
Si py=—p,=p, on a N=8p?+1, et les for-
mules (g) s’écrivent
1 1
m=1)[1)i:l(a+b:;2)], X, Pig(a+b$2),

7'2=P[P'—T—é(a+b:o‘—2)]y

:rx=i%(a+b_,—_'z)——2p’, X; =

X,

—Pl’—“l(aﬂ-b??),

5
;(a— b).
i
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Ainsi, avec p = 2, on a

.’L‘1=16, z‘2=-8, .Z‘3=—5,
Xi= 5, Xe= 1, X3= a;

avec p = 4, on trouve ces deux solutions :

ry = 104, Zy=— 72, Z3=—2I,
Xy = 15, X, = 7y X;= 10}
zy=— 8o, X9 = — 112, xr3=— 44,
X, = 8, X, = 16, X;= 1o0.

Pour le systeme I3, les formules (5) et (6) donnent
les solutions générales suivantes :

zy=p1[4(pt+ p3 +p1p2) +p1l,
zy= p2 §(pl+ pi+ p1p2) + P2,
—a&3=12(p}+pi+pip2)(2p1+2p2—1)+ pi+p},
Xy = 2(p}+ pi-+ p1p2) + p1,
Xy=2(pi-+pi+p1p2)+ ps
Xy=12(pi+ pi+p1p2) — pr—p2
et

zy=—p1[4(P}+Pi+pP1P2) — 5p1— 4 p2+ 2],
Zy=—pa2[4(pi+pi-+pi1p2) — 4p1—5pa+ 2],
zy=[2(p}+pi+p1p2)—2p1—2p2+1]

< (2p1+2pe—1) — pi—pi,
Xi=2(pi+pi+pip2)—3p1—2p2+1,
Xe=2(pi+pi+pip2) —2p1—3p2+1,
Xy=2(pt+pi+pip2) — pr— po

Pour p; =1, ps= 2, ces deux formules donnent

xy= 29, xy= 6o, xr3=—175,
X;= 15, Xs= 16, X;= 113
Zy=—17, e = — 32, x3= 4o,
X = 8, Xy = 7, X3= 1I1.

De (77) on déduit aussi cette solution générale, ot l'on
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a posé py=—p,=p,

Ty=—p4prt—p+2), Xi=a2p?—p-+y,
Zy= pl4p*+p+2), Xo=o2p*+p—+1,
x3=—(4P'+l), Xg:‘zp’.

Par exemple, p = 3 donne

&y = —105, &y =123, xry=— 37,
Xy = 16, X, = 22, X;= 18.

On peut toujours déduire de (9) de nombreuses for-
mules générales, si 'on prend pour p, et p, des fonc-
tions d’un paramétre £ telles que le nombre N corres-
pondant soit toujours un produit de deux facteurs.
Ainsi pour p, =1, py=3h—1, on trouve

N=172h2—36Ah +9,
d’oti 'on tire d’abord
a=124h2—12h+3, b=3.

On a alors les formules

zy=3(§ht+1), X;=2(3h+1),
Zo=36h3— 3h?—1, Xo=3h(2h +1),
r3=— (36 h*+ 3ht+1), X3=3h(2h -—1)
et
ry=—12h3+12h —3, Xi=6h2—6h+1,

Zy=—36h3+57h?—30h + 5, X;=6h2—qh+3,
r3= 36h3 —51h*+4 24— 4, X3=3h(2h —1).

Si 'on prend ensuite
‘a=8h?-4h+l, b =g,
on trouve ces solutions générales :
ry=4h*+4h+ 5, Xi=2h+2h+3,

9= (3h —1)(4h*+7h +3), Xy=2h2+5h+1,
3= —h(12h2+19h + 4), X;=2h2— h—2
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et

ry=—(4h2—8h +5), Xi=2h2— 4 h + 2,
Zy=—3h—0)(4h2—11h+7), Xy=2h*—7h + 4,
x3=12h3—35h2+ 28 h — 5, X;=2h2— h—o,

EtupE bu systemE II,,.

5. Sil'on pose encore
)+ X9+, .. F+Tpa+Tp=1,

et si 'on ajoute les équations membres 3 membres, on
voit que, pour résoudre le systeme II,, il suffit de
résoudre I’équation

(10) ntt—(n—0t =X+ X2 +...+ XZ_,+ X2.

Les incounues z,, z,, ..., x, ont alors pour expres-
sions

ry=X}—02+¢t, xy=Xi—-08+1¢ ..., z,=Xi-t2+¢

Posons
(1) X|:¢+PI' Xo=1t + p, sy xlz—1=t+Plr~l;

suivant que ¢ sera posilif ou négatif, les inconnues z,,
Ly, ...y Tp_y auront donc les signes de py, pa, ...y Pa_y
ou ceux de — (pi+1), — (P2+1)y eooy — (Pr_i+1).
Désignons encore par Zp et Xp? la somme des n —1
nombres . et celle de leurs carrés; s1 'on porte dans
I'équation (10) les valeurs (11), on trouve

t2—(2Ep+n—i1)t—Ept—X2=o.

Considérons d'abord le cas ot n est impair, et soit
n=2k—+1.0na alors

t=Sp+hkEtV(Ep+k):+ Zp2+ X3.
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Pour que le nombre
N=(Zp+k)t+Zp?

soit une différence de deux carrés, il faut qu’il soit
impair, ou multiple de 4.

Si k est impair, c’est-a-dire si n est de la forme
4m—1, le nombre N est toujours impair, puisque I p
et Ip? sont de méme parité.

Supposons ensuite que k soil pair. Si ¥p est pair,
(Ep + k)* est multiple de 4, et il faut, par suite, que
Y p? soitaussi multiple de 4; il faut donc que le nombre
de nombres p impairs soit nul ou multiple de 4. Si, au
contraire, Ip est impair, (¥p + k)? est de la forme
4m —+1, et il faut que Ip* soil de la forme 4m —1.
Par suite, le nombre des nombres p impairs doit étre
de la forme 4q —1.

En résumé, pour que N soit différence de deux
carrés, les nombres p peuvent étie quelconques, excepté
que, si n est de la forme 4m + 1, le nombre des nom-
bres p impairs doit étre de 'une des formes 4¢q, 4¢ — 1.
Si 'on décompose le nombre N en deux facteurs de
méme parité a et b, on a

X,,:i(a—b), t=2p+/\i7;(a+b),
et, suivant qu'on adopte dans 'expression de ¢ le signe
~+ ou le signe —, ¢ sera positif ou négatif.

En réunissant les considérations qui précédent, on
obtient le résultat suivant :

St n est impair, on choisit n—1 nombres p,
P2y e Pao et Uon décompose le nombre

N=(2p+k)+Zp?

en un produit de deux facteurs a et b de méme
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parité; on a alors des solutions du systéme 1, en

prenant
[ 1
@y=|Sp+kEt_(a+b)|(2pi+1)+pi,

Ty = Zp+ki%(a—'r—b)](2p,+1)+p§,

T, 1= Ep-i—kii(a—i—b)](zp,,_.—i—l)-!—p?,_“

— Ty = Zp—i—k‘il(a+b)J(2Ep+n—2)+Ep2;
(12) / - >
X, = py +2p—1—/{i§(a+b),

Xp1=ppa+p+k=*+ ;(a—l—b),

1
| Xu=j(a—0).

Les nombres p sont quelconques; toutefors dans le
cas o n est de la forme 4m 1, il faut que le
nombre de nombres p impairs soit de U'une des
Sormes 4q, 4qg —1. Suivant qu’on prend dans les for-
mules qui précédent les signes supérieurs ou infé-
rieurs la ou figurent les doubles signes, les incon-
nues Iy, Ty, ..., Loy auront les signes de py, ps, ...,
Dot ou ceux de —(pi+1), —(ps+1), ...,
- (an + l)'

Supposons maintenaut que » soit pair; on a alors

t= %[22/)+n—1i\/(22p+n—1)’+42p2+4X,’L].

Le nombre
N=(28p+n—1)2+ 42 p?
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est alors toujours de la forme 4m +-1 et est, par suite,
au moins d’une facon, la différence de deux carrés dont
le plus petit est pair. Si N =a.b, on aura

X,,:IZ(a——b), t:Epi—.%(a+b-_*-zn$z),

et 'on obtient, par conséquent, ce résultat :

Sinest pair, on choisit n— 1 nombres quelconques
Py P2y <oy Py et U'on décompose le nombre

N=0Qip+n—1)2+4Zp?

en un produit de deux fuacteurs a, b; les formules
sutvantes donnent alors des solutions du systéme 11,,:

i 7
= |ZpE_(a+bxanr)|(2p+1)+pi,
9 J
_ . 3
= (EpE-(a+bxtanx2)|(2p2-+1)+pi,
: 4

1
ZTn 1= ZpI—l,;(a—i—bi?.n_T_')) (2pn—1+1)+pi_y,

—r,= [21pi%(a%—btzn:.z)1 (28p +n—2)+ Zp?;

X,:plfﬁpt;(aJﬁbiznxz),
3

xlng—a—i‘.prtl,(a—i—biznx‘z),
(

1
Xu 1= pp—t-+ Epiz(a+b¢2n:.2),

L:%m-b)

Les inconnues x, Ty, ..., ,_, auront les signes

depy,pa,..-y Porouceuxrde —(py+1), —(pat1),..4,
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— (Pr—r + 1) suivant qu’on prend dans ces formules
les signes supérieurs ou inférieurs la ot figurent des
doubles signes.

6. Formules a n — 1 parameétres. — Comme nous
I"avons fait pour le systeme I,, nous pouvons déduire
de ce qui précéde des formules générales & n —1 para-

metres py, P, ..., Pn_y; Nous considérons cncore Lrois
cas :

a. n de la forme 4m —1; on a vu qu’alors N est
toujours impair. Prenons donc @ = N, b=1; on obtient
ainsi ces formules

ry= l(l ?tl.‘)E[)i%(Ep)‘lrt% E/ﬂ-ri(/c:*:n)'l (2pr1+1)+pl,

xy = [(1 :*:/.).‘L/»i&(ip)'li%f.pﬁi-g(ﬁ"tl)? (pr+1)+p3,

R [(li/.)spié(z,»)ﬂigsp?:&%(ki: 2 (pu-s+1)+p2_y,

—y= [(1i/.)zl;té(E/))?tézp‘li%(/.i-l)?]('z}ll)+n—2)+2p2;
(14) , . .

1 ,
Xi=pi+ (£ M)EpE S (SprE -Tprk (k£ 1),

T 1 1
— —+ & 4 L (EpR= oS p2t — (k)
Xg_pr!—(x_/.)l‘.p_z(}.p) _22‘.p _2(A—~')’

1 1 1
Xn-l:[)nAl_"(li—k)Epi;(Ep)2i;zp2i ;‘(ki )

| Xn=k2p+%('Ep)ﬁ-%—%i‘.p?-i—‘—:(k’——l).

B. n de la forme 4m + 1; dans ce cas le nombre de
nombres p impairs doit étre de 'une des formes 4¢,
4q —1 et N est toujours multiple de 4. Posons donc
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1
a= —Q—N, b= 2; on a alors

1

2
x = <1i;k>3pi-2—(2p)?i32p2t <%kil) ](9.p1+l)+p%,
- 2
x2=L(vti—k)i.p:t%():p)zi-lzp!i<i—ki|> ](2p2+l)+pf§.
2
= (1= k)sp= e rsp (Li) | Gpet 0+ i,
g 2
= <|ié/{>2pt-;—(2p)’:t—;-2p?i-<%kil> (2Zp+n—2)+ Z p2;
2
Xl::p,+<1ié/r)):pt-:-(}:p)zi—;-z‘.p?:*:<£/ril> ,
4 i 2
x,=p2+<.ilk)zpi1<:p)eilzp2i<lki->2,
2 4 ( 2

P

v. n pair. Enprenant a=N et b=1 et en employant

dans les lormules (13) relatives a ce cas les signes su-

périeurs, on trouve les formules suivantes :

Ty = (,‘.‘.p)?+2p2+n3[?+':”2](2p1+')+l’3’
| . - N
2y = (2‘.p)2+2p‘~’—+—n2[)+-I;HQ](2P2+1)+P§,
L +
Tpoy = (zp)z+)_‘,P!+n2p+l/n?]('zpn-1+l)+l’3-n
L 4
— = (Zp)2+2p2+n2p+ill2](22p+n—'l)+2P2§
(16) Co
Xy=pi+ (2p)t+ Ep*+nSp+ - nt,
4

X,=

Xo=pos+ (Ep)2+Ep?+nip+ %n’,

Xn1=prna+ (EpP2+IZp2+nip+ %ni,

(Zpr+Ept+(n—1)Zp+ %n(n —2).
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Avec les signes inférieurs on trouve de méme

. 2
l Ty =— [(Ep)?+ Ipt+4(n—2)Ip+ (in~ 1> J(zp,+l)+p},

\ 2

Xy = — [(Zp)2—|— Epr+(n—2)Ip+ (%n— l) ](2p2+l)+p§,

2
Tpoy=— [(E/})’+Ep?+(rz—2)2p+ <% n— |) ]('.zp,‘__,—l—l)—i-p;'-‘hl ;

- 2
(7) X,:(Zp)2+}2/)?+(n—2)2p—[),+(én—l> s

2
Xzz(Sp)‘l+,‘.‘.p?—i—(n—-z)Zp—p.z»'r—<‘—')-n—-—1> s

n 2
Xpoa=CEp)?2+Ep2+(n—2)Sp—pp_ 1+ (;n—l) )
|

\ Xn=(Zp)2+2p=+(n—|)2p+7l|n(n»—'),).

Il'y alieu d’observer que les formules qui précédent
preanent une forme simple si 'on choisit des nombres
Pis P2y -y Pa_y dont la somme est nulle.

Nous appliquerons ces considérations générales aux
cas de n=3, n=4, n=2>5, qui fournissent des
exemples des Lrois cas que nous venons d’envisager.

7. Systéme ;. — Pour n =3, on a le systéme
(Z1+ Ty +23)2— (22 + 23) = X},

(2, + 29+ x;,)’—— (x.—f—.z'a) = X%,
(21 + X2+ 23)2 — (21 + x2) = X3.

Le nombre N a alors pour expression

N=a.b=2(pi+pi+piprt+pi+p)+1,
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et 'on a, d’apres (12),

x = [p.+p2i é(aﬂr b)+ l](zp1+1)+p¥,
I

Zy = [p,+p,i;(a+ b)+ l](2p2+1)+p§,

—x3= [p,—t—pg-_‘—%(a—;—b)—b— l](zp,+2p2—+—l)—i-p%+p§;

(18) ¢
X|='lp|+ pgié(a—i—b)—kl,
X, = pl—&-zpzi%(a—i—b)-&—l,
Xs=L(a—0b).
\ 2
Si py=1, p,=2, on trouve N= 21, dott a =7,
b=23el
r) =8, ro = 49, xr3=— 63,
X, = 10, Xo=11, X;= 2.

Des formules (14) on déduit ensuite, en prenant les
signes supérieurs :

= (pi+plapipetopi+2pe+2)(2p +1) + pl,
Ty=  (Pi+pi+pipr+opi+2ps+2)(2ps+1) + pi,
ry=—(pi-+pi+pip2+2p1+2ps+2)(2p1+2pe+1)— p?— pi;
X, = Pi+pi+pipe+3pr1+2py+2,
Xo= pi+pl--piprto2pi+3p+2,
Xs=  pi+pi+pipr+ p1+ p
Ainsi, pour p,=2, py=-—1,0na
z; = 39, Ty=—6, xr3= ——.26;
X;= 9, Xo= 6, X3= 4.
Si I'on pose dans ces formules p,=—p,=p, on

trouve ces solutions générales :

ri= 20pt+pii2p+1), Xi=pr+p+2,
Zy=—2(p?—p:4+2p—1), Xo=p?—p+2,
Ly=—(3pr+2); X;=p2
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Pour p =1, on obtient la solution

Iy =10, Xg == — 2, 3'3:‘_5:
Xi= 4, Xo= 2, Xs= 13

z, = 86, 3= — 46, T3 =-—129;
X1: lﬁ, X2= 8, X3= 9.

En adoptant dans (14) les signes inférieurs on obtient
encore ces solutions du systéme Il :

xy=—(pi+ p3+pip:)(2p1+ 1) +p},

Zy=— (pi+pi+pip2) (2p2+ 1)+ pi,
zy= (pt+pi+pip2)(2p1+2pe+1) —pi—pi;
X, = pPi+ p3—+ pLp2— pu,
Xy= P+ P3+ Pp1p2— P
Xs=  pi-+pi+pip2+prt+pa
Par exemple, avec p, =3, py=—2,0na
zy =— jo, Ty = 29, x3=8;
Xy= i Xe= 9, X3=
En faisant dans les derniéres formules p, =— p, = p,

on trouve ces solutions générales simples :

xry=—a2p3, Ty =2 p3, r3=— p?;
Xl:p(p'_l)v X2=P(P+')7 X3= pz‘

Ainsi, pour p = 2, on obtient

xry=— 16, Z9= 10, Zr3=—4§;

Xi= 2, Xe= 6, Xa= 4;
pour p =3,

xy =— 54, 3= 54, Tr3=-—9;

Xl= 6, XQ: 12, X3= 9.

On peut aussi déduire de (18) de nombreuses solu-
tions générales en choisissant pour p, et p, des fonc-
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d’un paramétre A telles que le nombre N correspondant
soit toujours un produit de deux facteurs. Posons, par
exemple, py=3h —1, pp=—3h—1;0n2

N =18A2+ 3, a=06h2+1, b =3,
d’ou la solution générale

xy= 6h2(3h—+1), Xy=3h(h+1),
xy=—6h2(3h—1), Xo=3h(h—1),
23 =1— gh?; Xz=:3h2—1.

8. Systéme II,. — On considére donc le systéme

(21 + T+ X3+ 2,)2— (22 + 23+ 2,) = X3,
(2 + 2o+ T3+ x,)2— (21 + 23+ ) = X3,
(T Xa+ &3+ ) — (71 + 22+ 7,) = X3,
(21 + Za+ 23+ 2, )2 — () + T2+ ¥3) = X3,

On a dans ce cas
N=a.b=(2pi+2p2+2ps+ 32+ 4(p}+ p3+ p3}),
et les formules (13) s’écrivent

Ty = P1+P2+P3i-;—(a+bi"6) (2p1+1) + p3,
L 4

I i .
Zy= p1—+—pg+p3.'_*zz(a+b:1‘:6) (2 ps—+1) + p3,
L B

i i
Ty = P1+P2+P3i‘%(a+[)i6) (2p3+|)+P%’
L e

— & =2 p:+192+paic41(a+bi6) (Pr+p2+ps+1)+pi+pi+p3;
X,:‘),p,—!— P2+ p;;i‘%((l-{*—biﬁ),
Xo= pi+2p:+ pai%(a—kbiﬁ),

Xs= p+ pg+2p3i’:%(a +b+86),

I
x;: z(a——b)
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Par exemple, avec p, =3, py=1, ps=o0, 0na

N =161, a =23, b=7

et
&y = 100, xs = fo, zr3=13, T, = —140;
X = IG, Xg:lbi, stls, xb= 45
avec py =2, py=1, py=— 3, on lrouve
N =65, a=13, b=5
et
x, = 34, xy =19, r3=—2I, zr,=—126;
X1= 8, X2= 7y X3= 3, X‘= 2.

D’aprés les formules (16), on a ensuite ces solutions
générales & Lrois paramétres :

#y=2[pi+ p3+ pi-+p1patpapst+pspi2(pi+pat ps)+2](2pi+1)+pi,
Ty =2 P+ p3+ P34+ pi1Pa+ PaPs+pPspi1+2(pr1-+pa+ps)+ 2] (2 p2+1) + p3,
23 =2[ p}+ p3+p3+ p1 P2t Paps+psp1+2(P1+ pa+ ps) +2] (2ps—+1) +p3,
— 2, =4[ p}+p3+pi+P1P2tPaPs+ Pspr+2(P1+ Pr+ps)—+2]

X (p1+ pa+ps+1)+pi+p3-+pi;
Xy = 2(p}+ p3+ p3—+ p1pe-t+paps+psp)+5pi+b4pet 4 ps+4,
Xo =2(pi+p3-+p3+pipe+paps—+psp1)+4pi+5ps+4ps+4,
Xs=2(pi+p3+p3+pipat paps+ pspr) + 4p1+ 4 pot+5ps+ 4,
Xy =2(pi+p3+p3+pipatpaps+psp1) +3(p1-+petps)+2.

Ainsi, avec p, =1, py=o0, p3—=— 2, on trouve
(19) 2y =19, xy= 6, Z3=—14, z,=—05;
Xi= 7, X, =6, Xog= 4, Xi= 5.

On déduit de méme de (17) ces solutions :

@y =—[2(p}+p3+ pi+p1pr+papst psp1-+pi+pat pa)+1](2pi+1)+p3,
2y =—[2(p}+ p3+Pi-+p1Pa+ P2ps+Pspi+pi+pa+ps)+1](2p2+1)+p3,
23 =—[2(p}+p3+ pi—+p1pat P Ps—+ pspr+pr1+Ppatps)+1](2 pa+1)+p3,
zy= 2[2(p}-+p3-+pi-+pipr-tpapstpspr+ prtpitps) 1]

X (pi+par+ pat+1)—pi—pi—pi;

Xi=  2(pi+pi+p3+pi1patpeps+pspr)+ pi-+2ps+2ps+1,
Xe=  2(pi-+p3-+pi+p1petpaps+psp1)+2p1+ Pat2p3+1,
Xs=  2(pi+pi+pi+pipetpaps+pspr)+2pi+2prt pi+1,

Xi=  2(pi+ p3+p3-+pipatpaps+pspy)+3(pr+ patps) +2.



( 424)
Pour py, =12, p,=1, py=—1,0na
Zy=—7I, Ty =— 41, 3 =16, T6=84;
Xi= 13, Xo= 14, X3 =16, X, =18.
. . . 1 N
Sip,+pys+ps=o,etsilondésigne ;‘(p1 +pi4pi)

par =, on lrouve, comme cas particuliers des formules
que nous venons d’obtenir, ces solutions :

zi= 2( m+2)(2pi+1)+py, Xy=2(7+2)+py,
re= 2( m4+2)(opa-+1)+ p3, Xy=2(m+2) + ps,
r3= 2( w4+ 2)(2p3+1)+ p3, X3=2(®+2) + p3,
T, =—2(31+ §4); X,=2(m~+1)

et

ry=— (2T +1)(2p+1)+ p}, Xi=o2m+p;+1,
ry=— (2% +1)(2ps+1)+p3, Xo=am-+py+1,
r3=— (27 + 1)(2p3+1)+pi, Xzg=om+p3+I,
r,= 2( T4+ 1); Xi=2(m—+1).

Signalons encore les formules suivantes, qu’on dé-
duit aisément des premiéres formules générales a trois
paramétres qui précédent et qui donnent des solutions
du systéme I, pour lesquelles les inconnues X, X,,
X3, X, sont en progression arithmétique :

zy= 6ol 410h+3)(2h+1)+ (3h+1)2
zo= 20102+ 100 + 3)(2h + 1)+ A2,

r3=— 201072 +10h +3)(2h +1)+ (h +1)?2,
ry=—4(1toh2+1oh+3)(3Nh +1)—11h2—8h — 2;

Xi=20h=—9230 + 7,
Xo=120R2+ 21 + 6,
N3=120h2+ 19h + ),
X, =20h2+ 17h + 4.

Pour h=o0,0n a

=19, zy= 6, r3=—75, Z,=—14;
Xi= 7, X,= 6, Xs= 5, Xy= 4
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c’est la solution (1g). Pour A =1, on obtient

@y = 430, ry =139, Z3=—13
Xi= 5o, Xo= 47, Xz= 4

) 1’52—389;
N X',= /|l.

PN

9. Systeme Il;. — Pour le cas de cing équations, ce
sont surtout les formules (15) prises avec les signes
inférieurs qui donnent lieu 4 des solutions générales
d’une forme assez simple. Ainsi, on a

1
Xy = —

[(Ep):+Ep2](2pi+1) + pi,

E- N =N

[(Ep)2+Ep2] (» pa+1) + pi,

Zv=— LIS+ 25 (203 +1) + B,

I

%:—2[(2}’)“-EP2](‘2P'.+')+P?‘:7
5= }I(EP)2+EP’](22P+3)—2;7’;
(]
, I a1y
)\,:—/—(S;))-—l—?:p’—p,,
i 1
Xgr—;—(i‘.p)?—é—::)lp‘z-—/»,,
I I
X;= Z(Zl’)’+ ZEI"’—I’u»
Xi= 7(Zp)i+ 7 Ept—py,
4 4

Xs= = (Zp)i+ S pr—3p.
4 4

Rappelons que, pour ce cas, le nombre de nombres
p impairs doit étre o, 3 ou 4. Ainsi, avec p,=3,

P2=1, p3=0, py=—1,0na
xy=—26, xp=—14, T=-—95  x,,=6, x3;=34;
X, = 2, X, = 4, X3= 5, X,=6, X;= 8.

Si I'on suppose encore p = 0, on trouve ces solu-
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tions simples :

1 1

:v,:——zzﬂ(zp,—{-l)—e—p‘;’, X,_—.Zzlnt—p,,
. 1

Xy = —- ;:,sz('zp2+l)+p§, \2=7‘2p2—p2,
I 9 !

13=—32p?(2p3+|)+p§, X3=ZZpi—p3,

“"o=—'ZIZP2(2Pb+I)+P?, Xa=%2p?—pa,

! 1
Tyg=— -2 2; Xg= -3 2,
5 i P =7 P

Si py=2, pp=—2, ps=4, pi=—4, on a, d’aprés
ces formules :

-77|=—46, .2‘2234, .2'3:—-74, X, = 86, Ty =—10,
x|= 8, ng 12, X3= G, sz I./h X5: 10.



