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[D2a] .

NOUVELLE DEMONSTRATION D'UN THEOREME D’ABEL
SUR LES SERIES ;

Par M. J.-B. POMEY.

d—

Remarque préliminaire. — Soit, dans le plan, un
ensemble (A) de points A,, A, A,, ..., Ay, ... contenus
dans un cercle C de rayon R ; si je forme ’ensemble (B)
des points By, B,,B,, ..., B,, ... homologues respective-
ment des points A, Ay, ..., Ay, ... dans une transfor-
mation homothétique opérée a partir d'un point P,
situé a l'intérieur du cercle C, comme centre d’homo-
thétie et avec un rapport de similitude X inférieur &
I'unité mais positif, la figure (B) est contenue dans un
cercle C' de rayon R'= 2R et le cercle C' est contenu
a lintérieur du cercle C; les deux figures coincide-
raient, naturellement, si A était égal a I'unité. Je dirai
pour abréger que jopére sur (A) la transforma-
tion S}(A) et que j'obtiens l'ensemble (B). J'écrirai
alors S} (A) = (B).

Enoncé. — Considérons une suite de vecteurs
Uy Uyy Usy +--y Upy ... €0 nombre infini, mais supposons
que le plus grand des vecteurs

So== Uy, S1=Uo+ Uy, Sa=Upt+ Uit Us..., s,,=2(u,,)...
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demeure fini. Supposons que les nombres a,, a,,
@y ..., @y, ... soient une infinité de nombres posi-
tifs, rangés par ordre décroissant de facon que chacun
d’eux soit tout au plus égal au précédent, mais tels
cependant que, si I'on se donne un nombre ¢ aussi
petit qu'on voudra, on puisse prendre n assez grand
pour que tous les nombres a partir de a, soient infé-
rieurs a ¢. Je dis que la série

QoUo+ U1+ ... +AglUp—+ ...

est convergente.

Démonstration. — Soient By, By, By, ..., By, ...
les extrémités des vecteurs sq, s, Sg, ..., Su, ... appli-
qués a 'origine, comme le seraient des forces. Je puis
tracer un cercle G de rayon R assez grand pour con-
tenir a son intérieur tous les points (B) de cet en-
semble, en méme temps que lorigine que j'appel-
lerai Q. Je fais la transformation S (B) et j’obtiens les
points B}, B}, By, .... Le premier Bj est I'extrémité
du vecteur a,u, et le vecteur B),_,, B}, est égal a a, u,.
Ceci posé, je fais les opérations successives :

9...BY...),

S (BoBy...Bps... B
1B}...BL..)),

Sa’(BYBY...BY...

Sei(B4BY...B,...)=(B}BiB}...B}...),

ay

i
I

..... R R R I I I S P P

s'if*(B';-“Bz;{.. .} =(BRBR. o)

-t
Les points Bj, B}, B}, ... sont compris & l'intérieur

d’un cercle C, de rayon Ry =a,R; les points B}, B,,
B!, ... sont compris a l'intérieur d’un cercle C, de
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— YR . ; 2 B2
rayon R, = a_oR"—a-‘R’ les points B}, B2, ... sont
compris & lintérieur d’un cercle C, de rayon

a .
R,= ;’IR,: a:R; les points B%, B2, | ... sont com-
pris a l'intérieur d’un cercle C, de rayon R,= a,R.
Or, le cercle C enveloppe le cercle C, qui enveloppe le
cercle G, qui enveloppe le cercle C,, ..., qui enve-
loppe le cercle C, dont le rayon tend vers zéro
quand n tend vers l'infini. Donc les centres d’ho-

43 . 0 2 s
mothétie successifs Q, Bj, B}, B}, ..., B}, ... qui
sont compris respectivement & lintérieur de ces
divers cercles successifs tendent vers un point
limite ¥ bien déterminé. Maintenant, examinons les
valeurs de Q B}, de Q B}, ... et de QB/;. Toutd’abord

Q B? est un vecteur égal a ayu,, B) B{ est un vecteur
égal & agu,, donc B) B} est un vecteur égal a

"‘"l X
0 Yy 1%

et QB! est, par suite, égal &
AoUo+ Ay Uy,
D’une fagon générale, je dis que le vecteur Q B} est
égal a
QoUp~+ Ayl —+ ...~ ApUp,

car la méme formule subsiste quand on change n
en n+1. En effet, il suffit de considérer les vec-
teurs BSB: , BiB., , B:BZ,,, ... pour voir qu’ils
sont égaux respectivement

AoUptyy, @AylUpiyy QalUpiyy «oo

puis, quand nous prenons B] pour centre d’homo-
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thétie, nous avons enfin
An+1 An+1
BiBitli = - B:BE, = o Gnlni1 = Euit Batty
n n

ce qui établit la loi et prouve en méme temps que la
limite de JB” ou Ta,u, est le vecteur bien déter-
miné Q.



