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[Alb]
SDR DES IDENTITÉS REMARQUABLES;

PAR M. MATHIEU WEILL.

Soit
ab = X, a H- b = JA,

d'où

Considérons

P = (x -+- ay •+- b z) (x -\- by-h az)
= a?» -f- X j 2 -+- X s2 -4- JJL^ -f- [x#s -h ( fi* — 2 X )yz,

• a^ -h bz) (&'•+- ay'-\- bz')
z'-+- a(xy'-+-yx') -

OU

en posant
X = x^r'—Xj-y— \zz'-\-\{yz'-\- zy' ),
Y = [x^y-l- xy' +-yx',
Z «s {X^-+- ZX*-\- XZ'.

Soit
R = (a? -+- a^ -4- 6-s) (x -h ójf -h a-s)

X (x'-h ayf-+- bz')(x'-\- by'-h az').

On aura, d'après ce qui précède,

( f x « - 2X)YZ.

R n'est autre que le produit des deux formes :

a?1 -f- Xj'* -hXz*-+- \*.xy -\-

. de Mat hé ma t., 4* série, t. XVI. (Septembre 1916.) 25



Dcrnenous avons le théorème suivant :

THÉORÈME. — Le produit des deux j ormes

est une f orme de même espèce, et cela de plusieurs
manières, car on peut permuter y avec z, ce qui
change X, Y, Z; ou y1 avec zf.

En donnant à \ et a [JL des valeurs parliculières, on
obtient un grand nombre d'identités.

Faisons, par exemple, \ = i, [JL = — i ; il vient

i — xy — xz—yz){x'1-\~y't-irz'1—x'y'— z'z'

= x* -4- Y*-f- Z2 — \ Y — XZ — YZ,

avecr

X = xx' — y y— zz1 -h yz' -+- zy',

Y =— yy'-+-xy'-+-yx',

Z = — £3 f-h ZX'

En permutant r̂ a\ecy ou avec z, ou x avecy^ .. ,
on obtient diverses valeurs pour le système X, Y, Z :

En particulier, si l'on fait

x = x',

il vient
(x*H-y1 -H s* — toy — xz—yz)*

= X2 -+- Y2 -f. Z ? - XY — XZ - YZ,

avec

Y
Z -



On aura aussi, évidemment,

Yâ = %yx — a?*,

2 = izx —

ce qui donne trois formes distinctes.
Dans le cas particulier des deux formes

x y ^-x % — yZ}
a?'* H-y*-H *'* — x'y'— x'z' — y'W,

on peut obtenir des résultais différents en partant de
Tidentité

xt-^yt-^ xl—xy — xz —yz
=z (x -h <xy -+- z*z) (x -h **y -+• <xz),

CL et a2 désignant les racines cubiques imaginaires de
Funité.

On a

(x -h xy -+- OL*Z) O'-+- «y-+- oflz') =

avec
X = xx' -\- yz' -\~ zy\
Y = zz'-\- xy'-hyx',
Z = yy' -h xz1 -h zx'.

Le produit

P = (x -h <xy

X (x'-h ay'

s'écrira donc

(X -4- «Y-+* a*Z>(X -4- a«Y -h aZ)

= x^H- Y*-+- Z«— XY - XZ - YZ.



C'est une nouvelle forme du produit

(xi-hyt-hzi—xy—xz — yz)(x'*->r y'*-+-z**—x'y'— x'z'-~ y'z').

En particulier, si Ton prend

x — x\ y=y', z^z',
on aura

* — xy — xz— yz)*

Reprenant la formule générale, faisons

|x = ï, 45 = o, y = o ;

(x*-f \y*-4-xy)(x'*-h )*y'*-+- x'y1

x = xx

Y = yy'+• xy''-*- yx'',

et, en faisant X = i,
(a;î 4-jrt4- tf^) (a?'f H - y i + a?y) = X*H- Y»-+- XY,

avec
X^xx'-yy',
V ~ yy' ->r xy' ->r yx\

Permutant x avec y, on aura un nouveau système

Xi = yx'—xy',

el ainsi de suile. On voit que l'identité générale que
nous avons établie conduit à un très grand nombre
d'identités nouvelles, qui peuvent avoir leur intérêt en
Algèbre et dansja Théorie des nombres.



Considérons l'expression

- Zabc

et l'expression

= (a'-h 6'-+- c') (ar-f- 6'a -+- c'a») (a'-+- 6'a»-t- c'a).

Le produit KL s'écrira

(A-+-B-4-C)(À-4-Ba-h Ca*)(A-+-Ba*-*-Ca)

avec
A = aa''-+- £6'-H ce',
B == a6'-+- èc'-f- ca',
G = ac'-+- ba'-\-cb''.

Pour le voir, il suffit de faire, séparément, les produits
de

a + 6 + c par a' -v- b' -h c',
de

a-hôa-t-ca' par a'H- b'a*-*- c'a,
et de

a + 6aJ+ca par a'-h 6'a -+- c'a1.

On voit donc que le produit des deux formes

a* -+- b* -h c* — 3 abc,

est une forme de même espèce. On arrive d'ailleurs à
ce résultat, immédiatement, en faisant le produit des.
déterminants :

a b c
b c a
c a b

a' b1 c'

b' c' a'
c' a' b'

Zabc — a5— 6»— c»,

a'*— fc'*— c'3.



Leur produit est le déterminant

= A*-hB*-hC*— 3 ABC,
A
B
C

B
C
A

C
A
B

A, B, C; ayant les valeurs indiquées plus haut.
Décomposons la forme

a3-H 63-+- c3

et faisons le produit

puis

puis
'(a -h bec-h ea*) (a -h 6a*-f- ca),

Le premier produit est égal à

a*__ fa + u(b*— ac) -h a*(c* — ab) ;

le second est égal à

le troisième est égal à

a2 — be -h 6* — ac -+- c5 — a&.

On a donc Fîdentité

( a 3 H _^3^. c 3_3 a ^ c ) î = = A3-j-B3-t-C l— 3ABG,

avec
A = a«— 6e,
B = b* - ac,
C = c*—ab.

La première méthode ne donne pas cette identité.
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Considérons, enfio, le déterminant

a b c d
b c d a
c d a b
d a b c

Soit

On aura

-iac(.

a' b' c' d'
b' c' d' a'
c' d .. ..
d' -a* .. ..

ï 2 3 4

2 i 4 Ï

3 4 1 2

en écrivant, pour abréger,

i = aa'~\- bb' -h ce' -h dd',
i = ab' -+- bc' -h cd' -+- da'y

3 = ac' -+- bd''-+- ca' -h Û?6',
4 = ad*-h bd -h rô' 4- c?c'.

On peut donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Le produit des deux f ormes

•+-4(a'd'—b'c')(albl—c'df)

est une forme de même espèce, précédée du signe (—).

Considérons, d'autre part, l'équation binôme

— 1 = 0,
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et soit a l'une des racines; le déterminant

a b c d
b c d a
c d a b
d a b c

peut s'écrire, en remarquant que si l'on pose

on a
— = b -+• COL •+-
a
A_
a* :

A

s » :

b c d

c d a

1 a *

On en conclut, facilement, que A est divisible par le
produit des quatre valeurs obtenues en remplaçant
dans A, a, par les quatre racines de xh — i = o, c'est-
à-dire par i, — i, i et — i. Or, le produit des quatre
polynômes ainsi formés peut s'écrire

P = (a •+• b -4- c -H d) (a — b -4- c — d) [(a — c)»-f- (b — rf)*].

Ce produit est égal à — A.
On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME. — Le produit des deux formes

P =i (a+f t+c + rf)(a-6 + c-rf)[(a — c )*-H (6 — rf )»],
Pt == (a'-f- 6'-+- c'-f- rf*) (a' — 6 4- c'— <f ) [(a' — c' )« 4- (6'— rf')*J



est une forme de même espèce,

R = ~ [ À + B + C + D ] [ A -
x [(A —C)«-f-(B —D)«]

avec
A = aa' •+- bb' -f- ce' -H dd\
B = ab'-+- bc' -h cd'-+• efa',
G = ac' H- bd' -\~ ca'-b- db',
D = â T-H ̂ a'n- cb' -+- de''.

Le résultat est général. Considérons le déterminant

a =

et Téquation binôme
xn— i = o,

dont les racines sont a, a2 . . . a„; on a

A ==fcII(a1H- a,ai-f- asa] -+-...-+- a^af"1).

Si nous remplaçons les aKa1..*an par ^ 62•••&»? nous
aurons un autre déterminant de même espèce

et le produit dA, sera un déterminant de la même
espèce

D = A, A1

avec
Ai =
At=z atbs-hatb3-h... + anblt

d'où une identité très générale.
D'ailleurs, le déterminant A n'est autre que le résul-
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tant, à un facteur près, des polynômes

. . .-+- aHxn~l

et

Le produit AA, est, d'une part, le produit des résul-
tants des deux polynômes

et!-!- a2x -h . . .H- a^

et

et, d'autre part, le résultant du produit

et de

On peut, dans tout ce qui précède, supposer nul un
coefficient, ou même en supposer plusieurs nuls. Con-
sidérons, par exemple, le déterminant

A =

et l'équation binôme

a b c o
b c o a
c o a b
o a b c

Xn— l = O,

on a
A = — [a -h b -h c] [a — b -+- c] [a -H ib — c] [a — ib — c]

= — [(a + c ) * - ^ ] [(a —

Soit

Le produit AA, sera égal à R, et l'on aura

R = — [A-+-B-+-C-+-D][A — B-4-C —
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avec
A = oa4-f- bbi -Fccu
B = abi -+- ^ct,
G = ac! -h ca t,


