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[A1Db] .
SUR DES IDENTITES REMARQUABLES ;
Par M. Matuiev WEILL.
Soit
ab=1»% a+b=y,

d’ou
at=pa—N\,
b2 = y.b —A.

Considérons

P=(zx+ay+bz)(x+by+az)
= T4 Ay~ A2+ pxy + pxs + (pr—21) ys,
Q=(z+ay+bz)(z'+ay'+b3")
=z + atyy + b2zi'+ a(xy' + yx') + b(3x' 4+ x3')
+Myzs'+zy')
ou

Q =X4+a¥ + bZ,
en posant

X =o' —Ayy' — hzz'+ M ys' + zy'),
Y = puyy'+zy' +ya,
L= p33' + 32’ + x5,
Soit
R=(z+ay+bz)(x+by+axz)
X (2'+ay'+ bz )(z'+ by + az').

" ? 2 . e n
On aura, d’aprés ce qui précéde,

R=X+aY+bZL)(X+bY+al)
= X2+ AY2+ AZ2+ p XY + pXZ + (u2—27)YZ.

R n’est autre que le produit des deux formes :

2 4+ Ayt + Az pay + pxs + (p2—210)ys,
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Ponc nous avons le théoreme sutvant :
Tutorime. — Le produit des deux formes

2 Ayt - A S, - (ut—2)) y3,
T2 XY A (P2 —20) 5

est une forme de méme espéce, et cela de plusieurs
maniéres, car on peut permuter y avec 3, cé qui
change X, Y, L; ou y' avec z'.

En donnant 4 A et a p. des valeurs particuliéres, on
obtient un grand nombre d’identités.
Faisons, par exemple, A=1, p=—1; il vient

@+ Y+ 22—y — a3 —y5) (24 )t 51— Yy — 15— y'z)
= X2+ Y24+ 72— XY —XZ —YZ,

avec
X =z2'—yy'— 33"+ y3' + zy/,

Y=—yy'+ay+yz,

17 =— 23"+ z2'+ x3'.

En permutant z avec y ou avec 3, ou =’ avecy’, .
on obtient diverses valeurs pour le systeme X, Y, Z :
En particulier, si I’on fait

r=2x,
y=.}/)
3=5,
il vient
(224 y2+ ' — oy — 25 — yz)?
=X+ Y2722 — XY —XZ —YZ,
avec

X=a2— (y—z)iy
Y=oxzy—»,

1 =205 — 32,



(371)

On aura aussi, évidemment,

X1=}"—(SL‘—Z)‘,
Yi=a2yr — 21,
Zy=2yz— 3,
Xy= z’—(x—y)’,
Y= 222 — 23,

Ly=o23y —y?,

ce qu1 donne trois formes distinctes.
Dans le cas particulier des deux formes

22 4+ y2 22—y —2 5 —y3,
24y g — Yy =2’ — YT,

on peut obtenir des résultats différents en partant de
I'identité
P24y R—zy — 25— Y3
=(z+ay+22z)(x+aly +az),

a et a2 désignant les racines cubiques imaginaires de
Punité.

Ona

(+ay+arz) (2 +ay' +a23') =X +aY + atZ,
avec
X =zz'+ y3'+ zy,
Y = 23+ xy' + yo,
L=yy'+xi+ 32
Le produrt

P=(x+ay +a2z)(x +aly +a3z)
X (&' 4+ ay +ars (2 +aty +az')
s’écrira donc

(X+aY+atZy (X +arY 4 2Z)
= X2 Y24+ Z2— XY — XZ — YZ.



(372)

Clest une nouvelle forme du produit
(224 452 — 2y — 23— Y1) (24 Y43 —2'y' — '3 — y'3).

En particulier, si I'on prend
r=2z, y=y, z=1,
on aura
(224 ¥+ 22— 2y — 25 — yz)?
= (22+2yz)'+ (¥ +223)+ (32+ 2azy)?
—(xr+2yz)(yr+ax3)—....

Reprenant la formule générale, faisons

il vient
(22+ Ay +2y) (2241 24 2'y') = X24- A Y2+ XY,

avec
X=zz'— \yy,

Y=yy' +zy'+y2,
et, en faisant A=1,
(24t zy) (24 y2r+ o' y') = X2+ Y2+ XY,

avec
X =za'—yy',

Y=yy'+zy' +yz'.
Permutant z avec y, on aura un nouveau systéme

Xy=ya'—zxy',
Yi=xzy'+yy +ax,

et ainsi de suite. On voit que l'identité générale que
nous avons élablie conduit & un trés grand nombre
d’identités nouvelles, qui peuvent avoir leur intérét en
Algébre et dans_la Théorie des nombres.
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Considérons I'expression

K = a3+ b3+ ¢3—3abe o

=(a+b+c)(a+ba+car)(a+ bat+4ca),
et 'expression

L=a3+ b3+ c3—3a'd'c
=(a'+b'+c')(a'+ b'a+c'at) (a'+ b'at 4 c'a).

Le produit KL s’écrira

(A+B+ C)(A +Ba~+ Ca?)(A+ Bar+ Ca)
avec
A = aa'+ bb'+ ¢/,
B = ab'+ bc' + ca’,
C=ac' + ba'+cb'.

Pour le voir, il suffit de faire, séparément, les produits

de
a+b+c par a'+b+d,

de

a+ba-ca? par a'+4 bat4c'a,
et de

a+bat+ca par a'+bda+cal

On voit donc que le produit des deux formes

a® + b3 + ¢ — 3abe,
a4+ b3+ c'3—3a'b'c,

est une forme de méme espéce. On arrive d’ailleurs 2
ce résultat, immédiatement, en faisant le produit des
déterminants :

a b ¢
b ¢ al|=3abc—a’—b3—c3,
a b
a b ¢
¥ ¢ a |=3abc—at—b3—c"s.
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Leur produit est le déterminant

A B C
—!B C A |=A%+B%+ C3— 3ABC,
C A B

A, B, C; ayant les valeurs indiquées plus haut.
Décomposons la forme

a3 -+ b3+ c3— 3abe,

et faisons le produit
(a+b-+c)(a-+ba—+ ca?),
puis
(a+b+c)(a+ bat+ca),
puis
(a+ ba—+car)(a—+ bat+ ca).

Le premier produit est égal &
at— bc + a(b*— ac) + ar(c?— ab) ;
le second est égal &
al— bec + a?(b2— ac) + a(c?— ab) ;
le troisiéme est égal a
a?— be+ b*— ac + c?— ab.

On a donc I'identité

(a3+ b3+ c3—3abc)r = A3+ B3+ C3— 3ABC,

avec
A = ar— be,
B = b2 — ac,
C = c2— ab.

La premiére méthode ne donne pas cette identité.
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Considérons, enfin, le déterminant .
a b ¢ d )
b d
A= ; Z = (b — dt)r— (a?r— c?)?
¢ @ + 4bd(a?+ c?)
d a b c| _jac(b2+ ar).
Soit
a b o d
R b ¢ d a
1= C' d:
d a
On aura
1 2 3 4
P=A, A1=—— > 3 4 ! v
3 4 1 2
4 1 2 3

en écrivant, pour abréger,

1 = aa'+ bb' + cc' + dd',
2 = ab' + bc' +cd +da’,
3 = ac' + bd'+ ca' + db’,
4 = ad' + ba' + cb' 4+ dc'.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Trtorime. — Le produit des deux formes

(02— d?+- a?r— c?) (b2 — dt— at+c?)
“+4(ad — bc)(ab — cd),
(b*—dr+a'?—c'?)(b'2—d'?— a't+ ¢'?)
+4(a'd—b'c")(a'b—c'd)

est une forme de méme espéce, précédée dusigne (—).

Considérons, d’autre part, 'équation binome

xb—1=0, -
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el soit « 'une des racines; le déterminant ..

b ¢ d

QU o S 8
8 X

peut s’écrire, en remarquant que si Pon pose

A=a+ ba+ cat+ dad,

on a

A
—a-=b+ca—+—da’+a1’,
A
F=c+da+a12+bz‘,
A
-a—3=d+aa+ba’+cu3;

1 b ¢ d

! ¢ d a

a
A=A 1

oy d a b

a

1

o @ b ¢

On en conclut, facilement, que A est divisible par le
produit des quatre valeurs obtenues en remplacant
dans A, «, par les quatre racines de #* —1=o0, cest-
a-dire par 1, —1, ¢ et —{. Or, le produit des quatre
polynomes ainsi formés peut s’écrire

P=(a+b+c+d)(a—b+c—d)[(a—c)+ (b—d)]

Ce produit est égal 3 — A.
On a donc le théoréme suivant :

Tutorkme. — Le produit des deux formes

P=(@+btc+d)(a—b+c—d)[(a—c)+(b—-a)],
Py=(a'+b'+c'+d')(a'— b+ —d)[(a'— ')+ (b'—d)]
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est une forme de méme espéce,

R=—[A+B+C+D][A—B+C—D]
> [(A—C)+ (B —D)?2]
avec
. A =aa + bb' + cc' 4+ dd/,
B = ab'+ bc' + cd'+ da’,
C =ac' + bd + ca'+ db',
D = ad’ + ba’'+ ¢b' + dc'.

Le résultat est général. Considérons le déterminant

a a ... .. @p

a a ... a a
A= 2 n 1

Ap Ay .. . Qp—y

et I'équation binome
Zht—1=o0,

dont les racines sont oy ...%,; on a

A =+1(a+ aza;+ ayal +...+ aza~1).

Si nous remplagons les a,a,...a, par b, b,...b,, nous
aurons un autre déterminant de méme espéce

.\,=-_‘-H(b,+b,a1+. vt b,.a'.‘—‘)

et le produit AA, sera un déterminant de la méme
espéce
D =4, Ay= IO(Ay+ Ayoy+. ..+ Aqal-1)
avec
A1=a1b.+a,b,+...+a,.b,,,
A,= atbg+(l’b3+.-.+ aubh

d’ou une identité trés générale.
D’ailleurs, le déterminant A n'est autre que le résul-
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tant, i un facteur prés, des polynomes
A+ A& ..+ apxh—1

et
h—1.

Le produit AA, est, d’une part, le produit des résul-
tants des deux polynomes

A+ A +. ..+ ap¥R—1;

by 4+ bax 4. ..+ byaxn—1t
et
zn—t,

et, d’autre part, le résultant du produit
A=(a1+ayx+...+ apz" 1) (by+ byx +...+ bxn1)

et de
xh—1.

On peut, dans tout ce qui précéde, supposer nul un
coefficient, ou méme en supposer plusieurs nuls. Con-
sidérons, par exemple, le déterminant

a b ¢ o
A= b ¢ o a
c o a b
o a b ¢
et I'équation binome
Zh—1= o0,
on‘a
A=—[a+b+c]la—b+clla+ib—c][a—1ib—c]
=— [(a=+cy—b81][(a— )i+ b
Soit -

Ay=—[(a1+ ¢;)*— &}] [(ay=~e1 )2+ b1 .
Le produit AA, sera égal a R, et 'on aura

R=—[A+B+C~+D][A—B~+C—D]
< [(A—C)*+ (B—D)],
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avec
A = aa -+ bb,+-0cy,
B= ab, -+ bcl,
C = acy + cay,

D = ba; + ¢by



