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[I19a]
SUR QUELQUES EQUATIONS QUADRATIQUES ;

Par M. Matmiey WEILL.

I. Cherchons une solution en nombres entiers de
I'équation
x4+ y? = mz?

(2 el y devanl étre premiers entre eux).

Si m est un nombre premier de la forme 4p—+ 3,
ou un produit de facteurs premiers dont un, au moins,
est de cette forme, I'équation est impossible; car on
sait que tout nombre qui divise une somme de deux
carrés premiers entre eux est, lui-méme, une somme
de deux carrés, et un nombre premier de la forme §p-4-3
n’est pas une somme de deux carrés.

Soit donc m un nombre premier de la forme 4p 41,

on aura
m = a?+ b2,



(352)

et I'équation
xt+ yr=(ar+ b?)z?

admet la solution
x=a, y =0, 3 =1.

Pour avoir d’autres solutions, posons

z = a -+ A3, _
y:b—{—)\la,
z=1 48,

d’ou
2(a?+ 02) — 2ah — 20N
g N2 a2 — b2

0 = b

s=(a—r)24+(b—N)2=u+ 2,
2= (W 02 2= (u? — (2)2+ (2up)?2= K2+ L2,
ri+yr=(at+ b?)3*=(aK +bL)2+ (aL—DK)?2;
=aK+bL =a(u?—v?)+ 2buy,
=al.—bL =a.2uv — b(u2— o?),

uR R

= u+ 2,

Soit, par exemple,

Z?4+ =532, a=1, b =2;
x = u— o+ juv,
y=2uv —a(ut—o?),
s= ut+4 2%

H. Si m est un produit de facteur premiers, tous de
la forme 4p + 1. on aura m sous la forme d'un produit
de nombres dont chacun est une somme de deux carrés,
le produit est donc, de plusieurs manicres, une somme
de deux carrés, ce qui donne plusicurs groupes de solu-
tions.

Sait

m=13.17 =(32+2?)(j2+12)
= (142+5Y)
= (102+112),
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22+ y?= (1424 52) 32,
22+ yi=(101+112) 32,
ce qui donne deux groupes de solutions.
T, Soit I'équation

ar?+ by?=(a + b)z?,

elle admel la solution

T =1,
Yy =15
3 =1
d’odi, en posant ,
r =1+ A3,
y=1+Ng,
z =1+ 0,
r=—a(h—12+br>— 200 — b + 210D,

y=—b(N—1)2+ak? —2aid —a+2Na,
2= a(h —1)'+b(\ —1)

On peut, plus généralement, considérer I'équation
ar?+ by?=(a -+ m2b)3?

qui admel la solution

=1,
y=m,
z =1,

et {l'on trouve ensuite, comme précédemment,
valeurs générales de z, y,

3}

1V. Son

axr?+ by?= 32,
Si @+ b est un carré m?, on a comme solution

. r=1, y=I1, z=m;
Ann. de Mathémat., §* série, t. XVI. (Aodt 1916.) 2}
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on a ensuite la solution générale.
Soit
ax?+ aby?r= z?

st @ est un carré m?, on posera

%= m3,
d’ou
x4+ b‘)/2: z’iy
d’ou
xr = A—bN\?,
¥y =2\,
3= m( N+ ON\?).
Soit
axr?+ by?= z*;
posons
x=a-+b B,
Yy =a— (l{.’),
d’ou

(a+b)a?+ab(a + b)B2= 32

Si @+ b est un carré m?, on est ramené au cas pré-
cédent.
Si ab est un carré m?, en posant m3 = 3', ona

(a+b)a2+ (a+ b)p2= 22
d’ou
=(a+b)3
et
at+ (2= (a + b)z2.

On est ramené & la premiére équation de cette Note.
On peut y arriver directement en observant que si, dans
I'équation

ar?+ by? = 32,
ab est un carré, on trouve, aprés avoir enlevé les
facteurs premiers qui entrent a des puissances paires
dans « et b, une équation de la forme

Kz2+ Ky2= 32,
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d’otl
@4 yr= K,

Remarque. — 1l n’existe aucune méthode pour
trouver une solution de 'équation

ax?+ byr= z*.

En prenant, par exemple, # =1, on est ramené 3
I'équation
22— byt=a,

équation qui présente les plus grandes difficultés et
qui n’a pu étre résolue que dans un petit nombre de
cas particuliers. Ceci montre combien I'équation géné-

rale
azx?+ by? = cz?,

méme pour des valeurs trés simples des nombres a, b, c,
est difficile a aborder.



