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[113]
SUR LE PRODUIT DES NOMBRES
DONT CHACUN EST UNE SOMME DE DEUX CARRES;

Par M. Matanigev WEILL.

Soit un nombre N égal 4 une somme de deux carrds,

on aura
N = a?+ b2 = (a + bi) (a — bi),

¢ étant le symbole imaginaire \/——1.
Représentons a + bi par A et I'imaginaire conju-
guée a — bi par A,. On aura ainsi

N=A.A,.

Un autre nombre qui sera aussi une somme de deux
carrés s’écrira

N=ct+d?>= (c+di)(c—di)

— B.B,.
Le produit NN s’écrira
NN'= AA;BB;
= (AB) (A1B,)
= (ABy) (A4B).

Or ABet A, B, sont deux imaginaires conjuguées, et
leur produit est une somme de deux carrés; de méme
pour AB, et A, B. On voit donc que le produit de deux
nombres, dont chacun est une somme de deux carrés
est, de deux maniéres, une somme de deux carrés,
résultat bien connu.
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Soit, maintenant, un produit de trois nombres N,
N/, N”, dont chacun est une somme de deux carrés; on
aura

N = AA,,
N’ = BB,
N’ = CC,.

Considérons AB et AB, et adjoignons C et G, suc-

cessivement; nous aurons

ABC,
ABC,,
AB,C,
AB,C,.

11 est facile de voir que chacun de ces produits est dis-
tinct des autres, ainsi ABC différe des trois autres, 'un
par le changement de C en C,, 'autre par le change-
ment de B en B,; et le dernier par le changement de BC
enson conjugué B, C,; de méme ABC, differe des deux
qui le suivent; enfin AB, C differe de AB, C,.

Dés lors, le produit NN'N" sera, de quatre maniéres
différentes, unc somme de deux carrés, car on aura

NN'N"= (ABC)(A1B;Cy)
= (ABCy) (A;B,C)
= (AB,C) (A, BCy)
= (AB,C1) (A4 BQ),

les facteurs entre parenthéses étant deux & deux con-
jugués. .
En considérant, de méme, quatre nombres

N = AA,,
N’ = BB,
N" = CCy,

N”’: DD‘,
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on considérera les huit facteurs obtenus en adjoi-
gnant D et D, a chacun des quatre précédents,

ABCD,

ABCD;,
ABC, D,
ABC,D,,
AB,CD.

Il est facile de voir que ces huit facteurs sont tous dif-
férents, et, en adjoignant & chacun son conjugué, on
aura huit décompositions, distinctes de N, N, N", N”
en une somme de deux carrés. On a donc enfin le théo-
réme général suivant, que je me proposais d’établir :

Tratorime. — Le produit de p nombres, dont cha-
cun est une somme de deux carrés, est une somme
de deuzx carrés, de 2P~ maniéres, et les résultats
sont, tous, différents.

Considérons, par exemple, le produit de cing
nombres, qui s’expriment par

a?+ b2, ai-+b% ..., al-+ bl
Considérons le produit
P=(a1+b,i)(a2+b2i)...(a5+ b;:,l:).

11 est facile de le mettre sous la forme A 4 Bi, ce qui
permet de mettre le produit des cing nombres sous la
forme A2 B2, On a, en effet,

a . a; .
P:blbzbs[-b—:+L:|[-l)‘;+LJ;
. ay . a; as i
P=05,b,...05} Y — 3y — —~+...J-
192 [‘*":Sb1 ‘}Sb,’b2

Le calcul n’offre aucune dilficulté, mais il est de plus
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en plus compliqué, 4 mesure que le nombre des fac-
teurs, qui, ici, est de cinq, devient plus grand. On voit
qu’au moyen des imaginaires, le calcul est praticable.
Le calcul direct présente des difficultés insurmon-
tables, quand le nombre des facteurs est un peu grand.



