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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

261.

(1852, p. 368.)

Trouver l’équation de la courbe, laguelle coupe sous un
angle constant toutes les lignes géodésiques sur une sur-
Sface développable, issues d’un point fize sur la surface.

STREBOR.
SoLuTION
Par M. R.-B.

Quand on développe la surface considérée, les géodésiques
deviennent des lignes droites. Les trajectoires abligues d’un
faisceau de droites sont, comme on sait, des spirales logarith-
miques. Donc les courbes demandées sont celles qui, aprés
développement de la développable, deviennent des spirales
logarithmigques.

Quaant & leur équation, elle sera en général fort compliquée.

Autre réponse, analogue, de M. H. Brocanbp.

512.

(1860, p. 44 )

Lorsqu’un corps peut tourmer autour de six azes indé-
pendants, on peut le faire tourner autour d’un are quel-
conque. Mésius.

SeLvTION
Par M. R.-B.

L’énoncé est bien vague. On peut le préciser comme il suit :
supposons un corps indéformable, soumis a des liaisons telles
qu’'a partir d’une de ses positioms on puisse, tout en respectant
ces liaisons, lui donner six retations infiniment petites dont
les axes n’aient pas entre eux de relations géométriques parti-
culiéres. Alors, en donnant aux rapports mutuels des angles
de ces rotations toutes les valeurs possibles, elles définiront,
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par leurs compositions, tous les mouvements infiniment petits
possibles a partir de la position considérée, et, en particulier,
toutes les rotations infiniment petites.
1l s’agit la d’un fait banal.

.

513.

(1860, p. 45.)

Lorsqu’on donne un nombre de droites plus grand que
siz, il est toujours possible de trouver des forces qui, agis-
sant suivant ces droites, se fassent équilibre : lorsque le
nombre des droites est moindre, cette possibilité exige
encore certaines conditions. . Mogius.

SOLUTION
Par M. R.-B.

La proportion est aujourd’hui banale, et il est méme surpre-
nant qu’elle ne fit pas telle en 1860. Sept droites prises au
hasard sont les lignes d’action de forces en équilibre (déter-
minées a un facteur constant prés). Si le nombre des droites
se réduit a 6, 5 ou 4, il faut, pour qu’elles supportent des
forces en équilibre, qu'elles appartiennent respectivement a
un complexe linéaire, & une congruence linéaire, 4 une demi-
quadrique. S’il y a trois droites, elles doivent former un
faisceau. S'il y en a deux, elles doivent étre confondues.

1981.

(1903, p. 432.)

Toutes les coniques réelles qui passent par le point
double d’un léimacon de Pascal et lui sont tritangentes
sont des ellipses égales entre elles, R. Bricarn.

SoLuTiON

Par M. E. FaBry.
En posant

w
tang — = ¢,
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le limagon de Pascal est représenté par les équations

a+b+(a—b)t? .
(=) (1—12),

x =(a—+ bcosw)cosw =

a-+b+(a—0b)t2
(1 + 2)2

y=(a+bcosw) sinw = 2L.

Une conique passant par l'origine (point double a tan-
gentes imaginaires) a pour équation

Az?+2Bzy 4+ Cyt+ 2Dz +2Ey =o0;

elle coupe le limagon en six autres points donnés par 'équa-

tion

[a+b+(a—b)e2][A(1— 22+ 4Bt(1—1?) + 4C1?]
+2(1+ 2)2[D(1—¢2)+2Et] =o.

La conique sera tritangente au limagon si cette équation &
trois racines doubles; son premier membre sera alors de la
forme

(234 B2+ vt +3)2,

ce qui donne les sept relations

Ala—b)—2D = a2,
2B(b —a)—+ 2E = aj,
A(3b—a)+4C(a—b)— 2D =P+ 2ay,
— 4Bb+4E =28 + By,
—A@Bb+a)+4C(a+b)+2D =y2+ 283,
2B(a +b)+ 2E =g,
A(a+b)+2D =gz

Les deux premiéres, les deux derniéres, et la somme de la
troisiéme et de la cinquiéme, résolues par rapport a A, B, G,
D, E, donnent

2Aa = a2+ 82,
4Da=(a—0b)s?— (a+ b)a2,
4Ba =y —af,
4tEa=(a-+b)ap + (a—b)ys,
8Ca=(x+y)+ (P+8)%
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11 reste deux relations qui, par J'¢limination de A, B, C,
D, E, donnent
a(a—y) (38— B)=12b(2f—73),
al(d—Bp—(a—1)]
=b[2a2+ 282 —2B2— a2+ (a — 7)2+ (B — 9)2].
Posons
Y=a--u, p=2¢—y,

ce qui donne
awv = 2b(ay +du),

a(v?— u?) + b(v2+4 ut) = 46(8v — au).
On peut ainsi exprimer «, B, v,  en fonction de u et ¢

fba=(a—"b)u, 4by =(a+3b)u,
jb8=(a+b)v, 468 =(a—3b)v,

et les coefficients de Péquation de la conique deviennent

64 ab2=2(a —b)ut+ 2(a -+ b)2v?,

64B ab2= 8abuy,

6iCabr=12(a+ b)2ut+ 2(a— b)2v?,
§iDab?= (a?—b2)[(a+ b)v:— (a— b)u?],
64E ab2= 2(a®>— b2)auv.

L’équation qui détermine les longueurs des demi-axes (R)
de la conique est
AE?+ CD2— 2 BDE
(B2— AQC)?
(AK2+ CD*— 2 BDE)?
T T T(B'—ACy =0

R*— R2(A + C)

Orona

a? - b2

16ab?
at— b2\ 2

2 __ = 2 2)2

B:—AC <32ab2>(u+v),

A+ C= (2 02),

AE?+ CD*— 2BDE = (

3
16 2a3 b8

2 2 2 2
Ri_ R 2 —;—b +(a b2>=0.

az_b2>a(uz+ v2)s

4
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Les carrés des demi-axes oat les valeurs positives con-

stantes
a-+b\? a— b\?
2 ’ 2 )
ces coniques sont des ellipses de grandeur constante, dont le
centre peut étre réel ou imaginaire.

1992 bis.

(1904, p. 144.)

On donne dans l'espace une courbe C. Définir la sur-
Sace 'la plus générale dont C est la ligne de striction en

méme temps qu'une ligne asymptotique.
R. BRicarp.

SoLuTiON
Par L’AUTEUR.

Soient M un point quelconque de C ( fig. 1) MT, la tan-

Fig. 1.

gente en ce point, MG la génératrice, passant en M, d'une
surface satisfaisante S. Par un point O fixe menons O6 pa-
ralléle a MT et Ovy paralléle 2 MG. Quand M varie sur C,
Of engendre le cone directeur 8 de la courbe C, et Oy en-
gendre le cone directeur I' de la surface S.

Cela posé, interprétons sur les cones 8 et T' les conditions
de Pénoncé :

1° C étant la ligne de striction de S, M doit étre le point
central sur la génératrice G; autrement dit, le plan tangent
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a S en M, c'est-a-dire le plan MGT, est perpendiculaire au
plan tangent dont le point de contact est rejeté a linfini
sur MG. Or ce dernier plan tangent est, comme on sait,
paralléle au plan tangent a T suivant Oy, et le plan MGT est
paralléle au plan Oy0. On voit donc que le plan Oy8 doit
étre le plan normal a T suivant O+.

2° G étant une ligne asymptotique de S, le plan osculateur

a C en M doit étre tangent a S; autrement dit, le plan oscu-
lateur doit étre MGT. Or le plan osculateur dont il s’agit est
paralléle au plan tangent au cdne 8 suivant O6. On voit donc
que le plan O+8 doit éire le plan tangent au cone 8 sui-
vant 00,

La solution de la question posée résulte immédiatement de
ces considérations : la courbe C étant donnée, le cone 8 'est
également. Le cone T doit étre tel que tous ses plans nor-
maux soient tangents & 6. Sa détermination revient au pro-
bléme des développantes sur la sphére. Elle dépend, comme
on sait, d’'une quadrature, et introduit un paramétre arbi-
traire.

Le cone I' étant construit, la surface S doit étre considérée
comme connue.

2044.

(1905, p. 192.)

Les azes des quadriques de révolution par rapport aux-
quelles deux droites données sont conjuguées engendrent
un complexe linéaire.

R. BRICARD.
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SoLuTioN
Par L’AUTEUR.

Remarquons tout d’abord que la conjuguée, par rapport a
une quadrique de révolution, d’une droite qui en rencontre
I'axe a angle droit, est une droite qui jouit de ces mémes
propriétés, et qui, de plus, est rectangulaire a la premiére.

Cela est évident, si I'on considére la seconde droite comme
intersection des plans tangents a la quadrique aux points ot
la premiére droite la rencontre.

Soient alors D et D' les deux droites données, X 'axe d'une
quadrique de révolution (Q) satisfaisante. Je dis que I'hy-
perboloide (H) défini par D, D’ et X est équilatére.

I existe en effet, comme on sait, deux génératrices de (H),
de systéme opposé a celui de D, D', X, et rencontrant X i
angle droit. Soient G et G' ces deux génératrices. Cherchons
la conjuguée de G par rapport a (Q). Ce sera, d’aprés la
remarque initiale, une droite rencontrant X a angle droit.
En outre, G rencontrant D et D', sa conjuguée doit rencon-
trer D et D".

En définitive, cette conjuguée n’est autre que G'. Il résulte
encore de la remarque initiale que G’ est rectangulaire a G.

Ainsi, les deux génératrices de (H) qui rencontrent X a
angle droit sont rectangulaires entre elles. Cela entraine bien
la propriété de (H), énoncée plus haut.

On est donc ramené a établiv que les droites X, qui dé- |
terminent avec deux droites données D et D' un hyperbo-
loide équilatére, engendrent un complexe linéaire.

Voici la démonstration de cette propriété :

Considérons les hyperboloides équilatéres (H) contenant D
et D' et passant par un point donné A. Ces hyperboloides
sont assujettis & huit conditions, toutes linéaires par rapport
aux coefficients de leur équation ponctuelle. Ils forment donc
un faisceau. La base de ce faisceau comprend les droites D, D',
la droite menée par A et s’appuyant sur D et D', et doit, par
conséquent, étre complétée par une autre droite G.

On voit donc que toutes les droites X, déterminant avec D
et D' un hyperboloide équilatére et passant par un point
donné A, ont pour lieu un plan (A, G). Cela suffit a établir
la proposition.
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2078.
(1907, p. 335.)

On appelle u, le n'ime coefficient du développement
1

de ———————— et v, le nitme coefficient du dévelop-
|— 3% —3z2— 23 " 7 P
ement de ! démontrer qu’en prenant
. démontrer .
» 1+ 32 + 32— 23’ 7 P
X = up+y, L = vy,
Y = up+ tpsy, T = op—+ 0pyy,
on a

2(X3+ Z3)= Y3+ Ts.
R. AMSLER.

Sor.uTION
Par M. L. Cuanzy.

Posons en général
Sf(x)=had3+px+qax+r,
Péquation f(2) = o ayant trois racines distinctes. Soient
1 1
——=2unx", -+ ——-——:Z On 2,
SR AR
x

et nous aurons 'identité

r\2netk Uy Ont1
<I <—> u3 (—-)+vs (-— =
) h n+1f Unit n On

Or, dans la question proposée, on peut écrire, suivant une
remarque de M. A. Gérardin,

fl@)=(z+1p—2, F=—1.

On aura donc, en appliquant I'identité (1),
(Un+ Upy P —2uR sy + (Vn+ 0np1 )P — 20} =0,

ce qui est bien la relation proposée par M. R. Amsler.
Démonstration de !’identité (1). — Soient a, b, c les
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racines supposées distinctes de f(x) =o0. On a

1 — 1
T f@) T hz—a)(x—b)(z—c)
1
“h(a=b)(b—c)(c—a)

(b—c c—a a—b>
= + -+
x—a x—b r—c¢

1
= h(a—b)(b—c)(c—a)

[ c—-b( xr >
=< I+ = 4 = ...
a
x z?

+—l—)——- l+z+ﬁ+...>
b~a< x
-+ 1+ —

c

I c——b a—c¢ b-—a)
WUp= h(a— b) (b— c)(c——a) alt+1 br+1 cn+1

Donc

On a de mé¢me

1 T

+_ 1 :h(l—az)(l——bx)([-—cx)
=/(3)

T ha—b8)(b—c)(c—a)

[(b—c)a2 (¢ —a)b? (a—b)c’]
>
1—ax 1—bx 1—cx

—1
= h(a—b)(b—c)(c—a)
<[ (b—c)a(1+azx +azx?+...)
+(c—a)b(1+ bz + brxt+...)
+(a—b)ct(1+ cx + ctxr+...)].

Donc
_ —1
= R a—b)(b—c)(c—a)
X [((b—c)ar+2 - (c— a)br+i4 (a— b)cr+2].
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On tire de la

1
h(a—b)(b—c)(c—a)
(a—c b—a a—c b—a)

bn+1 ch+t - bn+2 —a cn+2

Up — AUp+1 =

<

1 ch+2 — phn+2

T h(b—c) ~(boy+r ’

—1
Vnay — AVp = 5—— (N2 — bu+2),
n+1 n h(b . c) ( )
Donc
¥n+1— QA¥p
Up— AUpyy = — W
De méme,
Oni1— by,
Up— bupiy=— W
Yn41— CVp
Up— CUpyy =— W
Multipliant membre & membre,
Yn+1
on f ()
ul f Up e ¥n
n+1 Unit (abe)tn+t
et comme
r
abe =— —,
h

c’est bien I'identité annoncée (1).
Applications. — Outre 1a solution générale de
2(23+ 33) = y34 83
indiquée par M. R. Amsler, on peut tirer de (1) des solutions
d’équations indéterminées analogues, du troisiéme degré,
symétriques par rapport a deux couples d’inconnues, en par-

ticularisant le polynome f(z).
Soit, par exemple,

Sf(=z)= {x+|)3— k.

Nous aurons

(k=04 [(up+ uppr 3 — kud ]+ (Va1 + 0p)3— kv = o,
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et, pour n =3k +1, cela donnera des solutions de
X34 Y3 = k(Z3+ T3).
Soit, par exemple, n =1,

3 —3(k +
u,=-(-l-_—k)=’ Ug == (l—-—/(‘)32)’ V|=3, Vg=6-

On a, en supprimant les facteurs communs,
(1+2kP+(k—1p3=k[(k+2)3— (k—1)3].

Pour 4 = 23, on a un cube somme de trois cubes
(M 2X)3 = (2N3+41)3+ (M3 —1)3 4 (A —Q)3,

formule équivalente a une formule d’'Euler (Cf. S. OF., 1906,

p- 93).
En partant de
f(z)=(z+1)—k,

on a plus simplement
(B+m3)[(312)3+ (m?)3] = (383+ m3)3— (2lm?)3,
d’ol un cube somme de cinq cubes.

Remarques. — 1° La démonstration précédente suppose
que le polynome [f(x) a ses’ trois racines distinctes. Un
calcul analogue démontre que les conclusions subsistent dans
le cas ou il a une racine multiple, ce que des considérations
de continuité permettaient de prévoir.

2° Si f=2x*+ pxr+ g, on trouve par un raisonnement
semblable que

Up On+1
gy f( ) = ";'zf<— ’

Un+q Vn

en posant

i 1
—_—— =X uUpzh et —_——— =Xy,
r*+pxr +gq qr?+px +1

ADDITIONS ET REMARQUES
Par M..A. GERARDIN.

Je vais indiquer plusieurs /dentités donnant de nouvelles
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solutions dés qu’on en posséde une
2(a3+b3)=c3+ a3
sans donner ici de détails sur les méthodes.
On aura donc pour
2(X3 4+ 7Z3) = Y3+ T3,
X =2a(a3— c3), Y = b(2a3+¢3),
1= c(c3—jad), T = d(2a3+ c?).

On aura encore
X =2a( a3—d3), Y=>0b6(2a3+ d?),
L= c(2a3+d?3), T=d( d*— fa?)
ainsi que
X =a(c¥+25b%), Y=126b(03— c?),
L= c(c3—4b3), T= d(ct+163)

et enfin
X=a(d3+ 283), Y =26(b3— d3),

Z = c(d3+ 2b3), T= d(d3—}b3).
J’ajouterai aussi des solutions générales du probléme

(m?+3n3)3 + (m?— 3n3)3 = 2[(m3)3 + (3mn?)?].

De méme

(Qud+ s3)3+ (Qud—s3)d = 2[(qu3)3+ (3 us*)3],

et si 'on admet les solutions négatives
(Sr+Sfe— 8P+ (fr—Sfeg— g ) =2[()—(8)]
Enfin, on peut trouver, par ma méthode universelle,
d’autres identités en utilisant des fonctions de deux variables
au second degré.

Note. — Quelques solutions numériques pour finir :
i 3 12 46 ... Upy = 3Bup+3up_1+ Uy,

1 —3 6 —8 ... 0n+1=—39n—39n_1+ On-2;



X = up+y = 3
7= Yn = 1
Y=up+tpp= 4
T=vp+ opp=—2

comme on pourra le vérifier.



