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MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE LIÉE A UEli\ COURBES
ROULANT SUR DES ROULEAUX ;

PAR M. R. BRICÀRD.

1. Jl y a quelques années, M. lelieutenantA.Bienaymé
a publié ici même ( !) une intéressante étude du mou-

( ' ) Essai sur le déplacement d'un madrier sur deux rouleaux
non parallèles {Nouvelles Annales, 4e série, t. III, 1903, p.



vement d'un€ droite roulant sur deux rouleaux non pa-
rallèles (mouvement qu'on réalise aisément au moyen
d'une règle dont on appuie une arête sur deux crayons,
roulant eux-mêmes sui une table). Un des résultats les
plus saillants obtenus par cet auteur est que Vaire du
triangle formé par ta droite et par les axes des rou-
leaux [en projection sur le plan de roulement) a une
valeur constante.

On peut, plus généralement, se proposer dVludier le
mouvement d'une figure plane (F) dans son plan, le
mouvement étant défini par cette condition que deux
courbes de la figure roulent chacune sur un rouleau.
Les deux rouleaux sont des cylindres de révolution
égaux qui roulent tous \es deux sur un plan parallèle
au plan de (F). On pourrait supposer plus généralement
que ces rouleaux ont des rayons différents, mais alors
ils devraient rouler sur des plans distincts, de manière
que le plan de (F) pût glisser sur lui-même. La géné-
ralisation n'est d'ailleurs que fictive, comme on le
reconnaît aisément, et ne conduit à aucun résultat
différant de «eux que nous allons obtenir.

2. Il faut d'abord définir avec précision le roulement
d'une courbe sur une surface, dans les conditions les
plus générales. Soient (S) et C une surface et une
courbe, mobiles toutes les deux en général, el cela de
manière à rester constamment tangentes. On dit que
C rouée sur (S) si, à un moment quelconque, le vec-
teur vitesse de leur point de contact est le même,
que Von considère ce point comme lié à la courbe ou
à la surface.

Cela posé, soient G et G' les courbes de (F) qui
roulent respectivement sur les rouleaux RetR/(y?£\ i).
Soient X et X' les axes de ceux-ci. Les points de con-
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tact M et M', de C et de G' avec les rouleaux corres-
pondants sont respectivement, en projection sur le plan
de la figure, sur X et sur X'.

Fig. i.

p/

x;

Déplaçons la figure (F). La vitesse du point M, con-
déré comme appartenant à R, est évidemment perpen-
diculaire à X. Il en est donc de même, en vertu du
principe énoncé plus haut, de la vitesse du point M
considéré comme appartenant à C, c'est-à-dire à (F).
De même la vitesse du point M' de (F) est perpendi-
culaire à X'. Il résulte immédiatement de là que le
centre instantané de rotation de la figure (F) est le
point I, intersection de X et de X;.

Au cours du mouvement, l'axe X éprouve une trans-
lation, dont la vitesse est évidemment la moitié de celle
du point M. De même pour l'axe X' et le point M'.

Ces simples considérations suffisent pour traiter le
problème proposé, comme on le verra plus loin. Mais
il n'est pas sans intérêt de signaler ici une propriété
importanle du mouvement envisagé.

Cherchons la tangente au lieu du point l. A cet effet,
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désignons par do l'angle de la rotation autour du
point I qui constitue le déplacement infinitésimal
de (F), à partir de sa position actuelle. Le point M
vient en M,, MM, étant perpendiculaire à X, le
point M' vient en M',, WM\ étant perpendiculaire
à X', et l'on a

MMt = IM dcp, M'M; = IM' dy.

Les axes X et X' sont venus en X t et X't, ayant subi
des translations dont les valeurs sont respective-
ment-MM, et-M'Mj, d'après la remarque faite plus

haut. Soient I, le point de rencontre de X, et de X',,
P et P' ses projections respectives sur X et sur X'.
On a

1 i

2 ' ' 2 ^ '

d'où

sinPII, __ I ,P __ JIM __ sinIM'M

:ii 1 sinIMM'

Mais comme
Plïi-i-P'Ht^ IM'M H-IMM',

cela exige

Plti^IMM, PIi; = IMM.

On en conclut immédiatement que II,, c'est-à-dire
la tangente au lieu du point I, se confond avec la
tangente au cercle IMM'. Telle est la construction
simple demandée.

On peut également chercher les tangentes aux lieux
des points de contact M et M' des courbes C et C' avec
les rouleaux correspondants (il s'agit, bien entendu,
des courbes engendrées par les points qui sont succes-
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sivement points de contact). On' reconnaît que la tan-
gente au lieu du point M, par exemple, est la symé-
trique par rapport à X de la tangente en M à C. Je ne
m'attarderai pas à établir ce résultat, établi, ainsi du
reste que celui qui précède, par M. Bienajmé, dans le
cas particulier où les courbes C et G' se réduisent à une
même droite.

S. Abordons maintenant le problème posé au n° 1.
Soient (Jig. 2) Ox, O y deux axes rectangulaires

Fi g. 2

entraînés avec les courbes C et G', O0x0 et O0y0 deux
axes fixes, O0M0 et O0M0 deux demi-droites parallèles
aux axes IM et IM' des rouleaux sur lesquelles roulent

les courbes C et C'. Appelons cp l'angle \OQx0, Ox/, a

eta/lesanglesconstanis(ü0.ro, O0M0)et(o0^0,O0M0j.
Soient x,y les coordonnées du centre instantané de

rotation I par rapport aux axes mobiles, p et p' les lon-
gueurs IM et IM7, susceptibles de signes, puisqu'elles
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sont portées par des droites orientées, p et p' sont des
fonctions, de formes connues, des quantités #, y et o.

Nous allons exprimer analytiquement les propriétés
traduites au n° 2 par les égalités (i). Gomme la question
étudiée est géométrique, on peut supposer que le mou-
vement a lieu de manière que la vitesse angulaire -j-

soit constamment égale à l'unité. Dans ces conditions,
les égalités (i) expriment que les composantes de la
vitesse du point I (4), suivant les directions IN et IN'

qui font l'angle — respectivement avec IM et ÏM', ont

pour valeurs -p et - p' (en grandeur et en signe). Ces

propriétés ont été établies en ce qui concerne la vitesse
absolue du point I. Mais en vertu d'une propriété fon-
damentale du centre instantané de rotation, elles sont
également vraies en ce qui concerne sa vitesse rela-
tive.

Or, la vitesse relative du point I a pour composantesy

suivant Ox et Oy,

dx ___ dx dy __ dy
dt ~~ dv' dt ~~ dy

Sa composante suivant IN est donc

/ TC\ dy .
cos (a — OH 1-4- - j - c o s ( a — 9)

\ 4 2 / dy T /

dx
dy

_ _ ui n / r* _ ff\ 1 J

(*) II s'agit, bien entendu, de la vitesse du point, mobile par
rapport à la figure mobile comme par rapport à la figure fixe, qui
devient successivement centre instantané de rotation pour les diverse»
positions de la première figure.
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et sa composante suivant IN'̂ est̂ de même

On a donc

(a)

dy
_ s , n ( ? _

dx dy
- r - s in(o — a ) H—f- cos(<p — a') =

On a là un système de deux équations différentielles
linéaires en x iet y, dont l'intégratiorn fait connaître x
et y en fonction de o.

On connaît ainsi le lieu du point I par rapport au
système mobile, c'est-à-dire la courbe roulante du
mouvement considéré.

La solution du problème s'achève aisément. Soient,
en effet, £, r\ les coordonnées du tpoint O par rapport
aux axes fixes; les coordonnées relatives xy y du centre
instantané de rotation 1 satisfont aux relations con-

nues

(3)

d\
— x sin 9 —y coscp = o,
d-ii
-p -hrrcos<p—

et ses coordonnées absolues #0, y0 sont données par
les formules

(4)

x et y étant connus en fonction de ta, 4ee foraiules (3)



donnent \ et TJ par les tytradratöres

( ï )

\ = j (a?sincp -\-y coscp) rfcp,

v\ = I (—arcoscp-hj/sincp) ö?cp,

et les formules (4) permettent ensuite de construire la
courbe base, lieu du point I dans le plan fixe.

L'intégration du systèm-e^a) présentera le plus sou-
vent de grandes difficultés, comme le montre l'étude
du cas, cependant l'un des plus simples, a priori,
traité par M.

4. Voici un exemple assez intéressant. Supposons

que les courbes C et C! se réduisent à deux droites

faisant entre elles un angle égal à celui des rou-

leaux correspondants. Ou peut supposer que G' se

confond avec Qx, la droite G passant par le point O et

faisant un angle a avec Ox. La droite O0M^ sera sup-

posée coïncider avec O0x0, O0M0 faisant l'angle a

avec Oo#o- Écrivons les équations (^). En vertu de

l'hypothèse, il faut faire dans la seconde a' = o.

Calculons p. 11 faut écrire que le point M est sur la

droite C, ce qui donne

cosa[^ -H p sin(a — cp)] = sina[a?-h p cos (a — <p)],

ou

p f sin ax>os(a —«p) — cos a •sin{a — tp)] = ps4H«p=^ casa — a? -sin a,

et
y cosa — x sin a

sintx»

La première des équations (2) est donc

. , , dx . , . dy , x 1 y cos a — a? sin a
(b) -yfiUfrOp — « ) - h -^-OOS(<p—«)= - ^ :: K*
v ' ay T ' dy VT 7 «2
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La seconde s'en déduit immédiatement en rempla-
çant a par zéro, ce qui donne

dx . dy i y
(7) -7-sincp-H -f-cosç = ï~

acp dy T 1 smcp

Retranchons de l'équation (6) l'équation (7) multi-
pliée par cosa. Il vient, en supprimant le facteur sina,

/ o . dx dy . 1 x
(8) — -y COSCP -+- -p-Sin<p = : •

acp T acp T 2 sincp

II faut intégrer le système des équations différen-
tielles (7) et (8). Avant de le faire, remarquons tout
de suite que ce système est indépendant de <x. On aurait
donc obtenu le même système en remplaçant les
droites C et O0M0 par deux droites C' et O0M'0,
inclinées d'un même angle quelconque a'', respective-
ment sur O x et sur O0#o« H revient au même de dire
que, dans le mouvement considéré, toute droite de la
figure mobile, passant par le point O, roule sur un
rouleau faisant avec O0#o Ie même angle que cette
droite fait avec 0%. On peut énoncer comme il suit ce
résultat, susceptible d'une vérification expérimentale
assez simple :

Un faisceau de droites, de grandeur constante,
peut recevoir un mouvement tel que chacune de ses
droites roule sur un rouleau roulant lui-même sur
un plan, et les axes des rouleaux restant parallèles
aux droites d'un faisceau fixe égal au faisceau
considéré. Ces axes forment d'ailleurs eux-mêmes
un faisceau à un moment quelconque {puisqu'ils
doivent tous passer par le centre instantané de rota-
tion correspondant).

Revenons à l'intégration du système des équations (7)
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el (8). Pour la faire rapidement, multiplions la seconde

par i= y/— 1 et ajoutons à la première. Il vient

( dx . dy \ . ( dy .doc\ y — ix
——h i -y- ) sin <p -h ( -j- i - — ) c o s cp =
ûtC5 et® ] ' \ CtCD df£> }

ou

ou

et

encore
/dy

enfin

dv{r lX>
y-ix

en intégrant

Hy-

.dx\

I

2 sincp(coscp -f-

ix) = LK-h t'6

i sin cp)

-\— L sin
'2

y-ir

coscp — i sintp
2sincp

LK-f-iö étant une constante, en général imaginaire,
et mise sous une forme commode pour la suite des
calculs. On lire de là

y—M? = K

et, en séparant le réel de l'imaginaire,

x = K/sin<p sin ( ï — Oj,

y = K y/sincp cos ( - — 6 j .

On reconnaît aisément que ces équations repré-
sentent une lemniscate ayant son point double à l'ori-
gine, c'est-à-dire au sommet du faisceau mobile. Telle
est donc la courbe roulante du mouvement.

Pour achever, il faut appliquer les formules (5).
Observons d'abord que l'on peut supposer que les
axes O x et O y sont les tangentes au point double de
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la leamiscate, ce q,wi revieife^ on- le voit aisément, à
faire 9 = o. On a alors

x sincp -+-^ cos o =• K/sincp/ sincp sin ï -h cos«p c o s ' J

= Kysincp cos —»

— x co3rf -f-^sintp = K/sincp I — coscp sin ï -+- sincp cos^- j

= Ki/s ino sin — >

d'où

Ç = K / y/sincp cos ï j cp , 73 = K I y/sincp sin ï öfcp.

Ces intégrales sont elliptiques, comme on le voit
tout de suite par le changement de variable

e 2 = t.

La courbe base du mouvement, c'est-à-dire le lieu du
point (,r0, ro)? est donnée par les formules (4), comme
on Ta vu.

5. L'exemple précédent meten évidence l'existence
d'un mouvement plan, an COÛTS duquel une infinité de
droites de la figure mobile roulent chacune sur un rou-
leau . Je vais montrer qu'if n'y a là qu'un cas particulier
d'une proposition générale, dont voici l'énoncé :

Étant donné un mouvement plan quelconque, il
existe dans ta figure mobêfc wne infinité de courbes
do-nt chacune peut êêrv eonsidérée comme roulant
sur un r&mleau, qui route l mi-me me sur un pèan.
Toutes ces eo>urbes se déterminent d ailleurs sans
quadrature.

J'établirai cela par UA raisemaenie-Qrl
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Considérons un, monument défini par le roulement
à» la cmidbe & SÛT la courbe G>0, et' cherchons une
courbe C, liée-à Ce, cpiv, au- COUPS AU mouvement:, rmile
sur un rouleau dont Taxe est parallèle à la droite fixe Do

(fig- 3)- ^ u moment où le centra instantané de rotation

Fig. 3.

est en I, le point de contact M de C et du rouleau doit
être tel (n° 2) que IM soit parallèle à Do, et il faut en»
outre que la projection du. déplacement infinitésimal
du point I sur la tangente à la trajectoire du point M
soit moitié du déplacement de ce dernier point.

Soient ds le déplacement du point 1 sur Gft, d'f l'angle
de la rotation autour de I qui constitue le déplaoement
élémentaire de la figure mobile, R et Ro les rayons de
courbure des courbes G et Go au point L L'angje rfcp
est, Gamme il est bien connu, et d'ailleurs évident, la
différence des angles de contingence des counbes G*
et G. Oh a donc
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D'autre part, le déplacement du point M est égal
à lMd(f et la projection du déplacement du point I sur
la tangente à la trajectoire du point M est

IT étant la tangente commune aux courbes G et Go-
On a donc

ou

et enfin

IN étant la normale en I.
On en déduit immédiatement que le point M doit se

trouver sur un cercle tangent en I à Go et G et ayant
RRpour rayon -——• Ce cercle n'est autre que celui qu'on

appelle cercle de roulement, et dont l'importance
résulte du fait que, pour la fonction considérée de G,
la distribution des centres de courbure des trajectoires
des points de la figure mobile est la même que si le
cercle de roulement roulait sur IT.

En vue d'abréger, j'ai passé rapidement sur les ques-
tions de signe, dans le raisonnement qui précède. 11
serait facile de le compléter sous ce rapport.

La démonstration du théorème énoncé est mainte-
nant immédiate. En chaque point de la courbe G, par
exemple au point I', construisons le cercle Y1 qui
deviendra cercle de roulement, quand le point F
deviendra centre instantané de rotation. Déterminons
ensuite le point M' tel qu'à ce même moment FM'
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devienne parallèle à Do. A cet effet, marquons sur Go

le point l0 avec lequel viendra se confondre I' (arc
II'0= arc H'). Soient I'T' et l'oT'o les tangentes en I' et
en I'o. La direction de FM' est évidemment donnée par
ia relation

Le lieu du point M', ainsi déterminé, est une courbe G
jouissant de la propriété énoncée.

A chaque direction donnée Do correspond une telle
courbe C et une seule.

Un cas particulier remarquable est celui où le mou-
vement donné est un mouvementcycloïdal: la courbe G
se confondant avec le cercle de roulement pour toutes
Jes positions de la figure, toutes les courbes G se con-
fondent aussi avec G. Autrement dit :

Quand un cercle roule sur une droite, ce cercle
roule aussi sur une infinité de rouleaux dont les
axes, à un moment quelconque, passent par le
centre instantané de rotation.

La réciproque est peut-être plus frappante, et le
lecteur, après ce qui précède, n'aura nulle peine à
l'établir. Elle s'énonce ainsi :

Assujettissons un cercle horizontal à rouler sur
deux rouleaux horizontaux, dont les axes, à un
certain moment, se coupent en un point du cercle :
i ° au cours du mouvement, cette propriété ne cessera
pas d'avoir lieu; i° on peut, sans gêner le mouvement
du cercle, le faire rouler sur un nombre quelconque
de rouleaux dont les axes concourent avec ceux des
deux premiers; 3° le mouvement du cercle est le
même que s'il roulait sur une droite, lieu du point
de concours des axes des rouleaux.



Je signalerai en tin la recherche' d&& courbes Cdans
un mouvement épicydùïdal. On. vériüena que œ sont
des épieycloïdes.

6. Les roulements de courbes sur des surfaces peuÂ
donner lieu à bien d'autres problèmes intéressants. Je
me contenterai de signaler en terminant une propriété
dont la déiuon&traAjWMà est immédiate et qui peut être
susceptible d'applicatûma<: Imagiajo«öiun.nowibce,^u€l-
conqu^ de Dûuieaux cjdindigiqtie* égau-x, dont les axes
fixes (les rouleaux reposant sur desGoussinets))forment
utt faisceau plan. Une courba plane qiüslc&nque, peut
êtue déplacée de manière à rouler sans glissement sur
tous ces rouleaux, ei soam43>«<venijent West attire qu'une
cotation autour du oônire du foiseôau.

On peut construire par exemple une plaque tour-
nante, dont le bord repose sur des rouleaux à. axes con-
courants. La plaque n'a pas besoin d'être ronde pour
fonctionner d'une manière satisfaisante.


