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DÉTERMINATION DU RAYON DE COURBURE EN UN POINT
DE CERTAINES COURBES PLANES;

PAR M. R. BOUVAIST.

THÉORÈME.— Si Con considère un faisceau linéaire
tangentielde courbes planés f -h Xcp = o, les courbes
de base f= o, o = o étant de classe m :

i° Le point de contact O de la courbe du faisceau
qui touche une droite donnée A est Vintersection de A
avec la droite joignant les pôles de A par rapport
aux courbes f ' = o, y = o.

2° Le rayon de courbure O de la courbe consi-
dérée est donné par la formule

y < e* y2 désignant les distances des pôles P< et P2

/a droite A joar rapport à f= o et cp = o à
droite; [JLM JJL2, JJL̂ , JJL;

2 /e5 tangentes des angles
que font avec A les tangentes menées de O aux
coniques polaires de A par rapport à f = o, cp = o.



i° Les pôles de A par rapport aux courbes du fais-
ceau considéré sont sur une droite A4, le point de con-
tact de A avec la courbe du faisceau qui lui est tangenle
étant son pôle par rapport à cette courbe, la proposi-
tion est démontrée.

2° Prenons pour origine le point O, pour axes des x
et des y la droite A et la perpendiculaire à cette droite
en O, on voit facilement que le rayon de courbure en O
d'une courbe <i(w, t>, w) = o tangeate à A en ce point

est donné par la formule p = J^-
Tiv

Ceci posé, nous pouvons écrire l'équation de la
courbe ƒ (M, t>, w) = o sous la forme

( u, v.w)

-4- w [Ai um~l -+- Bi w m ~ 2 P -+-... -

-h W>2 [A j M"»"* -h B , M1»"3 V H-.. .-f- L2 MC™-3 -H K2 P ^ - 1 ]

-h « > 3 / m - 3 - h . . .-+- «"W-l ƒ , H- IV"1 = O,

fm-zifm-*, -^ /* désignant des polynômes homogènes
en w, v de degré égal à l'indice dont ils sont affectés.
Nous supposerons l'équation de la courbe cp(w, i>, w) = o
écrite sous la même forme, les coefficients des diffé-
rents termes étant À', B', . . . , Vn B'<,

Les pôles de A par rapport à ƒ et cp seront

où (fr
u)of (/'t,)o? • • • désignent les dérivées correspon-

dantes dans l'expression desquelles on a fait u = w = o,
c'est-à-dire

- m KV -h K'j w = o ;
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les coniques polaires

seront de même

a l a 2 - h m ( m — i ) K

-+• 2 ( m — 1 ) L uv -f- 'xL

Nous avons d'autre part, pour expression du rayon de
courbure en O,

P

or la courbe considérée étant tangente en O à O.vy

nous aurons
J_ __ Jl

dou

K K

Si Ton remarque maintenant que les ordonnées des
pôles de Ox par rapport à ƒ = o, <p= o sont

ffiK m K',

et que les produits des coefficients angulaires des tan-
gentes menées de l'origine aux coniques polaires de ce
point sont

K , , . K'
= m(m — 1)—, ^i î^2= m(m—i)—,y



nous aurons

= -(/»-!) H'i

Construction de la formule donnée. — Désignons
par P, et P2 les pôles de A par rapport à / = o, <p = o ;
par p{ et p2 les projections de ces points sur A;
paraj, (3,, a2, [32 les intersections des droites Pi/>«,
P2/>2, avec les tangentes issues de O aux coniques
polaires de A.

Nous aurons visiblement

__L_ = °P\ l
 = °Pi

ou en désignant par y, et y2 les orthocentres des
triangles O ai p4, Oa2(32,

Menons par O les parallèles à P«yi, P2y2 et désignons
par P\ et P2 leurs intersections respectives avec P,/?4,
P2/?2, nous aurons

d'où

sous cette forme on voit immédiatement que la droite

x y i



coupe Oy en un point C tel que

OC = (m — i ) p .

D'où la construction suivante :

Soient O le point de contact de la courbe consi-
dérée avec la droite A, P, le pôle de A par rapport à
l'une des courbes de base du faisceau donné, pt la
projection de Pf sur A, les tangentes menées de O à
la conique polaire de O, par rapport à la courbe de
base considérée, coupent P\p% en a< et ^ ; soit yt

Vorthocentre du triangle Oa< {3,, la parallèle à P4 y<
menée par O coupe P}pi en P\, la parallèle à A
menée par V\ coupe la perpendiculaire à A en O au
point K, prenons sur KP', dans le sens RP', un seg-
ment KR| = P<pi et construisons de même avec la
seconde courbe de base le point R2, la droite R<R2

coupe OK en un point C tel que OG = (m — 1)0,
p étant le rayon de courbure cherché.

Remarque. — La construction précédente s'appli-
quera immédiatement dans les très nombreux cas où
l'équation tangentielle d'une courbe s'écrira

P1P2...P„+XQ1Q2...Q„=o,

P,P2 . . . P/o Q<Q2 ••• Q/i étant des points ou des
coniques, différents ou confondus.

En particulier, elle permet de résoudre immédiate-
ment les problèmes suivants :

Construire le rayon de courbure en un point
d'une conique dont on connaît cinq tangentes.

Une conique touchant les côtés d^un triangle
en a, Jâ, y, construire le rayon de courbure en Vun
de ces points.


