NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

I.-J. SCHWATT
Note sur la sommation d’une série

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 16
(1916), p. 203-209

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1916_4_16__203_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1916, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1916_4_16__203_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

( 203)

[D2by]
NOTE SUR LA SOMMATION D'UNE SERIE;

Par M. I.-J. SCHWATT,

Professeur 4 I’Université de Pensylvanie,
Philadelphia, Pa. (U. S. A.).

( Traduit de l'anglais.)

Il s’agit de trouver la somme indiquée par la formule

) ‘Z( e

ol a et h sont des entiers positifs.

1. Soit
a = nh;
alors

[ L
(2) S=7Z2(—I)kn+k
(—1) 2(_,),,

n—1
=<:h'—”[2(—x>k%—z<—x>kz-]-
A=1 k=1

D=0k =—loga;

k=1

Mais

donc

a 7—1

L R
(3) S=(_Tl)_l0g% ( ‘) 2( —-
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Sia=h=1,
(4) S=—log%=log2.
II. Soit
a=>b-+nh (b< ),
alors
@® n—1
3 1 . 1
9 S=(=n [2<“‘)‘m—2('—”‘m]
k=0 k=0
- [2<-f>k,,—:—ﬂ—2<—x>"+f~a_‘“]
A=0 A=1

7]
—(_‘)"2(“” " 2

A=0 hA=1

Si a < &, la derniére sommation se réduit a zéro.
Soit maintenant

@

(6) 2(“') b kh /(/1
k=0
et
bkl
SRV A
(7) 2( OF gz =1,
alors
S,:limsi.
r=1

De (7) s’ensuit la relation
C[S i ro—t
(8) T = D=
k=0

et, par conséquent,

(9) S, =
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Soit
Y h A 2hk—2
ro—1 3 227
LA : — o
(10) P 2 . ou sp=e
k=1
Nous avons alors
— b1 r— s b I
(n) Aw= sy <l+l'h>r=sk sl‘hs"
Mais
sh=n,;
donc
bh
Sk
(12) Ak——7l'
et
,-[/-I
(13) e hzr—-s/,
F=1
= h A__,.
De la
(14) :——2 log
h=1
et
(15) Sy=— ’2 > log (1 — s3.'),
) k=1
. 1 : b .. : br
(16) S_—ZZ[cos(zl\-—l)—h— +Lsm(2/\—|)—h—]

h=1

= log[l—cns(zk-—l);—z + isin(2Ah — l)—T;:];

h
. 1 br . 2k —1
(17) S=— 7 [Zcos(z/.—-x)—/—l—log <_2 sin Tﬁ)

k=1
= ok —1\ . 2k—1
———2—(1— 7 )sm 7 b-n].
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Puisque
h
b~
2005(21\—'1)7 =0,
k=1
: b
. b7 _
Zsm(fz/\ 1) 7 o
h=1
et
: b h
z(zk_])Sln(zk—l)Tz_;:E‘
k=1 A
on a donc
[é
) b= 2k —1
(18) Sy= bn_- Zcos(zk——l)—h—logsm -
2hsn,— A=1

\Y h ’ . .y
formule ou [—-] représente la partie entiére de i,
2 2
De la

115]
(19) 5—(—1)[ ] kd 5 — 2(_2)[/‘] Zcos(‘z/.—l)%:—t
?.hsin—h— ry

o
R A

A=1

.2
x log sin

1°Sia=1,h=2,b=1, [%]:o,

T
— cos — log tang Z

~ %
I
4
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2°Sia=1, h =3,

1
2k —1 2k —1

T | .
7 log sin — T
3 8 6

(21) S =

2 cos
.. 3
6 sin = A=1

3
1 - T
_gtﬁ+§log2.

3o Sia=1, h=4,

3 o 2k —1 .2k —1
(22) S= ——Zcos 7 wlog sin i

.oT
8 sin — A—1
3

/s V3 =
=3 ——4—log<tang§>

= Tg‘/:+:]i_\/; log(yv> +1).

4° St a=1,h=235,
Y J

. = 2 2k —1 . 2k—1

(23) S = - = Ecos ——x log sin T
.5 5 10

10 sin — A=1

5
ki 2+ 2y/5— 2 (cos Zlog sin —
= - =5 — = z -
10 A 5 5 8 10

LT ="
—sin — log cos —
10 5

i[g\/rgﬁ+(,_¢5)log2+¢§ Iog(1+;/§):|.

I

J

5° Sia=1, h=6,
3

. L 1 2k —1 . 2k—1
(24) S= ~§Zcos 5 mlogsin 5T

. T
12sin < A=1
6

ola oA

! cos = log tang —
- =T —T
6 8 gm

3

+ é;/i log(2 +/3).
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6° Sia=1, h=38,
4

k14 1 2k —1 2k —1
(?5) S= = —chos 3 w log sin T
<> A=1

8

= 1+l\/').——1 cosl-n:logtangL:—e—sin—‘ﬂlogtang—iﬂ)
2 4 8 16 8 16

VAL
iV Vaeva— ) logl (Vi) WValo—v3) —1) ]
+\/2—\/§ 10g[2<\/;-—l> (\/2-+— \/‘Z—%—I)%—I:H.

Les résultats des exemples ci-dessus peuvent aussi
étre obtenus par la méthode suivante. Prenons le cas
ot a=1 el h =8, c'est-a-dire

@

" _ VS
w S
k=0
Soit
w "
9n S, — — )& ! .
S
A=0
Alors
S =1im§;.

r=1

Si wy représente le (A + 1)“™ terme de S, alors

w, "8/.‘—7'
Up—y 8k +1
Donc,
2(8/{—%—1)11/_ :—rZ(SIr+ Hug—+1
k=0 k=0
ou
ds,
(28) 81‘(|+r)7+(|—e—r)s,=x.

Résolvant cette équation différenticlle en S, nous
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oblenons
(29) S, =—f
8re “(l+;)
1 'odr
Ur;v 1+ a8
et
1
(30) s:/ _dr
Sy 1+

Le résultat obtenu par ’évaluation de cette intégrale
est le méme que celui qu'indique la formule (25).



