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GONCOURS D’AGREGATION DE 1914.

SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE;
Par M. C. CLAPIER
Etant donnés trois azxes de coordonnées rectan-
gulaires Oz ys, on considére U’équation aux diffé-
rentielles totales
(1) a’_y’d.r—i—‘(z—a3y3)dy——_ydz:0

ot a désigne une constante donnée,
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L. Déterminer les surfaces intégrales de l'équa-
tion (1). Ces surfaces S sont réglées; étudier leurs
lignes de striction et leurs lignes asymptotiques.
Exprimer, pour chaque ligne asymptotique d’une
surface S, la torsion en fonction de U'angle de lu
binormale avec 'axe O 3.

II. Les surfaces S satisfont toutes & une méme
équation «aux dérivées partielles du premier
ordre (K), indépendante de la valeur numérique
de la constante a. Ind[r/u(’l' comment on peut, au
moyendes surfaces S, engendrer toutes les surfaces
intégrales X de cette équation.

Les surfaces S contiennent en général Uazxe Oz,
déterminer les surfaces exceptionnelles qui ne le
conticnnent pas, et indiquer leur nature.

HI. Démontrer que les courbes caractéristiques
de Uéquation (E) sont les asymptotiques des diffé-
rentes surfaces S, et qu'elles forment ['une des
Jamilles d’asymptotiques des surfaces <. Démontrer
qu’elles peuvent étre obtenues comme courbes de
contact des surfaces ¥ avec les conoides droils
admettant pour axes les paralléles a Os rencon-
trant O.x.

IV, Déterminer la seconde famille de lignes
asymptotiques des surfaces . Démontrer que les
courbes de cette seconde famille peucent étre obte-
nues comme courbes de contact des surfaces S avec
les conoides droits admettant pour axes les paral-
léles a Ox rencontrant Os. Déterminer les surfaces
réglées I distinctes des surfaces S. Indiquer leur
valeur.

V. Soit T une surface jouissant de la propriété
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que Uune de ses familles de lignes asymptotiques
est formée de courbes de contuct de T avec les co-
noides droits admettant pour azes les paralléles
a Ox rencontrant O z. Démontrer que la surface T,
ou bien est une surface réglée a plan directeur
paralléle au plan y Oz, ou bien satisfait a une équa-
tion auw dérivées partielles de la forme

(EYy  F(z—qy, py)=o (1>= 5’5, t1=§y3>-

Démontrer que, dans le second cas, les lignes
asymptotiques de U'autre famille sont des caracté-
ristiques de Uéquation (E), a laquelle satisfait la
surfuce T, et que ces lignes peuvent étre obtenues
comme courbes de contat de surface T avec les
conoides droits admettant pour axes les paralleles
a Os rencontrant Ox.

St deux surfaces, dont chacune satisfait a une
équation de la forme (E), sont tangentes en un
point, elles ont en ce point méme courbure totale.

[. L’éguation différentielle
(1) ayrde + (s —ady’)dy —yds=o
peut se mettre sous la forme
ay(dr —ay dy)+zdy —y ds =o.

En divisant par y2, elle se compose de deux termes
intégrables; et si nous désignons par A une conslante
arbitraire, nous avons, en effectuant P'intégration et
multipliant par y,
a3 ys

2

(2) z=Ay+alzy —

Cest I’équation des surfaces intégrales S; ce sont des
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surfaces du troisieme degré, engendrées par les droites
dont les équations s’écrivent avec le parameéire
variable
y=1t

343
(3) z:a”z-{—At—a‘

\

Ces droites étant paralleles au plan des zz, deux
dreites voisines ont une perpendiculaire commune
normale & ce plan, el la courbe enveloppe des droites
représentées par la seconde équation (3) est la projec-
tion de la ligne de striction sur le plan des zz. On aura
done, pour lous les points de cetle ligne,

Jadt?

2

= a?x + A.

Comme y = ¢, le cylindre projetant la ligne de stric-
tion de la surface S anura pour équation

Ja
(4) :r:Ty'l—kconsL
Cherchons les lignes asymptotiques de cette méme
8 ymj !
surface, représentée par I'équation (2); nous avons,

avec les notations habituelles,

93 R
L= ="
z 3 a8 2
q:d—:A—f—a?z‘——- a_y'
oy 2

Formons la condition dp dx + dgdy = o; nous obte-
nons, aprés suppression du facteur )’ qui correspond
aux droites génératrices, I'équation différentielle

2dr —3aydy =o0

ui, intégrée, nous donne les cylindres paraboliques
) > ) y p q

a

(5) T = o—;}ﬂ—q—const.
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Les lignes asymptotiques se projettent sur le plan
des zy, suivant des paraboles de méme paramétre 2 p,
se déduisant de I'une d’elles par une translation con-
tinue parallele & Oz. Il en est de méme des paraboles
projections des lignes de striction (4 ), dont le paramétre
est

I
P=3‘a"

La torsion d’une courbe étant donnée par la for-
mule
[ — A
F T AT BT G

=i

si nous l'appliquons & une ligne asymptotique définie
par les équations

Ja

x —4_J‘2+ a (o = const.).

y =1t

a3
3= (A+ aa)p+ 7]3’
nous obtenons facilement

—— 9 =3
A= 4a, C= 2

Si I'on désigne par © l'angle de la binormale avec
’axe des 5, nous avons
C

VAT B2+ (2

COSQ =

et, par suite,

1
= =— 5 €082 = a? cos?¢.
T G2

1. Les surfaces S, envisagées comme dépendant de
deux constantes arbitraires A et «, satisfont a une
équation aux dérivées purlielles obtenue en éliminant
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ces constantes entre I'équation (2) et celles qui don-
nent les valeurs de p et ¢, déja écrites. L’élimination

se fait simplement en formant z + px —qy, et l'on
trouve 'équation

el

(6) (s—qy)—(py)

= 0,

Cest I'équation (E) dont les surfaces S sont des inté-
grales complétes.

Pour avoir les surfaces X, il suffit de prendre I'enve-
loppe d’une famille de surfaces représentées par I'équa-
tion (2), avec A el @ comme conslantes arbitraires.

Posons A =v (a); les surfaces ¥ correspondantes
seront données par I’élimination de « entre les deux
{quations

ad y3
s=o9(a)y —a*xy —- -

(7) , 3a
o=9(a) -« 2ar — —2—}’2.

S1 l'on suppose o(a)=-ca*+ b, b et c étant deux
nouvelles constantes, nous obtenons, par I'élimination
de a, les surfaces

(8) z:by+£§<f+(’)

qui représentent une nouvelle série d'intégrales com-
plétes. Ces surfaces sont réglées et engendrées par
deux plans variables dont I'un tourne autour d’une
parallele a 'axe des z du plan des xz, tandis que 'autre
reste parallele & un plan fixe. Ces surfaces particuliéres
ne passent pas par l'axe des x; ce sont des conoides.
Si I'on envisage o (a) et ©'(a), dans les équations (7),
comme deux constantes arbitraires A et B, le complexe
des caractéristiques qui engendrent les surfaces I est
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défini par les équations

asy’

z=Ay+alzy — :

(9) 5
o=By+ 2ar —-

b

a?

o ¥

avec les trois constantes paramétriques A, B et a.
Or la seconde de ces équations, diviste par 2a, est
identique a l'équation (5) qui détermine les lignes
asymplotiques des surfaces S, définies par la premiére
équation (g).

Les autres propriétés des surfaces I, que I'on pro-
pose de démontrer dans les paragraphes I et IV,
résultent des propriétés plus générales des surfaces T,
considérées dans la cinquieme partie du probléme.
Elles proviennent de la forme de lenr équation aux
dérivées partielles (6) qui a bien la forme

F(s—qy, py) =o.

V. Considérons les conoides droits admettant pour
axes les parall¢les 8 Oz rencontrant Oz ; leur équation
peut s’écrire

(10) s=h+y9o(x).

Une surface T étant 'enveloppe d’une famille de ces
conoides, on aura, pour tous les points d’une méme
courbe de contact, les mémes valeurs de p et ¢ pour la
surface et pour le conoide

{p=y¢(x)

S I P

(dz = pdx + g dy).

Si nous voulons de plus que cette famille de courbes
de contact soit, sur la surface T, une famille (A) de
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courbes asymploliques, nous devrons avoir
dp dz + dg dy = o,
ce qui donne les deux relations
dr=o0 et y¢'(r)dr + 29 (r)dy = o.

La premiére nous donne la courbe

x = h.

3=h+yo(2),

qui contient les deux arbitraires £ et £; elle engendre
une surface rvéglée a plan directeur paralléle au

plan ¥ Os. La seconde relation diflérentielle peut
s'écrire

et, cn intégrant, on trouve que les courbes (A) situées
sur les conoides (10) doivent satisfaire a la relation

y2+ 9'(3:): A.

En portant dans les égalités(11), onvoit que les coef-
ficients directeurs p et ¢ du plan tangent a une sur-
face T doivent satisfaire aux conditions

A s—h

Y A = — =
(12) (A) P y q >

b

/o et k ¢tant deux constantes arbitraires.
On aura une surface T en établissant une relation
entre ces deux constanles

h=3—qy, k=py.

Cette surface satisfait donc a4 une équation aux déri-
vées partielles de la forme

(E) F(s—qy,py)=o.
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Formons les équations différentielles qui détermi-
nent les caractéristiques de cette équation ; nous

avons
dx dy  dp  dgq
yE T —yF T —pFy — —pF/’

d’ot I'on déduit les deux relations

(13) dy _dp dv _ dg

= —y =

Y P Y —P
Elles vérifient la relation
dpdzx +dgdy =o,

ce qui prouve (ue ces caractéristiques constituent une
des familles de lignes asymptotiques de la surface T.
Ce n’est point celle d’ou I'on est parti (A), car elle
satisfait aux intégrales

(14) (A p=hy, qgq=—hka+p

différentes des intégrales (12).

Montrons que ces courbes (A,) peuvent étre obte-
nues comme courbesde contact de la surface T avec les
conoides droits admettant pour axes les paralléles a Oz
rencontrant Ozx.

Nous pouvons écrire I'équation de ces conoides sous

la forme
x — Ty T —x,
5= — U = ————
f( k% ) ’ 0% )
on en déduit

1]
p==[(u)
o)
7="5 S (w).

Formant dp dx + dq dy = o, on trouve, aprés sup-
pression du facteur ydz -4 (z,— z)dy, la relation
Ann. de Matheémat., §* série, t. XIV. (Décembre 1914.) 35
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différentielle
S'(w)ydz =2 f'(u)dy,
et comme
il vient
d-f'(u) _
f(wy y

On a donc, en intégrant,
f'(u) = const. y2

Les égalités (15) nous donnent, par suite, les expres-
stons
r=huy,
=—hkix + Ry,

en désignant par k, et &, deux nouvelles constantes
arbitraires. Ces expressions étant identiques aux inté-
grales (14), la proposition est démontrée.

Soient deux surfaces T et T,, tangentes en un
point M (z, », 5, p, ¢), telles que chacune satisfait a
une équation de la forme (E); je dis qu’elles ont méme
courbure totale en ce point M.

Il suffit de montrer que la courbure totale de la sur-
face T qui est donnée par la formule

I _ rt —s?
KRRy~ (+pr+ g2

ne dépend que du point considéré el du plan tangent
en ce point.

Or, nous pouvons écrire I'équation aux dérivées
partielles (E) sous la forme

z=qy~+ f(p, ¥)

d’ou 'on déduit les dérivées secondes en dérivant suc-
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cessivement par rapport axet par l‘apporl a Y

p=sy-+yrf(py
o=ty +(p-+ys)f(py)

D’ou, en éliminant f/ (py), on obtient

P=sy @y
ty p+8_}’

La courbure totale est done

! _~[ P ]’.
RiR; y(+pr+q*) ]’

elle est négative et indépendante deg éléments du
deuziéme ordre.



