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CERTIFICATS DE GEOMETRIE SUPERIEURE.

Lille.

EPREUVE ECRITE. — 1° Une surface étant rapportée a ses
lignes de courbure u = const., v = const., établir les rela-
tions qui existent entre les courbures principales et les
coefficients du ds?.

2° Démontrer que les trots coordonnées rectangulaires
d’un point quclconque, de méme que les trois cosinus

directeurs de la normale, satisfont & une méme équation
de la forme
2920 . . 09 B 26
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€t que, réciproquement, si une cquation de cette forme
admet trois solutions satisfaisant & la condition
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on a les équations d’une surface rapportée a ses lignes
de courbure en égalant ces trois snlutions, soit aux coor-
données d’un point quelconque, soit aux cosinus directeurs
de la normale.

3° Conditions pour que la surface soit divisée en carrés
par ses lignes de courbure.

§° Déterminer toutes les surfaces isothermiques telles
que la courbure moyenne soit fonction d’une seule des
deux variables u, v. (Juillet 1912.)

EPREUVE ECRITE. — On considére un élément de la Jforme

du?—+ dv?
(l) ds? = ———M
(Au+Be+ C)?
A, B, C étant trois fonctions d’un paramétre t qui est lui-
méme relié aux coordonnées u, v par la relation

(2) Au +Bo+ G =o.

Démontrer les propositions suivantes :

1° Les courbures géodésiques des lignes coordonnées
sont fonctions U'une de l'autre, c’est-a-dire qu'elles satis-
font a une équation de la forme

F (L, —l—> = 0;
P11 P2

2° Réciproquement tout réseau orthogonal et isotherme
dont les courbures géodésiques sont fonctions l'une de
Uautre permet de mettre le ds® sous la forme précédente.

3° Les lignes t = const. sont des cercles géodésiques, dont
chacun coupe les lignes coordonnées sous un angle cons-
tant.

4° Pour qu'une surface admette deux familles de
lignes isométrigues dont les courbures géodésiques soient
dans un rapport constant, il faut et il suffit qu’elle soit
applicable a une surface de révolution; il y a alors une
infinité de systémes de lignes répondant & la question;
toutes ces lignes sont des loxodromies et U’inclinaison sur
les méridiens reste la méme pour toutes les loxodromies
d’une méme famille. (Novembre 1912.)
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Nancy.

Eereuve EckiTe. — On considére la quartique qui est
représentée en coordonnées rectangulaires par l’équation

(x2— ja?)2+16y2(y2—2ay + 2a?) = o.

1° Construire cette courbe.

2° Déterminer sa classe, son genre, le nombre de ses
points d’inflexion, le nombre de ses tangentes doubles.

3° Exprimer les coordonnées x et y d’un point quel-
conque de la courbe en fonction rationnelle d’un para-
métre t et de la racine carrée d’un polynome du qua-
triéme degré en t; expliquer la maniére dont le point
décrit la courbe quand t varie de — x a + .

i* Déterminer la relation qui existe entre les para-
métres t, ts, t;, t, de quatre points de la quartique pour
que ces quatre points sotent en ligne droite avec l'ori-
gine.

5° Former l'équation qui a pour racines les parametres
des points de contact des tangentes menées de l'origine a
la courbe, puis, cette équation étant supposée résolue,
calculer les paramétres des deuxr autres points d’inter-
section de chacune de ces tangentes avec la quartique.

( Octobre 1910.)

Evrevuve kchite. — L. Solent S et S, deux surfaces minima,
chacune d’elles étant rapportée au réseau de ses courbes
minima. On désigne par M| et M, les points de contact de
deur plans tangents paralléles menés a ces surfaces et
par (T) la congruence des droites M; M,.

1° Quels sont les réseauxr conjugués découpés sur S,
et S, par les développables de la congruence (T')?

2° Déterminer l'une des nappes focales (F) de la con-
gruence (') et montrer qu'en désignant par M le point
MM[ \
MMz) reste
constant quand My M, décrit une développable de la con-
gruence circonscrite & la nappe (F).

3° La nappe focale (F) étant rapportée au réseau
conjuguédécoupéparles développablesdelacongruence(I),

MM
Socal correspondant, le rapport ﬁ <ou
Mg Vlg
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les coordonnées rectangulaires de l'un quelconque de ses
points sont trois solutions d’une équation aux dérivées
partielles de Laplace. Former et intégrer cette équation.
De quelles intégrations dépendra la recherche des surfaces
découpées par les développables de la congruence (T) sui-
vant un réseau conjugué?

II. On donne la surface définie par les équations

u—+v LU+ u-—+ ¢
COSs s —— CcOs
2 2 2
xr=a Yy =a ’ 2 =c ’
=0 o uU—v . { — ¢
Sin Sin sin
p 2 2

x, ¥, 3 désignant les coordonrées rectilignes d'un de ses
points, u et v ses coordonnées curvilignes. Quelle est cette
surface et que sont les lignes coordonnées

w = const., ¢ = const.?

On consideére letriedre trirectangle habituel (T) d’arétes
Mx,, My,. Mz,, dont le sommet est un point M de la sur-
Sace, Mz, étant normale & la surface, Mz et My suivant
les bissectrices de Uangle des lignes u = const., ¢ = const.
qui passent au point M.

Calculer les quatre translations t, w, &, m,, et les siz
rotations p, q, r, p1, q1, 1. Former la condition pour que
deux directions soient conjuguées et l'équation différen-
tielle des lignes de courbure. Calculer les rayons de cour-
bure principauz et trouver le lieu des points de la surface
T

o lacourbure totale a une valeur donnée — Rapporter

enfin la surface a ses lignes de courbure.
(Juin 1913.)

EPREUVE ECRITE. — 1. Probléme. — On considére deux sur-
Saces minima S, et Sy, chacune d’elles étant rapportée au
réseau des courbes minima.

On fait correspondre & tout point My de S, le point
M; de S; qui a mémes coordonnées curvilignes, sotent u, v.

On désigne par M le point de M;M, tel que le rap-
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MW,
M, M,
et par S la surface engendrée par M.

1° Démontrer que pour u=const. ou v=consl. la droite
M; M, engendre une surface développable.

20 Ces deux familles de développables découpent sur la
surface 8 un réseau conjugué, et lune des familles de
courbes de ce réseau est minima.

3° Comment dott-on choisir Sy et S, et la fonction § (u)
pour que la surface S soit une surface minima non
développable.

On rappelle que lon peut représenter une surface
minima par les formules :

port soit une fonction donnée { (u) de u seulement,

—u?
= Tf”(“)“‘uf’(")—f(u)’

<
I

= [l“‘;_“?‘/"(u) —u f’(u)+f(u)],
s=uf"cu)y— f'(u).

1. Question des cours. — Démontrer que toute surface
hélicoidale est applicable sur une surface de révolution.
Cas de Uhélicorde gauche @ plan directeur.

(Octobre 1913.)

Paris.

EPREUNE E(RITE. — On considére la surface dont I’élément
lLinéaire est donné par la formule
2

ds® = (._ — '—) (duw?+ w dv?),

u a

ol a désigne une corstante positive.

1° On demande de déterminer erplicitement les lignes
géodésiques de la surface.

2° 8¢ l'on fait correspondre au point de coordonnées u, v
de la surface le point du plan qui a pour coordonnées
polaires
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quelles sont les courbes du plan qui correspondent aux
géodésiques de la surface?

3° On demande de déterminer la ou les lignes géodé-
siques passant par les deux points (u, v) et (uy, ¢o).

4° On demande l'enveloppe de toutes les lignes géodé-
siques passant par un point déterminé A (u,, v,) de la sur-
face.

EPREUVE PRATIQUE. — Solide commun & une sphére et a un
conoide.

Sphere. — Son rayon vaut 5°; la ligne de rappel du
centre est & 10°™ & gauche du petit axe de la feuille.

Les projections du centre sont symétriques par rapport
au grand aze et distantes de cet are de 7*™.

Conoide. — Son plan directeur est horizontal. Il a pour
directrices la verticale du centre de la sphére et une ellipse
de bout qui se projette horisontalement suivant un cercle;
le centre de U'ellipse est le point le plus & gauche de la
sphére; unsommet du grand axe est le point le plus bas
de la sphére.

1° Construire la projection de Uintersection des deux
surfaces, et représenter la partie de la sphére située du
coté de la surface du conoide qui contient le centre de
Uellipse, Uautre partie étant supprimée.

2° Déterminer la perspective de ce solide sur le plan
horizontal, le point de vue étant a Uinfini dans une
direction de front inclinée a 45° sur le plan horizontal.
Transporter cette perspective parallélement ¢ la ligne de
terre & 10°" vers la droite.

La ligne de terre coincide avec le grand aze de la
feuille.

Nota. — On divisera le demi-grand cercle de front de
la sphére en huit parties égales et l’on construira les
sections horisontales du solide menées par les points de
division, tant sur les projections orthogonales que sur la
perspective (sur cette derniére ne figureront que les par-
ties vues de ces sections).

Mettre en rouge les constructions qui donnent la tan-
gente en un point quelconque, ainsi que les tangentes
remarquables, sur chaque figure.

Ezpliquer briévement Uépure. (Mars 1912.)

Ann. de Mathémat., 4 série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1g914.) 33
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EPREUVE ECRITE. — On considére tous les cercles tangents
a deux droites paralléles (D), (D'):

1° On demande de trouver les trajectoires orthogonales
de ces cercles et de démontrer que toutes les trajectoires
orthogonales sont des courbes égales.

2° On considére la surface de révolution engendrée par
la rotation d'une de ces trajectoires autour de la droite
(D") lieu des points a égale distance de (D) et de (D').

3% Déterminer les lignes asymptotiques et les lignes
géodésiques de cette surface de révolution.

4° Construire toutes les géodésiques passant par deux

points donnés de la surfaceet déterminer la plus courte
de ces lignes.

Evriuve praTiQuE. — Un cercle de front (C) déloigne-
ment 7" et de 5™ de rayon est tangent au plan horizontal
sur le grand are de la feuille.

Une verticale D, d'éloignement 11°", se projeite a 9™
a gauche du grand ave de la feuille. Elle sert de direc-
trice @ un conoide dont les génératrices sont horizontales
et sappuient sur le cercle C.

On demande de représenter la portion de volume de ce
conoide qui est intérieure a la sphére dont le cercle C est
un grand cerc'e ainsi que l’ombre portée par ce solide sur
les plans de projection. Les rayons lumineux sont & 45°.

Figurer au trait rouge les constructions qui donnent un
point quelconque et les points remarquables des lignes
d'intersection et d’ombre, ainsi que les tangentes de ces
points.

Donner sur la feuille définie, sous forme de légende, une
exp'ication trés sommaire des constructions effectuées .

(Octobre 1912.)

EPREUVE ECRITE. — 1° Déterminer toutes les surfaces dont
les deux familles-de lignes asymptotiques se projettent
sur le plan des xy suivant un réseau de courbes rectan-
gulaires ;

2° Déterminer pour ces surfaces les deux familles de
lignes asymptotiques et montrer qu’elles se projettent
suivant un réseau isotherme, qui peut étre choist arbitrai-
rement sur le plan des xy;
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3¢ Déterminer celles de ces surfaces pour lesquelles les
{ignes asymptotiques se projettent aussi suivant un réseau
de courbes rectangulaires sur le plan des z 3.
(On suppose bien entendu les axes rectangulaires.)
(Octobre 1913.)

Rennes.

ComposiTioN Ecrite. — I. Toute surface (S) dont les sec-
tions planes par des plans pivotant autour de Oz consti-
tuent un premier systéme de lignes de courbure admet
pour second systéme de lignes de courbure les courbes de
contact des cones circonscrits dont le sommet est sur Os.
Réciproque.

Ces courbes de contact sont sphériques. La surface S est
coupée par chaque plan P passant par Oz suivant un
angle constant V (variable d’'un plan P & un autre).

II. On sait que Uéquation

(\ (+pd)dr +pogady  poqede +(1+g3)dy
ro dx -+ so dy - so dz + to dy

Sournit au point M (zy, ¥,, %) les deux directions princi-
pales de la surface en ce point; py, @y, &g, So, to, désignent
les valeurs prises en M par les dérivées premiéres et
secondes de z considéré comme fonction de x et y.

En comparant Uéquation (A) & Uéquation (B),

(B) +pz+pgy _ pgx+0+4g%)y
re-+sy - sx+ty ’

on vérifiera aisément que, toute surface satisfaisant &
lUéquation aux dérivées partielles (B), est une surface (S)
du premier paragraphe.

IIL. En se servant des résultats du premier paragraphe,
on prouvera que U'équation (B), admet comme intégrale
premiére U'équation (C),

C Py +qx — (2,
() Vit pitg?V(at+ ) f<“’>

oil v est une fonction arbitraire.
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Donner, en se servant de la premiére partie, l'interpré—
tation géométrique de Uéquation (C).

Inversement, montrer que de Uéquation (C) on peut
déduire l'équation (B) par élimination de la fonction f.

IV. Pour intégrer Uéquation (G) o f est supposée
donnée, prendre les coordonnées semi-polaires p, 9, z, poser

0z 03z
p1=3;7 9= 3%’

et montrer qu'en posant

f(-):) = cosV,

x

\

on obticnt I'équation
(C'r p2(1+p?)—¢gitang2V =0  (V fonction de 0 seul).

In posant
1
tangV = ——,
° F(h)
oi la fonction V' est la dérivée d'une fonction F (0), arbi-
traire au méme titre que f. les caractéristiques sont don-
nées par les équations
22(1+ pi) = A2, gitangV =1,

x .
p1p — 3=, E:Ch[P(O)—ﬁ—v),

{
Ay, 1, v, désignant trois constantes arbitraires.

EPREUVE PRATIQUE. — Soit la surface :

r  ue—
—_—=
a up +1
¥ u—+v
L =277,

) b uv +1
3 u—v
¢ uv—+1

1° Lignes asymptotiques.
2° Formerl'équationdifférentielledeslignesde courbure.
Calculer les rayons principaux de courbure.
(Novembre 1912.)
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ComposiTION EcriTe. — Un point m de coordonnées z, y, z
décrit une courbe gauche () dont on appelle s Uarc, r le
rayon de courbure, t le rayonde torsion; a, b, c les cosinus
directeurs de la tangente; a' b’ ¢'les cosinus directeurs de
la normale principale; a", b" ¢" les cosinus directeurs de
la binormale. On considére la courbe dite adjointe (vo)
décrite par le point m,

zo= [ a" ds, Yo= [b” ds, zg= [ c" ds

et les courbes dites associées (T') définies par les équations

S X = z cosb + z¢sinb,
) Y = ycos0 + y,sinb,

( Z = zcosb -+ z4sinl,

ou 0 est une constante.

On désigne par les grandes lettres, S, R, T, A, A’, ..., C
les éléments de la courbe (') analogues aur éléments de
la courbe () représentés par la méme petite lettre.

»

1° Trouver le triédre de Serret-Frenet relatif a la
courbe associée. Dispositions de ce triédre par rapport au
tri¢dre de la courbe donnée. Longueur des arcs correspon-
dants sur () et (T').

2* Rayon de courbure et rayon de torsion de la courbe (T).

3° Montrer que si (I') est une courbe associée a (),
inversement (y) est Pune des courbes assocides a (T').

4° Pour 0 =0, 0= ‘g, la courbe (T) se réduit & (y) ou

@ (o).
Montrer que si (1) a son rayon de courbure constant,
(Y0) @ son rayon de torsion constant. Dans ce cas les

courbes (') sont dites courbes de Bertrand <relation

.. I
dinéaire entre les deux courbures R et T)

EPREUVE PRATIQUE. — Solent ¢, ¢', ¢" les coordonnées d'un
point w qui décrit une courbe () sphérique arbitraire sur
la sphére de centre O et de rayon 1 en axes rectangu-
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laires. Les formules

re=-= / c¢"de' — ¢’ de’,

o/

y::/c dc" — ¢" de.

z :'E/(" dc — ¢ dc',

définissent une courbe G, telle que la tangente MT en M,
@ cette courbe, soit perpendiculaire au plan O pb déter-
miné par le rayon Op et la tangente 19 en w & la courbe
sphérique.

Incersement la droite O est perpendiculaire au plan
osculateur en M a la courbe C, de sorte que v est U'indica-
trice des torsions de (i et la formule

dr?+ dy? + dz? = t2(de? + de't + de'?)

montre que la torsion de C est constante et égale a <.
Soient donce
. = VI cospt — /L cosht
Vh+ v
VX sin e + Virsinkt
VR + Vi

— A
2 é/)\p. cos 2y

” 2

i+ Vi

’

’

(X, @ constantes, t paramélre variable), les équations
¢
paramétriques d’une courbe sphérique y particuliére.
Déterminer la courbe (i correspondante. Montrer que st

I8
le rapport — est commensurable, on peut, en effectuant aw
I+

préalable la substitution t =kT, ou k est une certaine
constante, supposer \ et . entiers et premiers entre eux et
déduire de la que dans ce cas la courbe C est algébrique
et unicursale.

(Juin 1913.)
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Toulouse.

Epreuve Ecrits. — 1. Etablir les relations qui lient les
deux formes quadratiques fondamentales

dz? + dy? + d3?, dadr +dbdy + dcds

attachées a une surface quand on la suppose rapportée a
ses lignes de longueur nulle.

Appliquer les formules & la détermination des surfaces
pour lesquelles ces lignes forment un réseau conjugué et
« qui possédent un élément linéaire donné ».

Indigquer les cas ou cet élément linéaire peut convenir &
des surfaces de révolution et déterminer alors les lignes
géodésiques de la surface.

1. Etudier la transformation de contact, dite trans
formation apsidale, pour laquelle les coordonnées carté-
siennes respectives x, y, z et X, Y, Z des points correspon-
dants, par rapport a trois ares rectangulaires Oz, O y, Oz,
sont lices par les relations

X2 Y2 Z2— (224 p2+32) =0,
Xr+Yy +Zz=o.

Appliquer cette transformation auzx quadriques admet-
tant Porigine O pour centre.

EPREUVE PRATIQUE. — Etablir les équations générales des
cercles qui coupent a angle droit le plan des xy et la
surface (S) ayant pour équation

z= flz,y)

Vérifier que ces cercles sont toujours normaux @ une
famille de surfaces 2.

Si l'on appelle A et B les deux points ou l’un des cexcles
coupe le plan des xy, M le point ou il rencontre S, P (e
point ou il rencontre lune des surfaces 2, le rapport
anharmonique des quatre points A, M, B, P est constant.

Latransformationquichangelescoordonnées(x,y,z,p,q)
de Uélément de contact en M en coordonnées (X,Y,Z,P,Q)
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de Uélément de contact en P est une transformation de

contacl.
(Juillet 1g910.)

EPREUVE ECRITE. — On considére une surface S, liew du
point (z, y, 3), pour laquelle

drr+ dy? + dz? = du? + C? dv?.

1° Montrer que les tangentes aux lignes v = const. sont
normales a une famille de surfaces. Déterminer l'une
d’elles = et ses rayons de courbure principaux R et R'.

2° A quelle condition R’ est-il fonction de R? Calculer
dans ce cas l'élément linéaire de la seconde nappe S, de
la sur/ace focale de la congruence des normales a X.

3° Trouver toutes les formes de la relation entre R et R’
qui conduisent pour S ou pour S, a une surface & cour-
bure constante négative.

4° Déterminer les hélicoides sur S ou sur S, et « leurs
lignes géodésiques ».

(Juillet 1919.)

Evreuve BeriTE. — On considére les surfaces (S) repré-
sentées en coordonnées cartésiennes rectangulawres par les
Jormules

r=A(u —a)r(yv—a)",
y=B(u—=0b)ynco—=>b),

5= C(u—c)yn(v— cy,

et l'on demande :

1° De montrer que les lignes v =const. sonl conjuguées;

2° De former Uéquation différentielle de leurs lignes
asymptotiques,et d'indiquer comment elle s'intégre. V a-t-il
des cas o U'intégrale est algébrigue en w et ¢ ?

3° En laissant a, b, ¢ arbitraires, de déterminer touns les
cas ot les lignes u=const. sont des lignes de courbure
de (S). Quelle est alors la nature de ces surfaces (S)?

4" De trouver la seconde nappe de la surface focale de
la congruence de droites formée par les tangentes aux
lignes u = const. de l'une des surfaccs (S).

Eenkvve praTIQUE. — Trouver la masse de la partie de
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lespace comprise entre deux sphéres concentriques de
rayons respectifs r et R sachant que la densité en un
point M est inversement proportionnelle a sa distance MP
a un point fize P,

Examiner les divers cas possibles suivant la position du

point P.
(Novembre 1912.)



