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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE ( 1 9 1 4 ) .

Géométrie analytique et Mécanique (*).

SOLUTION PAR M. CLAPIER.

I. Soit V l'angle constant sous lequel la spirale
logarithmique C coupe chacun de ses rayons vecteurs.
Nous avons

r dd
(i) j = t angV=
v dr m
et, pour un arc infinitésimal MM' = ds qui se projette
sur le rayon vecteur MQ,

(2) M'Q = MM' sinV ou r d§ = ds smV.

On déduit de ces expressions

\ M /• — ,

cosV

i° Soient \ et Y> les coordonnées du centre de gra-
vité G de Tare ûxe M0Mj, de longueur /; nous avons
les formules

lt = / ö?5 37, li)= I dsy (x = r cosö, y = r sin6)
•Ai 0 '^ o

et si Ton pose

i = /%'cosOde, J = ƒ*#

(4) $ =

(l) Voir l'énoncé, p. 38o.
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nous aurons les intégrales I et J, en intégrant par
parties, ce qui nous donne les égalités

I = r y — 2 m J, J = — ra?4-2/nï;

d'où l'on déduit

I( î -+- 4/?i2) — r(y -+- imx),

J ( î -+- 4 m2) — r(— x H- ->.my).

Finalement, en por tant ces valeurs dans les expres-

sions (4) et tenant compte de ( î ) et ( 3 ) , il vient

/ '! — r0
 lU°

OU

(5)
î -h 4 m* r — r0

I -h 4 /?l"2 / '! /

Ces expressions (5) donnent la position du centre de
gravité G de l'arc M0Mo connaissant les extrémités Mo

et M4 de cet arc.
2° Supposons que le point Mo tende vers le pôle O;

ses coordonnées deviennent nulles et la position limite
du point G, correspondant à l'arc de spirale OM, est
donnée par \c» formules

(6)

f IV

m
- ( — a7-H2 m y ).î -r- 4 m-

II. Supposons que le point M se meuve sur la
courbe C, de manière que son angle polaire augmente
avec une vitesse d'un radian par seconde,

, 18o
= n dt, n = •
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Le point G dont les coordonnées sont données par
les expressions (6) décrit une courbe F qui est une spi-
rale logarithmique.

En effet, désignons par p et OJ les coordonnées
polaires du point G; nous avons

2 _ 2 _ 7?12

et
y\ imy — x 2 m tang 6 — 1tangw == -i = £ = 2 _..ç imx-hy '2m 4-tan g 6

Posons

nous aurons

tango) = a n g a n ^ y ^ t annr/Q __ <p) co — G ~ c

II résulte, des valeurs de p et w ainsi trouvées, que
la courbe F s'obtiendra en prenant la spirale logarith-
mique G, obtenue en réduisant les rayons vecteurs

de G dans le rapport —i et la faisant tourner
y/i-M"*2

autour du point O dans le sens inverse, d'un angle
fixe cp.

20 Désignons par Ç7 et r/ les composantes de la
vitesse du point G; pour les obtenir, en se servant des
formules (6), nous devons calculer

or, nous

X

y

X =

avons

= r cos 6

= r sin6

dx
dt

et

et

et

dx =

dy —

7 dt

xdQ-\

>

r cosO dr,

r sin6 dr,
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et, d 'après la relation ( i ) qui donne dr,

x' =( — y -+- mx)n / d6 \
y' = (x -h my)n \ dt )

Formons y' -f- imx' et —r i - \ - imy 1 , nous obte-
nons

(mt = /i cotV):

nous aurons une détermination facile de la vitesse V
de composanles £' et Y/, en remarquant que celles-ci
peuvent s'écrire

( 8 ) ^'

La direction de cette vitesse est GM et sa grandeur

V = m, GM

est proportionnelle à la distance des deux points M
et G qui se correspondent sur ies courbes C et F.

Quant à l'accélération du point G, nous avons,
d'après ces formules (8), les composantes

Ces expressions montrent que pour la construire, il
suffît de composer la vitesse GV<, équipollente à la
vitesse du point M, avec la vitesse GV2 égale et con-
traire à la vitesse du point G, puis multiplier par le
facteur /?i4 le vecteur ainsi obtenu.

III. Au lieu d'un arc de spirale, considérons une
courbe quelconque C sur laquelle nous prenons une
origine Mo et sur laquelle un mobile M se meut suivant
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une loi déterminée, de sotte que l'on connaît la lon-
gueur de l'arc MOM en fonction du lemps, ainsi que
ses deux premières dérivées V et F.

Construisons le centre de gravité G(£, vj, Ç) de cet
arc et cherchons à déterminer sa vitesse V et son accé-
lération A. Nous avons

IJ* =z f x ds,

que l'on peut écrire

et d'après la définition même de l'intégrale définie,
nous devrons avoir

-\xdt~~dT-\xdt)
ou bien

,l\ dl
d -y = X -y ,

dt dt

x étant l'abscisse de M. On a doue

Cdt~{X U dt
ou encore

(9) it> = (X-i)ï.

On calculerait de même les autres composantes r\

et Ç' de la vitesse V. L'égalité (9) montre que cette

vitesse est dirigée suivant GM et sa grandeur est préci-
l'

sèment -j x GM.

En dérivant les deux membres de cette égalité, nous

obtenons pour la composante de l'accélération A

(10) / £ ' = ( * - £ ) / ' + / ' (* ' -*£ ') .

Pour la construire, il suffit de composer le vec-
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' /~* ~\K 1 tteur j GM avec le vecteur ~j GVM V4 étant le vecteur
résultant de la vitesse du point M et de la vitesse égale
et contraire à 2 fois la vitesse équipollente du point G.

Dans le cas où G est une spirale logarithmique,
V = /??/, Mo étant au pôle O.

IV. Supposons que la ligne G soit formée de deux
segments rectilignes M0O et OM; désignons par m0

et m les milieux de ces segmenls. Le centre de gra-
vité G est situé sur le segment mom et sa position est
telle qu'on ait

G DIQ O m
G ni ~ O mo

y

il est donc situé sur la droite symétrique de la bissec-
trice O [J. par rapport à la médiane du triangle m0Om.
OM0 étant pris pour axe des x et O m pour axe des y,
nous avons, pour déterminer les coordonnées x etj 'du
point G, les relations

O m a — x y
Om0 x O m — y

On en déduit
a ( a — x) xy

O m = -^ = —^ h ya — x

et le lieu y du point G, quand le segment OM prend
toutes les valeurs possibles, est donné par l'équation

xy — (a — a?)2 = o.

C'est une hyperbole tangente en m0 au segment OM0.
Si le segment OM pivote autour du point O, dans un
plan donné Ff, cette hyperbole décrit une surface dont
les directions asymplotiques sont : i° toutes les droites
issues de O et situées dans le plan II; 2° les droites du
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cône engendré par les bissectrices O jade l'angle mO?7i0.

Lorsque le segment OM est fixe, le rapport—— est

aussi fixé et le point G décrit un cercle dans un plan
parallèle au plan II; un tel plan est donc un plan de
section circulaire pour la surface T.

Si l'on prend pour axes fixes deux droites rectangu-
laires OY et OZ du plan II, nous avons y = y/Y2 -4- Z2

et la surface F a pour équation

Z2) — (a — x)*= o.

Elle est du quatrième degré et la bissectrice Op. dé-
crit un cône du deuxième degré,

Y2+-Z2— # 2 ^


