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CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
ET AUX BOURSES DE LICENCE EN 1913.

Mathématiques.

GROUPE I.
I.

Etant donnés trois axes de coordonnées rectan-
gulaires Oz, Oy, Oz, on considére la surface (S)
définie par l’équation

z =y + x3
et la droite (D) définie par les équations
y=20b, z=c,

ot b et ¢ sont deux constantes données, la seconde
n'étant pas nulle. Dans tout ce qui suit, celte
droite (D) restera fize.

1° Montrer que la surface (S) est réglée et
trouver ses génératrices.

2° A chaque génératrice rectiligne (G) de la
surface (S) on fait correspondre le plan (P) mené
par la droite (D) et paralléle a la symétrique
de (G) par rapport au plan zOy. Déterminer le
lieu du point d’intersection de (G) et de (P), quand
la droite (G) décrit la surface (S).

Montrer que ce licu est une courbe (C) située sur
une quadrigue (Q) et déterminer cette quadrique.

30 Former Uéquation du quatriéme degré don-
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nant les abscisses des points d’intersection de la
courbe (€) avec un plan donné par son équation

UT + VY -+ W3+ § = o,

Calculer les fonctions symétriques élémentaires
des racines en fonction de u, v, w, s. En déduire
la relation & laguelle doivent satisfaire les abs-
cisses Ty, Ty, X3, T;, de quatre points de la
courbe (C) pour que ces quatre points soient dans
un méme plan.

Cette relation sera wtile dans la plupart des
questions qui vont suiere.

1¢ Déduire de la relation précédente les relations
aurquelles doivent satisfaire les abscisses @&y, x,, x,.
de trois points de la courbe (G) pour que ces trois
points sotent en ligne droite.

Former ('équation générale du troisiéeme degré
dont les racines sont les abscisses de trois points en
ligne droite de la courbe (C). Montrer que les
droites qui coupent (C) en trois points engendrent
Uune des familles de génératrices rectilignes de
la quadrigue (Q).

3" Wontrer que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que les plans osculateurs a la courbe (C)
en trois points donnés se coupent sur la courbe (G)
est que ces trots points soient en ligne droite.

6> Par un point quelconque M de la courbe (C)
il passe deur plans jouissant de la propriété d’étre
tangents a la courbe (C) au point M et en un autre
point (c'est-a-dire d’étre bitangents & la courbe).
Soient M’ et M les seconds points de contact de ces
deux plans. Montrer qu'il existe un plan bitangent
a la courbe (G) en M' et M".

A quelles relations doivent satisfaire les abscisses
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de trois points M, M', M" de la courbe (C) pour que
deux quelconques d’entre eux soient les points de
contact d’un plan bitangent & la courbe (C)?

7° Former l’équation générale du troisiéme degré
dont les racines sont les abscisses de trois points M,
M', M, de la courbe (C) satisfaisant auz conditions
précédentes. Exprimer les coeficients de cette équa-
tion au moyen de l’abscisse § du quatriéme point
d’intersection p. de la courbe (C) avec le plan (1I)
déterminé par les points M, M/, M".

Calculer, en fonction de E, les coefficients de
U’équation du plan (1) et les coordonnées du point
de concours A des tangentes & la courbe (C) aux
points M, M', M". Ce point A sera dit « le point
associé au point . de la courbe (C) ».

8 Montrer qu’il existe une infinité de qua-
driques, ne dépendant que de b etde c, par rapport
auzquelles le point A est le péle du plan (1I); déter-
miner ces quadriques et montrer que {’une d’elles
estla quadrique (Q) déja considérée.

Déterminer le lieu (T) du point A, ainsi que U'en-
celoppe du plan (1), quand le point u décrit la
courbe (G).

9° A trois points quelconques en ligne droite y,,
W2, w3, pris sur la courbe (C), sont associés les trois
sommets Ay, A,, A;, d’un triangle inscrit dans la
courbe (T). Déterminer, en supposant b=o, l’en-
veloppe des cdotés de ce triangle quand la droite
%y phophs varie. Montrer que, dans la méme hypo-
thése b=o, le cercle circonscritau triangle A, A, A,
passe par deux points fixes.

(Durée : 6 heures.)
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11

On donne deux axes rectangulaires et l'on con-
sidéere I’équation différentielle

y—oxy' 4+ yry'i=o.

1° Montrer que cette équation admet une infinité
de courbes intégrales C, dont l'équation est de la
forme y*= f(x), f(x) désignant un polynome
en x. Ecrire Uéquation générale des courbes C;
montrer que, par tout point du plan, il passe sott
une, soit trois courbes C, et déterminer la région
du plan ot doit se trouver le point pour que le
nombre des courbes qui y passent soit égal a trois;
déterminer le lieu des points tels que deux des
courbes G qui passent par l'un d’eux soient ortho-
gonales.

2° On donne le point A(x =0,5; y =o0). Soit P
celle des courbes C qui passe par A et tourne sa
concavité vers la partie positive de I’axze Ox; soit B
le point de la courbe P qui a pour ordonnée \/6.
Soit Q celle des courbes C passant par B et qui
tourne sa concavité vers les x négatifs; soit enfin A'
le point o cette courbe coupe ’axe Ox. Calculer
Uaire limitée par les arcs de courbes AB, BA/| et
l'aze Ox.

3° Un point mobile, partant de A, parcourt suc-
cessivement ’arc AB de P, puis ’arc BA' de Q. Son
accélération tangentielle est constamment égale a
sa vitesse, et sa vitesse initiale est égale a 1; au
point B on supposera que la vitesse ne subit pas de
changement de grandeur, mais seulement un chan-
gement de direction. Calculer & o,v prés le temps
mis par le mobile pour parcourir ’arc ABA'.
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4° Au point B, 'accélération du mobile subit une
discontinuité. Calculer, par ses projections sur les
deux azes de coordonnées, la variation géométrique
du vecteur-accélération au point B.
(Durée : 4 heures.)

SoLutioNs park M. R. BOUVAIST.

I.

1° L’équation aux p des points d’intersection de la
surface (S) et de la droite
r—xzy  ¥V—y  F— 2%

= = :p

a [ Y

est
o33+ (3xga+ afl)p?

+ (3axd+Pry+ayy—1)p — B0+ ZoYo+ 3= 0;

pour que cette droite soil une génératrice de la sur-
face (S) il fant et il suffit que

a=o,
[¢ Py g—
Bzy—v=o,

S0=Zo Yo+ ¥}.
Une génératrice G de (S) aura pour équations
r =1, Z=1ty+ 3.
2° Le plan (P) a pour équation
3—c+t{y—b)y=o;
les équations de la courbe (C) seront

s—c+Uy—0b)=o,
z =1t

S=1ty+
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ou

x 4

Y
— 8+ th+c
2t ’

¥

B4+ 1b+c
I = ——m8m—;

2
cette courbe est sur la quadrique (Q),
r(y—b)+3s—c=o.
3° L’équation aux ¢ du point d'intersection du plan
U.T+V}’+WZ+S=O
et de la courbe (C) est

witt— o3+ 2(2u + bw) + t(bo + cw + 25) + cv = 0;

S1 2y, Ly, ty, Ly sont les racines de cette équation,

. 2u +~bw
St=—, \...(lt!:—-——,
w w
. bo +-cw + 25 ce
Sttt = — titatst, = —.
w w

La condition nécessane et suffisante pour que quatre
points de (C) soient dans un méme plan est que leurs
abscisses soient liées par la relation

T+ 2y 23+ T,
(1) ———— S =

1
L\ B33y, c

4° La relation (1) nous donne

. c(xy+ x3+ xy)
= —
Ty Tex3—cC

si les points d’abscisses x,, z,, z, sont en ligne droite,
x, est indéterminé et 'on a

X+ Ty+ T3 =0,

T XyT3— € = O.
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Les abscisses de trois points en ligne droite de la

courbe (C) seront les racines de I'équation générale

X3+ AX—c=o.

Les deux systéemes de génératrices de la quadrique Q
sont

2= py, 1y = e
((y—b)py+z—c=o0; z(py—b)+z—c=o.

L’équation aux abscisses des points d'intersection des
génératrices du systéme (1) avec la surface (8) est

r3+x(2y —b)—c=o;

ces génératrices rencontrent par suite (C) en trois
points en ligne droite.

5° Le plan osculateur en un point z, de (C) ren-
contre la courbe au point z}, tel que

. 3cx,
Ty = 3 )
r{—c
d’ou
3 3c
x}— — x;— c=o0;
xy

cetle équation est I'équation aux abscisses des points
d’osculation des plans osculateurs a (C) menés par un
point z} de la courbe; sa forme montre que les trois
points d’oscultation sont en ligne droite.

6° Un plan tangent 2 (C) en z, rencontrera la
courbe en deux points dont les abscisses sont liées par

ia relation
21+ X9+ T3
P2 EE D

l0
¢’

par z, passent donc deux plans bitangents a la courbe;
les abscisses des seconds points de contact sont les
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racines de I'équation
rix:—acxr —2cx1=o0:

si ' ¢t 2" sont les racines de cette équation, on a

, .,  2c
r+x = —
£y
C e 2c
rar —_— =
x,
PR
d’ou
2(z'+ ") 1
Tz ¢

relation qui montre que z' et 2" sont les contacts d'un

plan bitangent & (C).

Si M, M/, M" sont trois points de (C), tels que deux
quelconques d’entre eux sont les contacts d’un plan
bitangent, leurs abscisses seront liées par les rela-

tions
2z + 1) 2@+ 23) _ 2(Xy423) 1
iz - ¢’

9

2 p2 2.2
rixrj riIx3 c

190

d’ou, par soustrartion,

23 (xy+ 7y) = 23 (21 + xy) = 23 (21 + 29) = 20,
d’ou
Xy Ty TrXy + Xy L3= 0.

X\ Xy X3 = —— 2C.

7° L’équation générale donnant les abscisses
trois points M, M', M” est donc
a3 — x4+ 2c =o0;
nots avons

T+ e+ a3+ E 1

Ty X X3k )

dot  A+3t=o

et I'équation devient

23+ 3Ex?+ 2¢ = o.

des
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Si le plan II a pour équation

UL 40y + w3z + 5§ =0,

(4

1'|+Z'2+Z'3+a=—25 = —y
w
o . 2u + bw
in.z'j—e—ES.z',-.—_ —322 = —
w
by 4+ cw + a5
T\ Wy T3+ Ry =—2c = — —————

w

I’équation du plan II sera donc
z(382+b)+ 48y —2z3—(c+2b)=o.

La projection de la courbe (C) sur zOz a pour
équations
xr =1,
_P+bt+c,
2 b
I'équation aux abscisses des points de contact des tan-
gentes a celte courbe issues du point z,, 3, est

3
P — - rlaxr4+ 95— brg—c=o.
P 0

Identifions cette équation a I’équation

x84+ 3Ext+a2c =0,
nous aurons,

xo= — 2%

50—2b5.

2

Ly =

La méme méthode appliquée a la projection de (C)
sur zO 3 donne
_b— 3&2‘

Yo >
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Les coordonnées de u sont donc

zy = — 24,
b—3¢

Yp=—7—>
5¢—ab¢

W=

8° Considérons la quadrique f(zys)=o, le plan
polaire de p. par rapport a cette quadrique est
Zfrp ‘*’}’f.,vu + 3flzvk+’f;u;
ce plan polaire doit coincider avec le plan I quel que
soit £; on doit donc avoir
Sra=A3E+b),  f . =4)E,
Sin=—2%, Sio=—2%(c+2b8);

quel que soit &, ces équations déterminent les coelfi-

cients de f(zyz)= o, linéairement en fonction de
deux d’entre eux, et 'on trouve sans peine

flayzs)=(bx—23+5¢)+ A[z(y—b)+z—c]=o.
Les quadriques considérées sont donc de raccor-

dement avec la quadrique (Q), le long de I'intersec-
tion de cette quadrique avec le plan polaire du

int o, & ¢ - taell
point 0, —, — ~, par rapport a elle.
L’enveloppe de II est le cone
(2y —bp2—3(bx—23—c)=o,

. b c
ayaut pour sommel le point o, > 5

Le lieu T du point A est la conique

“‘2—253
b — 3¢
Yy = E—a
2
. S5c—2bt

2
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g° Si b= o, la courbe T devient la parabole

1‘:—"’257
2
5¢
3= —
2

Si &, &2, &; sont les abscisses des points py, pa, ps qui
par hypothése sont en ligne droite, nous aurons

i+ G+ Es=o,

) Bl Es=c.

La corde A, A, a pour équations

32(ki+8)—4y+6EE =0

5¢
-

2

ou
3zE3+ 4 —6c=o0:

elle enveloppe la parabole

2y?—gcxr = o,

_b5c
T 2
Soit
22+ yr—oax —aBy+y=o,
3e
S = =

le cercle A, A;A;; I'équation aux £ des points d'inter-
section de ce cercle et de T est

98¢+ 282(3B +4)+ 82t +2y=o0;

si &, £, '%;, & sont les racines de cetle équation,

on a

8
Bfi=o0, SEibe=— —;—‘»
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d’ol, en ayant égard aux relations (1),

X Eb =0,
c’est-a-dire

c
Y:O, d:—-—gs—;

le cercle Ay Ay A; passe donc par le sommet de la para-
bole T', et son centre décrit une perpendiculaire &
I'axedel'; il passe donc par deux points fixes.

II.

1° L’équation

‘ Y=oy +yrtyi=o
peul s’écrire

%—zx—hy’y'?:o,

d’ou, par dérivation,

U I ! o
(w —-ﬁ>(y’+yy )= o.

I’équation

‘},/2+ny1= °
peut s’écrire
! U
22 o
Y Y
son intégrale est
y?=Cx+C'.

Considérons maintenant I'équation

r I .
2‘}’_}’—;@' =0,

en posant y'=p, on a
I
y= 2P

et

NI

dr = — 1Tl$’
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d’ou

xr = -+ C.

ool w

I

Pt

On voit d’ailleurs facilement que, pour que la
que, p q

fonction
yi=Czr+ C

vérifie ’équation différentielle donnée, il faut prendre
C =2, C'=—23
L’équation générale des courbes (C) .est donc
yi=o2kz —\.

Par un point du plan passent trois courbes (C), elles
sont toutes trois réelles si I'on a

27yt — 3223 < o,

c’est-a-dire dans la portion du plan situé entre I'axe O =

et la courbe
27— 3223 =o.

En un point de cette portion du plan, les coefficients

angulaires des tangentes aux courbes (C) passant par

. \, Aa A , .
ce point sont =4, =, =2, %,/ %y, A3 étant les racines de
Yy ¥y Y -

I'équation
MN—odzr+ y?=o0.

Si deux de ces courbes (C) sont rectangulaires,
—_ =, d’ou =1,

le lieu des points du plan par ou passent deux
courbes (C) orthogonales est donc la parabole

yri—2r+1=o0.

2° Par le point A(x = 0,5, y = o) passent les trois
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courbes (C)
yr=o,
yi=a2x —1,

yi=—a2x +1;
la courbe (P) est la courbe
yi=a2x —1.

Par le point situé sur cette courbe ayant pour or-

données \/(—S, passent outre Ja courbe (P) les deux

courbes (€),
yi=lhxr—38,

yr=—6x +27.

La courbe (Q) est la parabole y?=-—6x + 27; elle
coupe Oz au point A’ (x = g, y= 0).

L’aire comprise entre la courbe (P), Oz et la per-
pendiculaire 3 Ox menée par le point d’ordonnée \/3

Ve
est f y2dy; lexpression analogue relative a la

o
courbe (Q) est M; I'aire cherchée est donc
/0 3

Ve 3
4 86
3 rar=cE

3° L’accélération tangentielle étant égale 3 la vitesse,
on a

dv
dt
d’ou
0 = el+k’
pour
t=o, =1,

donc k=o0 et l’'on a
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L’équation donnant le temps ¢ cherché sera donc

et=arcAB + arcBA';
Ve
arcAB::f Vi+yidy
0

= 2Ly + ViT ) -y Vi

_L(VEVE) VB
2 b
N
achA’:f d)'\/[+;_
) 9
3L rrvrve  yVytgl
2 3 9 0
3BT )
2 3 9
d’ou
e,=L(x/6+\/?)+x/4v+§(,‘s/€—ijs/l5+1/_gg>,
2 2\ 3 9
dou

_ ey e VOV | 3VE VG
t= s{ogey [log(\/b+ v7) +3log 3 J—l— floge
d’ou

t =12,707 a 0,01 prés.

4° Soit 9 l'angle aigu de la normale et de la tad-
gente a la courbe (P) en B, 6 'angle correspondant de
la courbe (Q) en B; les projections sur les axes de
I'accélération du mobile au point B de (P) sont

- coS @ —+ o sin
Yx= dt T p1 P

_dv . v .
Yy = 7 sing acoscp,



-or
tango ! cos¢ ‘/E sin ¢
= —) = —= Q= —’
R V7 V7
3
(l _+_}/’2)7
\ 7 =77,
d’ott
Ve e
= et —_— 1 -
T <\/7 49

_e,<;_ etvb

On a de méme pour la courbe (Q)

dy 02,
!
Ye= ——cosf — —sinf,
* dt 0

, dv . v2 .
Yy = _<—(E sin@ - Tcosﬁ),

P2
or
3 V6 .
tangl = — cosh = —— sinf = —
=V Vis’ Vi
3
(14 y'2)? 15 /15
2= v = 9 ’
d’ou

\/g Jet
l: , — . —
== <m 25 )’

3 2t /6
v = et | — 4 .
v ‘ <\/l5 23 )

Les projections de la variation géométrique du vee-
teur accélération en B sont donc
1 - 3
49 25)°

r,=e,<.-+.a_> f_£>

g 25
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GROUPE 1II.

1.

On considére dans un plan deux axes de coor-
données rectangulaires Oz, Oy. Un point maté-
riel M, de masse égale & un, est mobile dans un
plan sous Uaction d’une force (F) dont les projec-
tions X et Y sur les axes sont

X =z, Y=y —jz,

z et y désignant les coordonnées du point M :

1° Former et intégrer les équations différen-
tielles du mouvement du point M.

2° Déterminer le mouvement de M en supposant
qu’'a Uorigine du temps ses coordonnées sont («, o)
et que sa vitesse a pour projections sur les axes
(—a, 22). Construire la trajectoire (T) correspon-
dant ¢ ce mouvement.

3° Evaluer le temps mis par le mobile pour aller
d’un point quelconque M de sa trajectoire (T) au
point M/, ot la tangente a la trajectoire est paral-
léle au rayon vecteur OM.

4° Démontrer que U'hodographe du mouvement
est une courbe homothétique de la trajectoire (T)
et calculer a o,01 prés le rapport d’homothétie.

5° La trajectoire (T) passe par le point O. Eva-
luer, en fonction de ’abscisse du point M, ['aire
limitée par l'arc de courbe OM et la corde OM,
ainst que le volume engendré par cette aire tour-
nant autour de Oy.

1L
Evaluer a o,01 prés les intégrales

/“ dr /‘7: dz
2c052 + 3 J, (2cosz+3)?



1° On a
d*x ,
P77 ) s =Y —4x
d*x
det

elt+h) . e—'t+h)
xTr = C —_—_— M

'intégrale générale de —z=o0est
Py 2

1 I3 ’ ’ d2
I'intégrale générale de d_t}; =y — 4z est de la forme

Y= Ct[‘Ae‘*" + !J_c—(t+/.)].
Pour que cette fonction satisfasse a I’équation diffé-

rentielle donnée il faut prendre, comme on le voit
aisément, A = — 1, . =1; on aura donc

et+k 4 e (E+4)
e=0E L T Ceh(s+ k),

y=—0Ct[et+k — =+ ] = — 2 Ctsh (¢t + k).
2° Les conditions initiales donnent
Ceh/k = a, Cek + Ce * = 2a,

Cshk = — «a, Cet - Ce~k= —2a;

Cek = o,
Ce*=2a;

les équations de (T) sont donc

r = aet,

Yy =aatet;

(T) serait d’une construction facile.
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3° La tangente en M’ a pour coefficient angu-
laire 2(¢ —1); le coefficient angulaire de OM est 2¢.
Si la tangente en M’ est parallele 8 OM,

2(t'—1) = 2¢, t'—t=1;

le temps mis par le mobile pour aller de M en M’ est
donc constant et égal a 1.

4° L’hodographe a pour équations

xr = —aet,

y=2a(1—t)et;

soit sur (T) un point de coordonnées z, et y, corres-
pondant au temps ¢, sur I’hodographe un point de
coordonnées z, et ¥, correspondant au lemps ¢ 1;
on a

les deux courbes sont donc homothétiques, le centre
d’homothétie est I'origine, et le rapport d’homothétie

—e = —12,71 2 0,01 pres.

5° L’aire cherchée est

0
f —+ 2a2te-2tdt — a2te-2!,
4

.o 9
a2
222 / te2tdt = a2t e+ — ¢,
. ti 2

d’ou

. a?

aire = — e~ 2t =
2

9
1
-
x, étant ’abscisse de M.
On a de méme, en désignant par z,, ¥, les coor-
Ann. de Mathémat., 4 série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914.) 31
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données de M :

4y
, ™
Volume cherché = §x¥y, -— / =xidy
Ve
27l 4
= t e—“ﬂ—zmc-"f e=3tdt—¢t e—3tde,
“+o
2 Tad tye—3t 2e-3t
olume cherché = —— ¢ye—34 — anx -—,—-—-’—- !
Vol hercl tye—3¢ 23 (2
3 9
3
= 47:;1 8*311
, Tl
Volume cherché = g .
9
1L
Posons
x
tang —; ={,
e dt
f" dx _ ./‘+°° 2dt 2 3
o 2cosx—+3 o 245 V5 1+_z_2
(/() 5
2 +® T
— ——arc tdng——- = —)
\/—5 51 \/3
k13
—-_— = 1740-/37

f“ dzx _Tade(i+2)

o (2c0s2 432 J (24 5)2
_gf*” dt 4/‘*” 212 dt
A T (225)°
~_3/"“" 2 dt
=35 x5 05

:‘_——-—-084‘2

5v/5

+

4t




