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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
ET AUX BOURSES DE LICENCE EN 1 9 1 3 .

Mathématiques.

GROUPE T.

I.

Étant donnés trois axes de coordonnées rectan-
gulaires Ox, Qy, Oz, on considère la surface (S)
dé fin ie par Véquat io n

z = xy -+- a?3

et la droite (D) définie par les équations

y = b, Z = C,

ou b et c sont deux constantes données, la seconde
n étant pas nulle. Dans tout ce qui suit, cette
droite (Ü) restera fixe.

i° Montrer que la surface (S) est réglée et
trouver ses génératrices.

2° A chaque génératrice rectiligne (G) de la
surface (S) on f ait correspondre le plan (P) mené
par la droite (D) et parallèle à la symétrique
de (G) par rapport au plan xOy. Déterminer le
lieu du point d"*intersection de (G) et de (P), quand
la droite (G) décrit la surface (S).

Montrer que ce lieu est une courbe (C) située sur
une quadrique (Q) et déterminer cette quadrique.

3° Former Véquation du quatrième degré don-
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nant les abscisses des points d intersection de la

courbe (C) avec un plan donné par son équation

UT -h vy -h wz -t- s = o.

Calculer les fonctions symétriques élémentaires

des racines en fonction de u, v, w, s. En déduire

la relation à laquelle doivent satisfaire les abs-

cisses x{, x2>
 xii X4i de quatre points de la

courbe (C) pour que ces quatre points soient dans

un même plan.

Cette relation sera utile dans la plupart des

questions qui vont suivre.

\* Déduire de la relation précédente les relations

auxquelles doivent satisfaire les abscisses xi, x2, xà.

de trois points de la courbe (G) pour que ces trois

points soient en ligne droite.

Foi mer Véquation générale du troisième degré

dont les racines sont les abscisses de trois points en

ligne droite de la courbe (C). Montrer que les

droites qui coupent (C) en trois points engendrent

l'une des familles de générât/ ices rectilignes de

la qt/adrique (Q).

5° Montrer que la condition nécessaire et suffi-

sante pour que les plans oscillateurs à la courbe (C)

en trois points donnés se coupent sur la courbe (C)

est que ces trois points soient en ligne droite.

6° Par un point quelconque M de la courbe (C)

il passe deur plans jouissant de la propriété dyêtre

tangents à la courbe (C) au point M et en un autre

point (crest-à-dire dyêtre bitangents à la courbe).

Soient M' et M" les seconds points de contact de ces

deux plans. Montrer quil existe un plan bitangent

à la courbe (C) en M' et M".

A quelles relations doivent satisfaire les abscisses
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de trois points M, M', M" de la courbe (C) pour que
deux quelconques d'entre eux soient les points de
contact d'un plan bitangent à la courbe (C)?

7° Former l'équation générale du troisième degré
dont les racines sont les abscisses de trois points M,
M7, M", de la courbe (C) satisfaisant aux conditions
précédentes. Exprimer les coefficients de cette équa-
tion au moyen de l'abscisse £ du quatrième point
d'intersection jx de la courbe (G) avec le plan (II)
déterminé par les points M, M', M".

Calculer, en fonction de £, les coefficients de
l'équation du plan (II) et les coordonnées du point
de concours A des tangentes à la courbe (C) aux
points M, M', M". Ce point A sera dit « le point
associé au point JA de la courbe (C) ».

8° Montrer qu'il existe une infinité de qua-
driques, ne dépendant que de b et de c, par rapport
auxquelles le point A est le pôle du plan (II); déter-
miner ces quadriques et montrer que l'une d'elles
est la quadrique (Q ) déjà considérée.

Déterminer le lieu (F) du point A, ainsi que Ven*
veloppe du plan (II), quand le point JJL décrit la
courbe (C).

9° A trois points quelconques en ligne droite fji,,
JJL2, [i-3, pris sur la courbe (C), sont associés les trois
sommets Ai, A2, A3, dun triangle inscrit dans la
courbe (F). Déterminer, en supposant b~o, l'en-
veloppe des cotés de ce triangle quand la droite
ji.i p.2p.3 varie. Montrer que, dans la même hypo-
thèse b = o, le cercle circonscrit au triangle A< A2 A»
passe par deux points fixes.

(Durée : 6 heures.)

Ann. de Mathémat., 4' série, t. XIV. (Oct-Nor. 191 .̂)
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JI.

On donne deux axes rectangulaires et Von con-
sidère Véquation différentielle

y — icry' -\- y2y'3 = o.

i° Montrer que cette équation admet une infinité
de courbes intégrales C, dont l'équation est de la
forme y2= f(x), f {oc) désignant un polynôme
en x. Ecrire Véquation générale des courbes C;
montrer que, par tout point du plan, il passe soit
une, soit trois courbes C, et déterminer la région
du plan où doit se trouver le point pour que le
nombre des courbes qui y passent soit égal à trois;
déterminer le lieu des points tels que deux des
courbes C qui passent par Vun d'eux soient ortho-
gonales.

2° On donne le point A(a? = o,5 ; y = o). Soit P
celle des courbes C qui passe par A et tourne sa
concavité vers la partie positive de Vaxe Ox ; soit B
le point de la courbe P qui a pour ordonnée y/6.
Soit Q celle des courbes C passant par B et qui
tourne sa concavité vers les x négatifs ; soit enfin A'
le point oh cette courbe coupe Vaxe Ox. Calculer
l'aire limitée par les arcs de courbes AB, BA', et
Vaxe Ox.

3° Un point mobile, partant de A, parcourt suc-
cessivement Varc AB de P, puis VarcYSk! de Q. Son
accélération tangentielle est constamment égale à
sa vitesse, et sa vitesse initiale est égale à î ; au
point B on supposera que la vitesse ne subit pas de
changement de grandeur, mais seulement un chan-
gement de direction. Calculer à o,\ près le temps
mis par le mobile pour parcourir Vare ABA'.



4° Au point B, Vaccélération du mobile subit une
discontinuité. Calculer, par ses projections sur les
deux axes de coordonnées, la variation géométrique
du vecteur-accélération au point B.

(Durée : 4 heures.)

SOLUTIONS PAK M. R. BOUVAIST.

I.

i° L'équation aux p des points d'intersection de la
surface (S) et de la droile

or — x0 _ y — r 0 _ z — z0 __

est

o — Y ) ? — * o - H ^0^0 + ^? = o;

pour que celte droite soit une génératrice de la sur-
face (S) il faut et il suffît que

a = o,

à3a?0— Y = o,

Une génératrice G de (S) aura pour équations

x = l, z = £/ -h £3.

2° Le plan (P) a pour équation

^ — c -\- t{y — b) = o ;

les équations de la courbe (C) seront

z — c + iïy — b) = o,
x — t,
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ou
X = t}

— t*-h tb -h c

tb -+- c
i

cette courbe est sur la quadrique (Q),

v(y — b) +- z — c = o.

3° L'équation aux t du point d'intersection du plan

UT-\-vy-hwz-±-s = o

et de la courbe (C) est

wt1*— vtz-\- t*(iu -f- bw) -h t(bv -h cw -h 2s) -h cv = o\

si tt9 t2, tB, t,t sont les racines de cette équation,

v lit -+- bw

w w

bv A- cw -4- 5 s cv

La condition nécessaiie ei suffisante pour que quatre
points de (C) soient dans un même plan est que leurs
abscisses soient liées par la relation

X\ -4- #2 +- X* H- #4 _ 1

4° La relation ( i ) nous donne

si les points d'abscisses xi} x2, x^ sont en ligne droiter

x 4 est indéterminé et l'on a



Les abscisses de trois points en ligne droite de la
courbe (G) seront les racines de l'équation générale

Les deux systèmes de génératrices de la quadrique Q
sont

( (y — b)\kx-\- z — c = o ;

L'équation aux abscisses des points d'intersection des
génératrices du système (1) avec la surface (S) est

x2-h x( iy — b)— c = o ;

ces génératrices rencontrent par suite (C) en trois
points en ligne droite.

5° Le plan osculateur en un point xx de (G) ren-
contre la courbe au point a?J, tel que

d'où

x\

cette équation est l'équation aux abscisses des points
•d'osculation des plans oscillateurs à (G) menés par un
pointer] de la courbe; sa forme montre que les trois
points d'oscultation sont en ligne droite.

6° Un plan tangent à (C) en x{ rencontrera la
courbe en deux points dont les abscisses sont liées par
la relation

par Xi passent donc deux plans bitangents à la courbe;
les abscisses des seconds points de contact sont les



racines de l'équalion

37 j x2 — 'K C X — '

si x' et x" sont les racines de cette équation, on a

, _ ic
x -h x — —r, >

XX — ,

xx

d'où
i(x'-±-x") i

relation qui montre que x1 et x" sont les contacts d'un
plan bitangent à (C).

Si M, M', M" sont trois points de (G), tels que deux
quelconques d'enlre eux sont les contacts d'un plan
bitangent, leurs abscisses seront liées par les rela-
tions

d'

d'

où,

où

par

x\(x

v\x\

soustrar

'2-t- -Ti) =.

l i o n

I = 2C,

Xi X2 -h X2 X3 +- Xi Xz = O.

X{ Xi Xz= — 1C.

7° L'équation générale donnant les abscisses des
trois points M, M', M" est donc

nous avons

et l'équation devient

x* -v- 3£a?2-h ic = o.
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Si le plan II a pour équaiion

ux H- vy -+- w z -+- s = o,

3?! -h # 2 -H ^3 -h £ = — 2 £ = — ,

X\ a?2a?3 -f- £2 xixj = — 2 c = — •

l'équation du plan II sera donc

La projection de la courbe (C) sur xQz a pour
équations

- c %

~ \

l'équation aux abscisses des points de contact des tan-
gentes à cette courbe issues du point xOi zQ est

3
a?3 TA x2 -+- 2 z0 — OXQ — c = o.

2

Identifions cette équation à l'équation

xz -f- 3 ç a?2 H- 2 c = o,

nous aurons,

_ 5 c — 2

La même méthode appliquée à la projection de (C)
sur xOz donne



Les coordonnées de p. sont donc

5 c -

8° Considérons la quadrique f(xyz) = o, le plan
polaire de JJL par rapport à cette quadrique est

ce plan polaire doit coïncider avec le plan II quel que
soit £; on doit donc avoir

quel que soit Ç, ces équations déterminent les coeffi-
cients de f(xyz)= o, linéairement en fonction de
deux d'entre eux, et l'on trouve sans peine

) = (bœ — 'iz -+- 5c)2-4- X[#(y — b)-h z —c] = o.

Les quadriques considérées sont donc de raccor-
dement avec la quadrique (Q), le long de l'intersec-
tion de cette quadrique avec le plan polaire du

b c
point o, -> , par rapport à elle.

L'enveloppe de II est le cône

— b f — 3 (ba: — ÏZ — c)= o ,

, • b cajantpour sommet le poinl o, ->

Le lieu F du point V est la conique

x — — n\,

y — ?
'2

5c — ib\



g° Si 6 = o, la courbe F devient la parabole

2

5c

Si Çn £2> £3 sont les abscisses des points JJL,, JJL2, JJL3 qui
par hypothèse sont en ligne droite, nous aurons

La corde A^ A2 a pour équations

5c
z = —j

on
3 ^ + - 4^ — 6c = o:

elle enveloppe la parabole

5c
>s = — •

2

Soit
2 Î p = o,

le cercle À< A2A3; l'équation aux ? des points d'inter-
section de ce cercle et de F est

si So ?27 r?3> ?4 sont les racines de cette équation,
on a

2^ 2^U
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d'où, en a\ant égard aux relations ( i ) ,

c 'est-à-dire

— o a = — ^ -

le cercle A, A 2 A 3 passe donc par le sommet de la para-

bole F, et son centre décrit une perpendiculaire à

l'axe de F; il passe donc par deux points fixes.

IL
i° L'équation

y — •* xy' -h y2 y'3 = o
peul s'écrire

y

d'où, par dérivation,

L'équation
y

peut s'écrire

son intégrale est
y y

y*= Ga-+ G'.

Considérons maintenant l'équation

en posant y' = p, on a

y „ _i

et

d*—*-±,
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d'où

3 i

On voit d'ailleurs facilement que, pour que la*
fonction

vérifie l'équation différentielle donnée, il faut prendre

C = 2X, G' = —X».

L'équation générale des courbes (C) est donc

JK2=2X# — X3.

Par un point du plan passent trois courbes (C), elles
sont toutes trois réelles si Ton a

9'7y*— 3a a?3 < o,

c'est-à-dire dans la portion du plan situé entre l'axe Ox
et la courbe

'±jy*— 32 x% = o.

En un point de cette portion du plan, les coefficients
angulaires des tangentes aux courbes (C) passant par
ce point sont — > — > — > \{. X2, "k* étant les racines de

F y y y ' - '
1 équation

X3 — 2 X .r -h y2= o.

Si deux de ces courbes (C) sont rectangulaires,

^ T = - i , d'où X3 = i;

le lieu des points du plan par où passent deux
courbes (C) orthogonales est donc la parabole

y*—ix -4-1 = o.

2° Par le point A(x = o, 5, y = o) passent les trois



( 476 )

courbes (C)
y2 = °7

y1 — — ix -h i ;

la courbe (P) est la courbe

y2 — ix — î .

Par le point situé sur cette courbe ayant pour or-
données y/6, passent outre la courbe (P) les deux
courbes (C),

y1 = — 6 a? -+- 27.

La courbe (Q) est la parabole y2 = — 6x-\-2pj; elle

coupe Ox au point A' (x = - , y = o j .

L'aire comprise entre la courbe (P), Ox et la per-
pendiculaire à Ox menée par le point d'ordonnée y/6

est / y2dy; l'expression analogue relative à la

courbe (Q) est ƒ ~ ', l'aire cherchée est donc

_ 8y/£
3

3° L'accélération tangentielle étant égale à la vitesse,
on a

d^ _
dt ~~ V'

d'où

pour

donc k = o et l'on a
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L'équation donnant le temps t cherché sera donc

el = arc AB -+- arc BA' :

arc AB =ƒ'
fi

arcBA ' = / OÇ>'4/ n - —

y -+- v/.x2 -+"9 ^ s/y* -^ 9 fi

d'où

d'où

_ 3 / y/6 -+- y/i »
— I 1 J _ —

2\ 3 9

9 /

6loge

d'où
= 12,707 à 0,01 près.

4° Soit 'f J'angle aigu de la normale et de la tafi-
gente à la courbe (P) en B, Ô l'angle correspondant de
la courbe (Q) en B; les projections sur les axes de
l'accélération du mobile au point B de (P) sont

dt

dv .
Pi



i /6 . i

V/6 s/l ' /7

o r

Pi= 37 = 7/7,

d'où

Y = = gt I L

On a de même pour la courbe (Q)

tango = —^j cos6 = —— , sinÔ = ^ = r ,
y/6 yÏ5 /i:

(i-f- Z 2 ) 2 _ i5 v/75

d'où

i(UL-îîL

, / 3 2V6

Les projections de la variation géométrique du vcc-
leur accélération en B sont donc
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GROUPE II.

I.
On considère dans un plan deux axes de coor-

données rectangulaires Ox, Oy. Un point maté-
riel M, de masse égale à un, est mobile dans un
plan sous Vaction oTune force (F) dont les projec-
tions IL et Y sur les axes sont

x et y désignant les coordonnées du point M :
i° Former et intégrer les équations différen-

tielles du mouvement du point M.
2° Déterminer le mouvement de M en supposant

qu'à C origine du temps ses coordonnées sont (a, o)
et que sa vitesse a pour projections sur les axes
(—a, 2 a). Construire la trajectoire (T) correspon-
dant à ce mouvement.

3° Evaluer le temps mis par le mobile pour aller
dJun point quelconque M de sa trajectoire (T) au
point M.', où la tangente à la trajectoire est paral-
lèle au rayon vecteur OM.

4° Démontrer que Vhodographe du mouvement
est une courbe homothétique de la trajectoire (T)
et calculer à o,oi près le rapport a" ho mot hé tie.

5° La trajectoire (T) passe par le point O. Eva-
luer, en fonction de l]abscisse du point M, l'aire
limitée par Varc de courbe OM et la corde OM,
ainsi que le volume engendré par cette aire tour-
nant autour de Oy.

IL
Évaluer à o,oi près les intégrales

dx r~ dxr* dx r~
J 2cosar-h3* JQ ( 3 )2



i° On a

48o

I.

d1
 T diy

dt* ' dv- ~y 4

l'intégrale générale de —r-^ — x = o est

l'intégrale générale de - 7 ^ = ^ — / \ x est de la forme

y =

Pour que cette fonction satisfasse à l'équation diffé-
rentielle donnée il faut prendre, comme on Je voit
aisément, \ = — 1, JJL == 1 ; on aura donc

p (f-t-A)

= Cch(t-hk),

y — — Qt[e*+k— e-(i+M] = — iCtû\(t-^ k).

20 Les conditions initiales donnent

= 2a,

= — 2a;
d'où

Ge-^= 2a;

les équations de (T) sont donc

x = <xe-',

(T) serait d'une construction facile.
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3° La tangente en M/ a pour coefficient angu-

laire 2(tr— 1); le coefficient angulaire de OM est it.
Si la tangente en M/ est parallèle à OM,

i(t' — i) = 'xt, t'—t — i;

le temps mis par le mobile pour aller de M en M' est
donc constant et égal à i.

4° L'hodographe a pour équations

x = — ae-',
y = 2 « ( i — f)e-«;

soit sur (T) un point de coordonnées xK et yK corres-
pondant au temps t, sur l'hodographe un point de
coordonnées x2 et y2 correspondant au temps t-\-\\
on a

les deux courbes sont donc homothétiques, le centre
d'homothétie est l'origine, et le rapport d'homothétie

— e = — 2,71 à 0,01 près.

5° L/aire cherchée est

— a2 te-2

ia2

d'où
a2

aire = — «
i

! étant l'abscisse de M.
On a de même, en désignant par #<, y, les coor-
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914») ^T
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données de M :

Volume cherché =

=

Volume cherché —

=

Volume cherché —

'2 - a 3

3 tl

9 e

9

- £

1 )
- ^ V 3 9

IL
Posons

idt 1
£

v/5

7 - = 1 ,404,

T / / 2 -4- ^ ^ /

4^

3TT

5/5


