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PAR JM. J. LI2MAJFŒ,

Répétiteur à l'Ecole Polyleehnique.

Proposons-nous d'étudier le lieu des points dont le
rapport des distances à deux droites D et D', non en
même plan, a une valeur donnée k, que nous pouvons
supposer plus grande que l'unité : soient OO' la perpen-

diculaire commune à ces droites, L et 1' les points
de OO ; tels que
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P et P' les plans parallèles aux droites données et
passant en I et F, A un point de P lel que -r-r̂  = k,
AB et AB' étant perpendiculaires à D et à D'. Menant
AC et AC' perpendiculaires aux parallèles IDj et ID'j
à D et D', et remarquant que CB et C'B' sont per-
pendiculaires à D et D', nous voyons quep-^7=/r,
de sorte que les triangles rectangles ABC et AB'G'sont

AGsemblables et donnent -^ = k. Inversement, si pour
un point A du plan P cette dernière relation est
vérifiée, ce point fait partie du lieu.

Le lieu cherché, que nous appellerons la surface (S),
est donc coupé par le plan P suivant deux droites IA
et IA, conjuguées harmoniques par rapport à D, et D'1?

l'une d'elles A faisant avec D, el D't des angles a et a'
liés par la relation -:—-, = k. Le plan P' le coupe sui-
vant les parallèles FA' et FA^ aux droiles précédentes.

Ceci posé, montrons que si trois points du lieu E,
F, G, appartiennent à une droite L, celle-ci fait

Fig. 2.

partie du lieu : soient Ee, F / , Gg* et Ee', F / ' , G g*
les distances de ces points à D et D', de sorle que

Ee _ F / _ Gg



avec

( 448 )

M étant un autre point quelconque de L, Mm et Mmr

Fi g. 2 bis.

p p'
8 £'

5'

X'

ses distances à I) et D;, il s'agit de prouver que

Projetons les droites J) et L, et celles qui ^'appuient

Fi g. 2 ter.

sur elles, sur un plan perpendiculaire à D, suivant ù7

X, ôs, 3'^, Sy, Su.; nous avons (t/?^. 2 6«)
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Faisons une projection analogue sur un plan perpen-
diculaire à D', d'où la figure SVç/y'a ' ; comme

nous pouvons écrire à cause de l'hypothèse

OS OO OY

— = vS = ^r1-,
Ù £ 0 O 0 y

Transformant homothétiquement la deuxième figure
par rapport au point 8', nous pouvons supposer e'cp'y'
égala ŝ py; comme d'ailleurs

ejjL _ s > ' _ E M
? ' MÎT» ?

nous aurons alors s'a' — sa, et nous pourrons faire
coïncider les divisions égales s'cp'y'a' etsœya, 5'venant
en o'j de l'autre côté de 3 ]>ar rapport à la droiteX; dans
ces conditions, les relations (î) donnent {fig. i ter)

égalités (]ui exigent que la droite £'̂ y soit perpendicu-
laire à SS'j en son milieu, de sorte qu'alors Sa = o'x a.

On en conclut, en revenant à la figure primitive,
que

1 > •Nr >/ >

et par suite
M m

—, 7 = k. C. O . F . Ti.M m

II résulte de là que la droite qui passe partout point
de (S) et s'appuie sur A et A'n ou sur A, et A', appar-
tient tout entière au lieu, qui est par suite une sur-
face réglée. Soient L,, L2, L3 trois pareilles droites
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s'appuyant sur A et A'l7 et par suite non en même plan
deux à deux, M un point quelconque de (S); les
droites At, À2, A3 passant par M et rencontrant respec-
tivement deux des trois premières, font partie du lieu.

Si A{ et A2, qui coupent L3, différaient, toute droite
de leur plan, coupant trois droites de (S), ferait parlie
de cette surface, le plan (M, L3) appartiendrait tout
entier au lieu, ce qui est absurde; par conséquent A,,
A2, A3 se confondent nécessairement suivant une droite
qui s'appuie sur LM L2, L3, et le lieu est la quadrique
définie par ces trois dernières.

Nous allons en donner une génération simple :
Soient M un point du lieu contenu dans le planjl

perpendiculaire en I à A, Mm et Mm' ses distances
à D et D' :

Mm

La parallèle menée par M à OO; coupe en N et Nf

les plans parallèles R et R/ qui contiennent respecti-
vement D et D'; fini et N'm' sont perpendiculaires



à D et D'; comme MIA est droit, NOS et N'0'8, Ie
sont, 6 et 8, étant les projections de A sur les plans R
et IV, et l'on a

ONm~a, O'N'm' = x';

d'où, puisque ON = O'N',

Om sina
sina'

't si u a ,

Les triangles rectangles MmO, Mm'O', ayant leurs
côtés de l'angle droit proportionnels, sont semblables
et donnent

M est donc sur la sphère de diamètre IF, et (S) con-
tient le cercle F de diamètre IF situé dans le plan II;
cette surface contient aussi le cercle de même diamètre
situé dans le plan IF perpendiculaire en F à A't :
(S) est donc Vhyperboloïde passant par A et A't et
ayant ses plans de sections circulaires perpendicu-
laires à ces droites; son ellipse de gorge a IF pour
axe focal; A et Ai? A' et A't sont les génératrices aux
extrémités de cet axe.

On peut considérer cet hyperboloïde comme engendré
parla droite s'appuyant sur A et A', et passant parle
point M qui décrit le cercle F : la droite FM du plan II

est orthogonale à A; d'ailleurs IMF étant droit, FM est
perpendiculaire au plan MIA, et les deux plans MIA
et MFAj sont rectangulaires; mais leur intersection
n'est autre que la génératrice de (S) qui passe en M,
donc (S) est le lieu des arêtes des dièdres droits
dont les f aces passent respectivement par A et A,.

On voit ainsi que le lieu des arêtes des dièdres



droits dont les faces contiennent respectivement deux
droites fixes est l'hyperboloïde ayant ces droites pour
génératrices, leur plus courte distance pour axe focal
de l'ellipse de gorge, et ses plans cycliques perpendi-
culaires aux deux droites (Chasles).

Il est aisé de se rendre compte que tout hyperbo-
loïde (H) dont les plans cycliques sont perpendicu-
laires à deux génératrices est susceptible de ce dernier
mode de génération, d'où il suit qu'il peut, d'une
infinité de manières, être considéré comme lieu des
points dont le rapport des dislances à deux droites
a une valeur constante.

Considérons en effet les plans cycliques passant au
centre de (II), leur intersection est perpendiculaire à
la fois aux deux génératrices A et A ,̂ qui sont par suite
des génératrices passant par deux sommets opposés,
de sorte que leur perpendiculaire commune IF est le
diamètre commun aux sections circulaires centrales de
l'hyperboloïde (H).

Si M est un point de la section perpendiculaire à A,
MF étant orthogonal à A et à MI est perpendiculaire au
plan Ml A; les plans MI A et MFA, sont perpendicu-
laires, la génératrice de (H) qui passe en M, et s'appuie
sur A et A'1? est l'arête d'un dièdre droit dont les faces
contiennent respectivement ces droites.

Soient maintenant O et O' deux points divisant har-
moniquement IF, OD et O'D' deux droites perpendi-
culaires à IF et dont les directions forment, avec celles
des génératrices A et A't de l'hyperboloïde (H) consi-
déré, un faisceau harmonique, A faisant avec OD et
O' D' des angles a et a' tels que

sina 10
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D'après ce qui a été vu, le lieu des points dont le

rapport des distances aux droites D et D'est égal à y^,

est un hyperboloïde passant par A, A't et ayant ses

*"ig. 4-

Z D

sections circulaires perpendiculaires à ces deux der-
nières droites, c'est-à-dire précisément l'hyperbo-
boloïde (H), qui peut être ainsi considéré, d'une infi-
nité de manières, comme lieu des points dont le
rapport des distances à deux droites a une même
valeur.

Cherchons le lieu des droites D et D' correspondant
à un hyperboloïde donné (H) : prenons pour axes de
coordonnées les parallèles wX, o Y menées à A et Aj
par le milieu to de IF, et cette perpendiculaire com-
mune pour toZ; soient 9 l'angle de A el A'p ia leur
distance IF, z l'ordonnée de D; nous avons {fig- 4)
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IVojetons les diverses droites sur le plan XwY, et

soient d eld' les projections de D et D' : d fait avec
coX un angle a, et si y = mx est son équation,
on a

m *in6
a n & a ~~ i -f- m cos 6 '

l'équation de d1 est alors JK = —mx, et l'angle a' que
fait cette droite avec 03 X est tel que

— m sinö
lan&a = , - ^ c o s 9 ;

par suite,
sin2a 1 — im cos 6 -h m2

sin2a' i+2«icosô + m2

Ecrivant que .' 2
 a, =z k2, et observant que m = — >

A* = —? en appelant #, y, £ les coordonnées d'un point

quelconque de D, nous obtenons le lieu suivant de D,
et par suite aussi de D',

x2 -h y2—2 3"/cos O s2

h o.xy cosO ~"~ a2

C'est un conoïde droit du quatrième ordre, ayant
pour axe l'axe focal de l'ellipse de gorge de (H), et
pour directrice la courbe d'intersection des surfaces

cosÔ = a2 ,

c'est-à-dire la courbe du cône représentée par la pre-
mière équation qui se projette sur le plan Xa>Y suivant
le cercle de centre w et de rayon a.

Remarque. — Revenons aux figures 2, 2 bis et 2 ter:
la deuxième et la troisième sontsemblables, et si 8p, S'p'
sont perpendiculaires à X et V, leurs pieds p et p' sont
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des points homologues des divisions semblables scpy, ...,
e'cp'y', . . . ; p et p' correspondent donc au même point
de L, et l'on a

' _ôp_ _ 8s _ Eg

sy *- sv - I"? '
d'où cette propriété :

Les perpendiculaires communes à toute droite L
du lieu (S), et aux droites D et D' respectivement,
ont le même pied sur L, et le rapport des distances
de L à D et D' est égal au rapport donné k.

Cette dernière condition, prise isolément, définit un
complexe de droites; si nous lui ajoutons la première
condition, les droites qui les vérifient forment une
congruence et peuvent être ainsi définies : A*, D,
D' étant donnés, et déterminant l'hyperboloïde (S),
par tout point de cette surface menons la perpendicu-
laire au plan déterminé par les perpendiculaires issues
de ce point à D et D', nous obtenons une droite de la
congruence; en particulier, les génératrices de (S) qui
s'appuient sur A et A', appartiennent à cette con-
gruence. Quelle est la troisième condition à laquelle
sont astreintes ces génératrices?Les figures semblables
donnent

ecp 8s Ee _
o'cp' ~~ Z'z' ~ Ee' ~ '

mais, ' | et 'V désignant les angles de L avec D et D',
on a

par conséquent,

Le rapport des sinus des angles de L avec D et D'
est égal au rapport donné A*.
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Cas où k = i. — Pour toute valeur de k différente
de l'unité, A, faisant avec les directions des droites
données D el D' des angles a et a' liés par la rela-
tion -—; = k, diffère des bissectrices de l'angle de ces
directions; A et A', ne sont donc pas perpendiculaires;
un hyperboloïde susceptible de la génération étudiée
ne peut donc avoir ses génératrices A et A'j orthogo-
nales, ce qui est d'ailleurs manifeste a priori.

Dans le cas particulier où k =. i, le point I vient au
milieu de 0 0 ' , l' est rejeté à l'infini sur 0 0 ' , (S) est
un paraboloïde équilatère de sommet I, d'axe 0 0 ' ,
ayant ses plans directeurs également inclinés sur les
droites données D et D'; les génératrices de l'un des
sysièmes font avec D et D' des angles égaux, sont éga-
lement distantes de ces droites, et les perpendiculaires
communes à chacune de ces génératrices et aux deux
droites D et D', respectivement, ont le même pied sur la
génératrice.

Inversement, tout paraboloïde équilatère peut être
considéré, d'une infinité de manières, comme le lieu
des points équidistants de deux droites perpendicu-
laires à l'axe, équidistantes du sommet, et symétriques
en direction par rapport aux plans directeurs; si le
paraboloïde a pour équation

yz — ax = o,

on trouve aisément, pour le lieu de ces droites, la
surface

*r(jr2-4- Z')-+- ayz = o,

conoïde de Pliicker ayant pour directrices l'axe du
paraboloïde et l'ellipse du plan x = y , qui se projette
sur le plan y Qz suivant le cercle

y2-h ~2-4- az = o.


