NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

J. LEMAIRE
Sur un lieu géométrique

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 14
(1914), p. 446-456

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4 14 446_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1914, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4_14__446_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[K13a]
SUR UN LIEG GEOMETRIQUE;

Par M. J. LEMAIRE]

Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Proposons-nous d’étudier le lieu des points dont le
rapport des distances a deux droites D et D/, non en
méme plan, a une valeur donnée &, que nous pouvons
supposer plus grande que 'unité : soient OO' la perpen-
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diculaire commune a ces droites, | et I' les points

de OO’ tels que
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P et P’ les plans paralléles aux droites données et

passant en I et I', A un point de P tel que% =k,
AB et AB' étant perpendiculaires a D et 4 D'. Menant
AC et AC' perpendiculaires aux paralleles 1D, et 1D,

a D et D/, et remarquant que CB et C'B’ sont per-

!/
pendiculaires 2 D et D', nous voyons que TF =k,

de sorte que les triangles re(,tangles ABC et AB'C' sont

C .
semblables et donnent :C = k. Inversement, si pour

un point A du plan P cette derniére relation est
vérifiée, ce point fait partie du lieu.

Le lieu cherché, que nous appellerons la surface (S),
est donc coupé par le plan P suivant deux droites IA
et IA, conjuguées harmoniques par rapport a D, et D/,
Pune d’elles A l'aisant avec D, et D des angles « et o

= k. Le plan P’ le coupe sui-

liés par la mlatlon
vant les paralléles I’A’ et I'A] aux droites précédentes.

Ceci posé, montrons que s¢ trois points du lieu E,
F, G, appartiennent a une droite L, celle-ci fait

Fig. 2.

partie du lieu : soient Ee, F f/,Gg et Ee', I f/, Gg'
les distances de ces points 3 D et D/, de sorte que
Ee Ff Gg

B —FF —Gg — X
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M étant un autre point quelconque de L, Mm et Mm’

Fig. 2 bis.
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ses distances a D et D', il s’agil de prouver que

Mm
Mm'

A.

Projetons les droites D et 1., et celles qui s’appuient

I'ig. 2 ter.

sur clles, sur un plan perpendiculaire a D, suivant ¢,
S oa s s .
X, 82, 83, &v, 3u; nous avons ( fig. 2 bis)

63:0]«1‘ a? =fF, 8‘(=gG, 8;1.=mM.
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Faisons une projection analogue sur un plan perpen-
diculaive & D', d’ou la figure &'¢’o'y' 5 comme

ge = ¢E, d'e’= €'E, cely
’ . \ P} N
nous pouvons écrire & cause de 'hypothése

(]) '_.=’-'=8'~“,=k

Transformant homothétiquement la deuxiéeme figure

\ . !/ . . [P s
par rapport au point &, nous pouvons supposer ¢ o'y
égald coy; comme d’ailleurs

nous aurons alors ¢'u/= ¢y, et nous pourrons faire

coincider les divisions égales ¢'o'y'u et sovy, &' venant
en ¢ deautre coté de & par rapport a la droite X; dans
ces conditions, les relations (1) donnent ( fig. o ter)

égalités qui exigent que la droite ey soit perpendicu-
L e o . ~ ~

laire a 86| en son milicu, de sorte qu'alors cu =¢ p.
On en conclat, en revenant a la figure primitive,

que
N ~ N .
o oy ohe 0L J
) ST g = g =K
m o' o'z b
el par suite
Mm p -
—— = A. C. Q. F. D.
M m/ N

Il résulte de la que la droite qui passe par toul point
de (S) et s’appuie sur A et A\, ou sur A, et A’, appar-
tient tout entiére au lieu, qui est par suite une sur-
face réglée. Soient L, Ly, L trois pareilles droites
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s’appuyant sur A et A), et par suite non en méme plan
deux a deux, M un point quelconque de (8); les
droites Ay, Ay, A; passant par M et rencontrant respec-
tivement deux des trois premiéres, font partie du lieu.
Si A, et Ay, qui coupent Ly, différaient, toute droite
de leur plan, coupant trois droites de (S), ferait partie
de cette surface, le plan (M, L;) appartiendrait toul
entier au lieu, ce qui est absurde; par conséquent Ay,
A,, A; se confondent nécessairement suivant une droite
qui s’appuie sur Ly, Ly, Ls, et /e liew est la quadrique
définie par ces trois derniéres.
Nous allons en donner une génération simple :
Soient M un point du lieu contenu dans le plan JI

perpendiculaire en I & A, Mm et Mm' ses distances

aDetD':

Mm
Mm’ =k (fig. 3).

La paralléle mevée par M & OO’ coupe en N et N
les plans paralleles R et R’ qui conticnnent respecti-
vement D et D'; Nm et N'm’ sont perpendiculaires
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N\ LN P
a D et D'; comme MIA est droit, NO3 et N'O’'3, le
sont, & et 3, étant les projections de A sur les plans R
etR/,etlon a

N s
ONm = a, O'N'm' = o
d’ot1, puisque ON = O'N/,

Om sina

Om ~ sina
Les triangles rectangles Mm O, Mm' O', ayant leurs
cOtés de I'angle droit proportionnels, sont semblables
et donnent
MO
Mo =
M est donc sur la sphére de diametre II', et (S) con-
tient le cercle I' de diametre 11’ situé dans le plan IT;
cette surface contient aussi le cercle de méme diamétre
situé dans le plan II' perpendiculaire en 1' a A
) s !
(S) est donc U'hyperboloide passant par A et A et
ayant ses plans de sections circulaires perpendicu-
laires a ces droites; son ellipse de gorge a II' pour
axe focal; A et Ay, A’ et A} sont les génératrices aux
extrémités de cet axe.
On peut considérer cet hyperboloide comme engendré
par la droite s’appuyant sur A et A'| et passant par le
point M qui décrit le cercle I' : la droite I'M du plan IT

est orthogonale a A; d’ailleurs ﬁ\/l\l’ étant droit, I'M est
perpendiculaire au plan MIA, et les deux plans MIA
et MI'A| sont rectangulaires; mais leur intersection
n’est autre que la génératrice de (S) qui passe en M,
donc (S) est le liew des arétes des diédres droits
dont les faces passent respectivement par A et A\,
On voit ainsi que le lieu des arétes des diédres
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droits dont les faces contiennent respectivement deux
droites fixes est 'hyperboloide ayant ces droites pour
génératrices, leur plus courte distance pour axe focal
de Dellipse de gorge, et ses plans cycliques perpendi-
culaires aux deux droites (Chasles).

11 est aisé de se rendre compte que tout hyperbo-
loide (H) dont les plans cycliques sont perpendicu-
laires & deux génératrices est susceptible de ce dernier
mode de génération, d’ou il suit qu'il peut, d’une
infinité de maniéres, étre considéré comme lieu des
points dont le rapport des distances a deux droites
a une valeur constante.

Considérons en effet les plans cycliques passant au
centre de (II), leur intersection est perpendiculaire &
la fois aux deux génératrices A et A}, qui sont par suite
des généralrices passant par deux sommels Opposés,
de sorte que leur perpendiculaire commune 1I' est le
diamétre commun aux sections circulaires centrales de
hyperboloide (H).

Si M est un point de la section perpendiculaire a A,
MI" étant orthogonal & A et a MI est perpendiculaire au
plan M13; les plans MIA et MI'A’ sont perpendicu-
laires, la génératrice de (H) qui passe en M, et s’appuie
sur A et A}, est I'aréte d’un diedre droit dont les faces
conliennent respectivement ces droites.

Soient maintenant O et O deux points divisant har-
moniquement II';, OD et O'D’ deux droites perpendi-
culaires a 11" et dont les directions forment, avec celles
des génératrices ‘A et A’ de ’hyperboloide (H) consi-
déré, un faisceau harmonique, A faisant avec OD et
O'D’ des angles « et o tels que

sina 10
snx 107 (/184D
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D’apreés ce qui a été vu, le lieu des points dont le
rapport des distances aux droites D et D’ est égal a IL(%’
est un hyperboloide passant par A, A et ayant ses

fig. 4
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sections circulaires perpendiculaires a ces deux der-
niéres droites, c’est-i-dire précisément I’hyperbo-
boloide (H), qui peut étre ainsi considéré, d’une infi-
nité de maniéres, comme lieu des points dont le
rapport des distances & deux droites a une méme
valeur.

Cherchons le lieu des droites D et D’ correspondant
a un hyperboloide donné (H) : prenons pour axes de
coordonnées les paralleles X, »Y menées a A et A]
par le milieu w de II', et cette perpendiculaire com-
mune pour wZ; soient § 'angle de A et A}, 2a leur
distance II', z ’ordonnée de D; nous avons (fig. 4)
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Projetons les diverses droites sur le plan XwY, et
soient d et d’ les projections de D et D’ : d fait avec
wX un angle 2, et si y =mx est son équation,
ona

tanee — —" <in 6
8% = T mcosb’
I'équation de d' est alors y = — mx, et 'angle o' que

fait cette droile avec w X est tel que

taned — — msin0
8% = T cost’
par suite,
sin?a  1—2mcosh 4+ m?
sin?a’ 1+ 2m cosf 4- m?
5 . sin%a
Ecrivant que —— = k2, et observant que m = z,
sin-a x

k= %, en appelant z, , z les coordonnées d’un point

quelconque de D, nous oblenons le lieu suivant de D,
et par suite aussi de D),

2?4 y?—axycosh 32
T+ yt+2xy cosb  a?

C'est un conoide droit du quatriéme ordre, ayant
pour axe I'axe focal de I'ellipse de gorge de (H), et
pour directrice la courbe d’intersection des surfaces

z?+ y?—azy cosb = 32,
22+ y2+ 22y cosh = a?,

c’est-a-dire la courbe du céne représentée par la pre-
miére équation qui se projette sur le plan XwY suivant
le cercle de centre w et de rayon a.

Remarque. —Revenons aux figures 2, 2 bis et 2 ter:
la deuxiéme et la troisiéme sontsemblables, et si dp, &'p’
sont perpendiculaires & A et ¥, leurs pieds p et p’ sont
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des points homologues des divisions semblables egr, ...,
¢¢'y', ... p et p’ carrespondent donc au méme point
de L, etl'on a

3p L Ee
A T

d’ou cette propriété :

Les perpendiculaires communes & toute droite L.
du liew (S), et auzx droites D et D' respectivement,
ont le méme pied sur L, et le rapport des distances
de LaD et D est égal au rapport donné k.

Cette derniére condition, prise isolément, définit un
complexe de droites; si nous lui ajoutons la premiére
condition, les droites qui les vérifient forment une
congruence et peuvent étre ainsi définies : &, D,
D’ étant donnés, et déterminant I’hyperboloide (S),
par tout point de cette surface menons la perpendicu-
laire au plan déterminé par les perpendiculaires issues
de ce point a D et D', nous obtenons une droite de la
congruence; en particulier, les génératrices de (S) qui
s’appuient sur A et A’ appartiennent 3 cette con-
gruence. Quelle est la troisiéme condition & laquelle
sont astreintes ces génératrices ? Les figures semblables
donnent

€Q o Ee

G

?

©7
m‘
=
®~

o

mais, ¥ et ¢’ désignant les angles de L avec D et 1Y,
on a
ep = EF sin¢, e'¢'= EF sin{/,

par conséquent, '
sing
—L = k.
sind

Le rapport des sinus des angles de L avec D et D’
est égal au rapport donné k.
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Cas ot k = 1. — Pour toute valeur de k& différente
de I'unité, A, faisant avec les directions des droites

donnfes D et D' des angles a et o liés par la rela-

. sina . o . .
tion — = £, différe des bissectrices de I’angle de ces
I

directions; A et A\ ne sont donc pas perpendiculaires;
un hyperboloide susceptible de la génération étudiée
ne peut donc avoir ses génératrices A et A, orthogo-
nales, ce qui cst d’ailleurs manifeste a prior:.

Dans le cas particulier out £ = 1, le point I vient au
milieu de OO, U est rejeté & I'infini sur OO/, (S) est
un paraboloide équilatere de sommet I, d’axe OO/,
ayant ses plans directeurs également inclinés sur les
droites données D et D'; les génératrices de 'un des
systémes font avec D et D' des angles égaux, sont éga-
lement distantes de ces droites, et les perpendiculaires
communes & chacune de ces génératrices et aux deux
droites D et 1Y, respectivement, onl le méme pied sur la
génératrice.

Inversement, tout paraboloide équilatére peut éire
considéré, d’une infinité de maniéres, comme le lieu
des points équidistants de deux droites perpendicu-
laires & I’axe, équidistantes du sommet, et symétriques
en direction par rapport aux plans directeurs; si le
paraboloide a pour équation

ys—axr =o,

on lrouve aisément, pour le lieu de ces droites, la
surface
x(y?+ z2)+ays=o,

conoide de Pliicker ayant pour directrices l’axe du
paraboloide et P'ellipse du plan 2 =y, qui se projette
sur le plan » Oz suivant le cercle

i+ zt+az =o.



