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[K9a]
SUK LES POLYGONES l>0 DA IKK S DUN POLYGONE DONNÉ;

PAR M. V. THÉBAULT,

Professeur à Ernée (Mayenne).

1. Considérons un polygone plan quelconque P de
a côtés, un point M de son plan, et construisons de ce
point les droites faisant avec les côtés du polygone,
dans Le même sens de rotation, un même angle aigu o<
Nous appellerons polygone isopodaire de M celui qui
est obtenu en joignant les points où les précédentes
droites rencontrent respectivement les côtés du poly-
gone P. Dans le cas où o = 900, le polygone ainsi
obtenu est dit orthopodaire ou podaire de M.

LEMMK. — On considère un polygone quelconque P
et un point M de son plan. On peut construire une
infinité de polygones isopodaires de M par rapport
à P, l'angle © étant variable. Tous ces polygones
isopodaires sont semblables entre eux.

Nous démontrerons le cas où le polygone P est un
triangle, les polygones isopodaires d'un point M, par
rapport à un polygone quelconque, pouvant toujours
être décomposés en un même nombre de triangles
semblables, isopodaires de M par rapport aux triangles
formés par les trois côtés correspondants de P.

Soient a1 ̂  y, et ou {32Y
2 ̂ es triangles isopodaires d'un

point M du plan d'un triangle ABC, les angles de rota-
tion étant respectivement ot et y2 {fig* •)•
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Les quadrilatères CCLK M {3< et Ca2M(32, par exemple,
étant inscriptibles, les triangles a , M ^ et a2M^2 ont
leurs angles égaux et sont semblables. 11 en est de

même des triangles a, M y, et a2My2, yi Mj^ et y2M[32

et par conséquent les triangles a ^ y , et a_, (32y2

sont semblables quels que soient d'ailleurs les angles

f i e* ?2-
Leur rapport de similitude est tel que

8 _ sin*cp2<

Si a^y est le triangle orthopodaire de M, ce rapport
devient

_ .
sin2cp,

Nous nous proposons d'utiliser ce lemme pour
étendre au CÎ»S général, où l'angle cp est quelconque,
des résultats connus. Nous nous étendions particuliè-
rement sur le cas n — \ en donnant quelques résultats
moins répandus*.
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2. Le lieu géométrique des points M du plan d1 un
triangle ARC tels que leur triangle isopodaire a, [3, y,
par rapport à ce triangle (Tangle étant ®{),soit d'aire
constante, est une circonférence O concentrique au
•cercle circonscrit au triangle ABC.

Il importe tout d'abord, ici et pour ce qui va suivre,
de considérer le cas où M est intérieur au cercle cir-
conscrit à ABC (a,^,^', est de même sens que ABC),
et celui où M est extérieur à ce cercle (ai (3 '̂» est ^e

sens contraire à ABC).
Posons

k
const. = aire %x Pi Yi = aire ABC

i sin2 oi

k élant une constanle qui peut être posil ive ou négative
suivant que a,[j,y< est de même sens ou de sens
-contraire à ABC.

Le lieu de M, d'après ce qui précède, est celui des
points du plan tels qucAeuv triangle podaire par rapport
à ABC soit d'aire constante :

aire a! Pt Yi sin2cpt = aire \BC — •

Ce lieu, tel que

<i) Â"ÎVÏ2 sin2A-+-ÏÏ\ïSsin-iB -*- CM2 sin2 G = 4 S (i — A )

(S étant l'aire ABC), se compose comme l'on sait de
deux circonférences concentriques au cercle cir-
conscrit O à ABC. Les rayons de ces cercles sont
donnés par la formule

R étant le rayon du cercle O.
Cette relation montre que pour une valeur donnée
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de p,, par exemple,

const. = R*~- pî =

et pour un angle <p, donné, les triangles isopodaires
de chacun des points d}une circonférence de rayon
donné p, concentrique au cercle circonscrit à un
triangle ABC, par rapport à ce triangle, ont une
aire constante; ou encore si OL{, 3,, yt sont les pro-
jections isogonalcs, dans un même sens de rotation,
Vangle étant <p,, d'un point M du plan d'un
triangle ABC sur les cotés de ce triangle, on a

' ' aire ABC ~ 4R»sin*91

(x étant la valeur algébrique de la puissance de M
par rapport au cercle circonscrit à ABC.

La relation (2)3 été établie directement, notamment
pour <p, = ()O°, donnant lieu à une suite de démonstra-
tions élémentaires intéressantes ( ' ) .

La formule (1) donne

pf -h pî = 2R*,

quel que soit /-, et la somme des carrés des rayons
des circonférences lieux des points M, du plan d'un
triangle, tels que leurs triangles isopodaires soient
d'aire constante, égale le carré du rayon du
cercle orthoptique relatif au cercle circonscrit au
triangle.

Si p, = o, 02 = 111/2 et —~— est maximum: ce
' i v 'i sin2cp, '

rapport égale - pour o, = yo°.
4

(') Proceedings 0/ the Edinburg mathematical Society.
1890-1894. p- SJ; Journal de Vuibeit, \ ,13-1914, p . 20, 61 , 77,



Si k = o, pi = p2= R et ce cas donne la propriété
classique de la droite de Simson, ainsi que sa générali-
sation pour un angle cpf quelconque. Nous nous sommes
servi de celte généralisation pour en obtenir d'autres
relatives aux propriétés de la droite de Simson, notam-
ment une généralisation d'un théorème de M. T. Lemoyne
sur l'orthopôle {Nouvelles Annales, 1914 •' Générali-
sation d'un théorème de M. T. Lemoyne),

3. Le lieu géométrique des points M du plan d'un
quadrilatère ABCD tels que leur quadrilatère
isopodaire a, ̂  y, Sn par rapport à ce quadrilatère
(l'angle étant ©,), soit d'aire constante, est en
général une circonférence. Il peut être une droite
parallèle à une direction fixe lorsque Caire a> j34 y, ^K

varie.

Remarquons ici que l'expression algébrique de
l'aire a,(3,y«8| peut être nulle sans que les points
OL{, [3,, y,, S, soient en ligne droite. Le quadrilatère
a< piyi Si est alors croisé et ses deux parties, qui sont
de sens inverse, ont des aires équivalentes en valeur
absolue.

Comme précédemment, la question se ramène à
trouver le lieu des points M du plan de ABCD tels
que leur quadrilatère orthopodaire a(6yS soit d'aire
constante, aire a« p4y4 8, x sin2cp,.

La relation (1) devient

(4) A î̂2 sinsA H- BM~ sinsB

-f- CM sinaCH-DM siny.D = const.

et le lieu de M est un cercle en général; une droite
lorsque

.(5) S1112A -+- sin^B -h sin^C -h- sin^D = o,
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A, B, C, D étant les angles que font les droites DA r

AB, BC, CD, deux à deux, ces droites étant prises
dans le même ordre que les sommets des quadrilatères
a i p i ^ S i et aj3vo et les angles étant comptés dans le
même sens.

La condition (5) est réalisée lorsque le quadri-
latère 4BCD est un trapèze ou un quadrilatère
inscriptible.

Remarquons en effet que

D -= iAx — (\+ B + G),
d'où

sin 9 I) — — sin 2( A - h B H- C )

et

s i n > A — s i n i B - h s i n 2 C -f- s i n i D

— s i n ? A - i - s i n ? B -4- s i n 2 G — s j n r > ( A -+ B H - C )

^ \ s i n f A — B ) s i n ( B - + - C ) s i n ( A H - G ) ;

or ce produit est nul si deux angles soit adjacents, soit
opposés du quadrilatère sont égaux.

Les centres el ravons du lieu, dans le cas général,
s'obtiennent en envisageant la question comme \\
suit.

Quatre droites A,, Aj, A3, A4, situées dans un même
plan, se coupent deux à deux, A, et A4 en A,
A, et A2 en B, 12 et À3 en C, A3 el A* en D,
A, et A3 en K, A2 et A,, en F.

(^es droites déterminent ainsi un quadrilatère
convexe \BCD, un quadrilatère concave AECF et
un quadrilatère croisé BEDF. Soient O4, 0 2 , 0 3 , 04 ,
les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles
formés par A,A2A*, A,A2A3, A,A3A4, k2kzkrt, et R n

Ro, R3, R^, S,, S2, S3, S4 les rayons respectifs de ces-
cercles et les surfaces de ces triangles.

Considérons d'abord le quadrilatère con\exeABCD r
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un point M de son plan et soit ajîyS le quadrilatère
orthopodaire de ce point par rapport au quadri-
latère, a, p, y, o étant d'ailleurs dans l'ordre des côtés.
On a

valeur algébrique â yS
= valeur algébrique a(38 -+- valeur algébrique P^ô.

En appliquant la relation (3) (au cas où cp, = 90°),
aux triangles a(38 et [3yS, on obtient pour équation
du lieu

(6) SiRJ x MO* — S4R? x MO*
= Rf RJ (surf. ABCD— 4 surf. «PY8)
= R | R J x S(i — *),

en posant

surf. ABCD = S, et surf, a^o = surf. ABCD i ,

k désignant une constante positive ou négative,
suivant que a[3y8 et ABCD ont même sens de rotation
ou des sens opposés.

On a de même, en remarquant que

valeur algébrique a(3yô
= valeur algébrique a(3y -h valeur algébrique yôa,

S, RI x ¥ Ô 3 — S2R§ xMÔj = R* R| x S(i — k).

Le lieu de M e^t visiblement une circonférence dont
le centre, situé à la fois sur O{ O4 et O2O3, est à leur
intersection Ü4. Son rayon est, par exemple,

2 _ R? R? [(S, Rf - S.Rf ) S(i - k) -4- S » S 4 Ô l ô l ]
P l ~ (StRÎ-StRÏ)*

Le lieu complet se compose évidemment de deux
circonférences concentriques suivant que k est posilif
ou négatif.
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On obtient des résultats analogues en remplaçant le
quadrilatère convexe par les quadrilatères concave et
croisé AECF et BEDF.

Dans le premier cas le lieu comprend deux circonfé-
rences concentriques de centre Q2, intersection de
O,O2 et O3O4.

Dans le second cas le lieu est formé de deux circon-
férences concentriques de centre Q3, point commun
à 0 , 0 3 e t 0 2 C V

Ainsi le quadrilatère convexe O|O2O3O4 nous
paraît remarquable :

Les points de rencontre de ses côtés opposés et de
ses diagonales 0 ,02 e* 0 3 0* sont les centres des
circonférences lieux des points M, du plan des trois
quadrilatères formés par A<, A2, A3, A*, tels que
leurs quadrilatères isopodaires par rapport à ces
trois quadrilatères, soient d'aire constante.

Ou bien encore :

Ces trois points Q,, Q2, ^3 sont les centres des
distances proportionnel les des sommets des quadri-
latères correspondants affectés chacun des coeffi-
cients sin2A, S1112B, sin2C, sin2D, sin2E, sin2F,
A, B, G, D, E, F étant les angles, comptés dans le
même sens et formés par les droites A,, A2, A3, A4

deux à deux.

Reprenons le quadrilatère convexe ABCD. Nous
avons observé au début que l'aire a^^y^S, , et par
suite Paire aj3y8, pouvait être nulle, bien que aM j34,
y,, 84 ne soient pas en ligne droite.

La relation (6) devient ici

StRJ xïÂô\ — S4R? x MO* =Rf R2 x S.
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D'ailleurs trois points de ce cercle apparaissent

immédiatement : R commun aux cercles OM O2, O3,
O4, foyer de la parabole tangente à Af, A2, A3, A4,
€t les sommets E, F pour qui les triangles isopodaires
<x4l3,8, et (3, y, 8, sont équivalents en valeur absolue,
mais ont des sens de rotation différents.

Les points Q|, Q2, ù3 donnent évidemment la valeur
maximum de l'aire du quadrilatère isopodaire, le sens
de rotation étant d'ailleurs le même que celui du
quadrilatère.

Remarque. — Le diamètre E O 3 du cercle AED,
coupe ÀD en £3, et

EO3A =2CDA; EO3D = -2 BAD;

d'où
E3D s i n ^ D

La résultante des vecteurs parallèles appliqués en A
et D et proportionnels à sinaA et sin2D, est appli-
quée en e3. De même celle des vecteurs sin2C etsinaB
est appliquée au point de rencontre e2 de EO 2 avec BC.
Donc la droite £3E2 passe en £),. Les cercles FBA
el FCD donnenl aussi leurs points c, et e4 tels que s, £4
passe encore en Q,.

Cette détermination de Q<, qui est une conséquence
•du raisonnement trigonométrique du début de ce para-
graphe, donne, avec les résultats obtenus ensuite
géométriquement, cette propriété :

Dans un quadrilatère que/conque les droites pré-
cédentes £484, £2Ê3, O,O4 et O 2O 3 , sont concou-
rantes.

La relation (6) nous montre aussi que le lieu de M
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est une droite lorsque

S,RJ —StR? = o,

condition remplie quand les triangles CDF et AFB
sont semblables, c'est-à-dire lorsque le quadrilalère est
un trapèze ou est inscriptible.

L'équation du lieu est alors

/ x TT7^2 — 2 R2 X S ( I _ k)

(7) MO,-MO4:=—^ = i.

Ce lieu se compose de deux droites perpendiculaires
à O,O4; ces droites sont confondues lorsque k = o,
c'est-à-dire quand l'aire ajîyo est nulle.

Cas du trapèze. — AB et CD sont parallèles.
Lorsque A* — o, F est un point du lieu qui est la
perpendiculaire ï à O, O4 en F, c'est-à-dire la
tangente commune aux cercles O{ et O4, qui se
touchent en F.

Cas du quadrilatère inscriptible. — Dans ce cas
Oi O4 et O2O:l sont parallèles; Q, est à l'infini, mais
Q2 et Q3 restent réels.

Les cercles ùt deviennent, pour k ^ o, deux droites
parfaitement déterminées en direction et position par
l'équation (7). Quand k =. o, les points E et F appar-
tiennent au lieu qui est la droite EF de concours des
côtés opposés. Nous répondons ainsi à la question 4154
posée par M. E.-N. Barisien dans VIntermédiaire des
Mathématiciens, janvier 1913, p. 2 :

On sait que le lieu des points pour lesquels l'aire
du polygone podaire d'un autre polygone donné a
une grandeur donnée, est un cercle dont le centre
est fixe, quelle que soit la grandeur donnée. Dans
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le cas d'un triangle, le centre fixe est le centre du
cercle circonscrit au triangle.

Quel est ce point fixe, lorsque le polygone est un
quadrilatère inscriplible dans un cercle?

Nous déduisons de plus de ces résultats quelques-
propriétés relatives au quadrilatère inscriptible :

i° Les lignes des centres des cercles circonscrits
O,, O2, O3, O4 aux quatre tiiangles formés par
les côtés d'un quadrilatère inscrit pris trois à troisy

forment un trapèze O, O2O3O4, dont les côtés O< O4

et O2O3 sout perpendiculaires à la diagonale EF.
Les droites O<O4 et O2O3 sont parallèles à la
droiteOP, qui joint le centre du cercle circonscrit O
au point de concours P des diagonales AC et BD.

Le triangle EPF est, en eflet, conjugué par rapport
au cercle O; O est par suile orthocentre de ce triangle
dans lequel OP est une hauteur.

20 Le foyer o de la parabole inscrite à un quadri-
latère inscrit est situé sur la diagonale EF; c'est le
point oü OP rencontre cette diagonale.

3° On donne un cercle O et un point P intérieur
à ce cercle. Il existe une infinité de quadrila-
tères ABCD inscrits à O et ayant P pour point de
concours des diagonales. Les paraboles inscrites
à ces quadrilatères ont pour foyer un point fixe <p

tel que O ç = ^-p, R étant le rayon du cercle. De

plus, les points E et F de ces quadrilatères décrivent
une droite fixe A perpendiculaire à OP en o.

Enfin si, par deux points E, F en ligne droite avec le
foyer çp d'une parabole, on mène les quatre tangentes
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à la courbe, le quadrilatère formé par ces tangente?
est inscriptible.

4. L'expression (5) et notre raisonnement géomé-
trique du précédent paragraphe peuvent être étendus
de proche en proche à un polygone plan quelconque
de n côtés.

On a par exemple

(8) SAM sin2À = const.

En particulier, si le polygone est régulier, les coeffi-
cients dans les expressions (4) et (6) sont égaux et le
centre du cercle lieu de M est celui des distances
proportionnelles des sommets affectés du coeffi-
cient sina A; c'est le centre du polygone donné.

Steiner a donné ces résultats dans leur forme géné-
rale (Œuvres, t. I, p. i5g; Crelle, t. I, p. 38-52).

5. Les expressions (i), (4) et (8) nous donnent
•encore quelques formules intéressantes. Prenons-les
dans le cas général envisagé, l'angle o{ étant quel-
conque.

Dans le triangle M (3^1 considéré au lemme donné
au début de cette Note, on obtient (voir la figure)

o AM înA
^' siny,

<Toù l'on lire sans difficulté
2

2 AM sinsA
, COtA =1

-c'est-à-dire, cp4 étant donné,

aj PJ cotC -f- pty! cotA -+- yia i cotB = const.,
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et dans le cas général d'un polygone quelconque,

S at PJ cotC = const.

Soient toa le centre du cercle circonscrit au triangle
A yi (3< et Ka le milieu de y< j34. Un calcul tout analogue
au précédent donne

- 2

20)aKa tangA = (3tyt cotA;

d'où l'on déduit, dans le triangle,

- 2
tang A -f- tô K/, tangB -+- avKt. tangC = const.

et

E waKa tang A = const,

dans le cas d'un polygone quelconque.
En particulier, dans un polygone régulier :

La somme des carrés des côtés du polygone isopo-
daire d'un point M par rapport à un polygone
donné P, est constante quand M décrit une circon-
férence donnée concentrique au polygone Pr

Van g le <p, étant donné.
La somme des carrés des distances des centres

des cercles circonscrits aux triangles formés par
les côtés du polygone isopodaire respectivement avec
les deux côtés correspondants du polygone P, est
constante, M décrivant une circonférence concen-
trique à P, Vangle <p, étant donné.

Enfin, appelant pa le rayon du cercle A y 4 ^ , les
relations (i) et (4) peuvent être mises sous la forme

pjj sina A -+- p| sin'2B — p̂  sin2G = const.
et

S p* sinîA == coust.;

et dans un polygone régulier donné P :
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La somme des carrés des rayons des cercles cir-
conscrits aux triangles formés par les côtés du
polygone isopodaire respectivement avec les deux
côtés correspondants de P est constante, lorsque M
décrit une circonférence concentrique à P, l}anglez>t

-étant do/me.


