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[K9a]
SUR LES POLYGONES PODAIRES D'UN POLYGONE DONNE;

Par M. V. THERAULT,

Professeur a4 Ernée (Mayenne).

1. Considérons un polygone plan quelconque P de
n cbdtés, un point M de son plan, et construisons de ce
point les droites faisant avec les cétés du polygone,
dans le méme sens de rotation, un méme angle aigu o.
Nous appellerons polygone isopodaire de M celui qui
est obtenu en joignant les points ol les précédentes
droites rencontrent respectivement les c6tés du poly-
gone P. Dans le cas ou 9 =go°, le polygone ainsi
obtenu est dit orthopodaire ou podaire de M.

LevMume. — On considére un polygone quelconque P
et un point M de son plan. On peut construire une
infinité de polygones isopodaires de M par rapport
a P, Uangle o étant variable. Tous ces polygones
isopodaires sont semblables entre euzx.

Nous démontrerons le cas ou le polygone P est un
triangle, les polygones isopodaires d’un point M, par
rapport a4 un polygone quelconque, pouvant toujours
étre décomposés en un méme nowbre de triangles
semblables, isopodaires de M par rapport aux triangles
formés par les trois cotés correspondants de P.

Soient 3,7, et . 3,7, les triangles isopodaires d’'un
point M du plan d’un triangle ABC, les angles de rota-
tion étant respectivement o, et 9, (fig. 1).
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Les quadrilatéres Ca, M3, et Ca; M,, par exemple,
étant inscriptibles, les triangles o, M3, et 2,M 3, ont
leurs angles égaux et sont semblables. 1l en est de

B w, Ly [4

méme des triangles oy My, et o, My,, v/ M@, et y.M3,
et par conséquent les triangles a,3,v, et a,B,v,
sont semblables quels que soient d’ailleurs les angles
Py et @y,
Leur rapport de similitude est tel que
airea Byy1 <M1|>? . w.

airez; 8,7, \Mas/ ~ sinZg,

Si af}y est le triangle orthopodaire de M, ce rapport

devient
airea By vy I
.aireafy  sin%g,

Nous nous proposons d’utiliser ce lemme pour
étendre au c»s général, ou 'angle ¢ est quelconque,
des résultats connus. Nous nous étendrons particalie-
remenl sur le cas n = 4 en donnant quelques résultats
moins répandus.
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2. Le lieu géométrique des points M du plan d’un
triangle ABC tels que leur triangle isopodaire », 3, v,
par rappert a cetriangle (I'angle étant o,),soit d’aire
constante, est une circonférence O concentrigue au
cercle circonscrit au triangle ABC.

Il importe tout d’abord, ici et pour ce qui va suivre,
de considérer le cas ou M est intérieur au cercle cir-
conscrit a ABC (o, 3,y est de méme sens que ABG),
et celui ot M est extérieur a ce cercle (ay By, est de
sens contraire a ABC).

Posons

k

const. = aire %y B, 7; = aire ABC ———,
2 sin%o;

A étant une constlante qui peut étre positive ou négative
suivant que 2,3,v, est de méme sens ou de sens
contraire 3 ABC.

Le lieu de M, d’apris ce qui précede, est celui des
points du plan tels queleurtriangle podaire parrapport
a ABC soit d'aire constante :

. . . A
aire a; By, sin2¢g, = aire ABC;~

Ce lieu, tel que
— —_— —2
(1) AM sinaA + BV sinaB + CM sin2C = 4S(1—4)

(S étant 'aire ABC), se compose comme l'on sait de
deux circonférences concentriques au  cercle cir-
conscrit O a ABC. Les rayons de ces cercles sont
donnés par la formule

?

(2) = R2(1£24),

el
R

R étant le rayon du cercle O.
Cette relation montre que pour une valeur donnée
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de p,, par exemple,

const. = R*—p

-

= 'Zk R!,

et pour un angle ¢, donné, les triangles isopodaires
de chacun des points d'une circonférence de rayon
donné p, concentrique au cercle circonscrit a un
triangle ABC, par rapport & ce triangle, ont une
aire constante; ou encore st o, 3,, Y sont les pro-
Jections isogonales, dans un méme sens de rotation,
l'angle étant o,, d’un point M du plan d'un
triangle ABC sur les cotés de ce triangle, on a

3 aireay Pryy ® ,
aire ABGC 7 4 RZsinZeg

w étant la valeur algébrique de la puissance de M
par rapport au cercle circonscrit a ABC.

La relation (2) a été établie directement, notamment
pour @, = o°, donnant licu a une suite de démonstra-
tions élémentaires intéressantes (V).

La formule (1) donne

II

pi + i =2Re,

quel que soit £, et la somme des carrés des rayons
des circonférences lieux des points M, du plan d’un
triangle, tels que leurs triangles isopodaires soient
d’atre constante, égale le carré du rayon du
cercle orthoptique relatif au cercle circonscrit au
triangle. )

Si py=o0, ps=Ry2 et ——— est maximum; ce
! g 2 sin%q; ’

rapport égale % pour ©, = go°.

(') Proceedings of the Edinburg mathematical Society .

1893-1894. p. 85; Journal de Vuibert, v ,13-1914, p. 23, 61, 77.
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Si k=0, py=p2=R et ce cas donne la propriété
<lassique de la droite de Simson, ainsi que sa générali-
sation pour un angle ) queleconque. Nous nous sommes
servi de celtc généralisation pour en obtenir d’autres
relatives aux propriétés de la droite de Simson, notam-
mentunegénéralisationd’unthéorémede M. T.L.emoyne
sur l'orthopéle ( Nouvelles Annales, 1914 : Générali-
sation d’un théoréme de M. T. Lemoyne).

3. Le lieu géometrique des points M du plan d’un
quadrilatére ABCD tels que leur quadrilatére
isopodaire a,B,Y.S,, par rapport a ce quadrilatére
(Pangle étant o,), soit d’aire constante, est en
général une circonférence. 1l peut étre une droite
paralléle & une direction fixe lorsque U’aire 2,8, 8,
varite.

Remarquons ici que l'expression algébrique de
I'aire «,B,y,8, peut étre nulle sans que les points
@y, B1, Yiy 64 soient en ligne droite. Le quadrilatere
2 B4y 8, est alors croisé et ses deux parties, qui sont
de sens inverse, ont des aires équivalentes en valeur
absolue.

Comme précédemment, la question se raméne a
trouver le lieu des points M du plan de ABCD tels
-que leur quadrilatere orthopodaire 28y8 soit d’aire
cconstante, aire a, 3,7,3, < sin%g,.

La relation (1) devient

(%) AM sin2A + BM sin2B
— —2
-+ CM2 sin2C + DM sin2D = const.

et le lieu de M est un cercle en général; une droite
lorsque

(5) sin2A +sin2B + sin2C +sin2D = o,



( 438)

A, B, G, D éant les angles que font les droites DA,
AB, BC, CD, deux a deux, ces droites étant prises
dans le méme ordre que les sommets des quadrilatéres
o B8 et aBys et les angles étant comptés dans le
méme sens.

La condition (5) est réalisée lorsque le quadri-
latere ABCD est un ¢rapéze ou un quadrilatére
inscriptible.

Remarquous en effet gue

D—=924ir—(A+ B+ Q),
d'ou
sinoD = —smm2(A+ B+ ()
et
SN A —sina B+ <in2C +sin2D
=sin2A +sin2B+<in2C —«ino(A + B+ C)
= {sin(A — B)sin(B 4+ C)sin(A + C):

or ce produit est nul si deux angles soit adjacents, soit
oppo~és du guadrilatére sont égaux.

Les centres et rayons du lieu, dans le cas général,
s'obtiennent en envisageant la question comme ik
suil.

Quatre drottes &, A, Ay, A, situées dans un méme
plan, se coupent deux a deux, A, et A, en A,
Ay et Ay, en By A, et Ay en G, A; et A; en D,
Ajetdgenll, Ayet A, en I,

Ces droites délerminent ainsi un quadrilatére
convexe ABCD, un quadrilatére concave AECF et
un quadrilatére croisé BEDF. Soient Oy, O,, O;, O,
les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles
formés par A, A 4y, A A Ay, A Az4,, AxAz4,, et Ry,
R.. Ry, Ry. 8y, S,, Sy, S, les rayons respectifs de ces.
cercles et les surfaces de ces triangles.

Considérons d’abord le quadrilatére convexe ABCD,
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un point M de son plan et soit aByd le quadrilatere
orthopodaire de ce point par rapport au quadri~
latere, 2, §, v, ¢ étant d’ailleurs dans I'ordre des cotés.
On a
valeur algébrique «fy8

= valeur algébrique 288 + valeur algébrique 8yé.

En appliquant la relation (3) (au cas ot ¢, = go°),
aux triangles 238 et By3, on obtient pour équation
du lieu

(6) S,R? < MO, — S, R? x MO,
= R? R? (surfl. ABCD — § surf. «fy8)
= R1R? < S(1 — &),

en posanl

surf. ABCD = 8§, et surf. 23¢8 = surf. ABCD {;,
1

k désignant une constante positive ou négative,
suivant que 23v8 et ABCD ont méme sens de rotation
ou des sens opposés.

On a de méme, en remarquant que

valeur algébrique afyé

= valeur algébrique «f3y + valeur algébrique v8z,
Ss RZ = MO, — Sy R} x MO, = R} RZ x S(1— k).

Le lieu de M est visiblement une circonférence dont
le centre, situé a la fois sur O, 0, et 0,0y, est a leur
intersection Q. Son rayon est, par exemple,

—2

. _ RIR:[(S,R3—S,R1)S1—k)+5,8,0,0,]
P1= (S;R? —S,Ri)

Le lieu complet se compose évidemment de deux
circonférences coucentriques suivant que A est posilif
ou négatif.
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On obtient des résultats analogues en remplacant le
quadrilatére convexe par les quadrilatéres concave et
croisé AECF et BEDF.

Dans le premier cas le lieu comprend deux circonfé-
rences concentriques de centre Q,, intersection de
0,0, et O;0,.

Dans le second cas le lieu est formé de deux circon—
férences concentriques de centre Q;, point commun
40,0;et0,0,.

Ainsi le quadrilatére convexe 0,0,0,0; nous
parait remarquable :

Les points de rencontre de ses cotés opposés et de
ses diagonales 0,0, et O;0, sont les centres des
circonférences lieuzx des points M, du plan des trois
quadrilatéres formés par Ay, A, Ay, Ay, tels que
leurs quadrilatéres rsopodaires par rapport a ces
trois quadrilatéres, soient d’aire constante.

Ou bien encore :

Ces trois points Q,, Q,, Q; sont les centres des
distances proportionnelles des sommets des quadri-
latéres correspondants affectés chacun des coeffi-
clents sin2A, sin2B, sin2C, sin2D, sin2E, sin2F,
A, B, G, D, E, F étant les angles, comptés dans le
méme sens et formés par les droites Ay, Ay, Ay, A,
deux a deux.

Reprenons le quadrilatére convexe ABCD. Nous
avons observé au début que l'aire o, {2,y,8,, et par
suite P'aive aBy3, pouvait étre nulle, bien que a,, B,
¥, 8, ne soient pas en ligne droit'e.

La relation (6) devient ict

pra—} —_—
S.R? < MO, — S,R} x MO, = R} R x S.
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D’ailleurs trois points de ce cercle apparaissent
immédiatement : K commun aux cercles Oy, O,, O,,
O, foyer de la parabole tangente a Ay, A,, A3, A,
et les sommets E, F pour qui les triangles isopodaires
o, 3,3, et B.Y.S. sont équivalents en valeur absolue,
mais ont des sens de rotation différents.

Les points Q, Q;, Q, donnent évidemment la valeur
maximum de l'aire du quadrilatére isopodaire, le sens
de rotation étant d’ailleurs le méme que celui du
quadrilatére.

Remargque. — Le diamétre EO, du cercle AED,
coupe AD en ¢, et

/\ N
EO;A=32CDA; EO,D = 2BAD;
d’ou

La résultante des vecteurs paralléles appliqués en A
el D et proportionnels a sin2A et sin2D, est appli-
quée en ¢;. De méme celle des vecteurs sin2C etsin2B
est appliquée au point de rencontre ¢, de EO, avec BC.
Donc la droite e3e, passe en Q,. Les cercles FBA
el FCD donnent aussi leurs points ¢, et ¢, tels que ¢,¢4
passe encore en Q.

Cette détermination de Q,, qui est une conséquence
du raisonnement trigonométrique du début de ce para-
graphe, donne, avec les résultats obtenus ensuite
géomélriquement, cette propriété :

Dans un quadrilatére quelconque les droites pré-
cédentes e,¢;, e,e4, 0,0, et 0,03, sont concou-
rantes.

La relation (6) nous montre aussi que le lieu de M
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est une droite lorsque
SiR; —S,RI=o,

condition remplie quand les triangles CDF et AFB
sont semblables. ¢’est-a-dire lorsque le quadrilatére est
un trapésze ou est inscriptible.

L’équation du lieu est alors

—2 2 R? < S(1—k
(7) MO,—MOb:_'_.S———).
1
Ce lien se compose de deux droites perpendiculaires

a 0,0;,; ces droites sont confondues lorsque k=o,
c'est-a-dire quand laire a3yd est nulle.

Cas du trapéze. — AB et CD sont paralléles.
Lorsque A =o0. F est un point du lieu qui est la
perpendiculaire T a 0,0, en F, c’est-a-dire la
tangente commune aux cercles O, et Oy, qui se
touchent en F.

Cas du quadrilatére inscriptible. — Dans ce cas
0,0, et 0,0, sont paralleles; Q, est & P'infini, mais
Q, et Q; restent réels.

Les cercles Q deviennent, pour & 3£ o, deux droites
parfaitement déterminées en direction et position par
I'équation (7). Quand k = o, les points E et F appar-
tiennent au lieu qui est la droite EF de concours des
cotés opposés. Nous répondons ainsi a la question 4154
posée par M. E.-N. Barisien dans I'Intermédiaire des
Mathématiciens:janvier 1913, p. 2 :

On sait que le lieu des points pour lesquels Uaire
du polygone podaire d’un autre polygone donné a
une grandeur donnée, est un cercle dont le centre
est fize, quelle que soit la grandeur donnée. Dans
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le cas d’un triangle, le centre fize est le centre du
cercle circonscrit au triangle.

Quel est ce point fize, lorsque le polygone est un
quadrilatére inscriplible dans un cercle?

Nous déduisons de plus de ces résultats quelques
propriétés relatives au quadrilatére inscriptible :

1° Les lignes des centres des cercles circonscrits
Oy, Oy, Oy, Oy aux quatre triangles formés par
les cotés d’un quadrilatére inscrit pris trois a trots,
Jorment un trapéze O,0,0;0,, dont les cétés 0,0,
et 0,03 sout perpendiculaires a la diagonale EF.
Les droites 0,0, et 0,0, sont paralléles a la
droite OP, qui joint le centre du cercle circonscrit O
au point de concours P des diagonales AC et BD.

Le triangle EPF est, en effet, conjugué par rapport
au cercle O; O est par suite orthocentre de ce triangle
dans lequel OP est une hauteur.

2° Le foyer o de la parabole inscrite & un quadri-
latére inscrit est situé sur la diagonale EF; c’est le
point ot OP rencontre cette diagonale.

3° On donne un cercle O et un point P intérieur
a ce cercle. Il existe une infinité de quadrila-
téres ABCD inscrits a O et ayant P pour point de
concours des diagonales. Les paraboles inscrites
a ces quadrilatéres ont pour foyer un point fixe ¢
tel que O = B%, R étant le rayon du cercle. De
plus, les points E et ¥ de ces quadrilatéres décrivent
une droite fixe A perpendiculaire a OP en o.

Enfin si, par deux points E, F en ligne droite avec le
foyer © d’une parabole, on méne les quatre tangentes
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3 la courbe, le quadrilatére formé par ces tangentes
est inscriptible.

4. L’expression (5) et nolre raisonnement géomé-
trique du précédent paragraphe peuvent étre étendus
de proche en proche a un polygone plan quelconque
de n cotés.

On a par exemple

(8) Em: sin2 A = const.

En parniculier, si le polygone est régulier, les coeffi-
cients dans les expressions (4) et (6) sont égaux et le
centre du cercle lieu de M est celui des distances
proportionnelles des sommets affectés du coeffi-
cientsin2 A ; c’est le centre du polygone donné.

Steiner a donné ces résultats dans leur forme géné-

rale (O uvres, \. 1, p. 159; Crelle, t. I, p. 38-52).

5. Les expressions (1), (4) et (8) nous donnent
encore quelques formules intéressantes. Prenons-les
dans le cas général envisagé, 'angle o, étant quel-
conque.

Dans le triangle M 3,7, considéré au lemme donné
au début de cette Note, on obtient (voir la figure)

_ AMsinA
Py = sing, ’

d’ou 'on tire sans difficulté

_AT’I" sin2A

P
v COLtA = -
p‘ i1 sin2g;

<’est-a-dire, ¢, étant donné,

—2 — —_—2
a; B, cotC + Byv, cot A + y;2, cotB = const.,
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et dans le cas général d’un polygone quelconque,
—_2
=3, cotC = const.

Soient w, le centre du cercle circonscrit au triangle

A v 8y et K; le milieu de v, 3,. Un calcul tout analogue
au précédent donne

2waK: tangA = m: cotA;

d’ou 'on déduit, dans le triangle,

— — —_—
we K, tang A 4wy K, tangB + w K, tangC = const.
et

—_—
2w, K, tangA = const,

dans le cas d’un polygone quelconque.
En particulier, dans un polygone régulier :

La somme des carrés des cétés du polygone isopo-
daire d’'un point M par rapport a un polygone
donné P, est constante quand M décrit une circon-
Jérence donnée concentrique au polygone P,
Uangle o, étant donné.

La somme des carrés des distances des centres
des cercles circonscrits auzx triangles formés par
les cotés du polygone isopodaire respectivement avec
les deux cdtés correspondants du polygone P, est
constante, M décrivant une circonférence concen-
trique a P, Uangle o, étant donné.

Enfin, appelant p, le rayon du cercle Avy,B,, les
relations (1) et (4) peuvent étre mises sous la forme
p2sin2A + p} sin2B — p2 sin2C = const.
et
2 o2sin2A = coust.;

et dans un polygone régulier donné P :
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La somme des carrés des rayons des cercles cir-
conscrits aux triangles formés par les cétés du
polygone isopodaire respectivement avec les deux
c6tés correspondants de P est constante, lorsque M
décrit une circonférence concentrique a P, 'angle 2,
étant donné.



