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CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES.

Grenoble.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Intégrer l’équation différen-
tielle -
Y —2y' +(1+m)y =e*x+ e?* 4 sinz,

ot m désigne une constante réelle. Donner l’expression de
Uintégrale générale pour toutes les valeurs réelles de m.

II. Un mobile B se meut sur la droite Oy avec une
vitesse constante et égale & 1. Un second mobile A est
assujetti a se trouver sur la droite perpendiculaire Oz,
et & une distance constante a du mobile B. Ecrire I’équa-
tion du mouvement du mobile A. Décrire ce mouvement
en étudiant successivement les cas ow a l’instant initial
Uordonnée y, du mobile B, qui est inférieure & a en
valeur absolue, est positive, nulle et négative. Tracer le
diagramme des espaces et celui des vitesses.

[II. On fait tourner autour de son azxe une parabole de
paramétre a, et l'on coupe le paraboloide de révolution
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ainsi engendré par un plan perpendiculaire & l’aze, et
situé & la distance h du sommet. Calculer le volume du
solide obtenu, sa surface totale : calculer cette surface
& 1ig prés pour a=2, h=3. Calculer le moment d’inertie
du solide, supposé homogéne de densité 1, par rapport a

U’axe de révolution. Déterminer le centre de gravité et
Uellipsoide central d’inertie de ce solide. Quel doit étre

le rapport o pour que cet ellipsoide soit une sphére?

ErrEUVE PRATIQUE. — L. Calculer U’intégrale définie

© z dx

, (+z)(1+a?)
\l. Intégrer l’équation différentielle
22 Y = yr— jat.

Définir géométriquement les courbes intégrales.

L. Un point matériel M, de masse m, mobile sur une
horizontale fixe O.x, est soumis uniquement & une résis-
tance de milieu R, qui est dirigée en sens contraire de la
vitesse V et dont la valeur absolue est mk /v, k désignant
une constante positive donnée.

A Uinstant t =o0, le mobile est lancé dans le sens
positif Oz avec une vitesse donnée vy. Calculer : 1° le

R v
° M

temps T au bout duquel la vitesse s’annule; 2° U’espace
parcouru pendant le temps T; 3° le travail de la force R
pendant le méme temps. Application numérigue : m = 3,
k=2,09=4, en unités C. G. S. (Juin 1911.)
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Erreuve TEORIQUY. — 1. Intégrer Uéquation différentielle
Y =3y +2y =sinx+ x3+ ear,

ou a désigne une constante réelle. Donner l’expression de
Uintégrale générale pour toutes les valeurs réelles de a.

II. Un point M de masse 1, mobile sur une droite Oz,
est repoussé par le point O de cette droite proportionnel-

o Mo =

lement a sa distance x a ce point : a l’unité de distance,
la force répulsive est égale a 4. A ’instant initial (t = o),
le point M est placé en My, a la distance 1 du point O, et
lancé vers le point O avec une vitesse dont la valeur
absolue est égale a 1. Etudier le mouvement du point M.
Tracer le diagramme des espaces et celui des vitesses.

1. De Uellipse d’axes AA'(=2a) et BB'(=2b), on
considére la moitié ABA', et l'on ajoute a cette demi-
ellipse le triangle AB'A'. On suppose que le solide

8

B'

engendré par la révolution de la figure totale autour de
U’axe BB' est homogéne de densité 1. Calculer le volume
de ce solide, déterminer son centre de gravité, calculer
son moment d’inertie par rapport & l’are BB'.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Intégrer les équations différen-
tielles
rr+y P k|
v v
Ann, de Bathémat., 4 série, t. XIV. (Aout-Sept. 1914.) 25

¥y =
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1. On coupe Uhyperboloide de révolution a une nappe
qui a comme équation en azes rectangulaires

22+ y?—zt—al=o0

par deuzx plans perpendiculaires & l’aze de révolution, et
de cotes = b. Calculer le volume de U'hyperboloide compris
entre ces deuxr plans. Calculer la longueur du segment
que ces deux plans interceptent sur une génératrice quel-
conque de l’hyperbolowde. En supposant que cette longueur
est égale & 2 et que a est égal a 1, culculer a une unité

pres le volume considéré. (Octobre 1911.)
EpREUVE THEORIQUE. — Un point M de masse m est attiré

par un centre fixe O proportionnellement ¢ la distance;
on appellera le coefficient de proportionnalité mk®.

Ce point M est en outre soumis a une résistance de
milieu proportionnelle & la vitesse (coefficient mh?).

On rapporte le mouvement & deux axes fires rectangu-
laires passant par O et U’on demande :

1° Ecrire les équations différentielles du mouvement, en
général.

2° Trouver U’intégrale générale de ces équations, dans
le cas particulier ou le coefficient ht est petit par rapport
a A2,

3* On supposera le point M situé sur Oz & l’instant
initial (abscisse z,y positive) et la vitesse initiale v, dirigée
parallélement @ Oy et dans le méme sens : calculer dans
ces conditions les valeurs des constantes d’intégration en
fonction des données initiales.

Quel est alors la forme de la trajectoire? Etudter le
mouvement.

i° La trajectoire précédente coupe une infinité de fois
Uaxe des x; soit A, le neme de ces points d’intersection
dans l'ordre ou les rencontre le mobile (A4 étant la posi-
tion initiale); calculer la valeur absolue de U'aire limitée
par Vaxe Ox et la portion de trajectoire décrite entre
deux points consécutifs A, et A,y .

5° En appelant Sy, Sy, ..., S,, ... les aires dont il est
question dans la quatriéme partie, montrer que la série
S+ 8Ss+...4+S,+... est convergente.

Quelle est la somme de cette série?

. -
[
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On peut faire sur celte somme quelques remarques
intéressantes.

ErReuvE pRATIQUE. — 1° Etant donnde Uéquation
. T
sinz + —cosx = x,
10

calculer numériquement sa racine positive.

Donner le résultat avec une approximation égale au
moins & 1o -

2° Calculer le moment d’inertie d’une plaque rectan-
gulaire homogéne infiniment mince, de cités a et b par
rapport :

1°a lun de ses azes;

2° & une droite de l'espace, paralléle a un aze de la
plaque ¢ la distance d de cet aze.

Déduire de ces résultats le moment d’inertie d’un
parallélépipéde rectangle homogéne, de dimensions a, b, ¢

par rapport & l’un de ses axes.
(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE — On considére léquation diffé-
rentielle
az d .
?i?}f, ———ﬁc—i‘g 1y = e3r[sm ﬂx+x2+1].

1° Trouver l'intégrale générale;

2° Trouver l'intégrale particuliére qui représente, par
rapport & deux azres de coordonnées rectangulaires,
Uéquation d’une courbe G passant par l’origine et admet-
tantcomme tangente en ce point labissectricedes axesy = x.

3° Construire la portion de cette courbe C comprise entre
Dorigine et le point qui a pour abscisse x = I

2y/2
Calculer U’aire comprise entre l’axe Oz, la portion de

. . b
courbe G précédemment construite et la droite x = 7
2¢/2

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, avee une erreur absolue
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. py . Ly re s ;o o
inférieure a {15, Uintégrale définie

v de

0 V2+za.

(Novembre 1912.)

Lille.

EPREUVE THEORIQUE. — Question de cours, — Champs de
Sorces, lignes de force, surfaces de niveau.

Cas ou les forces dérivent d’un potentiel; travail d’une
Sforce dérivant d’un potentiel.

Problémes. — I. Dans un plan rapporté a deux axes
rectangulaires Oz, Oy, trouver toutes les courbes telles
que la somme Mm + MT des distances d’un point quel-
conque M a sa projection m sur Oz et au point T ou la
tangente en M rencontre le méme aze soit égale a une
longueur donnce.

L’une de ces courbes peut étre représentée par les équa-
tions

a—1
x=2t+al. ’
a-+t

al— ¢

Y= a

ol a désigne une quantité fixe et t un paramétre variable ;
construire cette courbe, la rectifier.

II. Oz, Oy, Oz étant trois axes de coordonnées rectan-
gulaires, construire les projections sur les plans Oz,
¥ Oz de la courbe d’intersection du céne

1-2._*_.]/2_—_— 32

avec le cylindre droit qui a pour base dans le plan zQy
la lemniscate représentée par l’équation

(22 + y)r = at(z2— y*).

ol a désigne une longueur donnée.
Calculer l’aire de la portion de surface du cone comprise
a Utntérieur du cylindre.
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Problémes. — I. Construire la courbe plane (C) repré-
sentée dans un systéme d’axes rectangulaires, par les
équations

ou t désigne un paramétre variable; rectifier cette courbe,
calculer laire de la portion de plan limitée par la
boucle.

Former la relation qui existe entre les abscisses de
deux points M, M' de (C) ou les tangentes sont paralléles.

II. Intégrer I'équation

@y Ly _ -
'd_ﬁ+33;+2y—ex+e z,

EPREUVE PRATIQUE. — L. e désignant la base des loga-
rithmes népériens, on considére la courbe (C) qui, rap-
portée a deux axes rectangulaires, a pour équation

(CG) y=er—axri+ 7x —1I.

1° a variant, construire le lieu des points d’inflexion
des courbes (C).

2° Construire la courbe (C) obtenue pour a = 5.

3° Soit A le point d’inflexion de la courbe précédente.
Calculer Uaire de la portion du plan limitée par l’arc OA
et la corde OA.

II. Un point M de masse 1, mobile sur une droite ox,
est repoussé par le point o de cette droite proportionnel-

] M, =

lement a sa distance a ce point : a l’unité de distance, la
Sforce répulsive est égale ¢ 1. On suppose le point M placé
a l’instant initial en My, @ une distance 2 du point o, et
lancé vers le point o avec une vitesse dont la valeur
absolue est 1. L'tudier le mouvement du point M.
(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — Question de cours (au choix). —
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1° Enoncer et démontrer le théoréme des forces vives dans
le cas d’un point matériel unique. Appliquer ce théoréme
au cas ou la résultante des forces appliquées au point
considéré dérive d’une fonction de forces, définir alors
l’énergie cinétique, lénergie potentielle et l’énergie
totale du point matériel.

2° Travail des forces appliquées ¢ un solide théorigque
indéformable.

Problémes. — 1. Dans un plan rapporté a deux ares de
coordonnées rectangulaires Oz, Oy, trouver et intégrer
Uéquation différentielle des courbes telles que la longueur
du segment MN intercepté sur une normale quelconque
par le pied M de cette normale et le point N d’intersection
avec Oz soit dans un rapport constant donné avec la
longueur du rayon vecteur OM; examiner en particulier
le cas ou les deux longueurs sont égales.

1. Etant donnés trois ares de coordonnées rectangu-
laires Oz, Oy, Oz, construire la courbe (C) représentée
par les équations

yEP—x3i+1. 3 = 03
trouver le lieu géométriqgue du milieu des segments inter-
ceptés par cette courbe sur les droites issues du point(o, 1,0).

Calculer le volume de la portion de l’espace limitée
par le plan xOy, (oSx =1), le cylindre droit qui a pour
base la courbe (C) et la surface représentée par l'équation

s =2xy%

Probléme. — Construire la courbe plane (T) représentée
dans un systéme d’axes rectangulaires par l’équation

yir=1)—a3=o;
indiquer le nombre des points d’intersection de cette
courbe avec une droite quelconque issue du point
. .
d abscisse 5 sur Ox; discuter.
Calculer l'aire d’un trapéze curviligne limité par un
arc AB de (T'), les paralléles a Oy menées par A, B et

Uaze Ox: calculer également le volume engendré par ce
trapéze en tournant autour de Oz.
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EPREUVE PRATIQUE. — Géométrie analytique. — On consi-

dére la courbe (C) rapportée & deuw awxes rectangu-
laires Ox, Oy, et qui a pour équation

() Y =228,

1° Représenter la courbe C et les cercles de courbure
aux points de rencontre O et A de la courbe (C) avec OX.

2° Démontrer que le cercle de courbure aw point O ne
rencontre G qu’en un seul point B autre que Uorigine.
Calculer les coordonnées du point B.

3° L’arc de courbe C limité aux points O, B partage en
deux parties le cercle de courbure en O. Déterminer les
aires de ces régions.

Mécanique. — Calculer les moments d’tnertie du volume
d’un céne de révolution homogeéne, dont le rayon de base
est R, la hauteur h et la masse spécifique | : 1° par
rapport a l’axe de révolution; 2° par rapport a une per-
pendiculaire a I’axe passant par le sommet; 3° par rapport
a une perpendiculaire a l’axe passant par le centre de
gravité; 4° par rapport a une perpendiculaire a l'axe
passant par le centre de la base.

(Juillet 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Question de cours. — Enoncer et
démontrer le théoréme des projections des quantités de
mouvement d’un systéme matériel, ou du mouvement du
centre de gravité, et le théoréme des moments des quan-
tités de mouvement.

Problémes. — I. Dans un plan rapporté a un systeme de
coordonnées polaires de péle O, construire la courbe (C)
représentée par l’équation

0 = asina2w,

ou w et p désignent l’angle polaire et le rayon vecteur
d’un point M, a étant une longueur donnée.
Construire aussi la courbe engendrée par le point M'

de la droite OM tel que OM et OM' satisfassent a U’égalité

OM OM' = a2,
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Calculer 'aire d’une boucle de la courbe (C).

Calculer le volume de la portion de l'espace limitée
par la sphére de centre O et de rayon a et par le cylindre
droit qui a (C) pour base.

Trouver et intégrer U’équation différentielle des trajec-
toires orthogonales de la famille de courbes engendrée
par (C) quand a varie.

I. 1° Construire — les axes de coordonnées étant rec-
tangulaires — la courbe plane représentée par l’équation

¥y =x(k+ Lz),

) désignant un paramétre.

Calculer les coordonnées du point de cette courbe ou la
tangente est paralléle a Ox; indiquer la ligne décrite par
ce point quand ) varie.

Calculer l’aire du triangle curviligne limité par Oz,
la courbe donnée et une paralléle ¢ Oy.

2° Intégrer U'équation différentielle

Y+ y =+ cosx.

EPREUVE PRATIQUE. — Algébre, Géométrie analytique,
Calcul différentiel et intégral. — Construire la courbe C
représentée en coordonnées polaires par l’équation

p = cos3uw.

On représentera par L et S la longueur et l'aire d’une
boucle.
Soient I et S’ la longueur et l’aire de la courbe E

r-qyi=1.

L
Calculer S, S', et le rapport i (ce rapport est un nombre

rationnel).

Mécanique (au choix). — I. Un point matériel M de
masse 1 mobile sur une droite est attiré par un point O
de cette droite proportionnellement a la distance, la
valeur absolue de l'attraction a l’unité de distance
étant 2%, et repoussé par un autre point A de celte droite
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(OA = 2) proportionnellement & la distance, la valeur

absolue de répulsion a l'unité de distance étant B2.
Le point M a-t-il une position d’équilibre? Montrer que

_° M A

Dattraction et la répulsion considérées peuvent étre rem-
placées en général par une attraction ou une répulsion
unique. Dans le cas ou elles peuvent étre remplacées par
une attraction unique, quel est le mouvement du pointM,
quelle est la période de ce mouvement? La position d’équi-
libre du point M est-elle stable ou instable? Quand le
point M n’a pas de position d’équilibre, quel est son mou-
vement?

IL. 1° Calculer le travail & fournir pour faire passer 1o™*
d’eau d’un réservoir A, qui en contient 25, dans un réser-
voir A', qui est vide, sachant que :

A est un parallélépipéde rectangle dont la base hori-
zontale B a 3™,2 de long sur 2™,15 de large;

A’ est un cylindre de révolution, dont la base horizon-
tale B', placée a 6™,5 au-dessus de B, a 2™,2 de diamétre.

2° Trouver la condition de l’équilibre strict du systéme
suivant :

Un solide S, de poids Q, repose par une face plane sur

5 A

P

une table horizontale H, sur laquelle il peut glisser avec
Srottement; il est soumis en A a un effort de traction
exercé par une corde ABCD, qui s’enroule en BC sur la
section droite d’un cylindre de révolution fize O, sur
lequel elle peut glisser avec frottement, et qui porte a
son extrémité D un poids P. On supposera que le brin AB
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est horisontal et que son prolengement renconire la ver—
ticale du centre de gravité G de S.

Données. — Poids, Q = 50%8; coefficient de frottement
de SsurH, f=o0,13; coefficient de frottement de la corde
sur le tambour O, f'= o,25.

On rappelle que le nombre e = 2,718 sensiblement.

(Novembre 1912.)

Lyon.

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Principe des vitesses virtuelles.
Principe de d’ Alembert. Equations de Lagrange.

Il. On considére la surface qui rapportée a trois azes
rectangulaires a pour équation

a3+ y?
x4 y?

<

1° Montrer que sur cette surface il y a une infinité de
droites.

2° Construire les courbes de niveau, sections de la sur-
Sface par des plans paralléles @ zO0y.

3° Lignes de plus grande pente de la surface.

4° Volume compris entre le plan z = o, lu surface et les
quatre plans : x =0, x =1, y =o0, y =1.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer I’équation différentielle

(E) r Dy =

T ‘/z‘2——|

2° Quelle relation y a-t-il entre les courbes intégrales
de l’équation (E) et la courbe
—_ e.l'
(©) R T e —
(z +1)yxr—1
3° Construire la courbe (C).
3° La courbe (C) coupe-t-elle la droite

]:—;-

(Juillet 1912.)
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EPREUVE THEORIQUE. — I. Etant donnes trois azes de
coordonnées rectangulaires, on considére la courbe C du
plan 20y qui a pour équation en coordonnées polaires

= cos -
P 5’

Ox étant l’axe polaire.

1° Construire cette courbe.

2* Déterminer son degré.

3 On considére la surface cylindrique engendrée par
des droites paralléles a Oz qui sappuient sur la portion
de courbe C décrite, lorsque 0 varie de o a n. Volume du
solide S limité par cette surface cylindrique, par le
plan z =o et par le plan s = y.

j° Aires des différentes faces du solide S.

L. Etablir I’équation différentielle du mouvement d’un
point matériel sur une courbe fixe donnée, quand on
néglige le frottement. Appliquer au mouvement du pen-
dule simple.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Construire la courbe

b — 323 4 272

y= (x—+1)2(x2+1)

sans étudier la dérivée y'. Position des branches de la
courbe par rapport aux asymptotes.

1
2° Calculerf ydz.
0

3° Nombre de points d’intersection réels de la courbe et
de la droite y =1. Calculer a | prés les coordonnées de
ces points d’intersection. (Novembre 1912.)

Marseille.

EPREUVE THEORIQUE. — I. Un segment rectiligne AB de
ongueur ma roule sans glisser sur un cercle fixe de
centre O et de rayon a, de maniére gue le point de
contact T du segment avec le cercle soit au début du
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mouvement & l'une des extrémités du segment et a la fin

a Uautre.
1° Exprimer les coordonnées rectangulaires des points

des trajectoires que décrivent les points A et B en fonction

de l'angle 0 = T/O\.z' qui est nul au début du mouvement,
2° Calculer la longueur de la trajectoire du point A.
3° Calculer I'aire comprise entre le cercle, la trajectoire
de A et la position finale du segment AB.

SOLUTION.
2 w2
s=a—;u=a? E
II. Dans un plan vertical, sur une droite horizontale O z,
peut glisser sans frottement une plaque triangulaire ABC
qui a la forme d’un triangle équilatéral de 1™ de coté.
Sur le cé6té AC on place un point pesant P qui a le méme
poids que la plaque. Ce point peut glisser sans frottement
sur AC.

Y

B C
o X

A Dorigine du temps, le systéme est sans vitesse et le
point P est en A. On abandonne le systéeme a lui-méme et
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U’on demande quel sera le déplacement de la plaque
quand le point P sera arrivé en C.

SOLUTION.
xr =—o™,25.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Former par identification une
série a coefficients constants

Y =ho+M& + Ma?+ A3+, ..
qui satisfasse a Uéquation différentielle

dxy

=

oll a est une constante positive ou négative.
2° Vérifier les propriétés suivantes :
La série obtenue est convergente pour toute valeur finie
de z.
On peut prendre arbitrairement les coefficients Ao et \y.
On peut ranger les termes de la série y de sorte qu’on ait

}’=)\o}'1+)\1}’2

en représentant par y, et par y, deux séries a coefficients
numériques (a étant compté comme un nombre donné),
l'une ne renfermant que des puissances paires de z,
Uautre que des pulssances impaires.

Chacune des séries y, et y, est une intégrale de l’équa-
tion différentielle.

3° Traiter successivement les cas oit l'on a

a=2 et a=—3.

Nota. — On peut vérifier les calculs en comparant les
résultats obtenus avec ceux que donne Uintégration
générale directe de U'équation différentielle.

(Juin 1911.)

EPRERUVE THEORIQUE. — En imaginant un tore engendré
par un cercle de o™,10 tournant autour d’un aze situé
dans son plan a une distance de 1™ du centre de ce cercle,
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on demande de mesurer les courbures principales en l’un
quelconque des points du tore situés & la distance de o™,95
de l’aze.

En prenant pour aze des z la normale a la surface au
point considéré, pour axes des x et des y les traces des
sections principales sur le plan tangent, donner une
valeur approchée de z considérée comme fonction de x et y
en négligeant les infiniment petits du troisiéme ordre.
Indiquer la nature du paraboloide correspondant qut
représente approximativement l’élément de surface du
tore dans le voisinage du point considéré.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer l’intégrale définie

du
)= f __du
. / 3 .
¢ 1— —sin?u
K

par la méthode ‘de Simpson en subdivisant l'intervalle

oA

. . .
de o a — en six parties égales.
2

Calculer la méme intégrale par la méthode des trapéses
en wtilisant les mémes ordonnées que dans la méthode de
Simpson.

On fera les calculs a cing décimales.

(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. Mathématiques. — Déterminer
U’enveloppe des droites de la famille déterminée en coor-
données rectangulaires par l’équation

Y = xtangx + mcota,

ot m représente une longueur donnée et 2 un paramétre
variable. Calculer l’angle de l'axe des x et du bras de
levier de la droite (perpendiculaire abaissée de l’origine
sur la droite) et la longueur de ce bras de levier quand o
est chotsi.

T
Longueur d’arc de la courbe enveloppe entre a et 3"
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II. Mécanique. — Un mobile pesant P est attiré par un
point fixze O proportionnellement a la distance; l’attraction
a la distance d est égale au poids du point mobile P.

Trouver le mouvement de P, sachant qu’a l’origine du
temps il Bst placé, sans vitesse initiale, sur I’horizontale
du point O en un point A, tel que OAy= a.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére la fonction représeniée
par le graphique suivant :

¥

B a
o D
C
ou les points A, B, C, D ont pour coordonnées
T 3w
=3 r=mx r= 3 =1
A 3 B > C i D o
- T, Y =03 __ T y=w0.
Yy = 2’ Y 2;

Cette fonction a pour période 2.

On demande de calculer les coeffictents de la série tri-
gonométrigue

Ay+ Ay cosz + Azcos2z +...
+ Bj sinz -~ By sinaz +...

qui la représente.
On rappelle auzx candidats les formules :

Ay = valeur moyenne de la fonction de o a A,
I 27 1 2T
A,= —f ycosnwdr, B,= —f ysinnz dz.
T ° T Py
(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — KEtant donnés trois axes recian-
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gulaires et une surface représentée par l’équation
z? :
7w =JS(5)

ou f(z) est une fonction qui sannule pour z=o et qui
prend des valeurs positives pour z positif, on peut consi-
dérer cette surface comme engendrée par une ellipse
située dans un plan mobile paralléle au plan des zy et
qui varie avec z, mais en restant semblable a elle-méme.
On peut, en outre, imaginer que cette surface, limitée par
un plan quelconque paralléle au plan des xy, représente
Uintérieur d’une coupe dont le fond est a l'origine des
coordonnées et dont le bord est l’une des ellipses précé-
dentes.

Cela posé, on place verticalement l’axe des z et l'on
suppose quon remplisse d’eau cette coupe jusqu'a une
hauteur z au moyen d'un robinet a débit constant
donnant a unités de capacité pendant l’'unité de temps, et
l’on demande :

1° Le volume d’eau jusqu’a la hauteur z;

2° L’expression de la vitesse d’accroissement de la hau-
teur z;

3° L’expression de la hauteur z en fonction du temps
lorsque f(z) est la dérivée d’une fonction connue F(3z).

Applications numériques. — En supposant un débit de 3'a
la minute.

1. On prend a =b =1" et f(z).1°" =223,

2. On prend a =b=1%" et f(z).19m*= 32, le décimétre
étant pris pour unité de longueur.

Vérifier que, pour une méme hauteur z dans les cas 1 et 2,
le carré de l'un des temps est proportionnel au cube de
lautre.

SOLUTION.

ho b Fa
v,=g‘(>.,+4s,+ S;)= ﬂaﬁ = [M’(;) +f(z)].

ds

A . . .
75 ce qui montre que la vitesse d’accroissement de z

est inversement proportionnelle a la section de niveau,
comme on pouvait le prévoir.
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On a
adt=mabf(z)dz
et, en intégrant,

2t =mabF(3) avec F(o)=o.
On a ensuite :

1° S; = 2735 en décimétres carrés,

V.= =32 en décimétres cubes,

7 3% en secondes;

ot -

2" S; = = 3? en décimétres carrés,

1 Cs

V.= - =z cn décimétres cubes,
3 :
I

ts= -3 en secondes,
9

Enfin, on a

o]
-
A

EPREUVE PRATIQUE. — Sur une droite Oz inclinée a 4
se meut sans frottement un point pesant M qui est attiré
par le point fize O proportionnellement a la distance;
Uattraction, @ 10™ de distance, est égale au poids du
point M.

1° Trouver la position d'équilibre.

2° Trouver le mouvement du point M en supposant qu'a
Uorigine du temps il est placé sans vitesse au point O.

3" Trouver, a {; de seconde preés, la durée de l’oscilla-
tion de M.

SOLUTION. .

A la distance z, l'attraction est kz; a la distance 10, on
a 10k = mg, d'ou la valeur de k. 3
V2 o

mg, d'ou z = 7,07.

L mg
Il y a équilibre pour Ty

Ann. de Mathémat., f* série, t. XIV. (Aoat-Sept. 1g14.) 6
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Dans le mouvement, on a

dizx n ;_angz_
mar ="mEV 3 0 "’

_ s VE
z_sﬁ<l cos o t>.

Le point oscille entre = 0 et z =14, 14.
La durée de l'oscillation simple est

d’ou

(Novembre 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Construire la courbe représentée
par l'équation
Tt—bxtyi4nt=1.

2° Trouver le mouvement d’un point A de masse égale a
Uunité attiré par un point fixe O dont U’attraction a la
distance p est égale a

O6k2a GA2a?

Po Pn

On suppose que la distance initiale du point A au
point O est a, et que la vitesse initiale est perpendiculaire

au rayon vecteur initial et est égale a ;-;

On montrera que la trajectoir e est représentée en coor-
données polaires par l’équation

p = a(2 -+ cosb),

et l'on donnera la relation qui détermine b en jfonction
du temps.

On montrera qu’a toute valeur du temps correspond une
el une seule valeur de 0.

SOLUTION.
Théoréme des aires
db

‘:7{—‘=k. N

(8]
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Théoréme des forces vives

c_ip_’ 2dﬂ*_d/c’a__Sk’a‘

de TP ar T p3 ¥

En éliminant d¢ on a

1 2

)

&
o

__4a Ja

1
A

&

)

d’ou l'on tire
dh dp

Sl ———————
Vai—(o—2a)

et par suite
o = a(2+ cosh).

En remplacant p par sa valeur dans I’équation des aires,

on a

-+ cos20

az<4+4c050+’ )dO—_—kdt,

d’ou

. .
%04— isinf 4 —sinaf = Cz.
) §

La dérivée du premier membre étant toujours positive, il
ne peut, pour une valeur donnée de ¢, y avoir plus d’une
racine. D’ailleurs cette racine existe, car, pour 0 =o, le
premier nombre est nul, et, pour § =, il est infini.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére l’équation différen-
tielle
2z dr .
—— +~b— =cx=sinanft
der dt 1t

dans laquelle on a
.
=1,5,

c =4,

S =0,2547.

1° Calculer une intégrale particuliére de la forme
Asin(amft 4 a2);

2° Calculer I’inté;’rale générale.

Nota. — Les valeurs numériques données provenant de
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mesures, on exécutera les calculs de maniére a obtenir
les résultats avec l’approximation strictement compatible

avec les données. (Juin 1913.)
Montpellier.
EPREUVE THEORIQUE. — Une courbe C a pour équation
3ayt= 3,

Par l'origine, on méne deux droites rectangulaires, de
. . —1 .
coefficients angulaires m et — qui coupent la courbe
' n
en deux points M et M'. Les tangentes en ces points se
coupent au point P.

1° Calculer les coordonnées de ce point P, et démontrer
qu’il décrit la parabole

4yr=ga(x —a)
lorsque m varie.

2° Montrer que cette parabole est tangente a la courbe C.
en deux points symétriques A et A'.

3° Calculer U’aire comprise entre les arcs de la courbe C
et de la parabole, limites aux trois points O, A, A'.

4° Calculer la longueur de ’arc OA de la courbe C.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les intégrales

1 © 2

x + x? 2+t

—dx et dz:
~/0‘ i . 1+

que devient la premiére de ces intégrales, si l’on fait le

, 1
changement de variable x = ~.

(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — Une courbe G est représentée, en
coordonnées polaires, par l’équation

g=a(1+ cosw),

Soit M un point de la courbe, la droite OM coupe ia
courbe en un autre point M'.
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1° Démontrer que la longueur MM’ est constante, et que
les tangentes en M et en M’ sont perpendiculaires.

2° Les normales en M et en M’ se coupent en un point A;
calculer les longuenrs MA et M'A; démontrer que OA est
perpendiculaire sur OM, et trouver le lieu du point A.

3° Calculer les coordonnées, x et y, du point A, et du
miliew B de MM'; former l’équation de la droite AB, et
démontrer qu’elle passe par un point fize.

4° Chercher l’enveloppe du cercle qui passe par les
trois points M, M', A.

EPREUVE PRATIQUE. — Déterminer ['intersection des
deux surfaces

x?+4 y?+ 32+ 4a?, r*+z2=3ax.

Evaluer le volume, et la surface totale, du solide limité
par les portions de ces surfaces comprises entre la courbe
d’intersection, et les points (o, 0, 0) de la seconde, (2a, 0, 0)
de la premiére. (Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — Déterminer Uintégrale générale

de Uéquation différentielle
% “+ 4y = 4cosam.

Déterminer lintégrale qui represente une courbe C
passant par l'origine, et tangente en ce point O & Oz.
Montrer qu'il y a deux tangentes & la courbe C, qui
passent par O, et qui ont une infinité de points de contact.
Déterminer, en chacun de ces points de contact, le centre
de courbure et le rayon de courbure; montrer que ces
centres de courbure sont sur une hyperbole. Montrer que
les aires des cercles de courbure, en ces points de contact,
ont une somme finie.

EpREUVE PRATIQUE. — Quelles sont les surfaces repré-
sentées par les équations

¥ z2
3
» f_’_ (x+ a)?
b -+ ¢ fa
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ot a, b, ¢ sont positifs. Montrer que leur intersection est
formée de deux courbes planes. Calculer le volume limité
par les parties des deux surfaces comprises entre ces

deux courbes planes. (Novembre 1912.)
Nancy.
EPREUVE THEORIQUE. — Analyse. — Etablir la formule
de Green

- _ 9Q P
L/C‘Pd.z—;—Qdy..'/‘b[ 3 dy)dzdy.

Application df(ydx——xd_y).
«

Géométrie. — Soit C une courbe tracée dans un plan
rapporté a deux axes rectangulaires Oz, Oy. La tangente
en un point quelconque M de la courbe C rencontre Oy en

un point B et la paralléle a Oy menée par M rencontre O x
en un point A.

1° Déterminer les courbes C pour lesquelles ’aire du

Y
JB
M
o A v

trapése OAMB a une valeur donnée K2, lorsque M déerit
la ocourbe.

2° Tracer les courbes G dont l’une est une hyperbole,
soit H. Montrer que l’aire limitée par I’hyperbole H, une
courbe C quelconque et la paralléle @ Oy menée par le
point de cette courbe C pour lequel la tangente est paral-
léle a Oz, a une valeur constante.

Géométrie et Mécanique. — On considére le cylindre
dont les génératrices sont paralléles a l'aze des z et dont
la base est la\parabole du plan des xy représentée par



Uéquation

Déterminer sur ce cylindre une courbe C, passant par
Uorigine des coordonnées, et dont les tangentes font avec

; LT .
Uaxe Oz un angle constant égal a - - On posera x = asint

’

et l’on exprimera les coordonnées des points de la courbe
au moyen du paramétre t.

En supposant que t représente le temps ¢t qu’un mobile,
de masse m. entiérement libre, ait un mouvement défint
par les expressions des coordonnées des points de la
courbe G en fonction du temps, déterminer la force qui le
sollicite et le travail de cette force pour un déplacement
du mobile. (Juin 1911.)

EPREUVE THEORMQUE. — Premiére Partie. — Un cercle étant
rapporté a deux diamétres rectangulaires Oz, Oy, on
définit un point Mvariable de ce cercle a l'aide de l’angle t
que forme le rayon OM avec Ox.

Sur la paralléle a Ox menée par M on porte un vecteur
MM/, dontla mesure est une fonction déterminée f (t) du
paramétre t. :

1° Etablir les formules donnant l’aire S balayée par le
vecteur MM' ¢t U’aire T balayée par le rayon vecteur O M’
lorsque t varie de zéro a une valeur quelconque. (Pour
trouver l'aire =, on utilisera les formules liant les coor-
données polaires du point M' a la variable t.)

2° Déterminer la fonction f(t) de telle sorte que le
rapport des aires £ et S ait une valeur constante égale
a K.
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Dans le casou K est égal a ['unité, achever l’intégration
et tracer les courbes lieu du point M',
Deuxiéme Partic. — I. Calcul du rayon de courbure d'une

courbe gauche.

Ii. On considére une barre homogéne AB de longueur 1

et dont la masse de l'unité de longueur est égale & p.
Cette barre se déplace dans un plan horizontal de facon
que ses extrémités A et B glissent sans frottement sur deux
arves rectangulaires Oz, Oy de ce plan. Sa position est
déterminée a chaque instant par l'angle BAO =0, et
chacun de ses points C est déterminé par sa distance
BC = S au point B.

Chaque élément de la barre, de longueur ds et de masse
dm, entourant un point tel que C, est soumis a une force
attractive de la part de O y; cette force est égale au produit
de dm par la mesure du vecteur CD mené par le point C
perpendiculairement @ QOy.

1° Déterminer la grandeur et la position de larésultante
des forces appliquées @ la barre lorsque 8 a une valeur
donnée; quel est le travail de ces forces pour un dépla-
cement de la barre?

2° Calculer, dlaprés le théoréme de Kinig, l'énergie
cinétique de la barre.

3° Ecrire l'équation du mouvement et achever l’inté-
gration, lorsque les conditions initiales permettent a la
barre d’atteindre la position Oz avec une vitesse nulle.

(Octobre 1911.)
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Paris.
EpREGVE THEORIQUE, — Analyse. — 1. Intégrer ’égquation
différentielle
&y  dy .
'd‘?"“% — 2y =€'—T—1.

Calculer I'intégrale y de cette équation qui s’annule
pour x = o, ainsi que sa dérivée premiére. Reconnailre si
la fonction y ainsi obtenue passe pcr un mazimum ou par
un minimum pour r = o.

Il. On considére l’intégrale curviligne.‘

y(i—x2+ y)doe +x (1 + 22— y)dy

f (1+ 22+ y2)? '
Démontrer que la valeur de cette intégrale, supposée
étendue a un arc de courbe AB, ne dépend que de l’ori-
gine A et de l’extrémité B de cet arc de courbe, et non
des points intermédiaires. Calculer Uintégrale, lorsque,
le point A étant l’origine des coordonnées, le point B a

des coordonnées données x4, y,.

1. Sotent Ox, Oy deux azes rectangulaires. Un point
quelconque M d’une courbe C se projette sur Ox en H et
la tangente en ce point rencontre Oz en T.

1° Déterminer toutes les courbes C telles que 'on ait
HO HY = — .

Construire celle de ces courbes ((y) qui passe par le
point x = o0, y =1, et calculer a 0,01 prés les coordonnées
de ses points d’inflexion.

2° On méne par O la paralléle ¢ la droite symétrique
de MT par rapport ¢ Oz. Cette paralléle rencontre MH
en m. Construire la courbe C,y, liew de ce point m, quand
M décrit C,.

3° Evaluer U'aire comprise entre Cy et C,.

Mécanique. — On considére le systéme matériel suivant :
Un fil inextensible, flexible et de poids négligeable,
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tout entier situé dans un plan vertical fixe, part d’un
point fixe O, descend verticalement, passe sous le cercle
de gorge d’une poulie mobile (C) et de poids P, remonte
verticalement, passe sur le cercle de gorge d’une poulie (C')
mobile autour de son axe horizontal supposé fize, redes-
cend verticalement et supporte un potds solide S homo-
géne, pesant, de poids Q, ayant la forme d’un cylindre
de révolution dont l’axe est dans le prolongement du fil.
A Dorigine des temps, le systéme, étant supposé sans vi-
tesse, est abandonné a lui-méme.

1° Déterminer le mouvement du solide S, le mouvement
de la poulie (C) et la tension du fil. Montrer que cette

tension ne dépasse jamals 3

2° On suppose que, dans le mouvement considéré, le so-
lide S descende & [’instant t,, on coupe le brin de fil qui
porte ce solide; il s’écoule alors un nouvel intervalle de
temps précisément égal a t,, avant que la poulie (C) repasse
par la position gu’elle occupait au début du mouvement.
Calculer le rapport des poids P et Q.

N. B. — On supposera les poulies (C) et (C') homogénes
et leurs cercles de gorge parfaitement lisses.

EpPREUVE PRATIQUE. — 1° Construire, sur une Seuille de
papier quadrillé, pour x variant de o a 1, la courbe

l}/:".
log-’-
x

2° Se servir de la courbe ainsi construite pour résoudre
graphiquement Uéquation

(6x+4)logi=1.

3° Calculer l'intégrale

au moyen de la formule de Simpson. lintervalle d’inté-
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gration étant partagé en dix parties égales. Comparer le
résultat obtenu a celui que fournirait l’utilisation directe
du quadrillage.

N. B. — On prendra pour origine un des quatre som-
mets de la partie quadrillée de la feuille, et pour aze
des z le plus petit cbté. On choisira les unités d’abscisse
et d’ordonnée, de maniére que le sommet de la partie
quadrillée de la feuille, opposé a l'origine, ait pour coor-
données £ =1, y =10. On calculera directement les ordon-
nées de la courbe pour des abscisses variant de centimétre
en centimétre et l’on inscrira les valeurs de ces ordonnées
sur la feuille de papier quadrillé.

Il n'est pas demandé une approximation plus grande
qgue celle que comporte l'usage exclusif de la régle a
calcul.

La rédaction contiendra des indications sommaires sur
les procédés de calcul employés.

(Juin 1911.)
EPREUVE THEORIQUE. — Analyse. — L. Intégrer le systéme
d’équations différentielles simultanées
dx dy
'd—t =Y, d_ =—x+t.

Déterminer la solution de ce systéme telle que pour t=o
xz et y prennent la valeur o.

Si l’on regarde les fonctions x et y de t ainsi détermi-
nées comme les coordonnées rectangulaires d’un point
dans un plan, ce point engendre, lorsque t varie, une cer-
taine courbe (C). Construire cette courbe.

Calculer Vaire engendrée par la révolution autour
de Oy de l'arc de la courbe (C) obtenu en faisantvariert
deoa am.

1I. On donne, dans un plan, deuzr axes de coordonnées
rectangulaires Ox et Oy. On désigne par M un point
quelconque d’une courbe (C) du plan, par P sa projection
sur Oz, par Q le point d’intersection de Oy avegc la tan-
gente & la courbe C en M.

Former léquation différentielle des courbes (C) qui
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Jouissent de la propriété que l’aire du trapéze OPMQ est
égale & une aire donnée a*. Intégrer cette équation et
construire celle des courbes (C) qui passe par le point
dont les coordonnées sont x = a, y = a.

Mécanique. — I. On donne, dans un plan five, deux azes
de coordonnées rectangulaires fixes Ox et Oy. Un point
matériel M, de masse m, peut se mouvoir librement dans
ce plan. 1l se trouve que, sous l’action d’une certaine force
paralléle a Oy, ce point admet comme trajectoire une
circonférence (C) de centre O et de rayon R. On connait
la vitesse vy dont est animé le mobile au moment t = o ou
son abscisse est nulle.

Calculer en fonction du temps les coordonnées du
point M; calculer en fonction de l’ordonnée du point M

la vitesse de ce point et la force qui produit son mouve-
mendt.

II. On considére un plan incliné rugueuxr faisant, avec
le plan horizontal, un angle donné a. Le coefficient de
frottement est f. Un point matériel pesant de poids P est
placé sur ce plan incliné. On lui applique une force égale
a son poids et dirigée suivant ’horizontale du plan incliné
qut passe par le point. On demande & quelle condition
doit satisfaire f, l’angle o étant supposé donné pour gque
le point soit en équilibre.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére, dans un plan rap-
porté a deux axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy,
la chainette dont l’équation est

ex 4 e~%
y =chux ou y=—"

Soit M un point guelconque de la chainette, P sa pro-
Jection sur Ox, A le sommet de la chainette. Déterminer
le point M par la condition que l'on ait

OA +~ PM = OP 4+ arcAM.

On calculera les coordonnées du point cherché M a

prés. (Octobre 1911.)
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EPREUVE THEORIQUE. — Analyse. — I. Intégrer le systéma
d’équations différentielles

dr _

AL

dy .
z—z—i—/hy—fwsmt.

Déterminer une solution de ce systéme par la condition
que x et y s’annulent pour t = o, et calculer le premier
terme non nul dans les développements en séries entiéres
en t des fonctions x et y ainst obtenues.

II. Une courbe plane (C) est rapportée a deux azxes rec-
tangulaires Oz, Oy, latangente en un point quelconque M
de la courbe (G) rencontre au point T l'axe Oy.

Déterminer la courbe C, de maniére que l’angle MFT
soit droit, F étant un point fize situé sur Oz, a la dis-
tance a du point O. Discuter la nature de la courbe (C)
obtenue suivant la valeur donnée a la constante d’inté-
gration.

1. Etant donnés trois ares rectangulaires Oz, Oy, Oz,
on demande de calculer le volume du solide limité par le

cylindre y =chx, par la surface% =thuz, et par les plans

r=o0,2 =1, 3=o0. On rappelle les formules :

ex 4 e~ er—e-x shx
chy = ——, shr = ———, thr = —=.
2 2 c

Mécanique. — Un point matériel pesant M, de masse m,
se déplace dans un milieu qui lut oppose une résistance,
dirigée en sens inverse de la vitesse de M, et d’intensité
% » ou & désigne U’accélération due a la pesan-
teur, v la valeur algébrique de la vitesse de M et K, un
coefficient numérique. Soit x'Ox un axe orienté, la direc-
tion positive Oz étant celle de la verticale descendante.

1° A Uinstant initial M est lancé du point O avec une
vitesse vo=—a (a > o) dirigée suivant la verticale ascen-

R =mg
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dante Oz'. On demande !’abscisse x =— h(h>o0) du
point le plus haut O, atteint par M, ainsi que le temps T
employé par M pour aller de O a O,.

2° On prendra désormais O, comme nouvelle origine
des abscisses (la direction positive des abscisses étant tou—

T

410

3

Jours celle de la verticale descendante), et U’instant ou M
est en O, comme nouvelle origine des temps. Sous ’action
de la pesanteur et de la résistance R, le point M va des-
cendre suivant la verticale Oy0z. Donner les expressions

v =0(2) et xr = f(t)

de la vitesse et de l’abscisse de M a un instant quel-
conque t.

3° On admet que K est trés grand, de telle sorte qu'on
1

puisse négliger dans les calculs les puissances de g

supé-
rieures a 2.

Montrer que [’approzximation précédente permet
d’écrire

3

o(1) = gt — 2L,
g2 B¢t
WO=T e

A et B étant deux coefficients (ne dépendant que de g) que
l'on calculera.

Applications : g = g80; K = 9,8 < 10%; calculer a l’ins-
tant t=1, ¢(t) et Y(t) avec l'approximation permise
au 3°.
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EPREUVE PRATIQUE. — Un récipient d’une contenance de
10 litres a la forme d’un cylindre de révolution limité par
deux plans perpendiculaires a l’axe (A) du cylindre et
situés a une distance de 50°™ l’un de l’autre. On verse ' de
liguide a l'intérieur du récipient supposé placé de telle
sorte que (A) soit horizontal.

Soit (C) la section du récipient par un plan (P) per-

A \\ D B

pendiculaire & (A), O [l’intersection de (P) avec (A),
AB Uintersection de (P) avec la surface libre du liquide
et x le supplément de ’angle AOB.

1° Former l'équation a laquelle satisfait x.

2° Résoudre cette équation avec la précision que com-
portent les Tables de logarithmes a cing décimales.

3° Calculer en centimétres (avec la méme précision) la
distance OD de l’axe du récipient a la surface libre.

(Juillet 1g12.)

EprEUVE THEORIQUE. — Analyse — I. Intégrer Uéquation
différentielle
2y  dy
VAR, W AN 2y = eXcosmx
dzt a7 ’

ot m désigne une constante donnée. Calculer l'intégrale
qui, pour x = o, s’annule, ainsi que sa dérivée premiére
Calculer, & ’origine des coordonnées, le rayon de cour-
bure de la courbe qui représente la variation de cette
intégrale.

1. Etant donnés, dans un plan, deux axes de coordon-
nées rectangulaires Oz, Oy, on considére dans ce plan
un courbe (C). Soit M un point quelconque de cette courbe;



(416)

soit I le centre de courbure de la courbe en M; soit P la
projection du point 1 sur la paralléle @ Ox menée par M;
soit Q la projection du point P sur la normale MI.
Former et intégrer Uéquation différentielle des
courbes (C), telles que la longueur QI soit égale & une
longueur donnée a. Indiquer la forme des courbes (C).

III. Construire la courbe représentée en coordonnées
rectangulaires par l'égquation

(x4 y?) =y

Evaluer a i prés Uaire comprise entre cetle courbe
et la droite x =1, ainsi que ’abscisse du centre de gravité
de cette aire.

Mécanique. — Dans un plan rapporté a deux axes de
coordonnées rectangulaires Oz, Oy se meut un point
matériel M, de masse égal a 1, de coordonnées z et y.I!
est soumis & une force F dont les composantes, suivant les
azes de coordonnées, sont X =—x, Y =— 4y.

1° Chercher s'il existe une fonction de force U(xr, y);
dans Uaffirmative, déterminer U(x, y) et construire les
courbes de niveau (S) du champ (H) créé par la force F.

2° Former et intégrer les équations différentielles du
mouvement du point M.

3° M étant abandonné sans vitesse initiale, a l’instant
t=o0, du point A de coordonnées xy=1, yo=1, donner
les expressions

x=f(t), y=g()

des coordonnées de M a l'instant t; construire la trajec-
toire (T) correspondante et calculer la vitesse v a 1'ins-
tant t.

4° Montrer gu’aux poins de (T), ot la vitesse v est maxi-
mum ou minimum (sans étre nulle), la trajectoire (T)
est tangente & la courbe de niveau (S) passant par ces
points.

EPREUVE PRATIQUE. — Soient deuz aves de coordonnées
rectangulaires Oz, Oy et ’hyperbole (H) d’équation

ry =1.
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Déterminer les coordonnées z, y(z >1,y <1)d’un point M
de (H) satisfaisant a la condition suivante :
Soit P Uintersection de la paralléle & Oy menée par M

4

avec la paralléle a Oy menée par A, A étant le point
de (H) d’abscisse x = 1; ’aire limitée par I’hyperbole (H),
les droites AP et PM, doit étre égale a 1.

On calculera x et y avec la précision que comportent
les Tables de logarithmes a cing décimales.

N. B. — On pourra d’abord calculer y.
(Octobre 1912.)

Poitiers.
EPREUVE THEORIQUE. — I. Soit
dzy ay _
d._v"-+A'('z‘)d—x +Ag(z)y =0

une équation différentielle linéaire a coefficients quel-
conques. Montrer comment, st l’on connait une intégrale
particuliére, on peut ramener le calcul de l’intégrale
générale & lintégration d’une équation linéaire du pre-
mier ordre.

Il. On considére U’égquation linéaire

d’y__i_.);zzg (a>o).

drx? x? x
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1° Montrer qu’il existe une infinité de polynomes du
second degré en x satisfaisant & cette équation.

2° Former Vintégrale générale de l’équation.

3° Construction des courbes intégrales et discussion
sutvant les valeurs des constantes d’intégration.

i° On considérera en particulier l'intégrale Y, (z) qui
passe par les points x =1, y=a et x=—1, y=a, €t
Uintégrale Y, (z) qui passe par l’origine et par le point
z=1, y=o0. L’aire comprise entre les deux courbes cor-
respondantes dans [’angle des coordonnées positives
a-t-elle une valeur finie? La différence entre les deux
portions de cette aire situées de part et d’autre de la

. i .
droite x = 5 a-t-elle une valeur finie ?

(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — I. Question de cours. — Applica-

tion des intégrales multiples a la détermination du
centre de gravité d'un corps homogéne.

Exemples : 1° Trouver les coordonnées du centre de
gravité de la demi-sphére d’équation x* + y? + 32 = R?
située au-dessus du plan des xy.

2° Trouver, par la méthode des intégrales triples, les
coordonnées du centre de gravité du tétraédre qui a pour
sommets : l'origine des coordonnées O; le point A de
Uazxe des x qui a pour abscisse za; le point b de l'axe
des y qui a pour ordonnée zb; le point G qui @ pour
coordonnées o =a, yy="5b, 30 =c (on suppose a, b, c

positifs).

1. Un fardeau, placé sur un plan rugueux incliné
de 30° sur le plan horizontal, est soumis & une force F
paralléle au plan incliné et dirigée vers le haut. On
observe que le fardeau ne reste en équilibre que si F
est compris entre certaines valeurs ¢ et ®. Sachant

que%:o,z, calculer le coefficient du frottement du

Sardeau sur le plan.

EPREUVE PRATIQUE. — Intégrer le systéme des équations
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différentielles
dy .
e +3y —23=ersinx,
dsz
Y + 4z =z
(Juillet 19r12.)
EPREUVE THEORIQUE. — I. 1° Déterminer la valeur de la

constante a de maniére que I’équation
(1) ()’ — y?) sintz + aysinzcosx +1=0

admette la solution
¥y =cotx.

2° a étant ainst déterminée, montrer que la diffé-
rence y — cotx satisfait a une équation de Bernoulli et
déduire de la lintégrale générale de I’équation (1).

II. 1° Théorie des enveloppes dans le plan.

2° Application.

Déterminer l’enveloppe des ellipses dont les axes de
symétrie sont deux droites rectangulaires données et
dont la mesure de l’aire est un nombre donné A,

EPREUVE PRATIQUE. — On considére une fonction égale
T
3
LA , .
tervalle S5 On demande de développer la fonction en

série trigonométrique dans Uintervalle ow elle est définie
(Novembre 1912.)

. T . N .
a1 dans Uintervalle — a - et égale a x*—ax dans l’in-
2

EPREUVE THEORIQUE. — I. Question de cours. — Intégra-
tion d’une équation aux dérivées partielles linéaires du
premier ordre a deux variables indépendantes.

II. On considére l’équation aux dérivées partielles
(1) Py —gqz=o.

1° Trouver la solution générale de cette équation.
2° Montrer qu'il existe une famille de solutions, ou sur
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faces intégrales, qui sont des cénes droits ayant pour
base le cercle de rayon 1 du plan xy dont le centre est a
Uorigine.

3° Montrer qu’il existe, d’autre part, une famille de
surfaces intégrales qui sont des paraboloides de révo-
lution autour de l’axe des z.

4° Soient (P) celui de ces paraboloides qui a pour sommet
l'origine et pour paramétre et (G) l’un quelconque des
cénes définis plus haut, ayant son sommet au-dessus du
plan des xy. On évaluera le volume et la surface du
solide fini délimité par les deux corps (P) et (C) [portion
commune aux deux corps, entre le plan des xy et le
sommet du céne].

1. 1° Déterminer l'enveloppe E des circonférences S
dont l’équation en coordonnées rectangulaires est

x4+ yit-o2ppxr —2psy = o,

ot p est une constante et p un paramétre arbitraire.
2° Construire la courbe E.

Eenevuve pratiour. — Un enfant a fait tourner dans un
plan vertical fze une pierre de poids P attachée a l'ex-
trémité A d’une ficelle de longueur l et de poids négli-
geable. Pour maintenir fixe l'autre extrémité B, sa main
dott exercer une résistance R. On demande :

° De montrer que le nombre N de tours de la pierre
par unité de temps ne peut s'abaisser — sans que la
Sicelle cesse d’étre tendue — au-dessous d’un certain mini-
mum n, qu’on peut déterminer connaissant .

2° De calculer la résistance R et d’étudier sa variation
(en supposant N > n) quand la ficelle tourne.
o — R
R
que l’on commettrait en prenant pour R la valeur Ry de R
quand la pierre passe au point le plus bas (en supposant
toujours N > n).

. . R
3° Decalculer le mazimum e de U’erreur relative

; . N
4° De déterminer pour quelles valeurs de—L on aura
7
e A
5" De calculer Fo en grammes-poids quand N =n
tl=0o

™ 50.
(Juin 1913.)



Rennes.
EpREUVE THEORIQUE. - - Intégrer U’équation de Bernoulli
dy vy _—x"

ou k désigne une constante, et déterminer la solution par-
ticuliére telle que, pour x = a, on a y = o. Construire la
courbe définie par l’équation
x?
yr= F(a“—’—-—x’ .
ot a et k sont des constantes, les axes étant supposés rec-
tangulaires.

Calculer ’aire limitée par la courbe, l'axe des x et les
droites x = o, x = a.

Dans le cas particulier ot k = 2y/2 a, calculer la lon-
gueur de l’arc s, comptée a partir de lorigine. [On
vérifiera que, st l'on pose

Z = asint,

on trouve
ds a

@S a

(2 + cos2t).]

Dans le méme cas particulier, calculer le rayon de
courbure en un point M de la courbe, en fonction du
paramétre t.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére la courbe définie en
coordonnées par les formules :

z=0f"(t) —2tf'(t)=2f(1),
y ==t = f(e),
z = f'(¢t).

Calculer, en fonction de t, les cosinus directeurs de la
tangente, la différentielle de l’'arc, l’équation du plan
osculateur et le rayon de courbure.

(Juin 1911.)
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EPREBUVE TukoRriQuE. — Dans un plan vertical rapporté &

deur axes rectangulaires, Oz (horizontal) et Oy (vertical
dirigé vers le haut), on considére deux droites :

(D) xr = a,
(b") r=—a.

Un point M de masse égale & l’unité, placé entre ces
deux droites, est soumis a l’action de son poids g et attiré
vers chacune des droites (D), (D), perpendiculairement a
ces droites, en raison inverse de la distance.

L’intensité de chaque force d'attraction est représentée

a , . . . . N
par —{51 d désignant la distance variable du point M a la
[2
droite considérée :

1° Trouver, en fonction de l’abscisse x du point M, la
résultante F de ces trois forces.

2° Soit 2 'angle que forme F avec Ox; calculer tang a,
Jormer Uéquation du second degré correspondante en

a . ;
tang -, et montrer que l’une des racines de cette équa-
2

. , L —
tion est égale a
T —a

3° Trouver les lignes de force du champ résultant.
Calculer pour l’une quelconque d’entre elles, en fonction
de Uabscisse, le rayon de courbure et la longueur d’arc,
comptée @ partir du point d’abscisse x,.

Epneuve praTIQUE. — 1° Calculer Uintégrale indéfinie

[(R+a)2+ (R —a)]dt
[(R+apiz+ (R —a)x|(1+ %)

2" Calculer l’tntégrale curviligne

/’ (x—a)dy — ydx
J, @=arsy

prise le long d’un cercle (C) ayant pour centre l'origine,
et pour rayon (R), en supposant que a désigne une cons-
tante positive, et que les axes Oz, Oy sont rectangu-
laires.
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(On devra distinguer deuz cas :

1° R>a, 2° R<a)

‘(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. -~ [. Théoréme de Meusnier.

II. On considére une courbe (C) rapportée a des axes
rectangulaires Oz, Oy, et pour laquelle ’abscisse x de
chaque point M s’exprime en fonction de l’angle o que
forme la tangente avec Ox par la relation

(1) x = a(1— cosa).

Démontrer que l'ordonnée y vérifie l’équation diffé-
rentielle

(2) dy  asin?a
) dx~  cosa

Déduire de l’équation (2) l’expression explicite de y en
Jonction de a et déterminer la constante d’intégratior de
facon que y sannule pour « = o.

La courbe (C) étant dinsi définie, on demande d’en
étudier la forme, d’en construire l’asymptote, de calculer
le rayon de courbure, les coordonnées du céntre de cour-

bure, et la longueur d'arc, comptée a partir de ’origine
des coordonnées.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Calculer l'intégrale définie

i

Y (. -
Jy 1+ Kk?tang'e

k désignant une constante positive.
2° Calculer U'intégrale

+1 ' . 1+
J=b/_l [1+x+k2(l——-x)]\/l—xdz'

(Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — On donne le systéme d’équations



différentielles -

dy sint dz
dt ~ cost di’

) cost drz  dy xr _  acost
Sntdi Cdi wnie | sner

1° Former Uéquation différentielle du premier ordre
qui définit x en fonctions de t. Intégrer cette équation.

2° Vérifier que l'on a une solution du systéme donné (1)
en prenant, pour les fonctions inconnues, x et y :
(2) r = a(cost— tsint)— I sint,

2 .
¥ = a(sint — tcost) — [l cost,

! désignant une nouvelle constante.

Montrer que cette solution se déduit de la solution

. . .. ko
générale en y ajoutant la condition que, pour t = -, on
2

doit avoir
aT

T = ! et y=a.

3° Les formules (2) ot {'on regarde t comme un para-
métre dé finissent une courbe (C), rapportée a deuxr azes
rectangulaires Ox, Oy. Calculer pour un point variable M
de la courbe G :

L’arc s compté a partir du point t =o;

L'angle de la tangente avec Ox;

Le rayon de courbure;

Les coordonnées du centre de courbure.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére la courbe définie en
coordonnées rectangulaires par les équations

& = sin2¢ — cos?¢,
¥ =2t —2sint cost,
3= 4 sint,
Calculer -
1° Les costnus directeurs de la tangente;
2° L’arc compté a partir du pointt = o;
3¢ Le rayon de courbure et les cosinus directeurs de la

normale principale.
(Juin 1913.)



