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AGREGATION HES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS UE 1 9 1 3 ) .

Mathématiques spéciales.

I. Par deux points fixes A et A' (AA/= 2 a), on
fait passer un cercle variable de centre C; un cercle
de rayon a passe par le point C et son centre C est
sur la perpendiculaire à A A' en son milieu, le vec-
teur CC' ayant toujours le même sens. Construire
le lieu Y des points communs aux deux cercles. (On
pourra exprimer les coordonnées d'un point du lieu
en fonctions d'un paramètre.)

IL Une droite variable D perpendiculaire à A A'
rencontre V en quatre points M,, M,, M2, M'2; au



point M| on peut associer un point M't tel que le mi-
lieu du segment M,M'( décrive un cercle I\ ; mon-
trer que les droites AM,, A'M', sont rectangulaires.
Construire le lieu des milieux de tous les segments
déterminés sur D par Y.

III. Les hyperboles équilatères qui passent par A
et A' rencontrent Y en quatre points formant deux
couples de points associés M, et M[ ; si Cou suppose
un de ces couples constitué par deux points fixes, le
lieu des centres des hyperboles correspondantes est
un cercle ; quel est le lieu du centre de ce cercle et
quelle est Venveloppe de ce cercle, quand on fait
varier les points associés supposés fixes primiti-
vement ?

IV. Les hyperboles équilatères qui passent par A
et A' et sont tangentes à F se distribuent en plu-
sieurs faisceaux ponctuels et une famille constituée
par des hyperboles bitangentes à Y.

On considère deux hyperboles H, et H2 qui f ont
partie de cette famille et sont tangentes à F, V une
en Mi et M'n Vautre en M2 et M.,, ces quatre points
étant en ligne droite; montrer que la droite qui
joint le milieu de M, M', au point de rencontre M
des tangentes à Y en M, et M\ est tangente au
cercle Y{.

H, et Ho ont une corde commune qui ne passe par
aucun des points A, A'; soit P le point où cette
corde rencontre AA;; trouver Venveloppe de MP.

SOLUTION PAR Mlle L. GRUMEAU, à Poitiers.

I. Prenons pour axes AA' et la perpendiculaire en
son milieu O. Soient (C) et (G') les cercles mobiles
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de centre C et C'. Si l'ordonnée de C est X, leurs équa-
tions respectives sont

(C) x2-hy2 — 2ly=a\
2 2 ( X ) X 2 X = o,

qui donnent pour les points de rencontre

__ (X-t-a)2 ^ _ (X2-+-«2)(3tt2 — X2)
" -y. a 4 #*

Pour simplifier l'écriture, posons

a 2 - h X2 = 2flj0,

d'où
X ~±\/a('ip — a).

Alors
j / ^ ^ + X, x* = p(2a —p);

on en déduit pour l'équation de F

{a?2-hy1 )- -h 4#. /(#2 — y2) —

A chaque valeur de p correspondent deux valeurs
opposées de A, donc quatre points, d'abscisses

± s/p{-ia —p)

et d'ordonnées

"p dz sja{-ip — a)

que nous désignerons paryK

Pour construire F, il nous suffit de faire varier p

de — à 2a et à cause de la sjmétiie par rapport à Oy,

nous ne prendrons que la valeur positive de x. La va-



nation se résume en
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On en déduit la forme de la courbe donnée sur la
figure. Elle présente deux, rebroussements en A et A7

et les tangentes sont à /\5'y sur les axes.

IL Quand on se donne x, on a p par l'équation
p2—lap H- x2= o. A chaque racine correspondent
deux valeurs opposées pour X, donc deux points réels
ou imaginaires dont le milieu JJL, a pour ordonnée p et
la relation . r 2 4 - p 2 — i a p ~ o montre que p.< est sur
un cercle T{ de rayon a tangent à AA; en O, ce qui
détermine l'association demandée des points MH Mj ;
ceux-ci devront donc correspondre à la même valeur
de p.

Des considérations géométriques donnent facilement
ce résultat. Faisons subir : i° une symétrie par rapport
à AA' à toute la figure, (C) vient en (C t) et (C)
en (Cj); 2° une symétrie par rapport à une parallèle
à AA' menée par C, au cercle (C,) qui vient en (C")
et coupe (Cj) en M[. Il est facile de reconnaître qu'à
un point M du lieu correspond ainsi un autre point M\
également du lieu, mais ces deux opérations équivalent
à une translation — 2X parallèle à Oy. Le milieu ji.4
de M, Mj se déduit donc de M, par une translation pa-
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rallèle à 0y el égale à — X, ce qui amène le cercle (C)
en F, tangent à AA'. Ces opérations monlrent en
même temps que M[ est l'orthocentre de AM4 A'.

A un point M, donné par son abscisse x et corres-
pondant aux valeurs /; et X des paramètres, on peut
faire correspondre son associé (pt — X) et le lieu du
milieu est F, ou l'aulre racine pf de p2 — iap -{- x2 — o
avec les deux valeurs ± V correspondantes, les mi-



lieux ont alors pour ordonnées y = ** "^ ~*~̂  ~~ en

tenant compte de p-{-pf— 2a et pp'z=x2, on en dé-
duit l'équation du lieu

= (y — a)4 — a2(jK — a)»-+- a4.

Le lieu se compose de deux branches symétriques
par rapport à Oy. En ne s'occupant que de la branche
x >> o, on voit qu'elle aura même forme générale que
celle de la courbe représentant la variation du trinôme
bicarré

(y — a)4-4- «2(jr — a)2-h a4

et les parties pour lesquelles \x\<a correspondent
seules à des points réels sur F<.

111. Une hyperbole équilatère H{ passant par A, A',
rebroussements de F, n'a évidemment que quatre autres
points communs avec cette courbe du quatrième degré.
Soit Mt l'un d'eux, nous avons vu que son associé M.[
est l'orthocentre de AM, A', il est donc sur H< et si l'on
suppose MhM', fixes, le lieu du centre de H( est le
cercle des neuf points (y) du même triangle. Si N|,N ;

4

sont les deux au 1res points associés sur H< à AN{ Af

ou AN;
4 A' correspondrait un second cercle (y'), le

centre de H< est à l'intersection de y et Y et par suite
symétrique de O par rapport à la ligne des centres de
ces deux cercles. Le centre de (y) est le milieu de OJJLJ,

il décrit donc un cercle (F2) liomothétique à (F4) dans
le rapport - et qui sera par suite tangent lui-même
à AA' en O avec un diamèlre a.

Quand M4 et M\ varient, (y) varie en passant par O;
il touche son enveloppe au symétrique de O par rap-
port à ia tangente au lieu de son centre, c'est-à-dire
au pied de la perpendiculaire abaissée de O sur la tan-
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gente à (F4) menée en JA, ; celte enveloppe est donc la
podaire de (Yt) pour le point O, c'est-à-dire une car-
dioïde ayant O pour rebroussement et (F2) pour base.

IV. Une hyperbole H, passant par A, A' et M| sera
tangente à (F) en ce point si un deuxième point vient
se confondre avec lui. Ce deuxième point peut être son
associé M'j mais nous avons vu que deux poinls asso-
ciés correspondent à la même valeur de p et à des va-
leurs opposées de X, ce qui entraîne X = o, p = - • 11

x — àz a,
y a ainsi deux points M1 a

y = v
En chacun de ces points les hyperboles sont tan-

gentes à la courbe et par suite à une parallèle à Oy.
Comme elles passent par A et A', elles forment deux
faisceaux ponctuels. Si le point qui vient se confondre
avec M4 n'est pas son associé, soit N, ce point, alors
l'associé N't de N< vient aussi se confondre avec JMj
associé de M{ et l'hyperbole est bitangente à (F). Une
telle hyperbole aura pour centre le point où (r ) touche
son enveloppe, c'est-à-dire le pied de la perpendicu-
laire abaissée de O sur la tangente en JJL, à F4.

Considérons une hyperbole Hj rencontrant F aux
points associés M,, M\ et N,, N't, les milieux des
segments correspondants étant a, et v t, la figure
N< M, M, NJ est un trapèze et les côtés non parallèles
sont concourants avec la droite joignant les milieux
des bases. Cette propriété aura encore lieu si N< se
rapproche indéfiniment de M{ et montre que les tan-
gentes en M, et M[ à (F) sont concourantes avec la
tangente en pi| à (F | ) . Mp.| est pour H{ le diamètre
conjugué de la direction Oy.

Les hyperboles H< et H2 déterminées par les points



associés M<, M', (milieu [*,) et M2, M'2 (milieu JJL2) au-
ront leur seconde corde commune BB' perpendiculaire
à A A', car par A, A', B, B' passent deux hyperboles équi-
latères et par suite l'un des qualres points est l'ortho-
centredu triangle formé par les trois autres. Le milieu I
de BB' est donc à la fois sur les tangentes à (F< ) en pt,
et JJL2, donc à leur point de rencontre, par suite si H
est le pied de M4 M', sur AA', AHVP forment une
division harmonique. La polaire de H par rapport à
l'hyperbole H< passe donc par P; elle passe d'autre
part au pôle M de M,M'n c'est donc la droite MP
et elle rencontre HM,M', en H' conjugué de H par

rapport à M, M'. Les coordonnées de P sont—et O
x

(x étant l'abscisse de H).
Celles de H' sont où et ^p- = ( / ? ~ a ) 2 ; l'équation

de MP ê t donc

ou

en tenant compte de a2 — x2=(p — a)2 ; cette équa-
tion montre que MP est encore la polaire du point
[A, (x, p) par rapport au cercle fixe

Quand le point [ji, décrit (F,), la droite enveloppe
donc la conique, polaire réciproque de (F4) par rap-
port à

(F{) passant par (), centre de ce cercle, cette polaire
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réciproque sera une parabole ayant O pour foyer,
Oy pour a*e, y == a pour direclrioe et d'équation

X2 -h 2 « ^ — a2 = O.

Il est évident que toutes les propriétés de l'énoncé
peuvent s'étendre à des coniques en en faisant soit une
tranformation homographique, soit une perspective.
Si I et J sont les homologues des points cycliques,
l'homologue de (C) sera une conique passant par les
homologues de A, A7 et par I et J, le pôle de 1J décri-
vant l'homologue de Oy. L'homologue de (C;) sera
une conique passant par I, J et le pôle de 1J, tangente
aux deux droites allant de \ et A' au point de ren-
contre de IJ avec l'homologue de Oy. Mais il est à
remarquer qu'à un cercle (C) ne correspondait qu'un
cercle (C') parce que le vecteur CC'avait un sens déter-
miné, cette restriction n'est plus possible quand on
passe aux coniques. On trouverait donc, en même
temps que la quartique homologue de (F), une
deuxième quartique homologue de (F'), (F') étant la
symétrique de (F) par rapport à \A'.


