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SUR UNE GLASSE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES,
TRANSFORMABLES EN ELLES-MEMES PAR UN CHANGEMENT
DE LA FONCTION ET DE LA VARIABLE;

Par M. Paur SUGHAR,

Professeur au Lycée de Pau.

1. M. Appell, dans son Mémoire (Acta mathema-
tica, 18g1), avait étudié et avait donné I'intégrale d’une
classe étendue des équations différentielles linéaires et
homogenes, transformables en elles-mémes par un
changement de la variable et par un changement
linéaire de la fonction. Je me propose d’intégrer une
classe d’équations différentielles, différente de celle
étudiée par M. Appell et iransformables en elles-mémes
par un changement de la variable et de la fonction qui
n’est plus linéaire.

2. Toute équation différentielle linéaire et homo-
géne du second ordre peut toujours éire ramenée,
comme on sait, a la forme

d2
(1) T =f(@)y.

Effectuonsle changement de la variable et de la fonc-
tion en posant

(2) z = ¢(t),
d
(3) s =55

oul o(¢) est continue, admet une dérivée et de plus la
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fonction ¢(¢) — ¢ a au moins un zéro. Supposons que
I’équation (1) soit transformable en elle-méme, c’est-
a-dire soit transformable en une autre qui ne différe
de (1) que par le changement de z en ¢ et de y en 3.
Si cette condition est réalisée, I’équation (1) admet au
moins une solution y = F(z), vérifiant la relation

(F2)z=pa = A F(2),

ol A est une conslante, c'est-a-dire que 'équation (1)
admet au moins une solution telle que, si sur la dérivée
de cette fonction on effectue la substitution z = o(x),
on obtient sa primitive & un facteur constant prés.

En effet, si F,(z) et Fy(x) sont deux solutions
linéairement indépendantes de (1), les fonctions

[F1(@))x=0u; [F3(0)]e=g
sont aussi solutions de la méme équation et I'on aura

[Fy(@)]e=pin= a1 F1(8) + b, Fy(t),
[Fy(@)]a=pin= as F(t) + b3 Fy(1).

Si Pon pose
F(x)=MFi(z)+ \Fy(x),
on pourra déterminer les constantes ), i, de maniére
a avoir
(F)r=qu=AF (1),

ou A est une solution de I’équation

a', —A (42}

by by—A | ”

3. Différentions la relation (3), on a

dz
7t = 2O Sle(O)]y;
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différentions 4 nouveau cette derniére relation, on a,
en ayant égard a (3),

d d
ﬁ =y 71 ¢ (OS¢ + 2 2() f[2(8)]3.

L’équation (1) sera transformable en elle-méme si
Pon a

d
12O [e(O)f =0, o2(2)f[e()] = f(¢)

La premiére nous donne
(4) ¢ () /f[3(t)] = a,
a ¢tant la constante d’intégration, d’ou 'on déduit
(%) S(t)=a¢'(t).

La fonction f(¢) sera donc déterminée si l'on se
donne la fonction ¢ (¢). Si dans cette derniére relation
nous changeons ¢ en ©(¢) et si nous multiplions les
deux membres par ¢/(¢), on aura

¢ (O Sle(0)] = ag () [2" ()=,
d’ou il résulte, d’apres (4),
(O [¢" (O]e=pry=1,
qu’on peut encore écrive

d

Eﬁ‘?[?(‘)]fr-‘;

d’ou, en inlégrant cette derniére relation depuis ¢, & ¢,
¢, élant un zéro de o(¢) —¢t, on trouve que la fonc-
tion ¢(¢) supposée donnée doit étre solution de I'équa-
tion fonctionnelle

ole(e)]=¢,
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIV. (Juillet 1914.) 20
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équations dont toutes les solutions ont été déterminées
par M. Lattés dans son article Sur les courbes inva-
riantes par polaires réciproques (Nouvelles Annales,
juillet 19go6), en posant, comme l'indique son raison-
nement ainsi que son calcul,

t=F(u)—P(u),
£ =1y(t)=F(u)+ P(u),

ot F et ® sont deux fonctions arbitraires, I'une paire,
I"autre impaire, définies dans le domaine de u = o.

En résumé, I’équation (1) est transformable en elle-
méme par le changement (2) et (3) si la fonction o(¢)
vérifie la relation

el2(2)] =1,

et si la fonction f(¢) est le produit de la dérivée d’une
de ces solutions ¢ (¢) par une constante arbitraire. Re-
marquons que l'on peut particulariser la valeur de la
conslante a sans diminuer la généralité de la fonction
S (1), car deux déterminations de f(t) qui ne different
que par un facteur constant peuvent étre considérées
comme identiques; on aura donc

(6) f(t) =¢'(),
(7) ele ()] =¢,
(8) SO fle()] =1

cette derniére s’obtient en différentiant la relation (7).

1l s’ensuit, .d’aprés ce qui précéde, que la dérivée
d’une solution de l’équation (V) sur laquelle on fait
la substitution x = o(x) est une solution de la méme
équation et ces deux solutions forment en général un
systéme fondamental de I’équation (1).

4. Nous allons déterminer I'intégrale générale, nous
allons la donner a l'aide d’'un développement bien
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connu. Soient z, une valeur de z pour laquelle la
fonction f(x) est finie et déterminée et z, & = un in-
tervalle donné ou la fonction f(x) est finie et déter-
minée pour toutes les valeurs de 2 dans cet intervalle;
enfin désignons par A et B les valeurs que prennent
la fonction y et sa dérivée pour £ = z,. Intégrons deux
fois entre z, et z les deux membres de ’équation (1),
on aura

_y=A+B(x—z‘0)+/ dxf Sflx)dz;

multiplions les deux membres par f(z), on a, d’a-
preés (1),

t—‘j—;—}z—’ = Af(z')—i—B(x——z‘o)f(w)—e-f(x)[ dZ-I [(@)dz;

en intégrant & nouveau el en conlinuant ainsi, on
trouve

_ - »
y= A l—i—f dx[f(x)dx
L N e

+frdx(/j4‘f(x)t/x.f'dx\/t rf(x)dz—i—...‘]

+ Bl 2 — 2+ dx (xr —xy) f(z)
L ’ /J; "[0 ’

+f dxf f(z')d:vfﬁ dz‘[. (x —x9) f(x)dz +...

o

-+ R,.

Le terme complémentaire

R, =frdx./j"_/(x) dx..,fxdxfff(x)ydx

est une intégrale multiple d’ordre 2 n, si les deux suites
précédentes renferment n termes. La loi de formation

|
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des termes est déterminée, chaque terme se déduit du
précédent en le multipliant par f(x)dz?, et en eflec-
tuant deux intégrations successives euntre z, et . Je dis
que le terme complémentaire R, tend vers zéro lorsque
n croit et que les deux suites sont absolument conver-
gentes. En eflet, soient m et M le maximum du module

de la fonction f(x) et y, dans Vintervalle de z, a x;
on a

mod[ dx‘/ f(x)dx< m. mod(—i—-—r—o)f,

modf dr f(z‘)dr/ dzf f(x)dx<m mod(z xO)b

de méme pour les termes coefficients de B,

mod[ d.z'f (x—x) f(x)dor < m. mod<—3ﬂ£7 ceey
el

(z-_x")zn X
2n! ’

mod R, < Mm” mod
douc, a fortior,
1 —
mod y < —mod A (elx—2aVm 4 g~lx=x)Vm)

~~

1 —
modB(e(I'w/ﬁ_. e -z’—.r.,)'/m)

2y/m

-+ M |||od [_(_—-_ﬂ.)_\_/_,it

o2n!

z — ‘7‘0)\/;7:]2”

or, mod L -
an

quantité donnée ¢, si n croit, et si nous désignons
par z le maximum de I'expression

peut devenir plus petit qu'une

L mod A (ele—zovm 4 e—la—xVm)
2

mod B (elz—z Vi — g~z x)ym ),

1
- —
2¢/m
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dans l'intervalle de z, 3 z, valeur qui d’ailleurs est
indépendante de n, on aura

mod y < a + Mg,

inégalité qui a lieu pour toutes les valeurs de z dans
I'intervalle considéré; on peut donc remplacer, dans
I'inégalité précédente, mody par son maximum et
I'on a
M < a+ Me,
d’ou
a
1—¢

ML

Par conséquent M ne peut pas devenir infini; donc
le terme complémentaire R,, dont le module est

d[(z'—"xo) ‘/E]}u
an!

les deux séries précédentes sont absolument conver-

moindre que Mmo » lend vers zéro, et

gentes, puisque R, tend encore vers zéro si A ou B
est nul. On remarque que les deux fonctions définies
par ces séries sont linéairement indépendantes et
comme chacune d’elles est une solution de I'équation
différentielle (1), 'intégrale générale est donc

(10) y=Au(z)+ Bv(z),

en posant

(1) w(x) = |+/‘Idx./;rf(x)dx
+£hrdx‘/;rf(z)dx./xddx‘/;rf(z')dz'ﬁ—...,

(12) v(x)=x——xo+ftdzfr(r—xo)f(r)dz

+fxrdxfrrf<x)dwlxdxf:(x_xo)f(x)dz-.-....
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5. Supposons que la fonction f(z) au lieu d’étre
arbitraire, soit donnée par la relation (6) et que la
fonction o vérifie la relation (7); supposons de plus
que la limite inférieure des intégrales qui figurent
dans (11) et (12) soit un zéro de la fonction

(13) o(z)—x;
on remarque, d’aprés (8), qu'on a
mod f(zy) =1;

par conséquent la fonction f(x) est finie pour z =z,
et les deux séries définies par (11) et (12) sont encore
convergentes. Je dis que 'une quelconque de ces fonc-
tions est égale a la dérivée de I'autre aprés avoir rem-
placé z par ¢(z). En effet, les termes de (11) s’écrivent
en effectuant une premiére intégration

(14) u(x)-l—i—] [?(x)*xo]dz

+f dz'/ f(z)dxf o (@) — @0] dz ...

Ty

Remarquons que l'on peut encore écrire les termes
de cette derniéve série, & partir du troisiéme, comme il
suit : la dérivée du troisiéme terme étant

[ f@rdz [ ote) -l de,

on a identiquement
(13) f f(x)dxf [o(x) —zy] dx

~f¢(r)dt‘/?(')[o(x)~zo]dx,

obtenue en remplagant dans la limite de I'intégrale et
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dans I'élément différentiel x par ¢(z) et en ayant égard
a (8). En effet, posons

P(x) PrT)
s= f a’z‘[ [¢(x) —xo] dr;

changeons dans cette fonction z en ¢(z) et prenons
la dérivée par rapport a z, on aura

Pl
S(2) (5x)e=pw0 =f [¢(z)— =z ] d=,

changeons dans cette derniére égalité z en o(z), on a,
en ayant égard & (7) et (8),

sic=f(w)f [¢(2) — z4] d,

fonction qui est aussi la dérivée par rapport a z de la
fonction .

[xf(x)dz‘[r[q(z‘)—-z‘o]dx;

donc cette fonction et la fonction s, ayant méme dérivée,
different par une constante, et comme ces fonctions
s'annulent pour z = x,, cette fonction est donc nulle
et la relation (15) a donc lieu; on a donc, en multi-
pliant les deux membres de (15) par dz et en intégrant
entre xy et z,

f dzf Sf(z)dz [¢(z) — xo] dx

x Qlx) Q(x)
Ef dxf dwf [o(2)— 2o] da.

0

La dérivée du quatrieme terme de (14) étant

\/Idf(x)dx‘/;xdx rrf(:v)dz\/;r[q‘;(x)_xojdz’
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on démontre de la méme maniére quon a identique-
ment

'/J.,u'f(z‘)dz‘[xdzf’lf(z‘) dzfx[cp(:v)—xo]dx

o To

P(r) P(x) ¢ (r) @lx)
Ef dz‘[ da:f dxf [e(z) — zo] dz;
xy v r xy

g x,

d’ou, en multipliant les deux membres par dz et en
intégrant entre x, et z, le quatri¢me terme de (14) sera
donc remplacé par

x Q(x) Pla) @(x) @(x)
f dz[ dz‘f dxf dz‘f [¢(2) — 2] du,

et ainsi de suite; donc la fonction «(z) peut s’écrire

(16) u(z) =1+ fl'[qa(.z')—xo]dx

xy

x Pla) . a@(x)
+f dxf dx[ [9(@)—=zo]dx+...,

X EN

ol chaque terme se déduit du précédent en changeant z
en ©(x), en le multipliant par dz? et en intégrant une
premiére fois entre z, et ¢(z) et une deuxieme fois
entre T, et x.

Une remarque analogue sera faite sur les termes de
la fonction ¢(z) donnée par (12); ainsi la dérivée par
rapport & £ du deuxiéme terme de v(x) étant

f .‘r<x—xo>f<x>dx,

si I'on change dans la limite de I'intégrale et dans 1'é1é-
ment différentiel x en p(x) et en ayant égard a (8),
on a identiquement

i)

o

x Pla)
(w—z)f@)de= [ [o(z)—z)da;
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osons, comme précédemment
P ’ ’
pix)
a= [ le(x) =z dr,
Xy

changeons dans cette relation 2 en ¢(x) et en dérivant
par rapport a z, on a

f(z) (2%)z=gx) = 9(Z) — Z,.

Changeons dans cette relation z en ¢(z), on aura,
d’apreés (7) et (8),

al = (z — x) f(x);
on a donc

a= [ (z—w)f(a)da,
puisque les deux fonctions

[r<x_zo>f<x>dx et fwwm—xo]dx

[J

s’annulent pour £ = z,; donc ces deux fonctions sont
identiques, par conséquent,

A/;jdz‘j:or(x—-xo)f(x)dxs‘/;wdx‘/;m“[?(x)—xo]dx.

On démontre de méme que le terme suivant de ¢(z)
peut étre remplacé par

x P(x) @(x) @ (x)
f dz'f dx[ dxf [e(z)— 2] du,

et ainsi de suite, la loi de formation des termes étant
la méme que pour la fonction u(z); donc la fonction
v(x) sera définie par

x Qi)
(17) v(x):x——xo—i—[ dxf [o(z) —x0] dz

x @(x) ’ Plx) @(x)
—+ [ dz‘f dxf dz‘f [o(z)— o] dz +....
v, X Xo EYY
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Sous cette forme, on reconnait que chacune des
fonctions u(x) et ¢(z) données par (16) et (17) est la
dérivée de l'autre aprés avoir fait la substitution
x = o(z); on peut donc poser

(18) v(z) = (ur)z=g0c;

et comme ces fonctions, comme nous I’avons vu, sont
deux solutions linéairement indépendantes de I'équa-
tion (1), son intégrale générale est donc

Yy =Au(z) + B(u)z=p)

6. Les deux fonctions u(x) et (U )r=p(z) étant deux
solutions linéairement indépendantes de l'équation
différentielle (1), les fonctions

w(z) =u(z)+ (u{‘t).t=p(.t)»
(&)= u(x) — (Uy)r=p@)

(19)

forment aussi un systeme fondamental de I'équation (1).
Si nous prenons la dérivée de ces fonctions, on a, en
ayant égard a I’équation (1) et (8),

w(z)=uwle(x)], (z)=—rx[e¢(x)],
(w)z=p@= w(z), ()= = —7(2).

Il's’ensuit qu’a chaque fonction ¢ (x), solution de (7),
correspond une équation différentielle (1) et cette
équation admet un couple de solutions formant un
systéme fondamental et tel que si dans l'une d’elles
on fait la substitution x = ¢ (x), on obtient au signe
prés sa dérivée, de méme si sur la dérivée de 'une
d’elles on fait la méme substitution, on obtient sa
primitive au signe prés et a une constante pres.

M. Lattés, dans sa Theése (Sur les équations fonc-
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tionnelles, etc., Paris, 19o6), et en se placant a un
aulre point de vue, a donné, a la page 92, un exemple
d’une fonction telle que sa dérivée se déduise de la
fonction en effectuant sur la variable une substitution
donnée.

7. Comme application, considérons le cas ou
o(x) = z, dans ce cas la fonction (13) admet en parti-
culier pour zéro z = o, en prenant pour limite infé-
rieure des intégrales xy=o0, et en mettant & la place
de ¢ (x) sa valeur x dans les fonctions u(z) et ¢(x),
c’est-a-dire (u,)z—3(z), on trouve que les fonctions w(x)
et ©(z) sont représentées par les développements des
fonctions exponentielles e et e~z.. Ce résullat est
d’ailleurs évident, car dans ce cas particulier f(z) =1
et I'équation (1) est alors

a2y

drr

2° St o(x)=— 2, la fonction (13) n’admet qu’un
seul zéro, z = o, en le prenant pour limite inférieure
des intégrales, on trouve que les fonctions u(z) et
¢(x) représenlent la premiére le développement de
cosx et la derniére le sinz, donc w(z) et =(x) sont
données par
w(x) = cosx + sinz,

T (x) = cosx — sinz.

Quant a 'équation différentielle (1), elle est, dans ce
cas,
dy
dzr =T

N c 3 . . 1 ’
3° Considérons en dernier lieu o(z) = = les zéros

de la fonction (13) sont £ ===1 si l'on prend pour
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limite inférieure des intégrales £, =1, on trouve

w(x):;/il}cos(%—glogz)+¢§sin<-‘é—§logw>],
w(z):/;[ cos(ﬁlogx —‘/gsin(-"/;-glogx>].

2
On remarque, en effet, qu’il suffit de changer x
que, » q
I . L e, . .
en — pour obtenir les dérivées de ces fonctions au signe
prés. Enfin, on remarque aussi que dans ce cas I'équa-
tion (1) est

dy __ !

dzet = oV

équation qui se raméne, comme on sait, a une équation
du méme ordre i coefficients constants.



