NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

CH. FRANCOIS

Sur une certaine classe de courbes
et de surfaces

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 14
(1914), p. 241-256

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4 14 241_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1914, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4_14__241_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(241 )

[P'2a]
SUR UNE CERTAINE CLASSE DE COURBES ET DE SURFACES,
Par M. Cn. FRANGOIS.

1. Proposons-nous de déterminer les surfaces jouis-
sant de la propriété suivante : E'n un point quelconque
M (z, y, 3) de la surface, menons le plan tangent .,
qui intercepte sur les axes coordonnés Oz, Oy, O3z,
des longueurs OA =&, OB =14, OC={, telles qu’on
ait

= Cy,

(1) é =ay, 7"/ = by,

& o

a, by, ¢, étant des constantes. Celles-ci doivent véri-
fier la relation

1
+—=1,
Cy

-+

-

1
23}
car les coordonnées du point M satisfont a I'équation

du plan p, quiest

-+

o~ 8
Siw

+ g =1
Soit F(z, y, 5) = o0 l'équation de la surface cher-
chée. Celle du plan u est
(X =2)F+(Y —y)F, +(Z—23)F. = o,

ou X, Y, Z sont les coordonnées couranles; on en dé-
duit

- SxF} _ZzF ,_ 2xF
= o= T’ 5= —F,z—,
x
d’ou
Fr— SxF’ ¥ — Sz F, - SxF/,
xr = ’ y = ’ = k]
ayx by 5
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Substituons ces valeurs de F',, ', F', dans I'équation

Foder +~F,dy +F.dz=o,

nous aurons
dx d ds
R 4

-——— =0

ayx by 13

en intégrant, il vient

m élant une constante.
L’équation de la surface cherchée est donc

1 1 1
t

% ybisto = m,

pour laquclle nous mettrons encore

() zeybz = m,
, U SR SR
en représenlant par @, b, ¢ les quantités —» —, —-
a, by ¢,
Nous aurons mainlenant la relation constante

a+b-+c=r1.

Réciproquement, toute équation de la forme (o),
méme lorsque @ + b+ ¢z 1, a condition que cette
expression ne soit pas nulle, représente une surface
telle que les rapports entre les coordonnées a I"origine

d’un plan tangent quelconque aux coordonnées corres-
a

pondantes du point de contact sont égaux & ————
a+b-+c

0 c )
a+birc axbie
remarquant que si @ + b + ¢ = Kk £ o0, on peut écrire,

a b ¢ 1

au lieu de z7y?3¢=m, I'équation x*y*s* = m*, de

- Ou est ramené au cas précédent en

telle sorte que la somme des exposants est maintenant
égale a 'unité.
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2. Considérons I'ensemble des valeurs rationnelles de
a, b, c satisfaisant a la relation @ 4 b 4 ¢ = 1. Celle-ci
ne peut étre vérifiée en nombres entiers qu’en attri-
buant & I'un au moins de ses termes des valeurs néga-
tives. Généralement «, b, ¢ seront donnés sous forme
de fractions irréductibles et I'on pourra écrire

[):—’ C =
2

Q

i
>~ R
<=

les deux termes de ces fractions étant des entiers quel-
. o pe N % v
concjues, mais satisfaisant a 2 ;=1 Pour tout déno-

minateur pair, la variable correspondante sera affectée
d’un double signe.

Si A, u, v sont impairs, les deux surfaces représen-
tées par 2y z¢=m et 22 y® 3¢ = — m sont distinctes
et symétriques par rapport a l'origine.

Soit 2 le plus petit commun multiple de %, u, v et
posons

a
X_

On a aussi £ = n. Si n est pair, le nombre des quan-
tités 7 impaires sera égal a o ou a 2. Ce nombre ne
sera Loutefois pas égal a zéro, car on vérifie que, dans
ce ca~. n n'est pas le plus petit commun multiple des
quantités A, u, v, ce qui est contraire a I'hypothése.
Donc deux des quantités r et deux seulement seront
impaires; la troisiéme sera nécessairement paire. Sup-
posons que r, et ', sotent les numératears impairs; il
est clair que % et p seront pairs et contiendront 2 le
méme nombre de fois en facteur. Quant au dénomina-
teur v, il pourra étre pair ou impair. Il s’ensuit qu’il ne
pourra y aveir que o, 2 ou 3 doubles signes.

Si A et . sont pairs et v impair, nous écrirons la for-



(244 )

mule fondamentale 22y%z¢= m sous la forme

(= ('/zzu‘)ﬁ )5¢=m,
avec

3) r=knh, p=4kl, k=20 ay=a.h, [i=0:1

« étant un entier positif et &, { des entiers impairs et
positifs. On voit que z et y pourront prendre simulta-
nément des valeurs positives ou négatives. Si m est
positif, on devra combiner ensemble des valeurs de
méme signe du radical et de 5¢; si m est négatif, on
combinera ensemble des valeurs du radical et de z¢ de
signe contraire. En particulier, si y est pair, le radical
scra de méme signe que m. Dans tous les cas, les sur-
faces définies par x?y?z¢=m et z¢y?3°=— m sont
idenliques.
Si A, u, v sonl pairs, nous écrirons

i\" x2yBi) (= \'/E) =m,
en posant les relations (3) el en outre

v=1b, t=2v, vi=v:b,

¢ ¢tant un entier positif et b un entier impair et positif ;
~ est d’aillears, dans le cas considéré, tonjours impair.
L.e premier mnembre de 'équation précédente sera réel,
dans tous les cas suivanils : 1°x >0, y>o0, 3>o0;
2 r <o, y<<o, 3>0; 3 xr<<o, y>o0, 5<0;
x>0, y<o, :<<o. On voit aussi que les deux
expressions 22y 3¢=m et r?y*:¢= — m déflinissent
la méme surface.

Nous arrivons finalement a cct énoncé : Si n est im-
pair, les deux surfaces d’équations z?ybsc=m et
x yt €= — m sont distinctes; si n est pair, elles sont
identiques.
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3. Désignons les surfaces (2) parlalettre S. Lorsque
m varie, les surfaces S qu’on obtient sont coupées par
une droite menée par I'origine O, en des points tels que
les plans tangents corvespondants sont paralleles. Cette
propriété résulte immédiatement de la délinition de ces
surfaces,

Les formules (1) admettent'interprétation suivante :

Le point de contact Md’ un plan tangent est le centre

Ly 1 I I ’ .
de gravité des masses Pl it atlachées aux points
1 1 1
ot ce plan rencontre les axes.

A un plan p dont les coordonnées a Uorigine sont 5'

7, &, faisons correspondre le point N de coordonnées §,
1, &; nous dirons que le point N est le transformé cru-
cial du plan u, que le plan u est le transformé sous-
crucial du point N ().

Si le plan u touche la surface S au point M (z, 5, 3),
les points M et N sont liés par les formules (1) qu'on

peut écrire
(4) r=ak, y=bn, z=c3.

On voit que les points M, N se correspondent dans une
transformation uffine.

Lasurface 2%yt s¢=m,oul’on suppose ¢ +b+c=1,
se change, par cette transformation, en la surface

m

w70 —
= Gagiee

Ce résultat pourrail s’énoncer ainsi : Les surfaces com~
prises dans l'équation z®y4z°=m, ol a, b, ¢ sont

(') Voir, pour la transformation cruciale, nos Mémoires : Sur
une certaine transformation et son inverse ( Mathesis, octobre
1909); Etude sur la transformation cruciale (Mém. de la Soc.
Roy. des Sc. de Liege, 3° série, t. IX, 1910).
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fixes et m variable, forment un groupe relativement a
la transformation (4) appliquée plusieurs fois de suite.
Car la ri*™¢ transformée a pour équation

m
(a2 bt C“)" *

(5) gl =

Considérons deux cas particuliers remarquables :
1° La surface asymptote xyz = m

o1 1+
<0u x3 y3 z3:m~’)

11 1
a pour ™ transformée affine £° y* 5° = m® 3. M est

sl

le centre des médianes du triangle ABC; le 7#™¢ trans-
formé de M a pour coordonnées 37z, 3"y, 373; M et
ses transformés successifs sont donc silués sur une
méme droite passant par 'origine.

2° L’équalion z)'s™' = m représente un paraboloide
hyperholique. La premiére transformée de cette qua-
drique a pour équation zys~'=— m; elle est symé-
trique de la surface primitive par rapport a lorigine.
La seconde transformée coincide avec Ja surface primi-
tive et ainsi de suite.

%. Iéquation du plan tangent p au point M (x,y, 3)
de la surface 2ey?s¢=m, est,si a4+ b+ c=1,

(6) aX OY el

Si ce plan doit passer par un point donné P (X,Y,Z),
I’équation précédente, ou x, ¥, 5 sont des coordonnées
courantes, représente, une surface cubique, lieu des
points de contact des plans tangents menés par P aux
surfaces S contenues dans 'équation x%y®z°=m, ou
m est un paramétre variable.

Le lieu des points de contact des plans tangents,
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menés par P a une méme surface de ce systéme, est la
eourbe représentée par les deux équations
aX bY cl
— 4 — 4 — =1

zeybzt = m,
xr ¥ 3

En appliquant ces considérations & la surface asymp-
tote, on voit que la courbe de contact du céne circons-
ciit de sommet P (X, Y, 7) est représentée par les
¢quations

Zrys=1im ‘(.{Y_*_Z___
F=m, oo T=d,

dont la devniére, simplifiée au moyen de la précédente,
donne EXys = 3 m. Cette courbe est donc située sur
un hyperboloide et les axes coordonnés sont des géné-
ratrices du cone asymptote.

J. Soit 4 déterminer la trajectoire orthogonale de
I'ensemble des surfaces 22 y® 3= m, ol m est variable.
On a les équations

rde _ ydy zdz
a b T ¢

b

qui, mntégrées, donnent

2 32 2 52
(7) -“——_-74”\, y—=?+B.

A et B sont deux constantes arbitraires. les équa-
tions (-) définissent deux cylindres du second degré;
leur intersection est donc une quartique. Si A =B =o,
les équations intégrales sont

Va V) Ve
clles représentent quatre droites réelles passant par
Vorigine, si a, b et ¢ sont de méme signe; |'origine cor-
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respond & m = 0 ou m = suivantles signes de «, b, c.

Si m est fixe et que, c étant donné, b estle parametre
variable et @ une fonction donnée de b, a =3 (b), la
trajectoire sera définie par

rdrx ydy zds

_—

(8) PO
6. Reprenons la relation z%y%z¢= m. Supposons
d’abord que I'un des exposants soit nul. La surface cor-
respondante est un cylindre dont les génératrices sont
paralleles & un axe coordonné. Si «—+ b+ c=o,
Iéquation 2¢ yb = mse+b représente un céne de som-
met O. Dans P'un et 'autre cas, le point de contact
d’un plan tangent est indéterminé. Dans ce qui suil,
nous écarterons ces deux cas exceptionnels.
L'intersection de deux surfaces S, données par
zeybse=m et x“y" 3" = m/ est une courbe que nous
désignerons en général par I'. Cette intersection appar-
tient également & chacune des surfaces S définies par

(9) Ta—&—/m’.}/lu-n//zc—i—n(" —_ ,nm’n’

ol 7 est un parameétre vaviable. Disposons de n afin
d’avoir
a-+b+c

S(a+na')y=o ou nE— e

La surface correspondante, dont 'équation est de la
forme

(IO) xu”y/l" = " s+ s

est un cone A centré a l'origine. Un tel cone est déter-
miné par deux points (2,5, 21 ), (Z3, ¥2, 33) non col-
linéaires avec Oj; car de (10) on déduit

a"(lae;j—13;)+b"(ly;—U3;)—Im"=o0 (i=1,2)
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et de ces formules, les rapports a’ : &' : Im" qui saffi-
sent pour déterminer A.
Celte conclusion subsiste dans le cas ou le détermi-
nant
lry— 13 ly,— 1z
lrs— 13, ly;— 13,

est nul. Dans ce cas, ona Im"=o0, m" =1 eta’, b’ sont
encore proportionnels 4 deux nombres donnés.
Considérons la relation

(l 1) ¢ Huz’},m»n// se+ne = M,

ou n et M sont donnés, et écrivons 'équation du plan
tangent en un point de coordonnées (x, ¥, 3) & la sur-
face corvrespondante

(12) Z;(X—r)+n2%’(}{—x)=o.

Dot U'énoncé :

Par un point donné (x, y, z) de l’espace, on peut
SJairepasser uneinfinité desurfacesdela famille (11),
otz n et M sont des paramétres indéterminés; tous
les plans tangents en ce point a ces surfaces
passent par une méme droite.

Les deux surfaces z?)*sc=m et xby?z°=m, ou
nous supposons m positif, sont symétriques par rap-
port au plan bissecteur passant par Oz, dans le tricdre
positif ; l'intersection est une courbe plane située dans
ce plan et ses projections sur les plans 30z, 30y sont
données par 4626 = m, y**tbz¢=m.

L’intersection dépend donc de @ + b etde m.Donc:

Toutes les surfaces S de paramétre m, donnant a
a + bla méme valeur, passent par une méme courbe
plane.

Cette conclusion se généralise aisément.
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7. Soient A, A,, A, trois points de I'espace et
(@iy i, 5i) les coordonnées du point A;(i=1, 2, 3).
Proposons-nous de faire passer une surface S par ces
trois points. Soit z4yb:¢=m (a+ b+ c=1) 'équa-
tion de cette surface, o a, b, m sont inconnus. On
peut encore 'éerive

alle —13)+b(ly —13)+1lz=1Im,

et en remarquant qu’elle doit étre vérifiée par les coor-
données des points A,, Ay, A,

(13 alx;—1lz)+b(ly,—lz)—Im=—13 (=1,23),

d’ou
) \ B C
(1) (l—':l—)’ b——B) (_.57
avec
A=] —ls lyi—1ls,  —1 |,
. B=|le,—(3; — 1z —
(1)

C=\lo;— 15 ly,—13: —lI3,
D=|le,—1lz ly,—1lz —1 ].

Si les quatre déterminants précédents sont différents
de zéro, les valeurs de a, b, {m sont bien déterminées
el ces quantités définissent entiérement la surface S
passant par A,, A,, \;. 51 A = o, la surface S corres-
pondante est un cylindre dont les génératrices sont
paralléles a Paxe des «, et dont la section par le plan
des ¥z a une équation de la forme z = Cy*; un raison-
nement analogue s’applique au casouB=o0.SiD=o,
la surface S passant par A,, A,, A; est un cone A.

Les ¢égalités A=DB=o0 ont pour conséquence
C =D =o0. Ce cas se présente quand les trois points
donnés se trouvent sur une méme courbe T. Les va-
leurs de a, b, Im sont alors indéterminées. D’ou le
théoréme :
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Une surface S est complétement déterminée par
trois points distincts lorsque ceux-ct ne se trouvent
pas sur une méme courbeT.

8. De P’équation (g), si I'on pose successivement
b+ nb'=o0, ¢ + nc’=o, on déduit les équations de
deux projections de I'. Celles-ci sont de la forme

s=Ca%  y=Dav,

ot C, D, ¢, « sont des conslantes. Posons x = C, ™,
2 étant un paramétre variable. On pourra définir toute
courbe I' par trois équations paramétriques telles que

(16) @ = (i, y = Cahta, 3 = C3h4,

les C; et @; étant des conslantes.
Le plan osculateur en un point (r.y, s) d’une
courbe T a pour équation

S(X—2)(dy d?z - dzdy) = (X — z)Mat+es—3K; = o,

les K; étant des constantes appropriées. Cette relation
peut s’écrire

2’—;K1C. =3,C,.
L’examen de cette é¢quation nous conduit a I'énoncé
sulvant :

St A, B, C sont les segments interceptés sur les
axes par le plan osculateur en un point M(a, b, c)
d’une courbel'y on a les relations

A B C

2=q 2= =
ab—c“ b Car c

— (!
_C:H

C,, C,, C} étant indépendants de la position de M
surT.
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[nversement, considérons un plan
(17) Mz + Ny + Pz =1,

dont les coefficients de I'équation sont des fonctions
inconnues d’un paraméltre variable ¢. Supposons qu’on
ait en toul point (&, ¥, 3)de 'aréte de rebroussement d
de la développable décrite par ce plan

(18 Mz = A, Ny =A,, Ps=A;.

M, N, P étant les coefficients de 'équation du plan
passant par (z, ¥, 5) et Ay, A,, A; des constantes. 1l
s’ensuit que les plans osculateurs de d jouissent de la
méme propriété que ceux des courbes I'.

On peut alors démontrer que d est nécessairement
située sur une surface S. En eflel, d est donnée par
(17) et
(19) Max+ Ny +Pszs=o, Mx+ Ny +P'z=o,

en désignant par M, M, ... les dérivées des coeffi-
cients par rapport a ¢. En faisant usage des velations(18),
on peut écrire les équations (19)
r dr\*?
A — = o, 21\,(~—> = o,
x .
dont la premicre, intégrée, donne

(20) A lxe=1m ou xhryAizhh=mn,

m élant une constante arbitraire; d est donc bien tracée
sur la surface S définie par (20).

On a aussi cet’ énoncé qui se démontre directe-
ment :

« Sil'on applique la transformation cruciale a une
courbe I' donnée par (16), on change celle-ci en une
autre courbe du méme genre ne différant de la premiére
que par la valeur des constantes C,, Gy, Gy. »
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9. L’équation des surfaces orthogonales aux courbesT
définies par les équations (16), ou G, C,, C; sont va-
riables et a,, a,, a; conslants, salisfait aux rcla-
tions

a,r Wy
) q=— ‘y.
azd azs

p=—

Portons ces valeurs de p el ¢ daus la formule
dz = pdx + qdy,
on obtient l'équation Ta,zdx = o, dont l'intégrale
définit un systéme de quadriques centrées a 'origine.
De méme, si a,, @y, a3 sont variables et C;, C,, C4
constanls, on aura

cl

xl<é)dz—+—}’l<%;> <iy+zl<&>da=0;

cette derniére équation a pour intégrale

2
(21) El(—é—)ﬁ:ZC,?—-—i—consc.
1

10. La forme spéciale des équations paramétriques
des courbes I' permet d’énoncer certains théorémes
assez élégants relatifs a la courbure de ces lignes. Si o
est le rayon de courbure en un point M de la courbe T
définie par

(22) x = Gy, y = Gy, 3 = C3 A4,

on pourra écrire
3
[Ea2z2]?

(23) =

- 1
[Tajal(a—ar)yra)t
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L’examen de cette équation conduit aux énoncés
suivants :

1° Dans toute courbe T, les points possédant le méme
rayon de courbure en valeur absolue sont situés aux
intersections de ceite courbe avec umne surface du
sixi¢tme ordre passant par Forigine.

2° Cette surface est la méme pour toutes les courbes I’
ne différant entre elles que par les valeurs de Gy, C.,
C;, 3 condition de définir @ priori la valeur attri-
buée a .

3° SiPon considére toutes les courbes I' passant par
un point donné, il en existe une infinité possédaut en
ce point le méme rayon de courbure en valeur absolue.
Toute surface S passant par le point donné, contient
au plus six de ces courbes.

On aaussi ce théoréme qui se démontre facilement :

« Dans toute surface S, I'ensemble des points on la
surface a la méme courbure se trouve a 'intersection
de S avec une surface du huitiéme ordre. Cette derniére
estla méme pour toutes les surfaces S ne différant 'une
de I'autre que par la valeur de m. »

11. Toute courbe I est définie complétement par deux
points réels et distincts. Si ' a deux points communs
avec une surface S, elle est entiérement contenue
duns S; car, par ces deux points, on peut faire passer
une surface Sy, qui coupera S suivant une courbe I';
I passant par les deux points en question, on aura
'=T".

Recherchons les conditions nécessaires et suffisantcs
pour qu'une courbe I' donnée par (22) soit contenue
dans la surface #7)% 5= m. On a évidemment

CiCGLCs=m, aay+ bas+ caz=o.
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Cousidérons maintenant les expressions suivantes:

(23) o =Chpby  y = CyAaph, 3 = C3haspba

ou %, u sont des paramétres variables et les a;, b;. ¢; des
constantes. Ces relations définissent une surface S;
c’est ce qu’on vérifie en partant de I'équation du plan
tangent, mise sous la forme

, o(y, %)
E(‘\ - J»') m—v—)' = 0.
Cette surface coincidera avec la surface 22yt 5= m,
si l'on a les relations

C4CLCs=m, aa;+bay+ caz=o0, aby+bby+cby=o.

Donc, en astreignant les a; et b; a satislaire aux rela-
tions précédentes, on obtient les équations paramé-
triques de la surface S. Celle-ci est rapportée aux coor-
donées ), u.

12. On peul encore arriver a ce résultat en appli-
quant, apres les avoir transformées. certaines considé-
rations dues a Lie et 4 Klein. Considérons, en effet, les
relations

r = z-o)\a,p.h,’ y= yo)\a_,“l;,’ z = 30)\”3 “I»,,

ou A, w sont des parameétres variables et 24,5, 3, ainsi
que les a; et b;, des constantes. Cherchons la surface
décrite par le point z, y, 5 lorsque % et pvarient. On a
d’abord

T =zy(1+N—1)a (14 p—1)b1,
Sil'on suppose que X et i différent peu de l'unilé,

c'est-a-dire que & —xo = dx soit une pelite quantité
du premier ordre, il viendra, en négligeant les quantités
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d’ordre supérieur et en posant da =

A—1,du=p—1,

z=zy(1+ a; dN) (1 -+ b, dp). ey
d’ou
dzr = xo(a, dh + by dp),

et, en éliminant d et du.,
dz

(’)’)) ..Z_‘(; — a, —b] = 0,

ce qui est 'équation différentielle d’une surface S.

13. En un point M (%, ») d’une telle surface, angle
des lignes coordonnées est donné par

I (lib’ xr2

(26) COS% = ——— —_—
VEG \/ a? xﬁzlﬂx?

On déduit de cette équation que le lieu des points
pour lesquels cosa est le méme en module est donné
par Uintersection de la surface x2y?:¢=m avec une
surface du quatriéme ordre. Celle-ci est la méme pour
toutes les surfaces S ne différant I'une de I'autre que
par la valeur attribuée & m. On voit anssi que si les trois
produits @;b;({ =1, 2, 3)sont de mémesigne, il n’exis-
tera aucun point pour lequel les lignes coordonnées
sont orthogonales. Dans le cas contraire, ces points
seront situés sur une courbe ganche, intersection de la
surface S et d'un céne du second ordre.

Nos lignes coordonnées seront conjuguées si la rela-
uon bien connue

N
[2NC IR TN

est vérifiee. Dans le cas qui nous occupe, il suffira de
disposer des a; et b; pour satisfaire i I'égalité

| a1by ay by | =o.



