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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECUNIQUE EN 1913.

L.
Composition d’Algébre ‘et Trigonométrie.
On considére la fonction § de x définie par la
relation
arc tan z
. ==
§ 1+ 022’
ou le premier membre représente un arc compris
03 T
entre — —et + —-
2 =+ 2
1° Déterminer lesvaleurslimitesde§ pour x==w
et rx=o.
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2° Suivre cesvariations de la fonction § (x) quand
x crolt de — 0 & + .

3° Dans cette fonction 8 (x), on remplace z
par nP, n étant un entier variable et p un nombre
positif donné; on considére la série dont le terme
de rang na pour valeurQ(np). Pour quelles valeurs
de p la série est-elle convergente ?

4° Calculer

* =

Etudier la variation de cette intégrale quand a
augmente de — o & + .

5° Calculer, a Papproximation de la régle a
calcul, la valeur numérique de

©

xr
f‘ —2 0 (2)de.

Ve

SorLurion par M. Taie.
1° On a

g T—arctangz i 1 1
T riarctangzr | r\arclangr

La seconde forme de 8§ montre que cette fonction
prend la valeur o pour z == . Pour z tendant
vers 0, on a, par le développement en série de la pre-
micie forme, .

x3 x0+

—_‘g o
o=2 2

3 __

x T Feee

1
Donc, pour z = o, i prend la valeuar z-

2° Comme la fonction § est visiblement paire, il
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suffit de 'étudier pour > o. Calculons la dérivée de § :

P 1 1y ! —1 1 ]
x2\arctangzr <« x | (arctangx)? l+z‘2+1"7 ’

x étant positif, §' a le signe de la quantité
a2

= z3(arc tangz)?0’'= 2 (arctang x)?—x arctangzr — =
I+ 2%

Pour 2 = o, u s’annule. Calculons la dérivée de
cette fonction :

1 r 2
u'=4arctangz —arc tangx — -
1 1+22 (14 22)2

+ a?

33— x(3+2?)
= arc ltang x - —
1+ 7z (v +22)?

Pour #2/3, «'est négatif. Pourz << \/3, «'ale signe
de la quantité
@ (3 +a?)
V=arctangyr — —mM——— .
° (1 + 2%) (3 — )
V s’annule encore pour £ =o. Calculons la dérivée

Vi (e 3= (+3a) —a(3+ 2t (17— f %)
T i+ ar (1+ 22)2(3 ——a2)?

Par un calcul sans difficulté, on trouve que cette
expression se réduit a
_.8:”2

e
T3 (o’

V' est donc négatif pour o <x<\/§, et la fonc-
tion V est décroissante dans cet intervalle. Elle est
donc négative. Par suite, la dérivée ' est négative pour
toutes les valeurs positives de z. On conclut de méme
que la fonction u et par conséquent la dérivée 0 sont
négatives. La fonction § est décroissante.

En résumé, quand z varie de o a o, la fonction 4
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. . .
décroit de 7a0; c’est une fonction paire, et la courbe

représentative se construirait sans difficulté.
3°Ona

PO (nr) I I I ( arctangn/”
n n) = ——————— —= —
arctangnP nP  arctangal nr

N . 2
Cette expression tend vers pg quand n augmente

indéfiniment. On en déduit immédiatement, par appli-
cation d’un théoréme classique, que la série considérée
est convergente pour p > 1 et divergente pourp=<rt.

°© On a

® r © 1
f ——b(x)dr = [ ——;( -—-)
L. LHa? J. 1+ \arclangz x

_ I o /'dL x dx
- 1+ x% arc tan«r:r 1+ a2
=§ L 1"

|
Pour z = 0, la fonction obtenue prend la valeur L :

’ll(,('\l]”J'\/l—{—?-
x

On a donc, en appelant f (a) I'intégrale donnée,

T arctang a /1 + a® ra
fla) =L ——0L ——2—— — — |, IS
* 2 a 2arc tanga‘/l -+ a*

On a supprimé le signe de la valeur absolue apres
le symbole L, carla quantité

~a

2.arctang a ‘/l —+ a?
st toujours positive
La fonction f'(a) est paire. Pour a = o, elle prend
T
la valeur L - Pour a = o, elle prend la valeur 0. Dans

toul 'intervalle elle est décroissante. On a en effet

fla)y=—-——=b(a)<o.

1+ u’
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La courbe représentative de cette fonction est donc
analogue a celle de la fonction §.
5° 1l s’agit de calculer

I

’ ﬁ =
{ Vo I
—= L —L

f(x/s> L

1 ! 1 - - i
ar - —arctang —
2arctang ‘/g\/l—i— 3 3 3 ‘/3

fig]

__log1g3 —logie2 0,477 — 0,301 0,176
1og1 € 0,434 0,435

= 0,40).



