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SUR LES COURBES OUI DEMEURENT INVARIABLES QUAND
ON LES SOUMET A UNE TRANSFORMATION QUADRA-
TIQUE EVOLUTIVE;

PAR M. A. MYLLER.

On sait qu'il y a seulement deux transformations
quadratiques involutives qu'on peut représenter en
coordonnées trilinéaires par les formules

(1) x :y .z = - : - : -

et

(2) x \y : z = - ; - ; -•
je y A3

Les courbes qui demeurent invariables par la trans-
formation (i) sont connues. Elles ont été étudiées (*)
spécialement dans le cas où deux des sommets dû
triangle de référence sont situés dans les points circu-

( l) G. DARBOUX, Sur une classe remarquable de courbes et de
surfaces algébriques.



laires à l'infini. Ces courbes sont appelées analag-
matiques.

Je m'occuperai, dans ce qui suit, des courbes qui
demeurent invariables quand on les soumet à la trans-
formation (2 ).

Considérons une droite quelconque

(3) «XH-PY-+- wZ = o.

Sur cette droite, se trouvent seulement deuxpoints]M?

M'qui se correspondent par la transformation (2). Si#,
y, z sont les coordonnées d'un de ces points M, les

coordonnées du point M' sont -> -> - et les coeffi-v x y z
cients de la droite (3) qui les réunit sont donnés en
fonction de x, y, z par les formules

(4)

a \ b c j b \ c a )

Faisons tourner la droite (3) autour d'un point
fixe Mo (x0 , y0, z0). Les points M et M' décriront
alors une courbe dont on obtient l'équation en rem-
plaçant dans (3) X, Y, Z par x0, y0, z0 et u, i>, w par
les valeurs obtenues des formules (4) . Cette équation
est

Elle représente une cubique qu'on pourrait consi-
dérer comme la plus simple des courbes qui se changent
en elles-mêmes par la transformation (2). Cette cubique
est complètement déterminée par les coordonnées
•̂ o) Y^i zo du point Mo que nous nommerons point
caractéristique. Elle passe par les points doubles de la



( «28 )

transformation

(6)

par les sommets du triangle de référence

\ / / \ 1 J1 \ y y )y \ J y ) '

et par le point (#o, ^ 0 , z0). Les tangentes aux quatre
premiers de ces points se rencontrent au point carac-
téristique et les tangentes aux quatre derniers au point
transformé du point caractéristique.

Prenons deux courbes du système (5) avec les points
caractéristiquesMo (cTo,jKo> zo) et M< (x^ yK, zt). Ces
cubiques se rencontrent en dehors des sept points (6)
et (7) qui sont communs à toutes les cubiques du sys-
tème (5) encoreen deux points M et M7. La droite Mo M<,
qui réunit les points caractéristiques des deuxcourbes,
passe par les points de rencontre M et M7.

Laissons maintenant le point caractéristique décrire
une courbe (K) que nous nommerons de même courbe
caractéristique. La cubique correspondante envelop-
pera alors une courbe (C). Cette courbe (C), étant
formée par les intersections successives des cubiques (5),
possède comme elles la propriété de demeurer inva-
riable quand on la soumet à la transformation (2). La
droite qui réunit deux points correspondants M et M'
sur la courbe (C) est tangente à (K). En effet, les
points M et M7 étant à l'intersection des deux cubiques
infiniment voisines," la droite qui les réunit passe par
les deux points caractéristiques infiniment voisins,
c'est-à-dire qu'elle est tangente à (K.).

Inversement, étant donnée une courbe (C), qui a la
propriété de rester invariable par la transformation (2),



la droite qui réunit deux points correspondants enve-
loppe une courbe caractéristique (K). La courbe
donnée (C) peut être envisagée comme enveloppée par
une cubique (5) dont le point caractéristique décrit la
courbe caractéristique (K).

Soit

( 8 ) <p(a, i>, w>) = o

l'équation tangentielie de la courbe caractéristique (K).
On obtient alors l'équation delà courbe (C) invariable
par la transformation (2) en éliminant w, v, sv entre (4)
et (8). Cette équation est

Yx y* z*\ y ( z* xi\ z / ar* y* \ 1
4 L a \ b c / b \ c a J c \ a b / J(9)

En imaginant une tangente roulant sur la courbe
caractéiistique (K) et portant sur elle les deux points
mobiles M et M/ qui décrivent la courbe (C), on peut
constater les relations suivantes entre les courbes (C)

i° A chaque tangente double de (K) correspondent
deux points doubles de (C). Ce sont les deux points
qui se correspondent par la transformation (2) et qui
sont situés sur cette tangente.

20 A chaque point d'inflexion de (K) correspondent
deux points de rebroussement de (C) situés sur les
tangentes stationnaires.

3° Les points doubles (6) de la transformation sont
points multiples de (C) d'un ordre ég*l à la classe de
la courbe (K). Les tangentes dans ces points multiples
sont les tangentes menées par ces points à la courbe (K).

Dans un cas spécial, où deux des sommets du triangle
de référence sont situés dans les points circulaires à
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l'infini, la tranéformation (2) prend la forme

(10) x' =* * /

C'est une inversion suivie d'une réflexion par rapport
à l'axe des x. Elle constitue ensemble avec l'inversion
simple la corrélation circulaire de Möbius (^carac-
térisée par la propriété de transformer chaque cercle
dans un autre cercle.

Les courbei invariables parla transformation (10)
ont une équation de la forme

9 ( ^ , f = O .
\ -2 A x 1 ky I

Parmi ces courbes se trouve la cubique

{xyo—7^fl)(^ + 72) + 2 / ^ / — k(xyo-+-yxo) = o,

qui correspond à la cubique (5) .


